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FONCTIONS MULTIPLICATIVES ET
EQUATIONS DIFFERENTIELLES
PAR

JEAN-PAUL BEZIVIN (*)

RESUME. — Soit f(n) une fonction multiplicative N* — C. On suppose que la
fonction g(z) = Ziozl f(n)z"™ vérifie une équation différentielle linéaire homogene a
coefficients polynémes. Nous montrons alors qu’il existe un entier rationnel k et une
fonction multiplicative périodique w(n) tels que f(n) = n*w(n). Ceci généralise un
résultat de Sarkozy.

ABSTRACT. — Let f(n) be a multiplicative function of N* — C. We suppose that
the power series g(z) = Z:il f(n)z" verity a linear homogeneous differential equation
with polynomial coefficients. We show then that there exists a rational integer k and
a periodic multiplicative function w(n) such that f(n) = n*w(n).This extend a result
of Sarkozy.

1. Introduction et résultats

Soit f une fonction multiplicative de N* dans C, c’est-a-dire une
fonction vérifiant f(nm) = f(n)f(m) pour tout couple (m,n) d’entiers
premiers entre eux. Dans [SA], A. SARKozY caractérise les fonctions
multiplicatives telles que la série entiere g(z) = Z:ﬁ (n)z™ soit une
fraction rationnelle, ou, ce qui est équivalent, que la suite f(n) vérifie une
relation de récurrence de la forme :

2 aif(n+1i) =0
i=0

ou les a; sont des constantes complexes avec as non nulle. On a le résultat
suivant :

(*) Texte recu le 17 novembre 1993, révisé le 5 septembre 1994.
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330 J.-P. BEZIVIN

THEOREME S. — Soit f une fonction multiplicative de N* dans C, telle
que la série g(z) = ::z f(n)z" soit une fraction rationnelle. Alors ou la
fonction f est nulle a partir d’un certain rang, ou il existe un entier h € N
et une fonction multiplicative périodique w(n) tels que f(n) = n*w(n).

Ces résultats ont été généralisés depuis (voir [HEMA]) et récemment,
L. LucaTt a donné une démonstration trés simple du THEOREME S
(voir [LU]).

Dans cet article, nous allons déterminer les fonctions multiplicatives f
4 valeurs dans C*, telles que la série génératrice associée

+o0o
= f(n)"
n=1
vérifie une équation différentielle linéaire & coefficients polynémes :
Z Pi(2)gP(2) =0

les P; étant des polynémes avec Ps non nul. Ceci est équivalent a dire que
la suite f(n) vérifie une relation de récurrence linéaire de la forme :

> Qk)fn+k)=0

k=0
pour tout n € N, les @ étant des polynémes avec (Q; non nul.

Nous allons démontrer les résultats suivants :

THEOREME 1. — Soit f une fonction multiplicative de N* dans C. On
suppose que f(n) appartient ¢ R pour tout n, ou que f(n) est a valeurs
dans C*. On suppose de plus que la série g(z) = ::3 f(n)z"™ vérifie une
équation différentielle linéaire homogéne a coefficients polynémes.Alors
ou la fonction f est nulle d partir d’un certain rang, ou il existe un
entier k € Z et une fonction multiplicative périodique w(n) tels que l’on
ait f(n) = n*w(n) pour tout n.

Le résultat du théoreme n’est plus vrai si on suppose que g(z) =
Z:O"l (n)z™ vérifie une équation différentielle algébrique, comme le
montre ’exemple de la fonctlon caractéristique des carrés de N. On sait
en effet que la série Y~ —0 2" ? vérifie une équation différentielle algébrique

(voir [RU]).

REMARQUE. — Nous pensons bien str que le résultat est vrai sans
Ihypothese f(n) # 0 pour tout n.

Nous déterminerons aussi les fonctions multiplicatives & valeurs dans C
telles que leur série génératrice soit algébrique :
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FONCTIONS MULTIPLICATIVES 331

THEOREME 2. — Soit f une fonction multiplicative de N* dans C. On
. +oo n ;. 7. ) \

suppose que la série g(z) = Y7 f(n)z™ est une série algébrique, c’est-d-
dire qu’il existe un polynéme P € C[X,Y] non nul tel que P(z,g(z)) = 0.

Alors ou la fonction f est nulle & partir d’un certain rang, ou il existe un

entier k € N et une fonction multiplicative périodique w(n) tels que 'on

ait f(n) = n*w(n) pour tout n.

Nous utiliserons trés souvent dans ce qui suit la propriété qu’une
série entiere de rayon de convergence non nul, vérifiant une équation
différentielle linéaire & coefficients polynomes, se prolonge au revétement
universel de C privé d’un nombre fini de points, ce que nous traduirons
en disant qu’'une telle série n’a qu’un nombre fini de singularité dans C.

Comme nous utilisons aussi trés souvent dans nos démonstrations
le fait que les coefficients de Taylor des séries considérées vérifient des
relations de récurrence a coefficients polynémes en la variable n (ce qui
est équivalent au fait que la série vérifie une équation différentielle &
coefficients polynomes, voir plus haut), nous ne traitons donc pas le
cas ou la seule hypothese sur la série génératrice, supposée de rayon de
convergence non nul, est d’avoir simplement un nombre fini de singularité
dans C, qui reste donc un probléme ouvert.

On peut se demander quelles sont les fonctions multiplicatives pério-
diques qui interviennent dans les résultats ci-dessus.

Le lecteur intéressé pourra consulter [KA2, Lemma 1, p. 250], ol une
description de telles fonctions est donnée.

A titre d’exemple, pour tout w € C, la fonction

fn) =w(l+(=1)") = (=1)"

est une fonction multiplicative, périodique de période 2, qui n’est comple-
tement multiplicative que si w = 1, c’est-a-dire si f(n) = 1 pour tout n.

L’auteur remergie E. REyssaT d’avoir attiré son attention sur la
référence [LU].

2. Rappels de résultats

\

LEMME 2.1. — Soit 1(z) = Y ;" an2™ une série entiére & coefficients
dans C.On suppose que ¥(z) n’est pas un polynéme et vérifie une équation
différentielle linéaire homogeéne a coefficients polyndmes. Il existe alors un
nombre rationnel s tel que la série

Z (:?)s 2"

n=0

ait un rayon de convergence non nul et fini.
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332 J.-P. BEZIVIN

Démonstration. — Voir [RA].

LEMME 2.2. — Soit ¥(z) = >0 an2™ une série formelle & coefficients
dans C. On suppose que ¥(z) vérifie une équation différentielle & coeffi-
cients polynomes. Soit :

t
ZPj(n)a(n +7)=0
§=0
une relation de récurrence a coefficients polynomes en la variable n,
avec Ps mon nul, vérifiée par la suite a(n). Soit ¢ un entier naturel non
nul; alors la suite b(n) = a(nq) vérifie une relation de récurrence de
la forme :

m

Z Hi(n)b(n + k) =0,

k=0
les Hy étant des polynomes avec Hy, non nul, Uentier m étant inférieur
ou égal a t. De plus, si le rayon de convergence de (z) est non nul et
fini, les singularités de la série 6(z) = 28° bnz™ sont parmi les puissances
g-iémes des singularités de la série (z) = > 0" an2z™.

Démonstration. — Voir [BE1, p. 137].
LEMME 2.3. — Soient f(z) = Y 00 janz™ €t g(2) = Y oo bnz™ deuz

n=0
séries entiéres. On suppose que f(z) et g(z) ont un rayon de convergence

non nul, et un nombre fini de singularités dans C. Alors la série
o0
h(z) = Z anbp2™,
n=0

(produit de Hadamard de f et de g), ne peut avoir comme singularités que
les produits d’une singularité de f par une singularité de g.

Démonstration. — Voir [BI, p. 21-22] ou [JU, p. 297].

LEMME 2.4. — Soit f de N* dans C wune fonction multiplicative
périodique, c’est-a-dire telle qu’il existe m € N, avec m > 1, telle
que f(n+m) = f(n) pour tout n assez grand. Alors f(n) est purement
périodique : on a f(n+ m) = f(n) pour tout n > 1.

Démonstration. — Voir [KAN].

LEMME 2.5. — Soit ¥(z) = 30" an2™ une série formelle & coefficients
dans C. On suppose que (z) vérifie une équation différentielle linéaire
homogéne a coefficients polyndmes et qu’il existe un sous-groupe de type
fini G du groupe multiplicatif de C, tel que a,, € GU{0} pour tout entier n.
Alors ¥(z) est une fraction rationnelle.

Démonstration. — Voir [BE2, p. 62, th. 4].
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FONCTIONS MULTIPLICATIVES 333

ProposITION 2.6.— Soit f(n) une fonction multiplicative de N* dans C.
On suppose que

lim sup % Z If(n)l2 < +o0,

T=Fo0 1<n<z
et, si cette quantité existe, on pose :

M(f) =tim = 3 fn)

n<z

Alors (i) et (ii) sont équivalents :
(1) M(f) existe et est non nulle.

(ii) Les trois séries

—1 _12 k
Z f(p) , Z (f(p) ), Z |f(p*)]

k
p premier p premier p p premier p
k>2

sont convergentes, et pour tout p premier, la série Z;?_—o f (p’C )/ pk est non
nulle.

Démonstration. — Voir [EL].

PROPOSITION 2.7.— Soit f(n) une fonction multiplicative de N* dans C.
On suppose que

1
li - 2
1msupr|f(n)| < 400,

T—+00 n<z

et que M(f) eziste et est non nulle. Alors ou la série entiére Y .o | f(n)z"
admet le cercle unité comme frontiére naturelle, ou c’est une fraction
rationnelle.

Démonstration. — Voir [LUTU].

LEMME 2.8. — Soit g(z) = Y oo janz™ une série algébrique de rayon
de convergence R fini. Il existe alors un nombre rationnel r ¢ —N*, un
entier naturel t, et des éléments non nuls A; et ¢; dans C, avec |¢;| =1/R
pour tout i =1, .., t, tels que :

an =n" (A1} + -+ Al) + o(n"R7™).
Démonstration. — Voir [TS, p. 77, formule 20].
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334 J.-P. BEZIVIN

LeMME 2.9. — Soient f(2) = Y oo, anz™ une série entiére d coefficients
dans C, tous non nuls et g(z) = Y 2"/an. On suppose que lim ¥/|ay|
existe et vaut 1 (de sorte que les rayons de convergence de f(z) et g(z)
sont égauz a 1) et que la série f(z) n'a que z = 1 comme singularité sur le
cercle unité. Alors ou la série g(z) admet le cercle unité comme frontiére
analytique, ou elle n’a que z =1 comme singularité sur le cercle unité.
Dans ce dernier cas, on a limant1/a, =1 sin tend vers Uinfini.

Démonstration. — Voir [AG, p. 431, th. S, et p. 432, ligne 12].

LEMME 2.10. — Soit f(n) une fonction multiplicative de N* dans C. On
suppose que f(n) est de module 1 pour tout n entier, et que f(n+1)— f(n)
tend vers zéro si n tend vers linfini. Alors il existe un nombre complexe
imaginaire pur 7 tel que f(n) =n" pour tout n dans N.

Démonstration. — Voir [KA1, th. 14, p. 548].

3. Lemmes préliminaires

LeEmMME 3.1. — Soient a,, et b, deuzr suites d’éléments de C vérifiant
des récurrences

t

Zﬂ(n)a(n +14)=0 et in(n)b(n +7)=0
=0

=0

pour tout n entier, les P; et QQ; étant des polynomes avec P, et Qs non
nuls. Alors ¢(n) = a(n) + b(n) vérifie une relation de la méme forme

3 Hulmle(n-+8) =0,
k=0

les Hy étant des polynomes et Hy,, non nul, avec m < s+ t, et la suite
d(n) = a(n)b(n) vérifie une relation de la méme forme

i M (n)d(n+k) =0,

k=0
les My, étant des polynomes avec M, non nul et avec r < st.

Démonstration. — Soient K le corps des germes & l'infini des suites
fractions rationnelles & coefficients dans C et F le K-espace vectoriel
des germes de suites & valeurs complexes & l'infini. Les hypothéses du
lemme sur les suites a, et b, se traduisent en disant que le K-sous-
espace vectoriel F' de E engendré par les suites a,ix, pour k € N, est

TOME 123 — 1995 — ~° 3



FONCTIONS MULTIPLICATIVES 335

de dimension finie < t et que le K-sous-espace vectoriel G de E engendré
par les suites by, pour k£ € N, est de dimension finie < s. Il est clair que
le K-sous-espace vectoriel engendré par les suites c,,1;, pour j € N, est
inclus dans F' + G, donc de dimension finie < s+ t. On procéde de méme
pour la suite d(n).

LEMME 3.2. — On suppose que les hypothéses du théoréme 1 sont
satisfaites et que la suite f(n) vérifie une récurrence de la forme

S Rm)i(n+i) =0,

=0

les P; étant des polynémes avec P, non nul. Posons N = (2t+1)!, et soit ¢
un entier premier & N. On a l’égalité :

f(ng) = f(n)f(q)

pour tout entier n assez grand.

Démonstration. — Nous suivons la démarche introduite dans [LU].
Posons

u(n) = f(ng) — f(n)f(q)-

D’apres le LEMME 2.2 et le LEMME 3.1, la suite u(n) vérifie une récurrence

de la forme

Z Hi(n)u(n+14) =0

=0

les H; étant des polynomes, avec H,, non nul et m < 2t.

Considérons un entier n de la forme n = k+ hqg, avec 1 < k <2t +1
et h € N. Alors n est premier & g, d’apres les hypothéses faites.

Donc, d’apres la multiplicativité de la fonction f(n), on a u(n) = 0
pour tout tel entier n.

On choisit un entier h assez grand, de fagon que n > 1 + hg implique
H,,(n) # 0. On a, puisque m < 2t :

Ul4+hg = = Um+1+hg = 0.

La relation de récurrence et ’hypothese faite sur A impliquent alors
u(k + hq) = 0 pour tout entier k > 1, ce qui démontre le lemme.

BULLETIN DE LA SOCIETE MATHEMATIQUE DE FRANCE



336 J.-P. BEZIVIN

LEMME 3.3. — On suppose les hypothéses du théoréme 1 réalisées et
que f(n) n'est pas nulle a partir d’un certain rang. Alors il existe une
constante Py telle que f(p*) # 0 pour tout p premier, p > P, et tout k € N.

Démonstration. — Nous suivons de pres la démonstration du lemme 7’
de [HEMA]. Soit

Z Pi(n)f(n+1i)=0
=0

une relation de récurrence & coefficients polynémes vérifiée par f(n)
avec P; non nul. On raisonne par ’absurde, en supposant qu’il existe une
famille infinie de puissances de nombres premiers pfi tels que f (pfl) =0.
Soit N une solution du systeme de congruences :
N=—4 +pf" (mod pl-“"“) 1<i<t.

1

Soit h € N et posons :
M =N + hpf* . pfe

Pour toute valeur de i et tout choix de h, ’entier M + ¢ est, pour tout
1 = 1,..,t divisible par pf" mais pas par une puissance supérieure de p;.
De la multiplicativité de f(n), on déduit que f(M +14) =0 pouri =1,..,¢t.
Si 'on a choisi h assez grand, on aura de plus que P;(n) # 0 pour
tout n > M.
En utilisant la relation de récurrence, on voit alors que f(n) est nulle
pour tout n > M + 1, d’ou le résultat.

LEMME 3.4. — On suppose que les hypothéses du théoréme 1 sont
vérifiées. Alors, si f(n) n’est pas nul & partir d’un certain rang, la série
9(z) = Y02, f(n)2™ a un rayon de convergence non nul et fini dans C.

Démonstration. — Nous supposons que f(n) n’est pas nulle & partir
d’un certain rang. D’apres le LEMME 2.1, il existe un nombre rationnel r
tel que la série entiére

TOEDY (fn(?)) o
n=1

a un rayon de convergence non nul et fini. Cependant, cette série a le
désavantage de ne pas vérifier une équation différentielle & coefficients
polynoémes en général ; nous allons un peu la modifier de fagon & préserver
cette propriété.
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FONCTIONS MULTIPLICATIVES 337

Soient u € Z et v € N* tels que r = u/v.
« Supposons tout d’abord r > 0.
Soit b, la suite définie par I’égalité :

BEED MR

Puisque u € Z et v € N*, la série n(z) vérifie une équation différentielle
linéaire a coefficients polyndémes. On voit de plus que :

L =lim ¥/b,/(n!)"

existe, et appartient & |0, +o00l.

0(z) = Z fé:) 2" = Z cn2"

a donc, comme (z), un rayon de convergence non nul et fini. De plus, par
le LEMME 3.1, elle vérifie une équation différentielle linéaire homogeéne &
coeflicients polynomes.

Soit ¢ > 2 un entier vérifiant les conditions du LEMME 3.2. On a alors,
pour tout entier assez grand :

f(nq) = cngbng = f(n)f(q) = cnbnf(q)

La série

donc : c
Cng = f(Q) bnb_n_'
nq
La série Y o7 i bn/bngz™ est, puisque ¢ > 2 et 7 > 0 et en raison du

comportement asymptotique de la suite b,,, une fonction entiere.

Z 0(¢z) —chnqz

¢a=1

On a 'égalité :

et ce qui précede montre que le second membre est convergent dans tout C.

D’autre part, la série 6(z) a un rayon de convergence non nul et fini.
Elle a donc au moins une singularité dans C*; soit w I'une d’entre elle.

La relation précédente montre qu’il existe une autre singularité de 6(z),
que nous notons wg, telle que w/w, soit une racine g-ieme de l'unité
différente de 1.

Comme ceci est valable pour tout q premier assez grand, cela implique
que 6(z) a une infinité de singularités dans C, ce qui est contradictoire
avec le fait que 0(z) vérifie une équation différentielle linéaire homogene
a coefficients polyndmes.
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338 J.-P. BEZIVIN

e Supposons maintenant que r < 0.

Dans ce cas, la fonction g(z) = > o-, f(n)z" est une fonction entiére.
En appliquant toujours le résultat du LEMME 3.2, on a :

> 9(¢2) = af(@)g(z%) + T(2)

ca=1

ou T est un polynéme. Posons :
l9|(R) = max{|g(2)], |2| < R}.

On peut, grace au LEMME 3.3, supposer que f(q) # 0. Du fait que g(z)
n’est pas un polynoéme, on déduit que pour toute constante ¢, la quantité
R°¢/|g|(R) tend vers zéro si R tend vers 'infini.

On déduit de ce qui précede qu’il existe des constantes A > 1 et Ry > 1
telles que, pour tout R assez grand, R > Ry, on a :

lgl(R?) < Algl(R).

En itérant cette inégalité, on trouve pour tout entier n
lg|(R"") < X"[g|(R)

pour tout R > Ry.
Soit p assez grand; on choisit n entier tel que

Ry < p¥7" < 2R,.

11 vient alors :
l9](p) < c1(log p)'o8 /1084

ol ¢; est une constante positive. Ceci montre que g(z) est un polynome,
contrairement a I’hypothese faite.

Finalement, on a 7 = 0 et la série > -, f(n)2" a donc un rayon de
convergence non nul et fini, ce qui termine la démonstration du lemme.

LEMME 3.5. — Sous les hypothéses du théoréme 1, et si la fonction f(n)
n’est pas nulle d partir d'un certain rang, la série g(z) = Y oo, f(n)z",
qui a un rayon de convergence non nul et fini d’aprés le lemme 3.4, n'a
que des racines de l'unité comme singularités dans C.

Démonstration.—Soit g un entier vérifiant les conditions du LEMME 3.2
nous supposons ¢ choisi de fagon que f(g) # 0, ce qui est possible en vertu
du LEMME 3.3.
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FONCTIONS MULTIPLICATIVES 339

On a alors, en traduisant 1'égalité f(ng) = f(n)f(¢g) pour tout n assez

grand :
Zf(nq)z" Z n)z" +T(z)
n=1 n=1

ot T(z) est un polynéme.

Soit w une singularité de g(z). D’aprés D’égalité précédente, c’est
une singularité de > oo, f(ng)z". D’apreés le LEMME 2.2, w est donc la
puissance g-ieme d’une singularité w’ de g(z). Il est clair qu’alors, en raison
de la finitude de I'ensemble des singularités de g(z), w est une racine de
lunité.

LEMME 3.6. — Soit f(n) une fonction vérifiant les hypothéses du
théoréme 1. Il existe un entier K > 1 tel que, pour tout couple (a,b)
d’éléments de N X Z, on ait :

(i) Pour q premier @ K, f(nq) = f(n)f(q) pour tout n assez grand;

(ii) Pour q premier a K, linégalité | f(q)|?* < ¢°~! entraine la conver-
gence de la série de terme général | f(n)|?®/nb.

Démonstration. — On peut encore supposer que f(n) n’est pas nulle
& partir d’un certain rang. Pour assurer que (i) est réalisé, il suffit de
prendre pour K un multiple de 'entier N introduit dans le LEMME 3.2.

Soit )

h(n) = |f(n)|".
Alors h(n) est une fonction multiplicative qui vérifie encore une relation
de récurrence & coefficients polynomes, puisque c’est le produit de f(n) et
de f(n), (on a noté z le conjugué du nombre complexe z) qui possedent
tous les deux cette propriété.

Par le LEMME 3.5, la série entiere ) > | h(n)z" n’a pour singularités
dans C que des racines de 'unité, en nombre fini. On note L le plus petit
commun multiple des ordres de ces racines de I'unité.

Le LEMME 2.3 montre que

Z|f(n)|2az" = Z h(n)*z"
n=1 n=1

n’a pour singularités que des racines L-iemes de l'unité. De plus, la
série Y7 2" /n® n’a que z = 1 comme singularité, donc le produit de

Hadamard
Z |f(n)|** n)

de ces deux séries n’a aussi pour s1ngular1tes que des racines L-iemes de
Iunité.

|2a
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340 J.-P. BEZIVIN

Nous posons maintenant K = LN et nous démontrons assertion (ii).
Soit donc g un entier premier a K. On a

2a
S w(cz) (‘1)' w(=%) + T(2)
¢i=1

ou T est un polyndme, en raison de 1'égalité f(ng) = f(n)f(q) pour tout n
assez grand. Posons :

u(z) = — Z w((z) + T(z).

¢a=1, (#1

L’égalité précédente s’écrit :

w(z) = Aw(2?) +u(z) avec A=

En itérant cette relation, il vient :
n—1 )
w(z) = A"w(z?) + Y Nu(z?)
j=0

pour tout entier n.

Nous supposons maintenant que z appartient & [0, 1] = I. Chacune des
fonctions w(¢z) est alors continue sur I, pour ¢ # 1, par le choix de ¢,
premier & L. Il en est donc ainsi de u(z). Comme A < 1, la série de terme
général Mu(29") va donc converger uniformément sur I, et sa somme sera
égale & w(z) sur [0, 1], puisque A\"w(z?") tend vers 0 si |2| < 1.

En particulier, la somme de la série & termes positifs w(z) va donc étre
bornée sur [0, 1[. La série | f(n)|?¢/n® est donc convergente, ce qui termine
la démonstration du lemme.

LEMME 3.7. — Soit w un réel positif, et v € C. Soit

[e o)

P(z) = Z(n +w)? 2"

n=1

Si la série ¥(z) vérifie une équation différentielle linéaire homogéne a
coefficients polynémes, alors on a v € Z.

Démonstration. — Par hypothese, il existe une relation de la forme
t
Y Pin)(n+j+w),
=0
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les P; étant des polyndmes avec P; non nul. Il en résulte que
t—1
(n+t+w) = ZQj(n)(n+j +w)’,
=0

les @; étant des fractions rationnelles. Posons

t—1

F(z)= 1+ (t+w)2)" =Y Q;(1/2)(1+ (j +w)2)”

7=0

ou, pour définir (1+ (j + w)z)?, on a utilisé une définition convenable du
logarithme.

La fonction F(z) est méromorphe dans un tel domaine (par exemple
dans D; = C—] — o0, —1/(t + w)] ) et on a F(1/n) = 0 pour tout n > 0.
Il en résulte que F'(z) = 0 dans tout le domaine considéré.

L’égalité

t—1
(L4 (E+w)2)" =3 Qi(1/=)(1+ (i +w)2)”

Jj=0

montre qu’alors la fonction (1 4 (¢ + w)z)” se prolonge en une fonction
méromorphe dans Dy = C—] — 0o, —1/(t — 1 + w)] qui contient le point
—1/(t + w). Par suite, v appartient & Z, ce qui termine la démonstration.

LeMME 3.8.— Soit g(n) une fonction multiplicative de N* dans ]0, 4+o00[.
On suppose que g(n) = 1 pour tout n premier a4 un entier M > 1 et,
que, pour un réel positif € < %, il existe une constante ¢, > 0 telle que
g(n) < c.ne. Alors on a :

1
li =y 2 .
imsup — g(n)* < 400
1<n<lz

Démonstration. — Soit F' I’ensemble des entiers dont tous les facteurs
premiers divisent M. On a :

D9 = 3 > glab)”
1<n<z beF, b<z a<z/b
aANM=1
Donc, puisque g(a) = 1 si a est premier & M :

Z g(n)? = Z card{a < z/b, a A M = 1}g(b)*.

1<n<z bEF, b<z
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On a donc :

g(n)2 < Z g(:) .

1<n<z bEF, bz

8|

L’hypotheése sur £ montre alors que la série au second membre converge,
et termine la démonstration du lemme.

4. Preuve des théorémes

Nous supposerons dans toute la suite que la fonction f n’est pas nulle
a partir d’un certain rang.

Preuve du théoréme 1. — Soit K ’entier introduit dans le LEMME 3.6,
et ¢ un entier premier & K. On suppose de plus que f(q) # 0 (il suffit
pour cela que ¢ soit assez grand d’apres le LEMME 3.3).

De l'égalité f(nq) = f(n)f(q) pour tout n assez grand, on déduit qu’il

" existe un entier m tel que pour tout n > m + 1 on ait :

f(@") = f(@" "™ f(@™).
On en déduit que :
log | f(g")| _ log|f(q)|

n—+oo  nlogq log q

Posons

lo
e =2 gllf(q)l,
0gq

et soit 7 = b/a (avec a € N* et b € Z) un nombre rationnel tel que r > ~,.
Soit m > 1 un entier assez grand tel que

20 m

q(lf(qZI )<
q

Un tel entier existe car

f@F _1f@” _
q" qr

D’aprés le LEMME 3.6, la série numérique |f(n)[?*™/n®™ est conver-
gente. Elle est donc bornée.

Soit alors y un autre entier vérifiant les mémes conditions que ¢g. Du
fait que la suite | f(y™)|22™/y?™™ est bornée, on déduit facilement que

- log [f(y™)] _ b
- — <=
Ty nll»xfoo nlogy ~ a "
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Comme ceci est vrai pour tout rationnel r > <4, on en déduit que pour
tout couple g,y on a 7y, < 7,. Par suite, on a en fait I’égalité entre toutes
ces quantités, et, pour q premier a K et assez grand, on a :

otl v est un nombre réel indépendant de g. La suite | f(n)|? vérifie, comme
nous l'avons déja vu, une relation de récurrence & coefficients polynémes

en la variable n. Il en est donc de méme de la suite
2
w(n) = |f(nV +1)|

pour n > 1, ol on a choisi V' assez grand et multiple de K. On a alors

w(n) = (nV+1)7 pour tout n > 1 d’aprés ce qui précéde. On en déduit que

la suite (n+w)" avec w = 1/V vérifie une relation de récurrence linéaire &

coefficients polynoémes, et le LEMME 3.7 montre qu’alors v appartient a Z.
Soit € un réel positif. D’apres ce qui précede, on a :

|f(n)|* < en e

pour une constante positive c et pour tout entier n > 1.
En choisissant € assez petit, il en résulte que la fonction multiplicative
g(n) = |f(n)|?/n" vérifie les hypothéses du LEMME 3.8, de sorte que :

1
li — 2 .
imsup — E g(n)* < 400
1<n<lz

Comme d’autre part, g(p) = 1 pour tout nombre premier assez grand, il
en résulte que les deux séries

gp) -1 | (9(p) — 1)
2 P D p

p premier p premier

sont convergentes. La série suivante est visiblement convergente :
k
) 9(p®)

k
k>2 p
p premier

Enfin, chacune des sommes Y p-,g(p*)/p* est différente de zéro car
g(1) =1 et g(n) > 0 pour tout n > 1.
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On peut alors utiliser la PROPOSITION 2.6 : la moyenne

M) = lim 2 3 o0
n<x

existe et est non nulle.

D’apres la ProposiTION 2.7, la série v(z) = Y o0 g(n)z" est soit
rationnelle, soit non prolongeable au dela du cercle unité. Comme de
plus v(z) satisfait & une équation différentielle linéaire homogene & co-

efficients polynémes, ce dernier cas est exclut et donc v(z) est une série

rationnelle. On a donc g(n) = n"w(n) ol w(n) est une fonction multipli-

cative périodique, d’apreés le THEOREME S. On a donc démontré que

[f(n)]? = n*w(n),

avec k € Z et w(n) fonction multiplicative périodique.

Posons
B(n) = Vw(n).

Alors B(n) est aussi une fonction multiplicative et périodique. Soit

O

sinon.

La fonction h(n) est multiplicative et vérifie pour tout n entier
|h(n)|> =n*F ou h(n)=0.

Elle vérifie encore une relation de récurrence linéaire homogene a coeffi-
cients polyndmes en la variable n. De plus, |h(p)|? = p* pour tout nombre
premier assez grand.

Nous supposons maintenant que f(n) est d valeurs réelles.

Supposons k impair, £k = 2m + 1. Alors la suite

h(n)
win) = "
vérifie encore une relation de récurrence linéaire & coefficients polynomes
en la variable n, et pour tout p premier assez grand, on a w(p) = £,/p
puisque f(n) est & valeurs dans R.
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On considére de nouveau une relation de récurrence & coefficients
polynomes en la variable n vérifiée par f(n) :

ZPi(n)f(n +i)=0.

Soit M un entier tel que n > M implique Ps(n) # 0. Soit K Pextension de
type fini de Q engendrée par tous les coefficients des P; et les valeurs f(n),
pour n < M +s.

On voit alors que f(n) appartient & K pour tout n € N. Par suite, les
racines carrées de tous les nombres premiers assez grands sont dans K, ce
qui est absurde, et cette contradiction montre que k est un nombre pair.

On pose alors .

n
t(n) = %
qui est encore une suite vérifiant une relation de récurrence & coefficients
polynoémes en la variable n. Les valeurs prises par ¢(n) sont alors 0 et £1,
et le LEMME 2.5 montre que la suite h(n) est une suite récurrente linéaire
a coeflicients constants.

On applique alors le THEOREME S, et ceci termine la démonstration de

cette partie du THEOREME 1.

Nous supposons maintenant que f(n) appartient & C, avec la propriété
que f(n) # 0 pour tout n entier.

Il résulte de ce qui précede que 'on peut supposer que

k
If(n)]* =n
pour tout n, avec k € Z. Soit
f(n)®
frn) ===~
La fonction f*(n) vérifie encore une relation de récurrence linéaire homo-
gene a coefficients polynoémes en la variable n, est encore multiplicative et
est de module 1 pour tout n.
La série

g() = fr(mz"
n=1

ne possede donc que des racines de 'unité comme singularités dans C.
Soit L le plus petit commun multiple de leurs ordres, et soit :

— f*(nL -1 = n—1
v(z) = Zl I%z" = Zl a(n)z""".
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La série v(z) ne posséde plus comme singularité dans C que le
point z = 1. Il en est de méme de la série dont les coefficients de Tay-
lor sont les conjugués de la série v(z), cette série étant 'inverse au sens
de Hadamard de la série v(z), puisque les coefficients de Taylor de v(z)
sont de module 1.

Ces deux séries vérifient des équations différentielles linéaires ho-
mogenes & coefficients polynémes, en utilisant le LEMME 2.2. 11 en résulte
que toutes les deux sont prolongeables analytiquement en dehors du disque
unité.

Par le LEMME 2.9, il en résulte que a(n + 1)/a(n) tend vers 1 si n tend
vers I'infini. Comme a(n) est de module 1, on en déduit que a(n+1)—a(n)
tend vers zéro si n tend vers 'infini.

La fonction a(n) est encore une fonction multiplicative comme f*(n).
On peut donc appliquer le théoréme de Wirsing (LEMME 2.10), qui montre
qu’il existe un nombre complexe imaginaire pur 7 tel que a(n) = n” pour
tout n.

Le LEMME 3.7 montre alors que 7 = 0. Nous avons donc démontré que

fr(nL)
f*(L)
En particulier, en prenant n premier & L, on voit que f*(n) = 1.
On a donc f(n) = +n*/2 pour tout n premier & L. Un argument déja
rencontré plus haut montre alors que k est un entier pair. La série

f
2 T

vérifie alors une équation différentielle linéaire homogene & coefficients
polynomes. Posons
f(n)

£ =2,

On a alors f**(nL)? = f**(L)? pour tout n entier, d’apres la relation
vérifiée par la fonction f*(n).

Soit n premier & L. On a alors f**(n) = =£1. Soit maintenant p
un diviseur premier de L, et (3 la valuation p-adique de L. On pose
L, = Lp=P, et soit ¥ > 3.0n a: p?"PL = p7 L, donc, puisque f**(n) est
multiplicative :

F L) = £ (L) = (L)

de sorte que f**(p7)? est égale & une quantité fixe, indépendante de v > 8.

=1 pour tout n.
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On en déduit que la fonction multiplicative f**(n) ne prend qu’un
nombre fini de valeurs dans C. Comme la série Y -, f**(n)z™ vérifie
une équation différentielle linéaire homogene a coefficients polynodmes,
le LEMME 2.5 montre que c’est une fraction rationnelle. Une application
du THEOREME S termine alors la démonstration.

Preuve du théoréme 2. — La série g(z) = Y oo, f(n)z™ est algébrique;
elle vérifie donc une équation différentielle homogene, linéaire, a coeffi-
cients polynémes en la variable z.

Nous pouvons donc utiliser les résultats que nous venons de démontrer.
En particulier, si la série g(z) n’est pas un polyndéme, elle n’a comme
singularités que des racines de 'unité.

Nous utilisons maintenant le LEMME 2.8. On peut donc écrire

f(n) =n"(Arcl 4+ -+ + Aic) +o(n"),
les ¢; étant des racines L-iémes de 'unité et r € Q, r ¢ —N*. Nous savons
de plus que f(n) est multiplicative. Soit n un entier non nul fixé et p un
entier premier tel que p soit premier a n, et supposons que l'on ait pour
tout i = 1,...,t les égalités ¢! = ¢;. Il suffit pour cela de choisir p = 1
modulo L, et il y a donc une infinité de tels p.

De I'égalité f(np) = f(n)f(p), on déduit que :

(np)" (A1cy? + - + Ac}?) + 0(("P)r)
= f(n)(p" (A1} + - + Acf) +0(p")).

Tenant compte du choix de p, et en simplifiant par p”, il vient :
n"(Arcl + -+ Aic}) +0o(1) = f(n) (Arer + -+ - + Ager) +0(1),

les o(1) étant entendus quand p tend vers l'infini, n étant fixé. En faisant
tendre alors p vers l'infini, il vient :

n"(Are} + -+ Ac}) = f(n)(Arer + - + Aier) = Bf(n).
La quantité B ne peut étre nulle. En effet, si c’est le cas, on a
n"(Arcl 4+ Ac}) =0
pour tout n > 1, ce qui implique A; = 0 pour tout ¢. On a donc
f(n) =n"(Dicl + - + Dyc}t)
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pour tout n entier, les D; étant des constantes non nulles. On consideére

alors
f(nL+1)=(nL+1)"

(nous avons utilisé le fait que f(1) = 1). Cette suite vérifie une relation de
récurrence linéaire homogene & coefficients polynémes en la variable n, ce
qui permet d’appliquer le LEMME 3.7. On a donc r € Z. De plus, on sait
que r n’est pas dans —N*, ce qui montre que r appartient a N, et termine
la démonstration.
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