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CREATION DE POINTS PERIODIQUES DE
TOUS TYPES AU VOISINAGE DES TORES K.A.M.
PAR

MARIE-CLAUDE ARNAUD (*)

RESUME. — Nous montrons dans cet article qu’une partie résiduelle G de I’ensemble
des difféomorphismes symplectiques de classe C°° d’une variété M vérifie : pour tout f
dans G, tout tore lagrangien périodique de période notée 7 sur lequel f7 est C'°
conjuguée & une rotation ergodique est limite de points périodiques de tous types
(i.e. ayant une dimension elliptique et une dimension hyperbolique que l'on peut
imposer & 1’avance).

ABSTRACT. — We prove in this paper that there exists a residual subset G of the set
of C* symplectic diffecomorphisms of a manifold M such that : for all f in G, every
Lagrangian periodic torus (with period 7) on which f7 is conjugated to an ergodic
rotation is limit of periodic points of all types (i.e. which have hyperbolic and elliptic
dimensions that we can chose).

Le but de cet article est de mettre en évidence pour tout difféo-
morphisme f symplectique de classe C'*° «générique » en un sens que nous
préciserons ultérieurement un fermé invariant contenant un sous-ensemble
dense de points périodiques de tous types (cette notion sera précisée par
la suite).

Dans la premiere partie, nous énoncgons les résultats que nous allons
démontrer, et les comparons & d’autres résultats déja connus. Dans
la seconde partie, nous donnons la démonstration des résultats précé-
demment énoncés.

(*) Texte regu le 25 avril 1994.
M.-C. ARNAUD, Université Paris Sud, bat. 425, Laboratoire de topologie, 91405 Orsay
(France).
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592 M.-C. ARNAUD

1. Enoncés de résultats
Rappelons tout d’abord les notions que nous allons utiliser :

DEFINITION 1.1.—Soit f un diffomorphisme symplectique de classe C*°
d’une variété symplectique (M,w). Un point périodique p de f de période
élémentaire 7 sera dit général si Df"(p) a toutes ses valeurs propres dis-
tinctes (donc en particulier n’a pas de valeur propre égale & 1).

REMARQUE 1.2. — L’ensemble des difféomorphismes symplectiques de
classe C*° de M dont tous les points périodiques sont généraux contient un
Gs dense (on dit aussi « est un ensemble résiduel») de Diff .’ (M) (ensemble
des difféomorphismes symplectiques de M de classe C°°), comme cela est
démontré par C. RoBINsON dans [10].

DErFINITION 1.3. — Soit f € DiffS (M) et p un point périodique de f,
de période élémentaire 7. Alors :

o la dimension elliptique de p, notée dime(p), est la dimension du plus
grand sous-espace vectoriel E de T, M invariant par Df7(p) tel que la
restriction de Df7(p) & E ait toutes ses valeurs propres de module 1 et
différentes de 1;

e la dimension hyperbolique de p, notée dimh(p), est la dimension du
plus grand sous-espace vectoriel H de T, M invariant par Df7(p) tel que
la restriction de Df7(p) & H ait toutes ses valeurs propres de module
différent de 1;

o un tel point p sera dit hyperbolique si dimh(p) = dimM et comple-
tement elliptique si dime(p) = dimM; il sera dit quasi-elliptique si
dime(p) > 2;

e le type d’un tel point p périodique est t(p) = (dime(p), dimh(p)).

REMARQUE 1.4. — Remarquons qu’a cause du caractére symplectique
des difféomorphismes considérés, le dimension elliptique et la dimension
hyperbolique sont toujours paires; de plus, en un point périodique général,
on a

dime(p) + dimh(p) = dim M

et si p est un point périodique général de f € Diff° (M), tout difféo-
morphisme g € Diff’ (M) suffisamment proche de f posséde un point
périodique proche de p et de méme type que p pour f.

On se demande alors s’il existe des ensembles dans lesquels les points
périodiques d’un type donné forment une partie dense.

Rappelons que dans [3], on avait démontré que tout difféomorphisme
symplectique d’une variété compacte suffisamment proche de I'identité
a au moins un point fixe completement elliptique. On y avait aussi
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démontré un résultat analogue concernant les difféomorphismes exacts
symplectiques fortement monotones & torsion définie de T™ x R™ (nous
renvoyons le lecteur & [3] pour la définition de ces notions). Mais ce type
de résultat ne donne une information que sur un point périodique et ne
fournit évidemment aucun résultat de densité.

Le probléeme de «créery» des points périodiques (ce qu’on veut faire
pour obtenir beaucoup de tels points) n’est pas du tout un probléeme
trivial. Dans [9], C. PucH et C. ROBINSON ont montré dans le cas ol
M est compacte qu’il existe un Gs dense de Diffi,(M ), G, tel que
I’ensemble des points périodiques de tout élément de G est dense dans M.
Malheureusement, leur démonstration utilise de fagon fondamentale le
caractére C! des perturbations qu’on s’autorise 3 faire et ne laisse aucun
espoir & une généralisation aisée en classe C" pour r > 1.

Faire apparaitre des points périodiques d’un certain type semble a priori
un probléme encore plus difficile. Signalons a ce sujet le remarquable
résultat démontré dans [8] :

THEOREME (S. NEWHOUSE). — Si (M, w) est une variété symplectique
compacte, il eziste un sous-ensemble résiduel B C Diff! o (M) tel que,
si f appartient a B, f est soit Anosov, soit les pomts périodiques quasi-
elliptiques de f sont denses dans M.

Remarquons que l’on ne peut se libérer du cas Anosov : si f est
Anosov, toutes ses perturbations sont Anosov et ses points périodiques
sont hyperboliques.

Ceci nous permet de noter qu’il serait vain de chercher a voir appa-
raitre tous les types de points périodiques sur un ensemble dense de M
pour n’importe quel difffomorphisme symplectique : par exemple, si f
est partiellement hyperbolique, on ne peut obtenir de point périodique
complétement elliptique.

C’est pourquoi le résultat que nous obtenons ne concerne qu’un sous-
ensemble particulier de M. Nous allons maintenant le définir :

DErFiniTION 1.5. — On appellera tore lagrangien de la variété sym-
plectique (M,w) de dimension 2n tout tore n-dimensionnel L C*°-plongé
dans M tel que la restriction de w & T'L soit nulle.

Si f € Diff;’(M), on note LR(f) 'ensemble des tores lagrangiens
«périodiques », i.e. invariants par un f?¢ pour un g > 1 (¢ étant choisi
minimal) sur lesquels f7 est conjuguée de maniére C* 4 une translation de
vecteur a coordonnées rationnellement indépendantes et non rationnelles
(i.e. toute orbite de cette translation est dense).
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594 M.-C. ARNAUD

On note alors
T(f) = Adh(U{L;L c LR(f)}) ;

c’est évidemment un fermé invariant par f.
Nous nous proposons de démontrer alors :

THEOREME 1.6. — Soit (M,w) une variété symplectique de dimen-
sion 2n. Il existe une partie résiduelle G de Diff.; (M) telle que tout
élément f de G vérifie : pour tout j € {0,...,n}, l’ensemble des points
périodiques de f de type (2§,2(n — j)) contient T(f) dans son adhérence.

La théorie de Kolmogorov—Arnold-Moser (cf. par exemple [4] et [5] & ce
sujet) nous dit qu’il existe une partie résiduelle G’ de Diff;, (M) telle que
pour tout élément f de G’, tout point périodique complétement elliptique
de f est dans T'(f). Aussi :

CoROLLAIRE 1.7. — Soit (M,w) une variété symplectique. Alors, il
existe une partie résiduelle G de DiffSy (M) telle que tout élément f de G
vérifie : l'adhérence de l’ensemble des points périodiques complétement
elliptiques de f est égale a T(f).

REMARQUE 1.8. — Il peut sembler naturel de se poser la question sui-
vante : un tore lagrangien invariant peut-il contenir un point périodique 7
Jai démontré dans [1] que si M est de dimension 4 (en dimension 2,
le résultat est trivial), la réponse est non pour un ensemble résiduel de
Diff >’ (M).

En appliquant encore la théorie de Kolmogorov—Arnold—Moser (éven-
tuellement dans une variété centre), on déduit aussi :

CoROLLAIRE 1.9. — Soit (M,w) une variété symplectique de dimen-
sion 2n. Alors, il existe une partie résiduelle G de Diff (M) telle que
tout élément f de G vérifie : pour tout j € {1,...,n}, Uensemble des
points périodiques de type (24,2(n — j)) de f n’a pas de point isolé.

REMARQUE 1.10. — Rappelons un résultat trés proche du précédent
dont la démonstration n’utilise pas la théorie de Kolmogorov—Arnold—
Moser : il s’agit du théoreme de Birkhoff-Lewis, dont le lecteur peut
trouver une démonstration dans [7]. Ce théoréme énonce en particulier
que pour tout r > 4, il existe un ensemble résiduel G dans Diff,, (M)
tel que tout élément f de G vérifie : tout point quasi-elliptique de f est
point d’accumulation de ’ensemble des points périodigques; on peut méme
remplacer périodique par périodique quasi-elliptique, ou aussi écrire « limite
d’une suite de points périodiques hyperboliques» comme le démontre
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S. NEWHOUSE dans [8]; on peut aussi voir que non seulement un tel point
quasi-elliptique est limite des points périodiques considérés, mais encore
qu’il est limite des orbites périodiques correspondantes.

Jai utilisé ce dernier théoréme dans [2] (partie 8) pour montrer que
pour tout difffomorphisme f de cet ensemble résiduel G, tout point
périodique completement elliptique & torsion définie (cf. [2] pour la
définition) est point d’accumulation de ’ensemble des points périodiques
complétement elliptique, mais la méthode utilisée ne pouvait absolument
pas se généraliser a tous les points périodiques completement elliptiques.

En fait, nous verrons que nous obtenons dans la démonstration un
résultat un peu plus précis :

ProrosiTiON 1.11. — Soit (M, w) une variété symplectique de dimen-
sion 2n. Alors, il eziste une partie résiduelle G de Diff’ (M) telle que
tout élément f de G vérifie : pour tout T > 1, pour tout j € {1,...,n},
pour tout 0 < k < j, tout point périodique de période élémentaire T
et de type (24,2(n — j)) de f est limite d’orbites périodiques sous f7
de points périodiques (distincts du point périodique considéré) de fT de
type (2k,2(n — k)).

2. Démonstration des résultats annoncés

Le but de cette partie est de démontrer le THEOREME 1.6. Pour cela, on
choisit (V) base dénombrable d’ouverts de M, dont on peut évidemment
supposer qu’ils sont tous difféomorphes & une boule ouverte. Comme une
intersection dénombrable d’ensembles résiduels est résiduelle, démontrer
le THEOREME 1.6 revient a démontrer le résultat suivant :

THEOREME 2.1. — Soit (M,w) une variété symplectique de dimen-
sion 2n, 0 < j < n un entier et V un ouwvert non vide de M. Alors,
lensemble F des éléments f de DIff (M) tels que :

o soit V ne rencontre aucun élément de LR(f);
e soit V' contient un point périodique de type (27,2(n — j));
est résiduel dans Diff (M) .

Démonstration du théoréme 2. 1. — La démonstration de ce théoréme
va faire appel a plusieurs lemmes que nous allons énoncer au fil de nos
besoins.

Commencons cette démonstration ; pour cela, considérons un élément f
quelconque de Diff’ (M), et U un voisinage de f dans Diff.’(M). Deux
cas se présentent alors a nous :
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e soit pour tout g € U, il n’existe pas d’élément de LR(g) qui
rencontre V' ; dans ce cas, U est un voisinage de f inclus dans F;

o soit il existe un élément g de U tel que LR(g) rencontre V ; nous
allons alors montrer qu’il existe A dans U qui posséde un point périodique
général de type (27,2(n—j)) dans V, et donc un ouvert non vide de U dont
tout élément posséde un point périodique général de type (23,2(n — j))
dans V.

Si effectivement nous montrons ce que nous venons d’écrire, nous aurons
montré que F' contient un ouvert dense, et donc est résiduel.

Plagons nous donc dans le cas ou g est dans U et ou il existe un
élément T' de LR(g) qui rencontre V. On notera 7 la plus petite période
de T. Remarquons que comme toute orbite d’un point de T sous g” est
dense dans T, les tores T, g(T), ..., g"~*(T) sont deux & deux disjoints.
Aussi, il existe un petit voisinage W de T tel que : toute perturbation
assez petite de g” & support dans W s’écrit A™ pour un h proche de g.
C’est pourquoi, désormais et sans plus nous poser de questions, nous
perturberons g”.

On se ramene & travailler dans T™ x R™ grace au résultat suivant :

LEMME 2.2 (A. WEINSTEIN). — Il existe un difféomorphisme sym-
plectique ® d’un voisinage de T dans M sur un voisinage de T™ x {0}
dans T*T™ (muni de sa structure symplectique canonique).

Ce résultat est démontré par A. WEINSTEIN dans [12]. Il nous permet
de nous ramener a travailler dans T*T", ce que nous ferons désormais.
Par abus de notation, nous noterons V au lieu de ®(V) et g” au lieu de
dogmod L.

Le deuxieme lemme, utilisant le fait que la restriction de g™ & T™ x {0}

est conjuguée & une translation, permet d’écrire g sous une forme plus
simple :

LemME 2.3 (M. HERMAN). — Il existe un difféomorphisme symplec-
tique H de classe C* d’un voisinage de T"™ x {0} dans un voisinage de
T x {0} tel que g1 = Hog" o H™! se lise au voisinage de la section nulle :

91(0,7) = (0 + a+b(O)r + O(|r|*),r + O(lI7[|*))
étant entendu que les O(||r||?) sont de classe C™, nulles et a différentielles
nulles sur T™ x {0} et que b(6) est une matrice symétrique.

Pour la démonstration de ce lemme, le lecteur peut se reporter a [6].
Désormais, nous travaillerons avec g; plutét qu’avec g”. On peut alors
judicieusement perturber g; de maniere a rendre tous les points de T" x {0}
périodiques :
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LEMME 2.4. — 1l existe un difféomorphisme symplectique f; de
classe C* de T™ x R™ d support dans un voisinage de T™ x {0} aussi petit
qu’on le veut, aussi proche de l’identité qu’on le veut, tel que go = f1 o q1
s’écrive sur un voisinage de T™ x {0} :

92(0,7) = (0 + v+ b(O)r + O(|Ir|*),r + O(|Ir[1*))

ot vy est rationnel.

Démonstration du lemme 2.4. — Soit # € R™ «petit». On peut alors
aisément construire une fonction de classe C*° S(6,r) sur T™ xR"™ & valeurs
dans R aussi petite qu’on le veut (quitte & avoir choisi 3 assez petit) telle
que :

« sur un voisinage de T" x {0} aussi petit qu’on le veut : S(6,7) = —G-r;

o en dehors d’un voisinage de T™ x {0} aussi petit qu'on le veut :
S(6,r) =0.

Cette fonction S, si on l'a choisie assez petite, est alors la fonction
génératrice (cf. [11] pour la définition de cette notion) d’un difféomor-
phisme symplectique de T™ x R™, noté f;. Ce difféomorphisme est alors
aussi proche qu’on le veut de I'identité, coincide avec I’identité en dehors
d’un voisinage aussi petit qu’on le veut de T™ x {0}. De plus, par définition,
si f1(0,r) = (©, R) et si on consideére des relevements (encore notés 6 et ©)
de § et ©,0n a:

dS(3(0+0),1(r+R))
=(R-r)d(3(0+0)) - (©—0)d(:(r+R)).
Aussi, on peut calculer sur un voisinage de T™ x {0}
R—r=0=0(|r[?),
0-0=3=p3+0(Ir?)

et donc :

f0,7) = (0+ B8+ O(Irl|*),r + O(lIr]|*)).

Si maintenant g = fi o g1, il est clair que g, est aussi proche qu’on le
veut de g1, coincide avec g; en dehors d’un voisinage aussi petit qu’on le
veut de T™ x {0}, et que :

92(0,m) = (0 +a+B+O(Irl*),r +O(Ir1?). [

Le lemme suivant sert a avoir une torsion normale non dégénérée en
une orbite choisie :
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LEMME 2.5. — Soit p = (09, 0) un élément de H(V)NT"™ x {0}. Il existe
un difféomorphisme symplectique fo de classe C*° de T™ x R™ a support
dans un voisinage de T™ x {0} aussi petit qu’on le veut, aussi proche de
lidentité qu’on le veut, tel que si q est la période élémentaire de p pour

92, g3 = f2 0. g2 s’écrit :
g3(0,7) = (0 + v+ d(O)r + O(Ir||*),r + O(I7]|*))

ot d(6o) +d(6p +v) +--- +d(6p + (g — 1)7) est non dégénérée.

Démonstration du lemme 2.5. — En utilisant une fonction plateau, il
est aisé de trouver une application de classe C* ¢ de T™ dans I’ensemble
des matrices symétriques n x n telle que :

o le support de ¢ est dans un voisinage aussi petit qu’'on le veut de p,
en particulier ne contient pas p + (kv,0) pour k € {1,...,q — 1};

o b(0o) +b(6o+7v)+ ...+ b(6o+ (g —1)y) + c(bo) est non dégénérée;

e c est aussi proche (en topologie C*°) de 0 qu’on le veut.

On peut alors aisément construire une fonction S(6,7) de classe C*>
sur T™ x R™ & valeurs dans R aussi petite qu’on le veut (quitte & avoir
choisi ¢ assez petit) telle que :

« sur un voisinage de T" x {0} aussi petit qu’on le veut :
S(0,r) = —5c(0)(r,7);

e en dehors d’un voisinage de T™ x {0} aussi petit qu’on le veut :
S(0,r) =0.

Cette fonction S, si on ’a choisie assez petite, est alors la fonction
génératrice d’un difféomorphisme symplectique de T™ x R™, noté fo. Ce
difféomorphisme est alors aussi proche qu’on le veut de ’identité, coincide
avec l'identité en dehors d’un voisinage aussi petit qu’on le veut de
T™ x {0}. De plus, par définition, si fo(6,7) = (6, R) et si on considére
des relevements (encore notés 6 et ©) de § et ©, on a :

as(1(6+), 1(r+R)) = (R—r)d(1(6+0)) —(©-0)d(}(r+R)).

Aussi, on peut calculer
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et donc :
12(0,7) = (0+ c®)r + O(Ir|?), 7+ O(lIr 1))

Si maintenant gz = f3 o go, il est clair que g3 est aussi proche qu’on le
veut de ¢;, coincide avec g; en dehors d’un voisinage aussi petit qu’on le
veut de T™ x {0}, et que :

93(6,7) = (0++d(@)r + O(Ir[?),r + O(Ir?) ). [

Enfin, le dernier lemme nous permet de faire apparaitre 1’orbite
périodique du type voulu :

LEMME 2. 6. — Soit p = (09,0) un élément de H(V)NT™ x {0}. Il
eziste un difféomorphisme symplectique g4 de classe C* de T™ xR™, aussi
proche qu’on le veut de g1, qui coincide avec g1 en dehors d’un voisinage
de T™ x {0} aussi petit qu’on le veut et tel que p est un points périodique
de type (27,2(n — 7)) de ga.

Démonstration du lemme 2.6. — Nous allons évidemment perturber gs
(construit dans le LEMME 2.5). Par construction de g3 et avec les mémes
notations que dans le lemme, on sait que

d(0o) +d(0o +v) + -+ +d(00 + (g — 1)7) =: m(6o)

est une matrice symétrique non dégénérée. Aussi, il existe une matrice P
orthogonale telle que :

A

A
m(0o) = P! L P

An

ou les \; sont tous non nuls.

On peut aussi choisir un petit voisinage Vp de 6y dans T™ tel que
les g3(Adh(V})) pour j € {0,...,q — 1} soient deux & deux disjoints.

On peut alors construire une fonction v de T™ xR"™ vers R, de classe C*°,
a support dans V), aussi petite qu’on le souhaite en topologie C'*° telle
que :

e 0y est un point critique (non dégénéré) de v ;
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« il existe j réels distincts, positifs et non nuls €y, ...,¢; et (n—j) réels
distincts, négatifs et non nuls €41, ..., &, tels que la hessienne de v en 6
s’écrive :

€1 /\1_1
-1
€2 )\2
D?v(fy) = P71 . P
enA; !

Soit alors f3 le difféomorphisme symplectique de T™ x R™ donné par sa
fonction génératrice S telle que :

e S(0,r) = v(0) au voisinage de T™ x {0} ;
o S est nulle en dehors d’un voisinage de T™ x {0}.
Alors, il est clair que :
o f3(6,7) = (0,7 + dv(0)) au voisinage de T™ x {0} ;
o f3 coincide avec 'identité en dehors d’un voisinage de T™ x {0}.
Posons alors :
94 = fs o gs.

Le difféomorphisme g4 coincide avec g; en dehors d’un voisinage de
T™ x {0} et :

9(0,7) = (04 +dO)r + O(Ir|[2),r + 'dv (0 + + d(O)r) + O(|Ir|?)).

De plus, on a gi(p) = p + i(7,0) pour tout i; donc p est périodique de
période ¢ pour g4. Comme au voisinage de Vo x {0}, g3 s’écrit fzog7 (car v
est & support dans Vp), on peut écrire :

DQZ(GO,O) = Df3(00’0) Dgg(0070)
_ I 0\ (I m(bp)
= (oo 1) (0 ")

“(emoee D)6 7 0)
e

(
“(paerenory 7o) (265 )

* (P—I«sf:n(x:l) qu)—l
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21 + (6,) (/\,)

Or, (v1,v2) est un vecteur propre de ( —( )\_1) 0 ) associé a la
i

valeur propre A si et seulement si :
—(A7 Yoy = Mg
vy € Ker(N1 — A(2] + (&:)) + 1),
matrice diagonale dont les valeurs propres sont les racines des équations
M—(2+eg)A+1=0,

les €; positifs correspondant donc & des valeurs propres de module différent
de 1 alors que les €; négatifs correspondent a des valeurs propres de
module 1. []

Ceci conclut la démonstration du THEOREME 2.1.

COMMENTAIRE 2.7. — Résumons les deux idées principales de la
démonstration :

« dans, un premier temps, on utilise le fait qu’on peut toujours approxi-
mer de maniere C*° une translation par une translation de vecteur a
coordonnées rationnelles (c'est un cas ou le C*-closing lemma est élé-
mentaire) ;

o dans un second temps, on utilise que la différentielle d’une translation
a toutes ses valeurs propres égales a 1, et donc on peut imposer n’importe
quel type de point périodique.

Expliquons maintenant comment on démontre les résultats de la par-
tie 1 qui suivaient le THEOREME 1.6. Remarquons que le COROLLAIRE 1.7
est un corollaire immédiat de ce théoreme. Commencons donc la démons-
tration du COROLLAIRE 1.9 :

Démonstration du corollaire 1.9. — Il suffit d’adapter la démonstration
du THEOREME 2.1. Considérons en effet un difféomorphisme symplec-
tique f de (M, w) et p un point périodique de f de type (24,2(n—j)). On
sait alors (le lecteur peut consulter par exemple dans [7] la preuve de ce
résultat) qu’il existe une sous-variété symplectique locale de M en p de
dimension 27, invariante par f et telle que la restriction de f & cette sous-
variété admette p comme point périodique compléetement elliptique. Par la
théorie de Kolmogorov—Arnold-Moser, on sait qu’il existe dans cette sous-
variété W, si f est dans un ensemble résiduel (nous ne préciserons pas cet
ensemble), des éléments de LR(f|w ) (qui sont donc de dimension j) qui
tendent vers p. En adaptant alors la démonstration du THEOREME 2.1, il
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est facile de voir que ces tores sont eux mémes limites de points périodiques
de f|w de tous types pour f parcourant un ensemble résiduel. Ces points
périodiques pour fyy, s'ils sont de type (2k,2(j — k)), sont alors des
points périodiques de f de type (2k,2(n —k)) : cette affirmation est juste
un corollaire du LEMME 8.6 de [2]. []

Démonstration de la proposition 1.11. — 1l s’agit juste de copier la
démonstration du COROLLAIRE 1.9 que nous venons d’écrire, en remar-
quant en plus que les orbites périodiques construites dans la démonstration
du TuEorEME 2.1 sont entierement comprises dans un voisinage du tore
considéré, ce qui donne le résultat voulu. []

REMARQUE 2.8. — En fait, nous avons un peu triché dans la démons-
tration précédente, car en vérité, il n’existe pas de variété centre locale
invariante, mais seulement une variété centre globale invariante immergée
injectivement. Mais cela ne change rien a le démonstration.
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