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HAUTEURS CANONIQUES SUR L’ESPACE DE
MODULES DES FIBRES STABLES SUR UNE
COURBE ALGEBRIQUE
PAR CARLO GASBARRI (*)

RESUME. — On construit une hauteur sur I’espace des fibrés stables de rang et
de déterminant fixés sur une courbe sur un corps de nombres, dans le cas ou le rang
et le degré sont premiers entre eux et la courbe a partout une bonne réduction. Cette
hauteur est définie en utilisant la théorie d’Arakelov

ABSTRACT. — We construct a canonical height on the moduli space of stable fibre
bundles with fixed rank and determinant over an algebraic curve over a number field in
the case when the degree and the rank are coprime and the curve has good reduction
everywhere. This height is defined using Arakelov intersection theory.

1. Introduction

Soient K un corps de nombres et X une courbe lisse de genre g > 1
définie sur K. On sait que ’on peut définir une hauteur canonique Ant
sur la jacobienne de Xk qu’on appelle hauteur de Néron-Tate.

Soit Ok ’anneau des entiers de K et soit X le modeéle régulier minimal
sur Spec(Ok) de Xk ; la théorie d’Arakelov est une théorie d’intersection
entre les diviseurs « compactifiés» sur X.

On sait, d’apres le théoreme de Faltings-Hriljac, que, si £ est un diviseur
compactifié de degré zéro (qui intersecte tout diviseur vertical en degré
zéro) alors 1

hnt(£) = 2K Q) (L; L),

ol sur la droite, on a l'intersection d’Arakelov (cf. [Fa], [Ga] ou [MB]).

(*) Texte recu le 15 avril 1996, révisé le 4 juillet 1997, accepté le 20 mai 1997.
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458 C. GASBARRI

Supposons que f: X — B = Spec(Ok) soit lisse, et supposons que f
posséde une section P. Alors, & l’aide du faisceau inversible Ox(P) on
peut identifier la jacobienne J%,; de X sur B a la composante J§,; du
schéma de Picard de X sur B qui classifie les diviseurs de degré relatif d.
Donc la hauteur de Néron-Tate définit une hauteur sur J;i( /B qu’on peut
décrire en utilisant la théorie d’Arakelov.

Un outil pour I’étude de P’arithmétique des fibrés de rang plus grand
que 1 sur Xk pourrait étre une hauteur canonique (analogue a la hauteur
de Néron-Tate) sur 'espace de modules des fibrés semi-stables sur Xg.

Dans cet article on construit une telle hauteur dans certains cas.

On suppose toujours que f : X — B est un morphisme lisse et projectif
et qu’il existe une section P : B — X.

Soient r > 1 un entier et d un entier premier avec r. Soit Fx un fibré
inversible sur X tel que deg(Fk) = d.

Soit Ux . (r; Fi ) Pespace de modules des fibrés sur Xk stables de rang r
et de déterminant isomorphe a Fg.

Dans cet article on construit une hauteur canonique sur Ux, (r; Fx)
en utilisant la théorie d’Arakelov.

Soit F un modele de Fx sur X et soit S(r;F) la famille des classes
d’isomorphisme des fibrés sur X de rang r et tels que leur restriction a
chaque fibre de f soit stable et la restriction du déterminant soit isomorphe
a la restriction de F.

Soit Fx un fibré stable de rang r et déterminant isomorphe & Fg
sur Xg. Dans les paragraphes 3, 4 et 5, on verra comment on peut
construire un fibré £ € S(r; F) tel que £ Qo K ~ Fk.

Pour tout o € Sy, on fixe une métrique d’Einstein-Hermite par rapport
a la métrique d’Arakelov sur £, = £®, C (pour les déﬁnitigls\ VoIr apres).

On dénote £ le fibré £ muni de ces métriques. Soient c;(€) les classes
de Chern Arakeloviennes définies par exemple dans [D], dans [GS2] ou

dans [E], (CT(E ) € Pic.(X) et c2(€) € R). On considére enfin le nombre

—— — ——

h(Ex) = o (22 ) — (r = V(@ @);B)) ).
(K : Q]

On prouve que h(Ek) dépend seulement de Fk et pas des choix faits.

Le principal résultat de cet article est :

THEOREME. — Il existe un faisceau inversible ample A sur Ux, (r; Fi)
tel que la fonction
h(-) : Ux, (r; Fx) — R

est une hauteur sur Ux, (r; F) associée a A.
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MODULES DES FIBRES STABLES SUR UNE COURBE ALGEBRIQUE 459

REMARQUE. — Moriwaki [Mo] et Soulé [So] ont prouvé que si £ est
stable sur la fibre générique de f, alors

2rea(€) — (r — 1) (e1(€); e1(€)) = 0.

Cet article est organisé de la fagon suivante.

On consideére le foncteur Sx (r;d)(T) qui & chaque schéma T sur B lui
associe ’ensemble des familles des fibrés sur X semi-stables de rang r et
degré d sur chaque fibre de f paramétrisées par T & l'action de Pic(T)
prés (pour une définition précise du foncteur, voir le paragraphe 3).

Dans la premiére partie de cet article (paragraphes 3 et 4), on démontre
qu’il existe un schéma projectif sur B qui classifie Sx (r;d)(-) ; plus préci-
sément, on démontre :

THEOREME 1. — Soient r et d deuz entiers et f : X — B = Spec(Ok)
une surface arithmétique (projective) a bonne réduction partout. Il existe
un schéma projectif sur B, g : 8x(r;d) — B qui est un espace de modules
grossier pour le foncteur Sx (r;d)(-).

Dans le cas ou r et d son premiers entre eux, on construit une famille
universelle sur X xp Ux(r;d) : on construit (paragraphe 5) un fibré £
sur X x g Ux(r;d) qui vérifie la proposition suivante :

ProPOSITION 2. — Soient r et d deux entiers premiers entre eut.
Il existe un fibré de rang v, £ sur X xp Ux(r;d) tel que, pour tout B-
schéma T et pour tout P € Ux(r;d)(T), le fibré sur X xg T obtenu par
le diagramme cartésien

(id x P)
X XBT —_— X XBﬂx(T';d)

! !

T —— Ux(r;d)

est dans Sx(r;d)(T). De plus si E est un élément de Sx(r;d)(T), de
sorte que E définit un B-morphisme ¢Yg : T — Ux(r;d), alors il existe
N € Pic(T) tel que

(id xyg)* () ~ E ® p3(N)
(p2 : X7 — T étant la deuziéme projection).

Donc, si r et d sont deux entiers premiers entre eux, U x (r; d) représente
le foncteur Sx (r;d)(-).

Pour toute place & l'infini 0 € Sy de K, on munit (proposition 5.2)
le fibré &, sur (X x g Ux(r;d)), d’une métrique C™ telle que, pour tout
q € (Ux(r;d))o la métrique sur le fibré stable 5| x,_ (4} soit d’Einstein-
Hermite par rapport & la métrique d’Arakelov sur X, .
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460 C. GASBARRI

De fagon analogue on considére le foncteur Sx (r; F)(T) qui & chaque
schéma T sur B lui associe ’ensemble des familles des fibrés sur X semi-
stables de rang r, de degré d et de déterminant isomorphe & F sur chaque
fibre de f paramétrisées par T & action de Pic(T) pres (pour des défi-
nitions plus précises, regarder le § 6).

Comme corollaire du théoréme 1 et de la proposition 2, on trouve :

THEOREME 3.— Sir et d sont premiers entre eux, il existe un B-schéma
Ux (r; F) qui représente le foncteur Sx (r; F).

A la fin du sixiéme paragraphe, on construit la hauteur sur {x < (1 FK)
I’espace de modules des fibrés semi-stables sur Xg de rang r et de déter-
minant isomorphe a Fg, ou Fgx est un faisceau inversible de degré d
sur X, dans le cas ou r et d sont premiers entre eux et le modele minimal
régulier de X a une bonne réduction partout.

REMARQUE. — On utilisera ici la convention suivante : soit 7' un B-
schéma; un point géométriqgue de T est un B-morphisme Spec(k) — T
ou k est un corps avec un morphisme (non constant) a : O — k tel que
k soit une extension séparable du corps des fractions de a(Ok).

REMARQUE.—Le théoréme 1 et la proposition 2 sont des cas particuliers
des théorémes prouvés dans [Ma] dans un cadre treés général; on donne ici
une démonstration ad hoc pour les surfaces arithmétiques qui est, évidem-
ment, plus simple.

Je voudrais remercier J.B. Bost, L. Moret-Bailly, C. Soulé, S. Zhang et
plus particulierement L. Szpiro pour leur aide pendant ’écriture de cet
article. Je voudrais aussi remercier le rapporteur pour ses remarques et
ses corrections.

2. Rappels et notation

Soient k£ un corps commutatif et X une courbe lisse projective sur k.
Soit E un fibré sur X de rang r > 0 et degré d; on appelle pente de E le
nombre rationnel

d

E)=-.

WE) =~

Plus généralement, on peut définir la pente de tout faisceau cohérent

de rang positif de fagon analogue; en effet on peut définir le rang et le
degré de tout élément de Ko(X).

TOME 125 — 1997 — n° 4



MODULES DES FIBRES STABLES SUR UNE COURBE ALGEBRIQUE 461

On dira que E est semi-stable (stable) si pour tout sous faisceau F' C E
(et F#FE)ona

(1) {“(F) < u(E) (cas semi-stable),

w(F) < u(E) (cas stable).

On sait que pour vérifier si E est semi-stable (resp. stable) il suffit de
vérifier (1) seulement pour les sous-fibrés.

ProprosITION 2.1. — Soient E et F' deux fibrés semi-stables sur X. Si
Hom(E; F) #0, on a
H(E) < u(F)

et les seuls endomorphismes de E sont les homothéties.

ProposiTION 2.2. — Soit E un fibré sur X ; il existe une unique
filtration
{0}CF1CF2C"'CFk=E
telle que :
a) le fibré gr, = F;/F;_1 est semi-stable;
b) p(gr;) > p(gritq)-

La filtration est appelée filtration de Harder-Narasimhan de E et F} est
appelé sous-fibré déstabilisant mazimal; il est évidemment semi-stable.

ProprosiTioN 2.3. — Soit E un fibré semi-stable sur X de rang r et
pente [4; on a :
h(E
——fn-) < max(p + 1;0).

Pour des démonstrations, regarder [SD], [LP].

3. Fibrés vectoriels stables sur une surface arithmétique

Soient K un corps de nombres et Ok son anneau d’entiers.

Soit f: X — B = Spec(Ok) une surface arithmétique lisse : & savoir,
f est un morphisme projectif lisse a fibres géométriquement connexes de
dimension relative 1 (donc f.(Ox) ~ Op universellement). Soient X la
fibre générique de f et g = g(Xk) > 0 son genre. Supposons, de plus,
qu'il existe une section P: B — X.

Soient r et d deux entiers. Soit £ un fibré sur X de rang r et de degré d;
le degré de £ est le degré de £k sur la fibre générique X (Ex = EQo, K).
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462 C. GASBARRI

DEFINITION. — Soit £ un fibré sur X.

a) On dira que & est génériquement semi-stable (génériquement stable)
si £k est un fibré semi-stable (stable) sur Xg.

b) On dira que & est semi-stable (stable) si pour tout p € B, le fibré &,
est semi-stable (stable) sur X,.

REMARQUE. — Si & est génériquement semi-stable, on peut prouver
qu'’il existe un ouvert non vide U de B tel que pour tout q € U, le fibré &,
est semi-stable sur X, (la démonstration n’est pas élémentaire, cf. par
exemple [LP2]).

Les deux propositions qui suivent seront constamment utilisées par la
suite.

ProposiTiON 3.1. — Soit K’ une extension finie de K et soit Ok
son anneau d’entiers; soient X' = X xp Spec(Ok/) et &' = prk € (prx
étant la projection naturelle de X' sur X). Alors € est semi-stable si et
seulement si £’ est semi-stable.

Preuve. — 11 suffit de prouver le lemme suivant :

LEMME 3.2. — Soient k un corps fini et k' une extension de k. Soient X
une courbe lisse sur k et E un fibré sur X. Soient X' = X xj, Spec(k') et
E' = pr E (ot prx est la projection naturelle de X' a X). Alors E est
semi-stable si et seulement si E' est semi-stable.

Preuve. — Le revétement pry : X’ — X est galoisien. Supposons que F
ne soit pas semi-stable, alors évidemment E’ n’est pas semi-stable.

Supposons que E’ ne soit pas semi-stable; soit F’ le sous faisceau
déstabilisant maximal de &£’; soit o € Gal(X’'/X). On a 0*E' = FE’ et
donc, par unicité du sous faisceau déstabilisant maximal, c*F’' = F’,
d’ou F’ provient de X, donc E n’est pas semi-stable. []

REMARQUE. — En effet dans le lemme il suffit de supposer que & est
parfait.

La proposition 3.1, et surtout le lemme 3.2 sont & la base de beaucoup
de considérations : elles impliquent que la semi-stabilité d’un fibré peut
étre lue sur la cloture algébrique de K. Donc, dans toute ’analyse de la
stabilité on peut se réduire & des considérations de type géométrique (sur
un corps algébriquement clos) ; évidemment non sans précautions.

ProposiTION 3.3. — Soit h : T — B un B-schéma. Soit £ un fibré sur
Xt =X xpT tel que, pour tout point géométrique t € T, le fibré & sur
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la courbe X, soit stable de rang r et degré d. Alors
pry, (End(€)) ~ Or,
pry : Xp — T étant la deuziéme projection.
Preuve. — Les seuls endomorphismes d’un fibré stable sur une courbe

sur un corps algébriquement clos sont les homothéties. Si ¢t € T est un
point géométrique et k(t) est une cloture algébrique de k(¢), on a

H®(Xy gy k(t); End(&;) ® k(t)) = H°(Xy; End(£;)) @ k(t).

Cela implique que dimk(t)(HO(Xt;End(Et))) = 1, pour tout point
géométrique t € T'.
On a un morphisme injectif

Or — End(€),
1—id
ou id est le morphisme identité.
On a donc trouvé une suite exacte de Opr-modules
0 — Or — pry, (End(£)).
Pour tout point t € T', le morphisme composé
Or ® k(t) — pra, (End(€)) ®o, k(1) — H°(X;End(E,))

est un isomorphisme, donc Or =~ pr,, (End(£)) (cf. par exemple le cor. 2,
p.52 de [Mu]). []

COROLLAIRE 3.4. — Soit £ un fibré stable sur X ; alors
f«(End(€)) = Op.

Les propositions suivantes mettent en relation la géométrie d’un fibré
(stable) sur X avec la géométrie du fibré sur chaque fibre.

ProposiTioN 3.5. — Soit h : T — B un B-schéma. Soient £ et F
deuz fibrés sur X0 = X xgT. Supposons que pour tout point géométrique
t €T, les fibrés & et F; sur la courbe X; soient stables de rang r et de
degré d. Supposons qu’il existe un recouvrement par ouverts U = {U;}ier
de T tel que, pour tout i € I,

Elxxu; =&~ Fi = Flxxu;
Alors il existe un fibré inversible L sur T tel que
&~ F ®pry(L)
ou pry : X7 — T est la projection canonique.

Preuve. — On a déja remarqué que lorsque F est un fibré stable sur
une courbe Y, alors h°(Y;End(E)) = 1.

BULLETIN DE LA SOCIETE MATHEMATIQUE DE FRANCE



464 C. GASBARRI

On a prouvé que proy, (End(&;)) ~ Oy, sur U; (proposition 3.3). Par
conséquent, le faisceau pry, (Hom(&;F)) est un fibré inversible sur T';
notons-le £. Donc pr,, (Hom(€; F) ® pry(£1)) est isomorphe & Or. Cela
implique qu’il existe un élément de Hom(€; F) ® pr3(L£~!) qui est non nul
sur chaque fibre de pr,. Mais pour tout point géométrique t € T, tout
morphisme non nul (£ ® pr5(£)): — F: est un isomorphisme. Le lemme
de Nakayama permet de conclure. []

COROLLAIRE 3.6. — Soient £ et F deux fibrés stables sur X tels que
Ex ~ Fi. Alors il existe L € Pic(B) tel que E ~ F Q f*L.

REMARQUE. — Le corollaire n’est pas vrai, en général, si £ (ou F) n’est
pas stable, mais il reste vrai si f.(End(£)) est inversible.

REMARQUE. — Le corollaire 3.6 reste valable si B est un schéma integre.

ProposiTION 3.7. — Soit F un faisceau cohérent sur X sans torsion tel
que pour tout p € B, le faisceau Fy, est localement libre sur X,. Alors F
est localement libre sur X .

Preuve. — Soit S(F) Pensemble singulier de 7. Comme on a I'inégalité
codimx (S(F)) > 2, on peut donc supposer que B = Spec(R) ou R est un
anneau de valuation discrete; notons K son corps des fractions et k son
corps résiduel.

Soit sp : B — X une section de f; alors spF est un faisceau cohérent
sur B tel que dimg spF @ K = dimy spF @ k. Cela implique que spF est
libre sur B. Il existe donc un voisinage de sp(B) dans X ou F est libre.

Puisque X est plat sur B, les anneaux locaux des points (fermés ou
pas) n’ont pas de R-torsion.

On voit aisément que les deux remarques ci-dessus impliquent que la
fibre de F sur chaque section de f de X est un module libre sur ’anneau
local de la section; donc il existe un voisinage de la section ou F est
localement libre.

Puisque X est quasi-compacte, on peut trouver un recouvrement fini
B’ — B (ou B’ = Spec(R’) et R’ est un anneau principal) et un recou-
vrement fini 4 de X' = X xp B’ tels que pr* F est libre sur chaque
ouvert de U (pr : X’ — X étant la projection naturelle). Donc pr* F est
localement libre sur X’.

Soit F** le bidual de F. Le faisceau F** est localement libre sur X
car X est régulier de dimension 2. Le morphisme canonique ¥ — F**
devient un isomorphisme quand on lui applique le foncteur pr*(-). Mais
pr: X’ — X est fidelement plat, donc F est isomorphe & son bidual et
donc il est localement libre. []
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Soient r et d deux nombres entiers. On veut étudier I’ensemble

Sx(r;d) = {€ | € est un fibré stable sur X
de rang r et de degré d} /~

ot £ ~ &' si £ est isomorphe & &’.
On voit aisément que, si £ est un faisceau inversible de degré n sur X,
il existe une application bijective

Sx(r;d) «— Sx(r;d + rn),
€] — [E® L].

Donc, pour étudier Sx(r;d), on peut supposer que le degré est aussi
grand que Pon veut.

Soit & un ensemble de classes d’isomorphisme de faisceaux cohérents
sur X. On rappelle qu’on dit que & est une famille limitée modulo Pic(B)
g’il existe un schéma S — B de type fini et un faisceau F sur S xp X
tels que pour tout G € &, il existe s € S(B) et £ € Pic(B) tels que
G~ F(s)® f*L (ou F(s) = (s x id)*F).

On rappelle (¢f. [M]) que, si F est un fibré vectoriel de rang r sur B,
alors E est de la forme O% ' @ L avec £ € Pic(B). En particulier, on a
Ko(B) =Pic(B)®Z et il y a au plus h = cl(Ok) = Card(Pic(B)) classes

d’isomorphisme de fibrés vectoriels de rang r sur B.

ProposITION 3.8. — L’ensemble Sx(r;d) est une famille limitée
modulo Pic(B).

Preyve. — Soit P € X(B) la section qu’on a fixée au début de ce
paragraphe et soit Ox (P) le faisceau inversible associé & P.

Soit p = g Soit p € B et soit kp un entier tel que kg > 29 — 1 — p. Soit
& € Sx(r;d); alors Hom((€ ® Ox(koP))p;wxp) = 0 (proposition 2.1);

donc, par dualité de Serre,
H' (X (E® Ox(kgP))p) =0.

Cela entraine que R!f.(£ ® Ox(koP)) = 0 et donc f.(£ ® Ox (koP)) est
un faisceau localement libre sur B de rang x = d + rko + r(1 — g).

De plus, pour tout p € B, le faisceau £ ® Ox (koP)), est engendré par
ses sections globales sur X,.

On a donc un morphisme surjectif

[ fe(E® Ox(koP)) ® Ox(~koP) — & — 0.
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466 C. GASBARRI

Le fibré sur B, f.(€ ® Ox(koP)) est de la forme OX ' @ L avec
Le PlC(OK)
Soit Q(L) le B-schéma

Quot /% (f*(0% " @ £) ® Ox (ko P))

ou P(z) est le polynoéme
P(n) = x(Gp(n)) = Y _(~1)* dimg, H' (Xp; (G ® Ox (nP)),)
=1
avec p n’importe quel point de B et G un élément de Sx(r;d).

Soit F la famille universelle sur Q(£) xg X. On voit alors que pour
tout £ € Sx(r;d) tel que fi(E®Ox(koP)) ~ (9}‘{1 @ L, il existe un point
s € Q(L£)(B) et un M € Pic(B) (gréce & la proposition 3.4 et la remarque
apres) tels que F(s) ® f*M ~ £. Donc Sx(r;d) est une famille limitée
modulo Pic(B). []

4. L’espace de modules des fibrés stables sur une
surface arithmétique

a) Géométrie invariante sur Ok.

Pour les démonstrations des proposition de cette premiere partie, regar-
der [S].

Soient G un schéma en groupes réductifs sur Og et V un Og-module
localement libre de rang fini. Soient p une action linéaire de G sur

Ap(V) = Spec(Sym(V™))
et X un sous-schéma fermé G-invariant de Ag (V).

DeriNITION. — Un point géométrique z € X (k) (ou k est un corps
algébriquement clos avec un morphisme Ok — k) est dit semi-stable si la
cloture (dans X ® k) de la G ® k orbite de x ne contient pas Porigine (0).
Le point géométrique est stable si la G ® k orbite de x est fermée et sa
dimension est la méme que celle de G ® k.

REMARQUE. — Si dim(G ® k) > 1 et si z est stable, alors z est semi-
stable.

A Daide de ces définitions on peut traiter le cas projectif.

Soit P(V) = Proj(Sym(V*)); laction de G sur V induit une action
de G sur Pg(V). Soit Y un sous-schéma fermé de Pg(V) stable sous
Paction de G; on pose Y = Proj(A) ol A est une Ok-algébre graduée
quotient de Sym(V™*); soit Y le cone au dessus de Y, ie. X = Spec(A).
On a une action canonique de G sur Y.
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DEriNITION. — Un point géométrique = € Y (k) est semi-stable (stable)
si pour un & € Y (k) — (0) ((0) est le sommet de Y (k)) au-dessus de z, &
est semi-stable (stable) pour 'action de G sur le schéma affine Y.

ProprosiTION 4.1. — Soient G, V et Y définis comme précédemment :

a) Il existe un ouvert Y*° de Y tel que les points géométriques de Y *°
sont exactement les point semi-stables de Y. De plus, si on a un mor-
phisme T — B, on a

(Y xgT)* =Y xgT

ot, 4 gauche, on a le sous-schéma des points semi-stables pour l’action du
T-schéma en groupes réductifs G xg T sur le schéma projectif Y xp T.

b) Si z1,...,z, sont des points (fermés) semi-stables de Y, alors
il existe un polynéme F € Sym(V*), G-invariant, de degré positif tel
que F(x;) # 0.

c) Il existe un ouvert Y° C Y5 C Y tel que, pour tout corps algébrique-
ment clos k (avec un morphisme non trivial Ox — k), ensemble Y°(k)
est l’ensemble des points stables de Y (k).

Quand on a un Og-schéma en groupes réductifs qui agit sur un Og-
schéma projectif, on peut regarder «1’espace topologique quotient » :

ProPOSITION 4.2. — Soient G un Og-schéma en groupes réductifs et V
un G-Og-module localement libre de rang n. Soit Y un sous-schéma fermé
G-stable de Pg(V). Donc Y = Proj(A), pour une Ok-algébre A. Soient
Z = Proj(A®) (éléments invariants par l’action de G) et ¢’ Uapplication
rationnelle donnée par linclusion AC C A :

oY - Z.

Soient Y°° le sous-schéma ouvert (G-stable) de Y des points semi-
stables de Y et ¢ = ¢ |y=s; alors :

1) ¢ est un morphisme
p:Y*® — Z.

2) ¢ est un morphisme G-invariant affine et Oz = ¢, (Oy=s)C.

3) ¢ est surjectif : pour tout corps algébriquement clos k (avec Ok — k),
on a l’identification
Z(k)=Y*(k)/~

ot 1 ~ z2 si O(z1) N O(zz) # O (les adhérences sont les clotures des
orbites dans Y°° x o, Spec(k)).
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