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DISTRIBUTIONS HOMOGENES SUR

UNE ALGÈBRE DE JORDAN

PAR BRUNO BLIND (*)

« Gute Uhrwerke sind sie : nur sorge man, sic richtig aufzuziehn !... »

(«Ce sont de bonnes horloges; qu'on prenne soin seulement
de les bien remonter !... »)

F. Nietzsche : Aiso sprach Zarathustra

RÉSUMÉ. — Nous donnons une base holomorphe (en s) de l'espace W des
distributions homogènes de degré s sur une algèbre de Jordan V euclidienne simple, et
établissons pour la transformée de Fourier de cette base des formules qui constituent
la généralisation directe des formules classiques donnant la transformée de Fourier des
distributions l^j5 et sign^)]^]5 sur R.

ABSTRACT. —We give a holomorphic (in s) basis of thé space W of s-homogeneous
distributions on simple euclidean Jordan algebras. We compute aiso thé Fourier
transform of this basis. This gives a direct generalization of classical formulas for thé
Fourier transform of thé distributions \x\8 and signÇx)^8.

1. Introduction
Soit V un espace vectoriel de dimension finie sur lequel agit un

groupe G; la détermination des distributions homogènes sous l'action
du groupe G est un problème classique (cf. A. Weil [We] et M. Raïs [Ra]).

Dans [Ri-St], F. Ricci et E.M. Stein donnent la dimension de l'espace H8

des distributions G-homogènes de degré s sur l'espace Herm(r, C) où G est

(*) Texte reçu le 11 juillet 1996, révisé le 17 juillet 1997, accepté le 14 novembre 1997.
B. BLIND, URA CNRS 750, Département de Mathématiques, Université H. Poincaré,
BP 239, 54506 Vandoeuvre-lés-Nancy. Email : blind@iecn.u-nancy.fr.
Classification AMS : 46F 10, 17C.
Mots clés : Distributions homogènes, algèbres de Jordan, distribution zêta, transfor-
mation de Fourier.
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494 B. BLIND

le groupe GL(r,C) : la dimension est égale au nombre d'orbites ouvertes
du groupe (3, soit r+ 1. Ces auteurs évoquent la possibilité d'étendre leur
méthode au cas d'une algèbre de Jordan simple et euclidienne ; M. Muro,
utilisant l'analyse micro-locale, donne la dimension de l'espace H8 dans
ce cas (c/. [Mu], elle est toujours égale au nombre d'orbites ouvertes du
groupe G).

Nous montrons dans ce travail que les techniques de [Ri-St], généralisées
aux algèbres de Jordan simples et euclidiennes, et les résultats de J. Faraut
et I. Satake sur les coefficients intervenant dans l'équation fonctionnelle
des distributions zêta conduisent naturellement à une base de l'espace H8

qui constitue un analogue des distributions \x 8 et sign^)^]5 sur R.
Après les rappels sur les algèbres de Jordan, nous généralisons dans

le paragraphe 3 aux algèbres de Jordan simples et euclidiennes, certains
résultats de F. Ricci et E.M. Stein sur les pôles, ainsi que sur le support
des coefficients intervenant dans la partie singulière du développement de
Laurent en ces points, des distributions du type

r

^a^detx^^Çx)
i=0

où les coefficients ai sont dans C. Notons que M. Muro [Zurich, 1994]
trouve, en utilisant l'analyse micro-locale, les mêmes résultats dans le cas
de l'algèbre des matrices symétriques réelles.

Ces résultats, combinés avec ceux de M. Muro [Mu] sur la dimension
de l'espace H8, nous permettent de donner, au paragraphe 4, une base
holomorphe en s de 7i8. Nous calculons également la transformée de
Fourier de cette base et trouvons des formules analogues à celles que
I.M.Gelfand et G.E. Chilov établissent pour x\8 et sign^)]^]5 (voir
[Ge-Ch, formules 12' et 13, p. 170-171]) :

fs = V27T f-s-i, Qs = iV^Trg-s-i
ou

. ( x o-^-s ^l5 / \ ^ ^ sign(a;)|;d
f^=2 2 pTTT——^ 9s(x)=2-. --^-^r( ,( .+i))7 ysw-^ r(,(.+2)) '

Avec nos théorèmes 3.3 et 3.6, on peut copier la méthode de F. Ricci
et E.M. Stein et redémontrer le résultat de M. Muro sur la dimension de
l'espace H8^ c'est ce que nous indiquons brièvement dans l'appendice.

C'est avec plaisir que je remercie J. Faraut pour m'avoir suggéré
le problème, et P.Y. Gaillard pour ses nombreux encouragements. Je
remercie également le rapporteur de la première version de ce travail pour
m'avoir (fortement) incité à rajouter le paragraphe 6.
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DISTRIBUTIONS HOMOGÈNES SUR UNE ALGÈBRE DE JORDAN 495

2. Notations et rappels sur les algèbres de Jordan

A. Les algèbres de Jordan simples et euclidiennes.
Nous renvoyons à [Br-Koe], [Fa-Ko], [Sal] pour les définitions et les

principaux faits concernant les algèbres de Jordan.
Soit V une algèbre de Jordan euclidienne sur le corps M, simple, de

dimension n, de rang r et d'élément unité e. L'entier d est déterminé par
l'égalité

n = r 4- ~.dr(r — 1).

Pour x et y dans Y, on définit les endomorphismes de V :

C(x)y = xy, PÇx) = 2C\x) - C(x2), x D y = C{xy) + [C(x), £Çy)].

On munira V de la forme bilinéaire définie positive

(x,y) = - trjCÇxy)
Tli

et dx désignera la mesure euclidienne associée à ce produit scalaire.
On note delà; le déterminant de V. C'est un polynôme irréductible et

homogène de degré r. Un élément x de V est inversible si det x ^ 0. Nous
noterons Det g le déterminant d'un élément g de GL(V).

Tout élément x de l'algèbre V peut s'écrire sous la forme

r

x = ]^A^, \i e M,
i=l

où { e i , . . . , 6r} est un système complet d'idempotents primitifs orthogo-
naux (dépendant de x). Les nombres \i sont appelés les valeurs propres
de x et l'on a

r

detx = TT^.
i=l

Le rang de x est le nombre de réels \i non nuls (comptés avec multiplicité).
Si un élément inversible x possède p valeurs propres positives et q valeurs
propres négatives, on dira que sa signature est (p,ç) (p 4- q == r). On
note Q,j l'ensemble des éléments inversibles de signature (r — j^j). Le
cône n = Q.Q est la composante connexe contenant e de l'ensemble des
éléments inversibles de V.

Notons G la composante neutre du groupe de structure de V et
fixons un système complet d'idempotents orthogonaux {e i , . . . , e - r} de
l'algèbre Y; le groupe G admet une décomposition d'Iwasawa G = KAN
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496 B. BLIND

où K est le sous-groupe de G des éléments qui fixent l'unité e, A est
r

engendré par les P(^ o^) (avec ai > 0), et où N est engendré par les
z=l

transformations de Frobenius exp(2^ D Ci) avec 2; dans

Vij = [x C V ; e^ = e^ = ̂ }, î < J,

(pour tout ceci voir [Fa-Ko]). Les orbites de V sous l'action du groupe G
ont été déterminées par S. Kaneyuki et I. Satake (c/ [Ka], [Sa2]) : ce sont
les ensembles Sp^q = Gop^q où

p-q q

Op^q = ̂  Ci - ̂  (°p-g+, (avec 0 ̂  g < p < r) ;
Z=l î=l

en particulier la signature est invariante sous G. Pour p = r, les orbites
5p,g sont ouvertes et l'on a 6'̂ g == ^g ; les autres orbites sont contenues
dans le lieu singulier S == {x e V ; det x = 0} de l'algèbre V et sont en
fait des G1 orbites où G1 = {g G G ; Det g =1}.

Rappelons brièvement la classification des algèbres de Jordan sur M
simples et euclidiennes (voir [Br-Koe], [Fa-Ko]).

1) V = Sym(r,]R) l'espace des matrices symétriques réelles d'ordre r
avec

x ' y = ^ ( x y - \ - y x ) , d=l n=^r(r+l), { x , y ) = t ï x y .

Ici le déterminant est le déterminant usuel.
2) V = Herm(r,C) l'espace des matrices hermitiennes complexes

d'ordre r avec

x ' y = ^ ( x y + y x ) , d=2, n = r2, {x,y) = trxy.

Ici encore le déterminant est le déterminant usuel.
3) V = Herm(r, El) l'espace des matrices hermitiennes sur ŒŒ d'ordre r,

avec le produit
x ' y = ̂ (xy+yx).

Ici d = 4.
4) V = R x E où E est un espace euclidien de produit scalaire (.,.)£;,

de dimension n — 1. Le produit de Jordan est défini par

(A, u}{ii, v) = (A/A + (-u, v)E, >v + l^u) ;

ici r = 2, d = n—2 et le déterminant est donné par det(A,n) = A2 — ||n|||;.
5) Une algèbre de Jordan exceptionnelle constituée de matrices (3,3) à

coefficients dans les octaves de Cayley (d = 8, r = 3, n = 27).

TOME 125 — 1997 — N° 4



DISTRIBUTIONS HOMOGÈNES SUR UNE ALGÈBRE DE JORDAN 497

B. L'équation fonctionnelle des distributions zêta.
On désigne par S(V) l'espace de Schwartz de V ; pour / dans S(V) les

intégrales

^.(/,5)=/1 \d^x\sf(x)dx, (Re5>0)
Jçîj

définissent des distributions tempérées. Ces distributions admettent un
prolongement méromorphe sur C, encore noté <î>j(.,5). Cela résulte de
l'identité de Bernstein :

{detQ^detx^ = (-lYbÇs^detx^-1, x (E 0,,

(avec b(s) = s(s-^--d) - ' ' (s-^--(r—l)d) et où det 9 est l'opérateur différen-
tiel à coefficients constants tel que det<9exp((.,î/)) == det y exp((^ y)).

La fonction gamma du cône f2,

r^{s)= f e-^Çdetx)8-^ dx,
J^

a été calculée par S. G. Gindikin [Gi] :

r-i
^^s)=(27^)^n-r^Y[^(s-^jd).

J==0

On sait d'après l'identité de Bernstein que, si SQ est un pôle de la
distribution ^j(., 5), son ordre Oj(so) est borné par l'ordre o(so) du pôle SQ
pour la fonction Fçî(s + ^). Si SQ est un pôle effectif de la distribution
^•(., s), on note

^B^so)

Ù (s-s^h

la partie singulière de son développement de Laurent au voisinage de
ce point. Les coefficients B^(.,5o) (1 <: h < OjÇso)) de ce développement
sont des distributions tempérées, dont le support est contenu dans le lieu
singulier S (c'est une réunion de Sp^q avec p < r).

REMARQUE 2.1. — Notons S la sphère unité de Y; on a :

W^) = c r0?7^71-1 / {detu^fÇp^da^dp (Res > 0),
JQ JÇijH^

où c est une constante de normalisation.
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498 B. BLIND

Pour Res > -n/r, la fonction p7'̂ 71-1 est localement intégrable; par
conséquent les pôles de ^j(f,s) compris dans l'intervalle ] - n/r,-l]
proviennent de ceux de :

f^ I \detu\sf(u)da{u)
J^,nE/a, DE

et en particulier aucune des distributions B^^Ç^so) n'est portée par
l'origine.

Posons
7(5) =ro(5)exp(-^7rrs)

et définissons la transformée de Fourier d'un élément / de S(V) par

f(y)= I e-^f^dx'^
Jv

on a l'équation fonctionnelle (voir [Sa-Sh]) :

THÉORÈME 2.1. — La transformée de Fourier de la distribution ̂ j(., s)
est donnée par :

r

^^s-^)=^'E^k(s)<s>^-s)
A;=0

où les fonctions ujk(s) sont des polynômes en exp{i7rs).

REMARQUE 2.2. — Dans [Sa-Fa], la transformée de Fourier d'un élé-
ment f de S(V) est définie par

f(y)= 1 e^^f^dx^
Jv

d'autre part, ces auteurs mettent le terme rçi(s)exp(-i7rrs) (alors que
nous mettons le terme r^(<5)exp(-^7rrs)) en facteur dans le membre
de droite de l'équation fonctionnelle. Compte tenu de ces différences, les
coefficients notés Ujk(s) dans [Sa-Fa] sont ici exp(—i7rrs)ur-jk(s).

Les fonctions ujk(s) sont explicitement connues : pour k compris entre 0
et r, posons

k

W) = IJ(i + (-i^-^x) (Po = i) ;
p=i

on a (cf. [Sa-Fa]) :
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PROPOSITION 2.2. — Posons q = expÇiTrs). On a l'égalité :

r

^ X3 u,k (s) = q^r-k (exp(- \ i7rd(r - 1)) X q)

x Pk{exp(^7rd(r - 1)) Xç-1).

La formulation de cette proposition m'a été communiquée par J. Faraut ;
comme elle ne se trouve pas sous cette forme dans [Sa-Fa], donnons quel-
ques indications sur sa démonstration. On part de la formule (25), p. 479
de [Sa-Fa] ; dans cette formule on remplace y par y~1 puis on multiplie
par î/7'. Il vient dans nos notations (cf. la remarque 2.2 !) :

É^(5) = ̂  ̂ ((-l)^(r+l)^l^+1)
x ̂ ((-l^-^^+g-1).

k=l

On vérifie alors que le premier et le deuxième produits du membre de
droite sont respectivement

P,(exp(^7rd(r - l)h/ç-1), q-^Pr-^expÇ-^TrdÇr - l))yq).

Donnons quelques conséquences de cette proposition lorsque l'entier d
est pair. Dans ce cas n / r =14 -^ d(r — 1) est entier, Pfe(X) = (1 + X)^, et

^X^^^^^+^^^-^X^'-^g+^l)^-1)^'.
j=0

I. Satake et J. Faraut exploitent cette relation en interprétant la matrice
U(s) = (ujk(s)) comme matrice d'une représentation du groupe GL2(C).
Soit pr la représentation de GL2(C) dans l'espace Pr des polynômes à une
variable, de degré inférieur ou égal à r, définie par

fa b\^ . f^.v^\rrfax+c\
^(c J /(x)=(6x+d)/^6xTdj•

On a :
Pr(^ ^X^Çl+Xqy-^q+X)^

Pr(\ \) X^-lHl-X qY-\q -X)".

BULLETIN DE LA SOCIÉTÉ MATHÉMATIQUE DE FRANCE



500 B. BLIND

Alors U(s) est la matrice dans la base canonique de Pr de l'opérateur

/ l û f \ n . . , / 1 Q \ ' n . -pr ( i ) si — est impair, et de pr ( ) si — est pair.\q l/ r \ ~Q ~1 ^ f
II en résulte {cf. [Sa-Fa, p. 481]) qu'il existe une famille de distributions
{^(,5); 0<i<r}

r

^(.,5)=]^a^(.,5),
3=0

où les coefficients a^ sont déterminés par les relations

^X- a,, = pr(\ \) ̂  = (X-iy^X+l)^

avec :
7(5)(1 - qY-^l + g)^z(., -s) si n/r = 1 mod 2- / n\

^i(.,s- - =
v r / t 7(s)(l + ç)7'-^! - ç)^r-z(., -5) si n/r = 0 mod 2.

Ce sont ces distributions ^ / i ( . ^ s ) qui vont constituer les analogues des
distributions \x\8 et sign^lo-l5.

REMARQUE 2.3. — Notons que

^.(,5) = |deta15 et ^o(.,5) = (-^Idet^sig^deta;).

Remarquons d'autre part que la famille de distributions

{ ^ ( , 5 ) / 0 < z ^ r }

est libre pour s -^ —k, k entier plus grand ou égal à 1.
REMARQUE 2.4.—Nos distributions ̂ (., s) sont les distributions notées

<I>^(., s) dans [Sa-Fa, p. 481]. Noter à ce sujet que la formule (30), p. 481,
a été dénaturée par une erreur d'impression signalée dans [Sa-Og, p. 12].

Dans le cas où l'entier d est impair, la situation est un peu plus difficile
à décrire ; pour ne pas alourdir l'exposé, nous donnerons les détails dans
le paragraphe 5.

DÉFINITION 2.3. — Une distribution T sur V est dite G-homogène de
degré s si

(T.^^Det^^r,^

où g est dans G et avec (fegÇx) = (|)(g~lx). On notera H8 l'espace des
distributions G-homogènes de degré s.
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Les distributions <Ï^(.,5), quand elles existent, sont des éléments de
Pespace H8 et si SQ est un pôle de <î>^(. ,5), le coefficient B^^^ . so ) est
dans H8, puisque (s-so)0^0^^., s) tend vers B^50^., so) quand 5 tend
vers SQ. M. Muro [Mu] a démontré que dans le cas d'une algèbre de Jordan
simple et euclidienne, l'espace vectoriel "H8 est de dimension r + 1.

3. Étude des combinaisons linéaires de distributions ^(.,s)
Le but de ce paragraphe est de généraliser les résultats de F. Ricci et

E. Stein concernant les distributions qui sont combinaisons linéaires des
distributions <1>^(.,5) (ces auteurs se placent dans le cadre des matrices
hermitiennes Herm(r,C)).

A. Une réduction au rang r — 1.
Fixons un système complet d'idempotents orthogonaux { e i , . . . , Cr} et

considérons la décomposition de Peirce associée à ce système :

v= e ^.
Ki<^j<r

(Pour un élément x de V, on désigne par Xij les composantes de cet
élément suivant cette décomposition.) L'algèbre

V = {x e V ; e,x = 0} = (D Y,,
2<i<,j<r

est une sous-algèbre de Y, simple, euclidienne et de rang r — 1. Dans la
suite, si 0 est un objet relatif à l'algèbre Y, nous noterons 0' l'objet
correspondant pour l'algèbre V.

Posons
W = [ x € V ^ e,x= ^x}= (]) Vi,

2^J<r

et considérons l'application <Ï> suivante :

<S> : M x W x V' —> Y,
(iA, z^ v) i—> exp(2z D ei)(zACi + v).

PROPOSITION 3.1. — L'application <Ï> réalise un C00 difféomorphisme
de M* x W x V sur l'ouvert U = {x e V ; x\\ ̂  0}. De plus^ on a

^(R*4- x W x ̂  U M*- x W x ^_i) = ̂  H (7

j?oîzr 0 < î < r am5î çne

^(R*+ x W x ïïo) = ̂ o H £7, ^(R*- x IV x ^_i) = ̂  H (7.
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502 B. BLIND

En utilisant le lemmme VI.3.1, p. 106, de [Fa-Ko], on vérifie que

<î>(n, z^ v) = ue\ + uz + v + u(e — e^){z ' z).

Il n'est pas difficile de voir que (e - ei) • (z • z) appartient à V (en fait,
2(e — ci) • (z ' z) est la projection sur V de z ' z ; pour toutes ces proprités
de la décomposition de Peirce de Y, voir [Fa-Ko]). Il en résulte Pinjectivité
de l'application <I>. Soit d'autre part x = ue\ - } - z - { - v ( z ç W , v ç V,
u -^ 0) un élément de l'ouvert U ; toujours par le lemme VI.3.1 de [Fa-Ko],
on voit que

^( z 1 / \ ^^(u^-^v - -(z • z)v = x
\ u u /

(où (z ' z)vf désigne la projection sur V de z • z dans la décomposition de
Peirce), ce qui donne la surjectivité de <Ï>.

D'autre part, comme exp(2z D ei) appartient à G, il conserve la
signature d'un élément de V ; on en déduit la proposition.

REMARQUE 3.1. — On a une proposition analogue pour les orbites
singulières Sp^q.

Soit T une distribution sur U ; le difféomorphisme <I> transporte T en
une distribution sur l'ensemble R* x W x V notée <1>*T. Notons <Ï>f(.,5)
la restriction à l'ouvert U de la distribution <î>^ (.,.$). Pour s dans C
définissons les distributions x8^. (resp. x8,) par :

/•oo .0
^((f))= x^^dx (resp. ^(0)== / ^(f){x) dx]

Jo v 7-00 /

où (f) est une fonction C00 dans R* à support compact.

COROLLAIRE 3.2. — En tant que fonctions méromorphes de 5, on a

$*$f(., s) = ̂ _+^-1) 0 dz 0 ̂ _i(, s) + .r^-^ 0 d^ 0 ̂ (, s)

pour 0 < i < r ainsi que

<!>*<(, s) = x8^-^ 0 d^0 <3>o(. ^),

^*^(, 5) = x8^-^ 0dz(^ <_i(, 5).

Soit (f) une fonction test à support inclus dans l'ouvert U. Dans
l'intégrale définissant ^i((f),s) pour Res > 0, faisons le changement de
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DISTRIBUTIONS HOMOGÈNES SUR UNE ALGÈBRE DE JORDAN 503

variable x = ^>{u^z^v)\ son jacobien est dx = \u\d^r~l^ duàzdv et par
conséquent :

<S>^s) = ̂ (G+,^) + ̂ -i(G-^)

avec (où e = ±)

/•oo /*
G e ( î ; ,5 )= / / ^o^en.z^d^5-^7-1^.

^o ^iv

Compte tenu de l'hypothèse faite sur le support de la fonction (f)^ les
fonctions 0e {v, s) sont analytiques en 5, C°° et à support compact en v.
On prolonge alors la relation précédente d'une manière méromorphe à C
tout entier, d'où le corollaire.

REMARQUE 3.2. —Notons que si SQ est un pôle effectif de la distribution
<Ï>^(., s), la fonction s i—^ ^f(., s) ne pourra se prolonger au point SQ que si
les distributions B^Ç.^so) sont portées par l'origine pour 1 ̂  h < ̂ (^o);
cela résulte du fait que l'hyperplan x\\ = 0 ne contient que la seule
G^-orbite {0}.

B. Généralisation des résultats de F. Ricci et E.M. Stein, le
cas d pair.

On considère une distribution A(., s) de la forme

r

^•^"'Z^j^5)-
J=0

Pour un pôle effectif SQ d'ordre a de cette distribution, on note

^A^p)

&(5-^)'

la partie singulière de son développement de Laurent au voisinage de ce
pôle. Rappelons d'autre part que nous avons noté o(so) l'ordre du pôle so
pour la fonction F^Çs + n/r).

Pour la commodité du lecteur nous avons choisi d'énoncer et de
démontrer nos résultats d'abord dans le cas où l'entier d est pair, les
démonstrations pour le cas d impair sont essentiellement les mêmes, les
calculs étant plus pénibles (voir le paragraphe 5).

Les pôles possibles de la distribution A (.,5) sont alors les entiers
négatifs plus petits que —1 ; à partir d'un tel entier —k et des coefficients ci
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504 B. BLIND

de la distribution A(., s), construisons le polynôme P satisfaisant aux deux
conditions suivantes :

fP(z)=c,(-l)^

\ d°P < r

THÉORÈME 3.3. — La distribution A(.,^) possède en s = —k un pôle
d7ordre

min(d°P,o(-Â;)).

Il en résulte immédiatement le

COROLLAIRE 3.4. — Pour tout j tel que 0 < j < r et tout entier k tel
que k > 1, on a Oj(—k) = o(—k).

La démonstration, copiée sur celle du théorème 1 de [Ri-St], se fait en
deux étapes.

On suppose d'abord que k ^ n/r; alors o(-k) = r et donc
min(d°P,o(-À;)) = d°P. Il suffit donc de prouver le résultat (k étant
fixé) pour une base {PO, . . . , Py.} des polynômes de degré inférieur ou égal
à r, et pour les distributions correspondantes

A,(.,^)=^P,0)(-1)^^(,^.
j=0

On prend pour polynômes Pi les polynômes définis par (les coefficients a^
sont définis au § 2) :

rp,a)=a^(-i)^,
1 d°P, < r.

Les distributions Ai(^s) correspondantes sont alors les distributions
^(..s) définies au paragraphe 2.

Utilisant les propriétés des nombres a^, il n'est pas difficile de voir que

^QT) _ \ r ~ î sl ^ es^ P^?u - l^ ==: ^
l i sinon.

Admettons ce résultat pour le moment.
Distinguons deux cas :
• le cas (i) où l'entier n/r est impair ;
• le cas (p) où il est pair.
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Rappelons que pour les distributions ^,(., s), on a :^v-;0^
n

^(.s)={ • ^ "^{ c,(5)^(,-5-^) cas(i),

CiÇs^r-i^-s-^ ca^(p),

avec c,0) = 7(5 + n/r)(l + qY-^l - q)1.

Étudier ^,(.,5) au point s = -k revient à étudier $,(.,5) au même
point; d'autre part, pour k > n / r , les distributions ^(.,A; - n / r ) sont
des fonctions localement intégrables, non nulles ; il suffit donc d'étudier
l'ordre du pôle -k pour la fonction a(s), ce qui est facile par inspection.

Pour terminer la première étape de la démonstration, il reste à justifier
notre assertion en ce qui concerne les polynômes P,. Étant donnés r + 1
nombres CQ, . . . , Cr, posons

^j) =Cj+i -Cj, j = 0 , . . . , r - l ,

et pour £ < r, posons

A^(c,) = A(A^-1^ j = Q ^ . ^ r - i

Un résultat classique d'interpolation nous dit que le degré du polynôme P
de degré inférieur ou égal à r tel que P(j) = Cj est donné par le minimum
des £ tels que

A^co)=A^i)=...=A^-,).

Rappelons que les coefficients a^ sont déterminés par les relations (cf. § 2)
r^^^(x-ir-^x+i^.

i=0

De ces relations il vient :

E^^') = ^((X-ir-^X+l)^ = 2(X-l)r-J-l(X+l^,
i=0
r

^yA^a,,) = 2<(X-l)r-^(X+l)^.
î=0

Donc, si % > r - ̂  on a A^(a^) = 0 et si £ = r - i, on a A^(a^) = 2e

pour .7 = 0 , . . . , r - t\ cela donne le résultat souhaité si k est pair. Si k
est impair, il suffit de remarquer que (-Ipa^ = (-l)7'^^ (remplacer
X par X~1 dans les relations qui déterminent les coefficients a^).
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On suppose maintenant que k appartienne à l'intervalle [1, n/r[. On
remarque qu'en —k (k < n/r) les deux distributions A(.,.s) et A^.,^)
présente un pôle de même ordre : cela résulte d'un passage en coordonnés
polaires (comme dans la remarque 2.1) et du fait que les supports des
distributions A^(. ,—Â;) soit des réunions de G1 orbites. On peut alors
procéder par récurrence sur le rang r (le cas r = 1 étant bien connu).
Utilisant le corollaire 3.2, il vient

^A^, s) = x8^-^ 0 dz 0 A'_(, s) + x8^-^ 0 dz (g) A^(, s)

avec :

4 / / ^-^a^.,s), A^.,s)=^^"A'_(.,s) = ̂ Ci+i^(.,s), A+(.,s) = ̂ c^(,s).
z=0 î=0

Nous sommes ramenés à étudier en s = —k les deux distributions A'_{.^ s)
et A^(., 5) auxquelles on applique la récurrence. Soient P_ et P+ les deux
polynômes de degré inférieur ou égal à r — 1 tels que :

P_(z)=c,+i(-l)^, z = 0 , . . . , r - l ,

P^)=c^-l)k\ z = 0 , . . . , r - l .
On a :

P+(z)=P(z), z = 0 , . . . , r - l ,

P-(z)= (-1)^+1), z = 0 , . . . , r - l .

• Si d°P < r - 1, on a

P+(X)=P(X), P^X^-l/^X+l)

et donc les deux distributions A'_(.,5) et A^(.,s) possèdent au point
s = —k^ par l'hypothèse de récurrence, un pôle d'ordre min(d°P, o'Ç—k)) ;
o\—k) désigne l'ordre du pôle —k pour la fonction

^'(^©^^^"'^n1^-^)
j=0

(on constate facilement que d' = d), et donc pour —k > —n/r on a
o(—k) = o\—k). Dans ce cas, la distribution A(.,5) possède bien en
s = —k un pôle d'ordre min(d°P, o(—k)).

TOME 125 — 1997 — ?4



DISTRIBUTIONS HOMOGÈNES SUR UNE ALGÈBRE DE JORDAN 507

• Reste le cas d°P = r. Montrons qu'alors un des deux polynômes P-
ou P.4- est de degré r — 1 ; supposons en effet que P- et P+ soient de degré
inférieur ou égal à r — 2, comme les deux polynômes (de degré inférieur
ou égal à r — Ï ) P+(X) et (—l)^?.-^ — 1) coïncident en les r — 1 points
ï = 1,2, . . . , r — 1, ils sont égaux et par conséquent on a l'égalité :

P+(r)= (-1)^^-1)=?^);

mais alors les deux polynômes P^- et P coïncident en les r + 1 points
% = 0 , 2 , . . . , r , c e qui est contradictoire avec la définition de P. Supposons
par exemple que le polynôme P-|- soit de degré r — 1 ; la distribution
A^_(.,s) présente alors par l'hypothèse de récurrence un pôle d'ordre
min(r — l,o'(—A;)) = o'{—k) = o(—k) = min(r,o(—Â;)) : cela achève la
démonstration.

L'application du théorème 3.3 aux distributions ^^(.,5) donne les
résultats suivants :

PROPOSITION 3.5.—Les distributions ̂ (., s) présentent aux points —2k
(resp. —2k — 1) un pôle d'ordre

min(r — i, o(—2k)) (resp. m i n ( % , o ( — 2 A ; — l ) ) ) .

En particulier, la distribution \àetx\8 = ^(.,5) est régulière en tous
les entiers —2k, et la distribution | det^l6 sign(det;c) = (—l^^oCî5) ^st
régulière en tous les entiers —2k — 1.

r
Rappelons que pour une distribution A(.,s) = ^ Cj^>j(.,s) de pôle

h=a ^=°
effectif SQ d'ordre a, nous avons noté ^ A (., s o ) / ( s — so) la partie

h=i
singulière de son développement de Laurent au voisinage de ce pôle.

Donnons des précisions sur le support des distributions Ah(.,—k).
Suivant F. Ricci et E. Stein, nous dirons que le support d'une distribution
est de rang p s'il contient au moins un élément de rang p mais aucun
élément de rang strictement supérieur à p.

THÉORÈME 3.6. — Pour tout entier k supérieur à 1, et tout entier h tel
que 1 < h < a, le support de la distribution A^(., —À:) est de rang r — h.

En particulier, pour k > n/r, les distributions B^Ç., —k) sont portées
par {0}.

On procède par récurrence sur le rang r de l'algèbre V en utilisant la
relation :

^A^, s) = ̂ r-1) (^ dz 0 A7. (, s) + x^-^ 0 dz 0 A^(, s).
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• Supposons d'abord a = r; puisque a = min(d°P,o(—À;)), on a
d°P = o(—k) = r; considérant ^A^.,^), on voit que la distribution
A^^s) présente en s = —k un pôle d'ordre inférieur ou égal à r — 1
et par conséquent la restriction à U de la distribution A"^.,—^) est
nulle. Comme {0} est la seule G^orbite contenue dans {x\\ = 0}, il en
résulte que le support de la distribution A^., —k) est {0}. Regardons la
distribution ^*A^(.,s) en s = -k; comme d°P = r, on montre, comme
dans la démonstration du théorème 3.3, qu'un des polynômes P_ et P+
est de degré r — 1.

Donc l'une des distributions A'_(., s) et A^(., s) présente en s = —k un
pôle d'ordre min(r — l^o^—k))', mais o(—k) = r, donc o'{—k) = r — 1.
La distribution A^.,^) présente donc en s == —k un pôle d'ordre r — 1.
On regarde alors le développement de Laurent de ̂ A^., s) en s = —k et
on obtient le résultat par récurrence (il ne peut y avoir d'élimination entre
les deux distributions ̂ ^"^d^A^., s) et ̂ ^"^d^A^., s)).

• Supposons maintenant a < r. On a donc d°P < r — 1 ; considérons
à nouveau la distribution ^A^.,^) en s = -k; on a, comme dans la
démonstration du théorème 3.3,

P+(X)=P(X) et P,(X)={-l)kP(X+l)^

on en déduit que les deux distributions A'_(.,5) et A'( . ,s) présentent en
s = —k un pôle d'ordre min(d° ?,(/(—À;)) = a (on a soit o'{—k) = o(—k)
soit o'Ç—k) = o(—k) — 1 = r — 1). On obtient le résultat par récurrence en
regardant le développement de Laurent de ^A^., s) en s = —k.

Donnons pour terminer ce paragraphe, l'analogue du corollaire 3 de
[Ri-St].

COROLLAIRE 3.7. — Soient 1 < p <, r — 1 et 0 <, q < p. Pour tout
entier k tel que r — p <, o(—k), il existe une distribution G-homogène de
degré —k, de support de rang p et contenant l'orbite Sp^q.

On considère la distribution

r

A^s)=^{-l)k^r-P^s).
j=0

Par le théorème 3.3, cette distribution présente en s = —k un pôle
d'ordre r - p puisque r - p ^ o(-fc). Par le théorème 3.6, la distribution
^r-pç ̂  _^ ̂  ^ support de rang p. On va montrer par récurrence que le
support de A^^., —k) contient toutes les orbites de rang p.
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Pour r = 2, on a A(,5) = (-l)^i(,5)+2^(.^) (ici k > 1 et p = 1).
Appliquons la relation

^*A^(, .) = ̂ +^-1) ̂  dz 0 A'_ (, .) + ̂ r-1) ̂  0 A^., .).

On a ici A^.^) = (-1)^_ et A^,^ = (-1)^ + 2̂ _ et il est facile
d'en conclure que le support de la distribution A^., -k) contient les deux
orbites 5i,o et 5i^i.

Plaçons-nous maintenant au rang r et considérons à nouveau la distri-
bution ^A^., s) ; on a :

r-l

A^,.)=:^(-I)^-P^.(.^)^-P^.f o\
J \ ' t °/5

j=o

i ' ^^=E (-I)^+I)(^I)-P^.^.A/M^=^(-l)w\j+l)r-^s).
j==0

O n a r - p < r - l e t o^-A;) = o(-k) ou o^-A:) = o(-^) - 1 = r - 1;
par conséquent, d'après le théorème 3.3, la distribution A'+(.,s) présente
^^ -k un P016 d'ordre r -p et d'après le théorème 3.6, la distribution
A^. ^f;., -k) a un support de rang r - 1 - p. D'autre part, on peut écrire
la distribution A'_(., s) sous la forme

A'_(,5)=(-l) fcA /+(,^)+B(,^

où B(., s) est de la forme

r-i

^(-^(.^-E^^^œ^c^)
J=0

avec P de degré strictement inférieur à r - p. La distribution A'_(.,5)
présente donc en s = -k un pôle d'ordre r - p et A^"^.,-^) =
(-l^A^ ^f;., -A;) ; on peut alors conclure facilement par récurrence.

REMARQUE 3.3. — Par ce type de démonstration, on peut décrire
entièrement le support des distributions B^(^-k) : cela a été fait dans
le cas où V est l'algèbre Herm(r.C) des matrices hermitiennes par
A. Chaabouni [Ch] (résultat non publié) ; M. Muro, Zurich, 1994, donne
également ces supports. D'autre part on peut déterminer les relations
linéaires reliant les différentes distributions B^., -k).
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4. Les distributions homogènes sur Palgèbre V, le cas d pair
Nous sommes maintenant en mesure de donner des analogues des

formules de I.M. Gelfand et G.E. Chilov évoquées dans l'introduction.
Comme au paragraphe 3, nous nous plaçons dans le cas où l'entier d
est pair, renvoyant le lecteur au paragraphe 5 pour le cas plus technique
où l'entier d est impair.

Reprenons les distributions ^(.,5) (0 < £ <, r), et posons :

f ae(s)^^,s)2~^rs dans le cas (i) ,
F^(.^s) = ^

[a^s)^^.,s)2-^rs-^ dans le cas (p),

avec :

]~J (5 _^)mm(o(-fc),r-^) JJ ^ _^ ^min(o(-Â;)^)

fc=0 k=l
. . k<n/r k<n/r

= r(i(.+a)r^r(,(.+^
où a est le plus petit entier pair supérieur à n/r, et f3 le plus petit entier
impair supérieur à n / r .

Par la proposition 3.5, les distributions F^(^s) sont des fonctions
entières qui ne s'annulent jamais (les coefficients a^(s) ont été choisis à
cet effet).

Notons en le nombre qui vaut 1 si la somme des ordres des pôles
strictement plus grand que —n/r de ^^(., s) est pair et —1 sinon.

PROPOSITION 4.1. — Les transformées de Fourier des distributions
-F^(., s) sont données par les formules :

F^(., s - n/r) = (27^)^n(-^)n^e^(., -s) dans le cas (î),

F^(., s - n/r) = (27^)^n(-^)n^^-^_^(., -s) dans le cas (p).

REMARQUE 4.1. — Pour r = 1, cette proposition nous redonne les
formules de I.M. Gelfand et G.E. Chilov.

On part des formules (cf. § 1) :

f 7^ +?)(!+ ̂ '(l - ç)^(., -s - B) dans le cas (i),
^(^= / ,

[ 7^ + ï ) (1 + ̂ (1 - qY^r-^ -s - ̂ ) dans le cas (p).
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On a

(1 + qY-^1 - qY = exp(^ir7rs)y(-iY(cos ̂ ^(sin ̂ s)\

D'autre part,
j(r-l)d

^^(.+n)=(27^)^n- r)(^« n (s^ky-0^.
r k=0

Notons, pour simplifier, b^Çs) l'expression 7(5 + ^)(1 + (l)r~i(^- ~ ^Y'^
en utilisant les formules classiques :

^^ro^i^rao-.))'

^^^r^.m-j.)'
^)=2^^(i.).^(i(.+l)),

il vient :

be(s) = (-^/+"(7r)3"23("-r)2rs

5(r-l)d

TJ (s+fcy-'^r^+i))^)^
x r ( i - ^ . r ( j ( i - s ) ) ^ '

On écrit alors dans le membre de droite :

(r^X-^ 2-^(^+2))^,
(r^+^+^r^ 2^(^+4))^

etc., puis de même :

(F( j (s+l))(s+l)) '= 2^(1(8+3))',

(r^+^+s^^rd^+ô)),
e^c., ce qui nous donne :

, / . r(^^))^r(^^)^
M5)=:^ r(-i.w,(i-.))-

x ri (s + ̂ -"(-^ n (s + kY-0^^
k=0 k=l

l<k<n/r k<n/r
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avec :

_ f (27^)^n(-l)n(^)^-n2^n27's dans le cas (i),

1 (27^)in(-l)n(^)^+7l2in+^r2rs dans le cas (p).

Il vient ensuite :

TT (S + ̂ )min(r-o(-fc)^) TT (s + ̂ )min(r-o(-fc),r-^)

fc=0 fc=l
/ \L / \ r^ 0<A;<n/r A;<n/ra,(.)W = K, —————r(-^.r(,(i-.))^—————•

On remarque enfin que pour 0 < k <_ n/r on a r — o(—k) = o{k — n/r),
ce qui nous permet de comparer l'expression a^Çs)b^(s) à a^Ç—s—n/r) dans
le cas (i), à ar-^(—s—n/r) dans le cas (p), et d'en déduire la proposition.

THÉORÈME 4.2. — La famille ^(s) = {F^(.,s) ; £ = 0,..,r} est, pour
tout s, une base de l'espace 'H8 des distributions G-homogènes de degré s.

Comme la dimension de l'espace H8 est r + 1 {cf. [Mu], voir aussi § 6),
il suffit de démontrer l'indépendance linéaire de la famille f{s).

La famille des distributions ^^(.,s) étant libre pour s n'appartenant
pas à —N*, il en est de même pour ^(s); d'autre part, par application
de la transformée de Fourier, il suffit de montrer que la famille J^Ç—k) est
libre pour tous les entiers k compris entre 1 et n/r — 1.

Considérons fÇ—^k). Soit

(*) ^>,F,(,-2Â;)=0
^o

une combinaison linéaire reliant les distributions F^(. ,—2A;); la distribu-
tion Fr(.i —2k) est portée par V tout entier (car ^rG? s) est holomorphe au
point —2A;), tandis que les autres distributions F^(.^—2k) sont à support
dans le lieu singulier, on a donc âr = 0 ; d'autre part, pour ^ = 0 , . . . , r — 1,

F,(., -2k) =ce^ a^Bf^-2^-^ (., -2k), c, ̂  0.
j>0

La relation (*) devient alors :

r-o(-2k)

^ a^(^>,B;(-2^ ̂ (^o^-2^.,^))
£>_0 j>0

+ É ^(^a^;-^(.,-2Â;))=0.
^=r-o(-2A;)+l J>0
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Par application du théorème 3.6, on déduit les relations suivantes :

a^(^a^^(,-2Â;))=0
j>0

pour £ = r - o(-2k) + 1,... , r - 1 et

r-oÇ-2k)

^ a.c^a^-^^-ïk^O.
^0 J>0

Les premières équations nous donnent

af, = 0 pour £ = r - o(-2k) + 1,. . . , r - 1

puisque les sommes ^ a^jBr.~£(^ —2k) sont non nulles (les distributions
j^O

^ a^j^jÇ.^s) possèdent en s = —2k un pôle d'ordre r — £). La dernière
j>0
relation s'écrit :

r-o(-2k)

^B^^ -2k) = 0 (7, = ^ aw,\
j>0 £>_0

La distribution ^^j^j(^s) admet, en s = —2k, un pôle d'ordre
3>.Q

r-o{-2k}
min(d°ÇîO(—2Â;)) où Q est le polynôme ^ a^Q?^; comme on a

£>0
o(—2k) < d°P^ < r pour £ compris entre 0 et r — o(—2k), il est facile
d'en conclure o^ = 0 pour £ = 0 , . . . , r — o(—2k). La famille y(—2k) est
donc libre. On montre pareillement que la famille T\—2k — 1) est libre.

5. Le cas d impair
Dans ce paragraphe, nous nous plaçons dans le cas où l'entier d est

impair, et énonçons les résultats analogues à ceux démontrés dans les
paragraphes 3 et 4. Toutes les démonstrations, quoique techniquement
plus longues, sont essentiellement les mêmes que pour le cas où l'entier d
est pair. Notons d'autre part que nos résultats ne sont nouveaux que dans
le cas de l'algèbre V = Sym(r,R) (d = 1), le cas de l'algèbre V = M x E
étant classique (cf. [Ge-Ch]).

On commence par revenir à la proposition 2.2 ; on a maintenant :

p /y^ _ f (1 - X2) ̂ k si k est pair ,
^W-^l-X^-^l+X) sinon.
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Si l'on calcule les sommes ^ X-7' u^(s) et ^ X^-^) pour k pair et
.7=0 J=l

pour k impair, on constate que l'on peut imiter la méthode de [Sa-Fa] et
interpréter les quatre matrices

(^•^)),=o^=o' (^(^^o^r

(̂ M)̂ !,̂  (^(^^i^i

en termes de représentations du groupe GLsQR) comme dans le cas où
l'entier d est pair. Les résultats que l'on obtient sont les suivants :

• Cas r impair et k pair :

Ex^^^d-^^)^-^^-^)^,
j=0 [2] M - A ç /

^ y-lu^)=(-l)l.(r-^q(l-X2q2)^r-l)(q2~f^k.
J=l[2] M-X ç2/

• Cas r impair et k impair :

E x^^^d-^^ic-^^-^)3^,
J==0 [2] v i ~- x ^ /

Ex^^^^^.^a-x2^)^--^^^)^^.
j=l[2] ^1-X Ç2^

(Rappelons que q = exp(i7rs).)

Indiquons brièvement comment interpréter les matrices (^(s)).
Soit Pr,p l'espace des polynômes à une variable, pairs, de degré inférieur

ou égal à r. Pour un élément / de Pr,p, on note / le polynôme de degré
inférieur ou égal à j (r - 1) défini par

f{X2)=f(X).

On définit une représentation p^p de GI^C) dans l'espace P^p par

( a b\ .
^(c J^=^

avec :

,(x).(»x^i.'-V(^),,,^,(^ -̂.
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On a alors :

^ -n^-xv)^,^^1,
ce qui permet d'interpréter les deux matrices

(^)),=o,^o et (^))^i,^(r
On procède d'une manière analogue pour les deux autres matrices

(^00),=o,^i et (^(^i^r

On détermine alors, comme dans [Sa-Fa], une famille de distributions
{^(,5); ^ = 0 [ 2 ] ; 0^<r - l} :

^ ̂ ) = E a^^ 5) ± ̂ +i(. ̂ ),
j=o

où les coefficients a^ sont donnés par les relations
r

^X%. = (X^^^-i-.^x^i)^'
t=.0

avec :

î±f ^ _ n \ ^ f^/(s)c<(s)(l±9)îr±-l-^(•,-s) sin/r=lmod2,
r ) l7(s)c^(s)(lTç)^T_l_<(.,-s) sin/r^0mod2,

et Ct(s) = (-l)è(^-i-O(i 4-g2)5(r-i-<)^2 _ i^^

• Cas r pair et k pair :

Ex^,^)=(l+^^^(^2-^)^fc,
j=o[2] ^ 1 + X q2^

E XJu,fc(s)=0.
J=l [2]

• Cas r pair et k impair :

E ^3 -M = .(1 + X- a^ (-^) 5 ̂ -^i + x-),
j=0 [2] v 1 + A ^ /

E X^^^^^gœs^l+X^2)^-^ ̂ ^^ ^^-^
j-=i[2] M+X2^
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A nouveau on détermine, par une analyse analogue à celle faite dans le
cas r impair, une famille de distributions {^^~(., s) ; i = 0 [2], 0 <: i < r},
^7(.,5); £=0 [2], O ^ ^ r - 2 } :

^(•^-i^^-G^); ^"(•^I^^+iG^
j=o j=o

où les coefficients a\. et a .̂ sont donnés par les relations :

^X^. = (X2-!)^-^^!)^,
^=o^=o

E2^^-
^=o
^X^a^=(X2-l)^ r-2-^(X2+l)^',

avec :

^(,s-^)=7(s)îd(-l)^+ld,(s)^-(.,-s),

^ (•'s - ̂ ) = ̂ ^(^ (^(•' -s) + (îf^-a^ -^)).

avec
de(s)=(l-q2)^r-^\l+q2)^,

pour ^ pair, compris entre 0 et r et la convention ^f^(.^s) = 0. On
constate alors que si Pon pose

^(., S) = ̂ (., S) + COS7rS^-_2(., 5),

on a : ^
^(.,5-^)=7(^^)^(.,-^).

A. Généralisation des résultats de F. Ricci et E.M. Stem, le
cas d impair.

Considérons maintenant, comme dans le paragraphe 3, une distribution
r

A(.,5) de la forme A(.,s) = ^ c^(.,s). Il y a deux séries de pôles
j=0

possibles pour cette distribution : les entiers négatifs plus petits que —1,
et les demi-entiers négatifs plus petits que — j ; à partir d'un tel pôle SQ, et
des coefficients Ci de la distribution A(.,s), construisons deux polynômes
PO et Pi tels que :

Cj exp(i7rjso) = Po(j'), d°Po < [jr] si j est pair,

Cj exp(i7rjso) = Pi(j), d°Pi <, [j (r - 1)] si j est impair.
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Posons par ailleurs

e(Po, Pi) = 1 si d°(P, - Pi) = sup(d°P,, d°Pi),
10 sinon.

On a les résultats suivants :

THÉORÈME 5.1.
1) En s = —k — ^, la distibution A(.,s) possède un pôle d'ordre

min(sup(d°Po,d°Pi),o(-Â;- |))

2) En s = —k, la distribution A(., s) possède un pôle d'ordre

min(sup(d°Po, d°Pi) + 6, o(-k)).

La démonstration, quoique techniquement plus compliquée, est analo-
gue à celle du théorème 3.3, et ne contient aucune idée nouvelle : pour
les pôles inférieurs ou égaux à —n/r, il suffit d'établir le résultat pour les
distributions ^^(.,5) (dans le cas où l'entier r est pair, on peut s'aider
pour cela des distributions ^(.,5)), et pour les autres pôles, on procède
par récurrence.

Ici l'application du théorème 5.1 aux distributions <Ï>j(.,5) donne dans
le cas où l'entier r est impair, le corollaire suivant :

COROLLAIRE 5.2. — On suppose r impair. Pour tous les pôles SQ de la
fonction F^(s + n/r) et tous les j (0 < j < r), on a Oj(so) = o(so).

Dans le cas où l'entier r est pair, la situation est plus compliquée :

COROLLAIRE 5.3. — Supposons r pair', alors :
1) pour tout j (0 < j < r) et tout k entier supérieur ai, on a

Oj(-k) =o{-k)',

2) pour tout j pair (0 < j < r) et tout k entier supérieur à 1, on a
o,(-Â:-j)=o(-Â;-4);

3) pour tout j impair (0 <: j <, r), on a Oj(—k — |) = o(—k — j) — rj
où r] = 0 si k est compris entre 1 et ^ (r — 2) et rj = 1 si k est supérieur
où égal à ^r.

Notons que ce phénomène de «perte de multiplicité» avait déjà été
constaté dans [Ge-Ch] à propos de l'algèbre R x E.

En ce qui concerne le rang du support des distributions A^(., so), on a
les résultats suivants :
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THÉORÈME 5.4. —Soit SQ un pôle effectif entier de la distribution A(., s)
d'ordre a. Pour tout h compris entre 1 et a, le support de la distribution
A^., so) ^st de rang r + 1 — 2h si SQ est un entier^ et de rang r —2h si SQ
est un demi-entier. En particulier^ pour r impair (resp. r pair) et pour

k >_ n/r, les distributions B2 (.,—k) (B^Ç^—k — ^), j pair) sont
portées par {0}.

La démonstration suit celle du théorème 3.6.

Enfin, donnons l'analogue du corollaire 3 de [Ri-St] :

COROLLAIRE 5.5. — Soient 1 < p < r — 1 et 0 <, q <, p. Supposons p
de la forme r + 1 — 2h avec h un entier', alors pour tout entier k tel que
h < o(—k), il existe une distribution G-homogène de degré —k, de support
de rang p et contenant l'orbite Sp^q. Supposons p de la forme r—2h avec h
un entière alors pour tout demi-entier k + | tel que h <^ o(—k — |), il
existe une distribution G-homogène de degré —k—^, de support de rang p
et contenant l7 orbite Sp^q.

Supposons p de la forme r + 1 — 2h avec h un entier et soit k un entier
tel que h <_ o(—k) ; on considère les distributions

A(^s)= ^ exp^)^-1^,^,
J=0 [2]

B^s)= ^ exp(^7^^)^-l^•(.^).
J-l [2]

Par le théorème 5.1, ces distributions présentent en s = —k un pôle
d'ordre h puisque h < o(—k)^ et par le théorème 5.4, les distributions
A^(., —k) et BhÇ^ —k) sont à support de rang r + l — 2 / i = p . E n procédant
comme dans la démonstration du corollaire 3.7, on montre par récurrence
sur les deux distributions que leur support contient toutes les orbites de
rang p.

Supposons p de la forme r—2h avec h un entier et soit SQ un demi-entier
tel que h < o(so) ; on considère les distributions

A(.,5)= ^ exp(-%7r5o)j^(.,5),
J==0 [2]

B(.,S)== ^ eXp(-27T5o)^^(.,5).

J=l [2]

A nouveau, par le théorème 5.1, ces distributions présentent en s = SQ
un pôle d'ordre h et par le théorème 5.4, les distributions Ah(.,so) et
Bh(^ so) sont à support de rang r — 2h = p, mais cette fois ci leur support
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a une structure plus compliquée : on montre par récurrence sur les deux
distributions que le support de Ah(.,so) contient toutes les orbites Spq
avec q pair, et que celui de Bh(., so) contient toutes les orbites Sp avecç
impair.

B. Les distributions homogènes sur l'algèbre V, le cas d
impair.

On peut encore normaliser les distributions ^(.,5) dans le cas où
l'entier r est impair, et les distributions ^-(., s), ̂ (.,5) si r est pair, et
obtenir une famille holomorphe de distributions G-homogènes :

• Cas r impair.

Dans le cas où l'entier n/r est impair, on pose pour £ pair et compris
entre 0 et r — 1 :

(̂,.) = 2-i5 . 2i(r-3^v/7^-è\±(.)^±(.,.)

avec :

±/ ^ N
W)= ̂

N= TT (s+Â:)"1111^^7^!-^)

Â;=0
k<n/r ^ Jj ^^mm(^(r±l-^))

k=l
k<n/r ^=n/r-2

X II (5+Â;+j)mm^^),
k=l

D=r^(s^a))^r^.r(^s+w^r^.r(s+^r)^

où a est le plus petit entier pair supérieur à n/r, et (3 le plus petit entier
impair supérieur à n/r.

Dans le cas où l'entier n/r est pair, on pose pour £ pair et compris
entre 0 et r — 1 :

(̂.,.) = 2-i5 . 2^r-3)^-^c±a,±(.)^±(.,,)

avec les mêmes coefficients af(s) et où c^ vaut 1 et c- vaut V2.
Notons 6^ le nombre qui vaut 1 si la somme des ordres des pôles

strictement plus grand que -n/r de ^f^s) est pair et -1 sinon. Par
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des manipulations identiques à celles effectuées dans la proposition 4.1,
on obtient les formules suivantes :

n = 1 f2l 1 i?^"s- ̂  = (27^)2n(-^)"^è^+-l-^+-l-^•'-5)'
r-l 2 l^-(^-^=(2^)è"(-^^--l-^--l-^-^);

n = 0 [21 1 ̂ "s - ̂  = w'n(~i)niî^ie^-^-^-s^
ï • - o [ ^-(.,.-^)=(2^)^(-^^,L^F^_,(.,-.).

• (7a5 r pair. — On pose :

F^"(., s) = a^(5)^(., s) pour ^ pair et compris entre 0 et r,
F^~(., s) = 0^(5)^ (., 5) pour £ pair et compris entre 0 et r - 2,
avec (un produit vide est interprété comme valant 1) :

^<~è ^<"è
]~I (5 + ^)min(fc, j (r-^)) JJ (s + À; + j )min(A;' ̂  ̂

^ /^ ^ fc=l_____________________k=l___________________
r (5+^-^è (^ ) r (^+^)è^

(^ pair et compris entre 0 et r).
On montre, grâce au théorème 5.1, que la famille des distributions

F^{., s) est une famille holomorphe sur C tout entier.
On note e^ le nombre qui vaut 1 si la somme des ordres des pôles

strictement plus grand que -n/r de ^(.,5) est pair et -1 sinon. On
obtient les formules :

^-(•'s-^)=(2^îra^(''+')+d(-l)sr+l^-(.,-.)

(£ pair et compris entre 0 et r — 2),

F/(,,-^)=(27^)^^(r^)^+(.,-.)

{i pair et compris entre 0 et r).
Dans les deux cas on a le théorème :

THÉORÈME 5.5. — La famille des F^{.,s) est une famille holomorphe
sur C tout entier et est, pour tout s, une base de l'espace H8.

Cela résulte du théorème 5.1 et d'un raisonnement analogue à celui
effectué pour la démonstration du théorème 4.3.

Donnons pour terminer quelques exemples. Pour simplifier, nous note-
rons ^i{s) la distribution ^(.,s).
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• Cas r = 2, d pair. — Dans ce cas, l'algèbre V est R x R'^4'1 et det x est
une forme quadratique de signature (l,d+ 1). La dimension de l'espace
H8 est 3.

On a dans le cas (i) :

Fo(s) = 2-^0 (s) ($o (s) - $i(s) + $2 (s)),

Fi (s) == 2-sal(s)(-2$o(s) + 2$2(s)),

F2(s) = 2-^200 ($o(s) + $i(s) + $2(s)),

avec :

yd ^d-1Y[(s+2k) n^^)
ao(s)= fc-1 ^ , a2(s)=^^^r( |s+^+l)2 —— r( |(s+l)+^)2

î<in(s+^
al(8) = r ^ i . , 1 ^ , ^"n^+i^+^-n^s+^+id)'

et dans le cas (p) :

Fo(s) == 2-^0(8) (^o(s) - $i(s) + $2(s)),

Fi(s) = 2-s-5al(s)(-2$o(5) + 2$2(s)),

F^s) = 2-s-la2(s)($o(s) + $i(s) + W)

avec :

î(ri-2) çdn (5+2^ ^(s+ fc)
^(^ = Tvi'7"1 ^—r- î' ^(^ = -Fr^Tr(i( .+i)+^)2' -^-r(^+^+i)2'

^F[(S+Â;)
al(s) = r (5 ( s+ i )+^ ) - r (^+^+i ) '

Posons F(s) = (FO^),^!^),^^))*; on a :

F (s- ^n)=(27r)3"AF(-s)
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avec

/-(-l) Ï ("-2) 0 0 \

A = ( 0 -t 0 dans le cas (i)
\ 0 0 (-l)i("-2)/

/ 0 0 (-l)ï"\
A = 1 0 —i 0 \ dans le cas (p).

V-i)^" o o /
• Cas r =2, d impair. — Ici, V est toujours égal à R x R^1 ; on a :

F^-(s)=ao(s)(-W+^(s)),

^(s) = tt2(s)($o(s) + $2 («) + COS7TS$i(s)),

Fo~(s)=ao(5)$i(s),

avec :

^(s) = T.. , ,,' d2(s) =r(.+i)' -^-r(.+j)
Posons F(s) = {F^(s),F^(s),Fo-(s))t•,on a :

F(s- in)=(27r)î"AF(-s)

avec
' (_l)è(»-i)î o 0'

A = 1 0 (-1) ?("-i) 0
\ 0 0 1 ,

. Cas r = 3, d == 1 (Y = Sym(3,R)). — Ici la dimension de l'espace
H8 est 4. On a :

F^s) = 2-sa^(s)(-$o(s) - $i(s) + $2^) + $3^)),

F^-(s) = 2-——4(s)($o(s) + $i(s) + $2(5) + $3(s)),

Fo~(s) = 2-s^2^(5)(-$o(s) + $i(s) + $2(s) - $3(s)),

F2~(s) = 2-^a2-(s)($o(s) - $i(s) + $2(s) - $3(s)),

avec :

^+1______ +. > ^ _____s+1_____+ / ^ __________S+l_________ + f \ _ s+l

Q^ 7 rCiC«-L9^.m<'c-L^'>2' "aW- r/i/., , ,̂  r, , 3 ^ 'r (5(s+2)) . r (^ (s+3))2 ' ^ ^ -n^^+^ . r ^+ j ) '
_. . _ s+1 _ 1

"o ( s ) - r t i , , ̂  ^,1, , Q^' "2 (s) =r(^+2))2.r(^+3)) "2W r ( ^ ( s+2) ) . r ( s+ j ) '
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Posons F(s) = (Î ),̂ ),̂ ),̂ ))'; on a :

(0 0 0 î \

^ - 2) = (2^AF(-s), A= ° _0^ -^ ° .

t 0 0 O/

. Cas r = 4, d = 1 (V = Sym(4,R)). — Ici la dimension de l'espace
ri est 5. On a :

F^{s) = ao(s)($o(s) - $2(s) + $4(s)),

^(s) = 02(s)(-2$o(s) + 2$4(s) + COS7Ts(-$i(s) + $3(s))),

^(S) = a4(s)($o(«) + $2(s) + $4(s) + COS7T5($i(s) + $3(s))),

^"(s) = Oo(s)(-$l(s) + $3 (S)),

F2-(s) = Û2(s)($l(s) + $3(s))

avec

ao(s) = s+ l
r(s+2)2 ' «22 {S ) =

(i+l)(s+J)
r(5+2)r(s+j)^-> 04(5) =

oj_ 3
8 1 2

r(s+j)2
Posons ^(s) = (^o+(^2+(5),^+(s),Fo-(s),^-(s))t; on a :

/l 0 0 0 0\
s, , . , , 0 i 0 0 0
^-D^T^A^-S), A= 0 0 - 1 0 0

0 0 0 -i 0
VO 0 0 0 l/

6. Appendice
Cet appendice est destiné à convaincre le lecteur que les méthodes de

[Ri-St] pour déterminer la dimension de l'espace -H3 se généralisent aux cas
d une algèbre simple et euclidienne V et que l'on peut ainsi redémontrer
le résultat de M. Muro.

A. Généralités.

Fixons un système complet d'idempotents orthogonaux {ei e }
de V et considérons la décomposition de Peirce associée à ce système :"

v= ^ V,,.
Ki<j<r
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Si Spq est une orbite singulière de rang p de l'algèbre V (Sp^q = Gop,ç où
P-9 q

°P^ = ̂  e^ - ]C ̂ -9-^
î=l î=l

avec 0 < ç < p e t p < r ) , notons Tpç (resp. Npq) l'espace tangent (resp.
l'espace normal) à Spq en o^g. On vérifie alors facilement que l'espace Npq
s'identifie naturellement à :

e ^
P<i<J^r

tandis que Tpq s'identifie à :

e ^-
Ki<j<r

i<p

En particulier, Npq est une algèbre de Jordan simple et euclidienne de
rang r -p que nous noterons V^y Dans la suite, si 0 est un objet relatif à
l'algèbre Y, nous noterons 0^ l'objet correspondant pour l'algèbre Npq ;
en particulier p^ désigne l'espace des polynômes homogènes de degré k
sur l'algèbre Vçp).

Notons Hpq le sous groupe de G qui laisse fixe le point Op^q ; on vérifie
que les éléments de A de la forme

T

^^(°p,o+ ̂  aiei)a= /^OP,O+ ̂  aid
î=p+l

(a, positifs non nuls) appartiennent à Hpq et laissent invariant V^ et Tpg ;
la restriction d'un tel élément a à l'algèbre Vçp) est l'élément

r

^P) = V{P) ( 1^ a^)
î=p+l

du sous-groupe Açp) de G(p) ; on vérifie également la relation

Deta=(Det(p)a(p))(^)(p)7.

On calcule facilement le déterminant de l'action de a sur l'espace tan-
gent Tpq ; on trouve :

r
H (^(Deta)^

î=p+l

Soit d'autre part z un élément de V^ avec p < î < j <^ r ; on vérifie
que exp(2z D e^) est un élément de Hpq qui laisse invariant V(p) et Tpq ;
la restriction de exp(2z D e,) à l'algèbre V^ est un élément du sous-
groupe Nçp) de G'(p) (ces éléments engendrent le sous-groupe N( p\).
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r q-\-p'-p
Posons Wpq = U U S p ' q f , c'est un voisinage ouvert de l'orbite

P'=P q'=q
Spq, invariant sous G.

B. Un lemme crucial.
Nous dirons qu'une distribution K est G quasi-homogène de degré s s'il

existe des distributions U\,..., Ue telles que pour tout g dans G :

a
g • K = (Detg)^ + lK-^(Detg)rÏ "h x ]^(LogDet^)^

i=l

(où g ' K((/)) = K((f)g) si (/)g(x) = (/)(g~lx)). Un nombre complexe sera dit
critique s'il est pôle de la fonction Tçi(s + n/r).

Le lemme suivant donne des conditions sur l'existence de distributions
quasi-homogènes à support dans le lieu singulier de Y, c'est l'analogue du
lemme 5 de [Ri-St] :

LEMME 6.1. — Soit K une distribution G quasi-homogène de degré s à
support de rang p o ù l < ^ p < ^ r — 1. Soit Spq une G-orbite de rang p dans
l'algèbre V. Alors s est critique et s <_ —(^ — ^dp), la restriction de la
distribution K à Wpq est une distribution G-homogène de degré 5, et cette
restiction est unique à une constante multiplicative près.

La démonstration consiste à copier celle donnée dans [Ri-St], nous ne
donnerons que les changements principaux. On commence par supposer
que K est (9-homogène, et on regarde la distribution K localement autour
du point Op^q en utilisant le théorème de Schwartz. On arrive à l'analogue
de la formule (31), p. 158, de [Ri-St] :

M

^=E E ^•••^^
m=0 il<^2<:•••<:^m

dans W un voisinage adéquat de Op^q contenu dans Wpq, où 1 =
( % ! , . . . , îyn), les fonctions ^j étant régulières sur Spq D W, Y^ ... Y^ sont
des champs de vecteurs sur W que l'on suppose engendrer en tout point
de Spq D W l'espace normal à l'orbite Spq, et où M est l'ordre de trans-
versalité de la distribution K.

Exprimant ensuite l'homogénéité de la distribution K, on arrive à :

^I{x)={1D^g)~~n~lJg(x} ̂  ^Li(g,x)^L(g'x)
\L\=M
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pour |J| = M, où |J| est l'ordre de Y1, g étant proche de l'identité, Jg(x}
est le jacobien de l'action de g sur Spq et où ^LiÇg^x) = /îjL^"1^)? les
fonctions f3iL(g^x) étant donnés par la relation (38) :

9^= E /w^)^ E • • •
|J|=M |J|<M

(Y1 désigne l'adjoint de Y1 sur V).
Dans la relation (38), faisons x = Op^q et prenons g dans ^fpg tel que son

action laisse stable les espaces Tpq et Npq. Observons qu'alors l'action de g
sur Npq s'identifie à l'action naturelle de GL(V(p)) sur Vçp) ; soit S^^ÇV^)
la M-ième puissance symétrique de Vçpy La relation (38) entraîne alors
que pour de tels g la matrice Pu (g, Op^q) est la matrice dans une certaine
base de l'action naturelle de g^p\ — où l'on note par gçp) la restriction
de g à Vçp) — dans l'espace S^ÇVçp)) (et donc la matrice 7jj(^,0p,g)
représente l'action contragrédiente de g^ dans ^M identifié au dual
de SM(Yçp))). On constuit ensuite avec les nombres ('0j(op,g))m=M un
élément v de p^ tel que (où l'action d'un élément h de GL(Vçp^) sur v
est donné par h ' v(x) = v(h~lx)) :

gçpVV={Betg)^+l(Jg(x)y

pour g dans Hpq et tel que son action laisse stable les espaces Tpq et Npq
r

on peut en particulier prendre pour g les éléments P(op^o + ^ a^)
î=p+l

et exp(22: D Ci) évoqués dans les généralités, on en déduit alors que le
polynôme v est conique au sens de [Fa-Ko, p. 224]) ; en décomposant ^M

en G(p) modules irréductibles, on voit que v est nécessairement de la forme
(det(p) y)1^ ( à une constante multiplicative près) où k est un entier positif
et que l'on a la relation s = —k — (^ — ^dp). Cela nous donne donc le
résultat d'unicité pour K du corollaire ainsi que la relation pour le nombre
complexe s.

Pour le cas où K est quasi-homogène, on suit sans problèmes les
raisonnements de [Ri-St] en appliquant les corollaires 3.7 et 5.5 au lieu
de leur corollaire 3.

On peut maintenant montrer que la dimension de l'espace "H8 est égal
au nombre d'orbites ouvertes : pour s non critique, on prouve qu'une
distribution T, supposée G- homogène de degré 5, est une combinaison
linéaire des <Ï>^( . ,5) ; pour s = SQ critique considérons dans le cas où d
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r
est pair les distributions A^ = ^ (-l)80^7"'^.,^) (0 ^ m < r) : par

9=0
le théorème 3.3, ces distributions présentent en s = SQ un pôle d'ordre
min(m,o(5o)) et on montre par application du lemme 6.1 que T est
combinaison linéaire des A"1111^771'0^0^ ; quand l'entier d est impair, on
remplace les distributions A^ par les distributions Ai (0 < i < E(^r),
£'(a;) désignant la partie entière de x) et Bi (0 < i <, E{-{r — 1)))
données par :

Ai = ̂  exp(-î7rg5o)ç^(.,5),
9=0 [2]

^z = ^ exp(-i7rqsQ)q^q(^s).
9=1 [2]
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