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UN FONCTEUR NORME

PAR DANIEL FERRAND (*)

RÉSUMÉ. —Pour Jî-algèbre S, finie et localement libre, nous proposons une nouvelle
définition du foncteur norme : 5'-Mod -^ JÎ-Mod, qui en étend l'existence (5' peut
être ramifiée sur R) et qui en facilite l'emploi (car il est vu comme la solution d'un
problème universel).

ABSTRACT. — A NORM FUNCTOR. — Let S be a finite and locally free R-
algebra, and let norm : 6' —> R be thé usual norm map. We construct a functor
N : 5'-Mod —> JÎ-Mod which extends both thé "Corestriction" introduced by
C. Riehm when S / R is a finite separable fieids extension, and its généralisation by
Knus and Ojanguren in case where S ïs étale over R. Uniike thèse, thé définition we
give does not rely upon descent methods, but it rather uses a universal property :
N(F) ïs equiped with a -R-polynomial law VF '• F —> NÇF) satisfying thé relations
ï>/F{sx) == norm(5)i<^(;z;), for s ç S and x ç. F, and thé couple (A^(-F),^^') is universal
for thèse properties. We thus get a well defined functor even if S is ramified over R, but
then thé image of a projective •S'-module may fail to be projective over R. Nevertheless,
thé norm of an invertible <S'-module is aiways invertible and for thèse modules our
construction gives thé classical one. Moreover, if S is locally of thé form R[X]/(P),
then N{F) is projective over R for any projective -S-module (of finite type) ; but that
fails to be true if R —> S ïs oniy supposed to be a complète intersection morphism.
Thèse points are discussed in some détails before we focus on thé étale case in order
to emphasize thé isomorphism between thé "Weil restriction" and thé norm functor
(when applied to commutative algebras), and thé intricate relations between NÇS<S)E)
and E^ for a Tî-module E.
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1. Liste des principales propriétés du foncteur norme
2. Puissances divisées

2.1 Conventions et notations
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0. Introduction
0.1. — Vue de loin, une norme (au sens algébrique) transforme une

somme d'objets en leur produit ou, ce qui revient au même, une norme
associe à un morphisme l'ensemble de ses sections (un morphisme X —^ S
décompose X en la somme ]_[ Xg de ses fibres Xs, et une section de X —> S
est un élément du produit fl^s)' ^e^ ^P^t géométrique, dans l'esprit
de la restriction de Weil, éloquent pour les revêtements, réapparaîtra après
le détour algébrique nécessaire pour prendre en compte la ramification.

Voici le point de départ algébrique : pour un anneau commuta-
tif R et la .R-algèbre R —> Rd^ l'application norme transforme l'élément
(a:i , . . . , Xd) ç Rd en le produit x\ • • ' Xd de ses composantes, et le fonc-
teur norme transforme un J^-module, c'est-à-dire une suite (£'1,.... Ed)
de ^-modules, en leur produit tensoriel E^ (S)R • • • 0p Ed.

0.2. — Le but de ce travail est de construire, pour un morphisme
R —> S fini localement libre, un fondeur

N S / R : S-Mod —> R-Mod

qui généralise le précédent.
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FONCTEUR NORME 3

Cette généralisation est guidée par l'application de corestriction, qui est
bien définie sur les groupes de cohomologie (étale) de Gm ; en dimensions
0, 1 et 2, ces groupes classifient respectivement les éléments inversibles,
les modules inversibles et les algèbres d'Azumaya, objets sur lesquels peut
porter le fondeur en question ; il serait souhaitable que la corestriction soit
induite par le fondeur norme, dans les situations où cela a un sens. Il n'est
pas nécessaire d'expliciter ce souhait car deux propriétés «minimales»
s'imposent immédiatement et s'avéreront suffisantes pour caractériser un
« fondeur norme » :

(N1) N s / p ( S ) = R, et l'image par N S / R de la multiplication par s e S
est la multiplication dans R par la norme usuelle

norm^(5) := det(a; ̂  sx).

(N2) Le fondeur norme commute aux changements de base sur R :
pour toute R- algèbre R ' , notant 5" = R1 0^ S, les fondeurs
suivants sont isomorphes :

F^R^n N s / n ( F ) et F ̂  N S ' / R ' { R ' ^R F).

Ces deux propriétés de bon sens imposent, à elles seules, la définition
introduite dans ce texte : supposons, en effet, qu'il existe un fondeur N
vérifiant (N1) et (N2) ; la fondorialité et (N1) impliquent, pour tout S-
module F, l'existence d'une application

F = ïîoms(S, F) —> îîompÇNS, N F ) = Hom^, N F ) = NF ;

cette application, notée vp '- F —> N F , possède, toujours d'après (N1), la
propriété suivante

(0.2.1) i/F(sx) = norm^ (^^(rc), pour s e S et x e F.

On dira, faute de mieux, qu'une application est normique si, après tout
changement de base R —^ R ' , la relation (0.2.1) est vérifiée.

L'application VF : F —> NF ne peut être linéaire (pour F = S,
c'est l'application norme) ; le mieux que l'on puisse prescrire est que vp
soit polynomiale, ou, plus exactement, une loi polynôme, c'est-à-dire
qu'elle soit compatible à tous les changements de base sur R : pour tout
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4 D. FERRAND

morphisme de J^-algèbres R' —> R" le carré suivant doit être commutatif
(on a posé F ' = R' (S)R F, S" = R' (g)^ 5', etc.)

R t ^ R F = F I -^ N S ' / R ^ F ' ) ——. R10p N s / n ( F )

can can

Rff0nF=Fff ^-^ N S . / R . { F " ) ——^ R^pNs/niF).

Cela Justine la caractérisation suivante :

Le fondeur norme Ng/^ associe à tout S-module F un R-module
NS/^ÇF), muni d'une loi polynôme normique

^ : F — — N S / R ( F ) ^

le couple (NS/J^ÇF)^?) étant universel pour ces propriétés.

0.3. — Qu'une notion aussi générale soit cependant féconde fut une
première surprise. Ce fondeur est isomorphe, en effet, à celui évoqué
plus haut lorsque 5' = Rd ; mieux, il est aussi isomorphe au foncteur
corestriction introduit par Riehm lorsque S / R est une extension finie
séparable de corps; mais la corestriction de Riehm est définie comme
le sous-espace des invariants sous l'action d'un groupe de Galois, c'est-
à-dire comme un noyau, ce qui rend son maniement beaucoup plus
malaisé que celui du foncteur norme proposé ici ; ainsi, la méthode à peu
près constante pour établir les propriétés du foncteur norme est d'une
désarmante simplicité (du moins lorsque R —> S est étale) ; elle consiste à :

1) établir l'existence d'un morphisme en utilisant la propriété univer-
selle ;

2) faire un changement de base fidèlement plat pour décomposer S
en R1',

3) montrer que le morphisme exhibé en 1) est alors un isomorphisme
par des arguments essentiellement combinatoires portant sur l'ensemble
fini { ! , . . . , d}.

0.4. — Autre surprise, mais désagréable, celle-là : si le morphisme
R —^ 5' est trop ramifié, le foncteur norme ne préserve plus la projectivité
des modules; c'est cependant le cas si la J?-algèbre S est localement
monogène, en particulier, bien sûr, si elle est étale; mais on donne un
exemple de morphisme fini d'intersection complète, libre de rang 4, pour
lequel N(S2) n'est pas libre.
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FONCTEUR NORME 5

Je remercie le rapporteur pour ses questions; elles m'ont conduit à
modifier certaines parties et à en ajouter d'autres; en particulier, 4.4 et
le § 7 ne figuraient pas dans un état antérieur de ce texte.

1. Liste des principales propriétés du foncteur norme
Pour tout morphisme R —> S^ fini et localement libre, il existe un

foncteur
NS/R : S-Mod —> R-Mod

ayant les propriétés suivantes :

(N1) N g / p Ç S ) = R, et l'image par N S / R de la multiplication par s ç S
est la multiplication dans R par la norme usuelle

noTm^,^(s) := det(x i—> sx).

(N2) Le foncteur norme commute aux changements de base sur R :
pour toute R- algèbre R —> R ' , notant 5" = R' Ç^p S, les fondeurs
suivants, en le S-module F, sont isomorphes

F — — R ' ^ n N s / R ^ F ) et F — — N s ' / R ' { R 1 ^R F).

(N3) Le foncteur norme est caractérisé par la propriété suivante : N g / p
associe à tout S-module -F un J^-module N g / p Ç F ) ^ muni d'une
loi polynôme

^ : F —— N S / R ( F ) ^

vérifiant après tout changement de base la relation (analogue à)

î^pÇsx) = norm^^(5)z<F(rr), pour s ç S et x € F,

le couple ( N s / p { F ) ^ i /p ) étant universel pour ces propriétés.

(N4) Lorsque S = Rd, et que le S'-module F s'écrit F = E\ x ' • • x Ed,
on a

N s / R ( F ) = E ^ ( S ) R ' " 0 R E d .

(N5) Si L est un S-module inversible (et si S est de rang d), on a un
isomorphisme fonctoriel

A^(L)^Hom^(A<?,A^).
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6 D. FERRAND

(N6) Si F ' et F " sont des ^-modules, il existe un morphisme fonctoriel

^ F ^ F " : N S / R { F ' } (^R N S / R ^ ) —— N s / p Ç F ' (^s F " ) ;

en particulier, pour une 5'-algèbre B, N s / p ( B ) est une Jî-algèbre.
Si 6' est étale sur R^ alors ^ p p ' , F " est un isomorphisme.

(N7) Si I7" et F " sont des ^-modules, il existe un morphisme fonctoriel

^ : Ns/pÇîlomsÇF^F^) -^ Rom^Ns/RF^Ns/pF^.

C'est un isomorphisme si 6' est étale sur R^ et si F ' est un 'S-
module projectif de type fini.

(N8) Lorsque S est une Tî-algèbre localement monogène de rang d, et
que F est un 5'-module projectif de rang m, alors N g / p ( F ) est
un -R-module projectif de rang md.

2. Puissances divisées

2.1 Conventions et notations.

2.1.1. — Les anneaux considérés dans ce texte sont commutatifs et
unitaires. Et, à part cela, quelconques. En particulier, il n'y a pas de
restriction de caractéristique avant le § 7.

Les constructions et résultats présentés ici s'étendent immédiatement
au cas d'un morphisme de schémas, fini, de présentation finie et plat.

2.1.2. — Deux adverbes sont utilisés fréquemment :
• « Localement sur R )> signifie le plus souvent « après un changement

de base fidèlement plat R — Rf » ; dans certains cas, notamment lorsque
des constructions dépendent du rang de S sur R^ et que ce rang n'est pas
constant, il faut penser à une {{localisation)} un peu plus fine : «z7 existe
une famille finie (R^) de R-algèbres telle que le morphisme R —> Y[Rz
soit fidèlement plat, et telle que la propriété envisagée soit vraie après
chaque changement de base R —> Ri ». Pour un module de type fini, être
localement libre équivaut à être projectif de type fini, ou encore à être
facteur direct d'un module libre de rang fini.

• {{Universellement}} signifie {{après tout changement de hase}}.

2.1.3. — Pour un ensemble J, on note N^ l'ensemble des applications
a : 1 —^ N à support fini (appelées parfois multiindices). Pour un entier d,
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FONCTEUR NORME 7

on note 1̂ 7 C N^ l'ensemble des multiindices a dont le poids ̂  0(2) est
égal à d. Pour J fini, on a :

r^ .v-r T\ /CardJ+d-l\Card(IV)=(^ ^ J.

2.1.4- — Pour un multiindice a : J —>• N, on pose

((a)) = ̂ ))'." / ; nw)
C'est un entier, appelé le coefficient multinomial de a. En particulier, pour
deux entiers p, g ^ 0, on a ((p, q)) = (^^.

2.1.5. — Pour une famille (a^)^çj d'éléments d'un anneau (commutatif
unitaire), et a G N^\ on pose :

a TT a-(^)
21 =H^ •

t<EJ

Si 1 est fini, la formule du multinôme s'écrit :
,d

(E^) = E ((a))^-«z/^
' ici ' a.ç.YdI

En particulier, si CardJ = m, et si xi = 1, pour tout z, on trouve

m^ = ̂  ((a)).
aer^

2.1.6. — Si X et Y sont deux ensembles, on écrira, suivant Tate,
M(X,Y) plutôt que HouiEns^^)? pour désigner l'ensemble des appli-
cations de X vers Y. La notation plus compacte Y x évoque trop les
invariants pour être utilisable ici.

2.1.7. — Un morphisme d'anneaux sera dit fini étale s'il est localement
de la forme R —> Rd ; intrinsèquement, c'est un morphisme fini, localement
libre et non ramifié (on dit aussi : net). Ainsi, pour un idempotent e, le
morphisme R —> R/eR est considéré comme fini étale.

2.2 Lois polynômes et algèbre à puissances divisées.
Les définitions et propriétés rappelées dans les §§ 2.2, 2.3 et 2.4 seront

constamment utilisées dans la suite ; elles sont standard (voir par exemple
l'article de Roby [17], ou les exercice dans Bourbaki [3], A IV, p. 87-90) ;
le lecteur averti est donc invité à passer directement au § 2.5, après, peut-
être, un coup d'œil à l'utile lemme 2.3.1 qui ne figure pas ailleurs.
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8 D. FERRAND

2.2.1. (Roby, p. 219). — Soient R un anneau commutatif, et E et F
deux Jî-modules ; on note E le fondeur covariant

E : R-A\g —> Ens, R' i—> R' (S)R E.

Une loi polynôme de E vers F est, par définition, un morphisme de
fondeurs

/ : E —> F.

Plus prosaïquement, c'est la donnée, pour toute ^-algèbre R ' , d'une
application d'ensembles

JR, : R' 0p E —— R' 0p F,

soumise à la seule condition de dépendre fondoriellement de R' : pour
tout morphisme de Jî-algèbres, R' —> R" le carré suivant est commutatif

R' 0p E ——R—^ R' (S)R F

can can

R" ^)R E -fR^ R" (S)R F.

Dans la suite, on se permettra le plus souvent de parler d'une loi
polynôme comme d'une application entre deux modules — alors que
c'est en fait un morphisme de fondeurs —, lorsque le caractère
fonctoriel sera évident.

2.2.2. (Roby, p. 226 et 220). — On dit que la loi polynôme / est
homogène de degré d si, pour toute algèbre R'\ tout r G R' et tout
x e R' 0p E, on a f(rx) == rdf(x).

Supposons / homogène de degré d. Soit (xi)i^i une famille à sup-
port fini d'éléments de E\ désignons par Rf la R- algèbre de polynômes
en la famille (T^çj d'indéterminées; il existe une unique famille (ya)
d'éléments de F, indexée par A := r^J (voir 2.1.3), telle que, dans R' Ç^F,
on ait :

f^T^Xi)=Y^Ta®ya.
ici açA

Cette famille (y a) a la propriété suivante : pour toute .R-algèbre 5, et
toute famille (t^) d'éléments de 6', on a

/(E^O-E^-
ici açA
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FONCTEUR NORME 9

Cette expression justifie l'emploi du terme : «loi polynôme». On voit, en
particulier, qu'une loi polynôme homogène de degré 1 n'est autre qu'une
application linéaire.

2.2.3. L'algèbre à puissances divisées, ou algèbre gamma, d'un R-
module E (Roby, p. 248). — Pour un Tî-module E, il existe une R-
algèbre commutative graduée à degrés positifs, notée TpÇE) = (j)P^(£1),

d
ou simplement YE (et notée souvent DE par les anglo-saxons), munie
d'applications 7^ : E —^ F^(^), telles que, en notant x le produit
dans FE1, on ait, pour tout x, y G E et r ç R,

r°^E) = R et 7°^) = 1,
r},(E)=E et ^(x)=x^

^PÇrx) =rp^p(x),

^(x+y)=^rWx^-r(y)^

-fp(x)x^(x)=((p^))^(x).

Soient x = (a^),çj une famille d'éléments d'un module E et a e N^ ; on
pose, par analogie avec la convention 2.1.5,

(2.2.3.1) y^)=JjY^)(,^{z}f^\
— î / 5

iCi

le produit étant celui de l'algèbre TE, noté aussi x ; 7° (x) est donc un
élément de ^dE, où d est le poids de a.

2.2.4. Propriété universelle de r^(E) (Roby, p. 266). — Pour tout
J^-module F, l'application u ^ u o ^d établit une bijection entre
Hom(r^(£'),F) et l'ensemble des lois polynômes homogènes de degré d
de E vers F.

2.2.5. Décomposition (Roby, p. 262). — Si E = E ' C E " , pour tout
couple d'entiers positifs (d',^"), l'application

E —— r^(^) 0 T^(E"\ x = x ' + x" —— Y^') 0 ̂ " { x " )

définit une loi polynôme homogène de degré d'+cî", et s'étend donc en une
application linéaire T^"(E) -^ ̂ {E') (^Y^ {E11) ; pour un entier d, et
en prenant la somme de ces applications pour les couples (d', d") tels que
d = d'+d", on obtient l'isomorphisme suivant où, dans le second membre,
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10 D. FERRAND

la somme est directe

T ^ E ' ^ E " ) ^ ^ r^i^r^'),
d'^-d"=d

^(^ + ̂ ) ——— ^ ^(^) ̂  y^).

d/+d/'=d

Poussant l'argument jusqu'au bout, et en utilisant la notation ̂ a (2.2.3.1),
on voit que si (e^çj une base de E (resp. un système générateur), alors
la famille (7a(e)) indexée par les multiindices a e P^, est une base (resp.
un système générateur) de Ve1 E.

2.2.6. (Roby, p. 282). — Toute suite exacte de modules

E ' =^ E ̂  E"
v

se prolonge en une suite exacte de ^-algèbres

T E ' -^ TE -^ TE"
Fv

(i.e. Tw est surjectif et son noyau est l'idéal engendré par les éléments
7n(î;(;r/)) - 7n('a(^/)) pour n > 1 et x ' e E ' ) .

2.2.7. (Roby, p. 262). —Pour toute R- algèbre 6', on a un isomorphisme
de 6'-algèbres graduées

^^(®r^))^^(r^(^^^)).
2.3. Un lemme.
En général, le ^-module T^ÇE) n'est pas engendré par le sous-

ensemble ^(E). C'est déjà faux pour r|(Z2) comme on le voit en rédui-
sant modulo 2. Le lemme qui suit, et qui ne semble pas figurer dans
la littérature, montre que ce défaut est corrigé par un changement de
base fini et libre, qui dépend de d mais pas de E ; cela simplifie certaines
vérifications.

On se fixe un entier d ^ 1 et on pose A = Z[T]/(P), où P est le
polynôme unitaire (au signe près)

P(T)= JJ (-r-ï^-i.
0<i<J<d

Sï on désigne par t la classe de T dans A, les différences ti -13 sont donc
inversibles dans A, pour 0 ^ i < j < d; par suite, si e est un entier tel
que 1 < e < d, la matrice de Vandermonde (^o^j^e est inversible.

TOME 126 — 1998 — ?1



FONCTEUR NORME 11

LEMME 2.3.1. — Si R est une A-algèbre, pour tout R-module F, le R-
module P^(F) est engendré par l'ensemble ̂ {E). En particulier, pour R
quelconque, si on pose R' = A 0z R, le Rf-module

A0zI^(F)^r^(A0zF)

est engendré par l'ensemble ̂ (A 0z F).

Démonstration. — On suppose que R est une A-algèbre, et on va
démontrer un peu plus : le ^-module F^(F) est engendré par l'ensemble
7e (X) ? pour tout entier e tel que 1 < e < d. Tout élément de r^(F) est
combinaison linéaire d'éléments de la forme

^ = ̂ (x) '.= 7a(l)(^l) x 7a(2)^2) x ... x 7a(m)(^)

où a = (a(l) ,a(2), . . . ,a(m)) est une suite d'entiers > 0 de somme
égale à e. On procède par récurrence sur m; on peut donc supposer
que m ^ 2, et que l'élément 7a(2)(a;2) x • . . x 7a(m)(^yn) ç F^^E
est combinaison linéaire d'éléments de la forme 76-a^(^); on est donc
ramené au cas m = 2, c'est-à-dire à prouver ceci : pour deux éléments
x,y e E, et pour 0 <: i < e, alors 2;, := ^(x) x 76~^(î/) est combinaison
linéaire d'éléments de 7e (E). Or, on a, pour j = 0 ,1 , . . . , e,

7e (t^x+y) = Y^^^x) x ̂ -\y) = ̂ t^ z,.
i=0 i=0

L'inversibilité de la matrice de Vandermonde (t^) permet de conclure. []

On aura remarqué que dans la démonstration qui précède, les éléments
ZQ et Ze sont déjà dans 76(£'), et que cela permet visiblement d'affaiblir
les hypothèses; nous n'avons pas herché l'énoncé optimum; signalons
toutefois que si d = 2 la conclusion est toujours vraie (car x x y =
72(.^ + y) - 72(a;) - 72(^)), et que lorsque d = 3, il suffit que R contienne
un élément t tel que t et 1 — t soient inversibles.

2.4. L'algèbre F^S.

2.4-1' — Soient F, F ' deux Jî-modules et m un entier ^ 1 ; il y a une
unique application linéaire

IJL : Y^F' (g) Y^F" —> r^F' (g) F")

qui envoie 7m(a;/) (g)7m(a;//) sur 7m(.z;/ ̂ x " ) : pour le voir, on fixe d'abord
x ' e F ' , et on constate que l'application

F " —— r^F' 0 F"), x" —— 7 '̂ 0 x11)^
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est une loi polynôme homogène de degré m, et qu'elle s'étend donc (2.2.4)
en une application linéaire F771]"" -^ F^F' 0 F " ) ; on définit ainsi une
application F ' -^ Hom^F", F^F'^F")) qui a les vertus requises pour
se prolonger en une application linéaire

T ^ F ' —> Hom^F^r^F' (g) F"));

on conclut par la propriété universelle du produit tensoriel. []

La formule suivante qui explicite l'application ^ de 2.4.1, ne sera utilisée
que dans quelques exemples. (L. Breen me signale qu'il connaissait cette
formule depuis longtemps, et qu'elle figure aussi dans un manuscrit ancien
de Bousfield. On la trouve aussi dans [18].)

FORMULE 2.4.2. — Soient x = (^)^j et y = (%-)^j deux familles
d'éléments de F' et F" respectivement, et soient a ç F ml, b e F^J deux
multiindices de poids m. Désignons par C(a, b) C Trn(I x J) l'ensemble
des applications c : 1 x J —^ N de «sommes partielles)} a et b, c'est-à-
dire telles que ^ c(ij) = a(i) pour tout i e J, et ̂  c(ij) = b(j) pour

3^J ici
tout j e J. Alors, avec la notation de 2.2.3.1, l'application (2.4.1),

^ : Y^F1 (g) Y^F" —> ^m(F/ 0 F"),

est précisée par la formule

^a(x)0^b(y))= ^ ^(x^y). D
ceC(a,b)

2.^.3. — Si F ' est un ^-module libre, alors l'application

^ : r77^' 0 T^F11 —> ^m(F/ (g) F")

admet une rétraction (application linéaire (p telle que (p o ji = id). En
effet, soit (e^çj une base de F'; tout élément de F'0F" s'écrit de façon
unique sous la forme ̂  e^Xi, pour une famille convenable (x^) d'éléments
de F". Alors, avec les notations compactées de 2.2.3.1, l'application
f : F ' (g) F " -^ r^' (g) T ^ F ' 1 définie par

/(^0^)=^7a(6)07a(^

pour a parcourant F^J, est une loi polynôme homogène de degré m, et
s'étend donc (2.2.4) en une application linéaire

^ : F^F' (g) F") —> Y ^ F ' (g) T^F" ;

c'est une rétraction de fi.
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Pour le voir, il faut vérifier que f(x' 0 x " ) == ̂ {x') 0 7m(a;//) ; or, si
on écrit x ' = ̂ ^e^, avec r^ ç J?, on a, par définition de /,

f(xf^xff)=f^ei(S)riXff)

-==- y^^e) 0 7e1 {rx") (somme pour a ç F^J) ;

d'autre part, en posant ra' = Y[r^ , on a :

^^(e) (^(ra") = ̂ [^(e) ̂ ra^rn(xl}

= ( E ̂ (^O ̂  ̂ w= ̂ m(tzl/) ̂  ̂ //)' Q
Soit L un module inversible ; on a donc un isomorphisme

^m _^ pm^

On déduit de ce qui précède que pour tout module jF, on a un isomor-
phisme

(2.4.3.1) F^L 0 F) -^ L0171 0 r^,

tel que l'image de ^(A 0 .r) soit A0771 0 7m(:r). D

^.^.^. — Si S est une Tî-algèbre, F771*? est muni, d'après ce qui précède,
d'une structure de Tî-algèbre pour laquelle le produit de 7rn(5) par 7m(s/)
est égal à 7m(55/) ; le produit dans V^S de deux éléments x^ y ç. Y^S sera
noté par simple juxtaposition ou par le symbole *, pour le distinguer du
produit «externe»

^pg ^ ^m-pg __, pm^ ^^ ^^ f) ̂  ^ X t.

L'élément unité de l'algèbre T^S est 7m(l), et le morphisme canonique
R -> ^m6f est r ^ r^Çl), et non pas r ^ 7m(r) = rm7m(l), qui en
diffère si m > 1.

2.4-5. — Voici les formules donnant le produit de deux éléments
dans ̂ 2S. Pour 5, s ' , t, t ' ç S, on a :

^(s)^2(sf)=^{ssf)^
72(s) * (t x t1) = (0 x (^'),

(s x t) * (s' x t1) = s s ' x tt' + st' x s ' t .

2.4.6. — Enfin, si F est un 5-module, alors Y^F est un F^-module...
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2.5. Lois multiplicatives.
Si S et 5" sont deux anneaux, une application g : S —> S" est dite

multiplicative si elle est compatible aux produits :

<7(1) =1, 9{st)=g{s)g(t).

Si S et S ' sont des -R-algèbres, une loi polynôme de S vers S ' sera dite
multiplicative si pour toute Jî-algèbres I?', l'application R' ^ S —^ R' (^> S '
est multiplicative.

La loi polynôme
^ '.s-> r^s

est multiplicative ; elle est universelle :

PROPOSITION 2.5.1. — Soient S et 5" deux R-algèbres', alors l'applica-
tion f i—^ /oy" établit une bijection entre l'ensemble Hom^-AigOr771*?, S")
et l'ensemble des lois polynômes^ définies sur R^ de S vers S1', homogènes
de degré m et multiplicatives.

Démonstration. — II est clair que si / : Y^S —> 6" est un mor-
phisme de Tî-algèbres, alors / o ̂ m définit une loi polynôme, homogène
de degré 772 et multiplicative. Réciproquement, d'après 2.2.4, une loi
polynôme g : S —> 5" homogène de degré m se factorise en g = f o y"-, où
/ : T^S —> 5" est une application Jî-linéaire; il s'agit de voir que si g est
multiplicative, alors / est un morphisme. Notons que pour 5, t € 5", on a
par définition du produit dans F^S^

f^m(s)^m(t))=f^m(st))

= g(st) = g(s)g(t)
= ./Ws)) •/(7"W

Comme / est -R-linéaire, on aura encore, par distributivité,

f ( s ' * t ' ) = f ( s ' ) f { t ' )

si s ' et t' sont dans le sous-Jî-module de F771 S engendré par l'ensemble
7m(5') ; le lemme 2.3.1 permet de se ramener à ce cas. []

(Cet énoncé se trouve aussi dans [18], mais avec une démonstration
peut-être un peu courte.)
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