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R-MATRICE UNIVERSELLE POUR U (D(2,1,z)) ET
INVARIANT D’ENTRELACS ASSOCIE

PAR HENRIK THYS

RESUME. — En utilisant la méthode du double quantique, nous construisons une
R-matrice universelle pour la quantification de la superalgebre de Lie D(2,1,z). Nous
utilisons ce résultat pour construire un invariant d’entrelacs et nous montrons qu’il est
égal & une spécialisation du polynéme de Dubrovnik introduit par Kauffman.

ABSTRACT (Universal R-matriz for Up(D(2,1,z)) and link invariant arising from it)

Using the quantum double method, we construct a universal R-matrix for the
quantization of the Lie superalgebra D(2,1,z). We use this result to construct a
link invariant and show it coincides with a specialization of Kauffman’s Dubrovnik
polynomial.

Introduction

Les groupes quantiques introduits autour de 19831985 par Drinfeld et Jimbo
sont des déformations & un parameétre des algebres enveloppantes des algebres
de Lie semisimples complexes. Techniquement, ces « quantifications » sont des
algebres de Hopf munies de « R-matrices universelles », ¢’est-a-dire d’éléments
qui sont responsables de l’existence de solutions de la fameuse équation de
Yang-Baxter et donc de représentations des groupes de tresses.
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Dans les années 1970, Victor Kac [5] a étudié une généralisation naturelle
des algebres de Lie semisimples, a savoir les superalgebres de Lie. Dans la clas-
sification qu’il en donne, il y a celles que I'on peut appeler des superalgebres
« classiques » comme sl(n|m) ou osp(n|m) et il y a des superalgebres excep-
tionnelles. Parmi ces derniéres, il y a une famille, notée D(2,1,z) dans [5], et
que nous noterons D,, dépendant d’un parametre continu z. La superalgebre
de Lie D, joue un role particulier en physique ou elle fournit la seule théorie
topologique quantique des champs (TQFT) de Chern-Simons pour laquelle la
théorie conforme des champs (CFT) de dimension deux correspondante a une
supersymétrie N = 4. Elle joue aussi un réle particulier dans les travaux récents
de Pierre Vogel [18] et de Jens Lieberum [11] sur les invariants de Vassiliev.

Apres les algebres de Lie semisimples, les superalgebres de Lie ont égale-
ment été quantifiées (par Gould et al., Leites et al., Scheunert, etc., cf. par
exemple [1], [3], [14], [20]). Les quantifications obtenues sont des superalgebres
de Hopf munies de bases de type Poincaré-Birkhoff-Witt.

Pour ce qui est de l'existence d’'une R-matrice universelle pour les super-
groupes quantiques, elle a été établie pour les quantifications de toutes les
superalgebres de Lie classifiées par Kac, a ’exception précisément de D,,. Dans
cette partie, nous comblons cette lacune en construisant explicitement une R-
matrice universelle pour la quantification Uy (D).

La méthode utilisée est celle du double quantique introduite par Drin-
feld, méthode dont se sont servis Rosso [13], Kirillov-Reshetikhin [9] et
Levendorsky-Soibelman [10] pour les groupes quantiques. Cette méthode
s’étend au cas Z/2Z-gradué. Nous définissons des analogues des vecteurs de
racines positives et négatives pour Up(D,.). Nous définissons également I’ana-
logue de la sous-algebre positive Uy (resp. sous-algebre négative U_) engendrée
par les vecteurs de racines positives (resp. négatives), et nous construisons un
accouplement de Hopf entre Uy et U_. Ensuite, nous calculons les relations de
commutation entre les vecteurs de racines ainsi que leur coproduit. Ceci nous
permet de construire des bases de U, et U_, duales pour 'accouplement de
Hopf. Nous en déduisons une R-matrice universelle pour Uy (D).

Une R-matrice universelle sur une quantification formelle munit la catégo-
rie des modules topologiques d’une structure de catégorie rubanée au sens de
Turaev, cf. [6], [22]. Dans le cas qui nous intéresse, ceci fournit pour chaque
U (D, )-module un invariant d’isotopie d’entrelacs parallélisés et orientés. En
prenant un supermodule de dimension six, nous obtenons un invariant Z d’en-
trelacs parallélisés non orientés, & valeurs dans Z[g, ¢~!], et nous montrons qu’il
est égal a une spécialisation du polynéme de Dubrovnik introduit par Kauff-
man.

Le plan est le suivant. Les §§1.1 et 1.3 sont consacrés a des rappels sur
les superalgebres de Hopf et sur Up(D,). Au §1.4 nous énongons les résultats
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Un(D(2,1,z)), R-MATRICE UNIVERSELLE ET INVARIANT D’ENTRELACS 311

principaux (théorémes 1.2 et 1.3). Le §2.1 est consacré a la construction d’un ac-
couplement de Hopf et de ses propriétés et le §2.2 a la construction d’un double
quantique D. Au §3.1 nous établissons des relations vérifiées dans D et nous
donnons la démonstration du théoréme 1.2 au §3.2. Au §4.1, nous définissons
un Up(D;)-module M de rang 6 et nous calculons le tressage correspondant
a l'aide du théoréeme 1.2. Au §4.2, nous énongons quelques propriétés de la
catégorie rubanée associée a M, et nous terminons par la démonstration du
théoreme 1.3 au §4.3.

Cet article est tiré du troisieme chapitre de ma these [16]. Je tiens & remercier
J. Alev qui m’a encouragé & construire un invariant de nceud a partir de la R-
matrice du §4.1 et C. Kassel pour son aide.

1. Enoncé des théorémes principaux

Dans ce paragraphe, nous commencons par quelques rappels sur les super-
algebres de Hopf, I'’équation de Yang-Baxter graduée et les R-matrices univer-
selles. Nous donnons ensuite la définition de la superalgebre de Hopf Uy (D)
qui est la quantification de la superalgebre de Lie D,. Nous terminerons par
I’énoncé des théorémes principaux.

Le contenu du §1.1 se trouve dans de nombreux articles. On pourra notam-
ment consulter [1], [3], [14], [19], [20], [21].

1.1. Superalgebres de Hopf tressées et double quantique. — On
note C le corps des nombres complexes. Un superespace vectoriel V est un
C-espace vectoriel muni d’une graduation par Z/2Z, i.e. d’'une somme directe
de deux espaces vectoriels V = Vy @ Vi, ou V) est la partie paire de V et
la partie impaire. Les éléments de Vp (resp. de V1) sont dits homogeénes pairs
(resp. homogeénes impairs). Si v € Vp, on pose |v| = 0 et si v € V4, on pose
|v] =1, et on appelle degré ces quantités. Le corps C est un superespace dont
la partie impaire est réduite a 0. Le produit tensoriel de deux superespaces V
et W est le superespace VoW = (Ve W)y & (Ve W), ou

VeW)=WoWaeWVien), (VeWh=Weh) ol el).

Etant donné deux superespaces V' et W, un morphisme de superespaces f :
V — W est une application linéaire telle que f(V;) C W;. Dans toute la suite,
le morphisme identité d’un superespace V sera noté idy. La wvolte de deux
superespaces V, W est le morphisme de superespaces 7 : VoW — WV
défini sur des éléments homogenes v € V,w € W par

rv@w) = (=) @ w.
(La volte sera notée 7 pour tous les couples de superespaces.)
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Une superalgébre est un triplet (A,pu,n) ou A est un superespace,
p:A® A — Aetn:C— A des morphismes de superalgebres tels que

plp®@ida) = p(ida ®@p) et p(n®@ida) = plida ®n) =ida .

On notera p(a®a’) = aa’ pour a,a’ € A. Etant donné deux algébres (A, f14,74)
et (B, up,ns), un morphisme de superalgebres f : A — B est un morphisme
de superespaces tel que f(aa’) = f(a)f(a’) pour tous a,a’ € A. Le produit
tensoriel de deux superalgebres (A4, pa,na) et (B, up,ns) est une superalgebre
(A®B, pagB,NaeB) Ol agp = (Ha®@pup)o(ida ®T®idE) et nagp = Na@NE.
On notera que pour des éléments homogenes a,a’ € A et b,b’ € B, on a

(1.1) (a@b)(a @) = (=1)P1"4a’ @ bb'.

Une superalgebre de Hopf (A, u,m, A, e,S) est la donnée d’une superalgebre
(A, 1, 1), de morphismes de superalgebres A : A — A ® A (le coproduit) et
e : A — C (la coiinité), et d'un morphisme de superespaces S : A — A
(Pantipode) tels que

1) (A®ida)A = (ida QA)A,
2) (e®ida)A = (ida ®e)A =1id 4,
3) p(ida ®S)A = u(S®ida)A = ne.

Rappelons que ’antipode est un anti-morphisme de superalgebre, i.e.
S(ad’) = (=1)l*19lS(a/)S(a), a,d’ € A homogenes.

Une superalgebre de Hopf A est dite tressée s’il existe un élément inversible
R=>a,®b € (A® A)p tel que

RA(a) =(toA)(a)R, Va€A,
(A®ida)R = Ri3R23, (ida ®A)R = Ri3Ri2,
ou
RlQZZai@)bi@l, R13=Zai®1®bi,
R23221®ai®bi CEARAR A

3

L’élément R est appelé R-matrice universelle de A. Il vérifie ’équation de
Yang-Baxter graduée

Ri2R13R23 = Ra3Ri3Rya.

Nous rappelons maintenant la construction du double quantique de Drinfeld.
On pourra consulter [2], [7], [12], [4] pour les détails. Soient A et B deux
superalgebres de Hopf avec antipode inversible. Un accouplement de Hopf est
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un morphisme de superespaces ¢ : B® A — C tel que

o(bh ® a) = Z(a)
pb@ad) =3 o(ba ®a)p(be) @ a),
p(1®a)=c¢c(a) et @b1)=c¢(b),
o(b® S(a)) = o(S7(b) ® a).

(_1)|b’\-\a<1>|@(b ®am))e(t ® ag)),

(1.2)

pour tous les éléments homogenes a,a’ € A et b,b’ € B, et ou
Ala) =) aq) ® ag),
(a)

suivant la notation de Sweedler. On construit a partir de A et B une superal-
gebre de Hopf D(A, B, ¢) de la maniére suivante :

1) D(A, B,¢) = A® B comme superespace.

2) Le coproduit de D(A, B, ¢) est donné par (ida ® 7 ® idp) (A4 ® Ap).
3) La coiinité est le produit tensoriel des coiinités de A et B.

4) L’unité est le produit tensoriel des unités de A et B.

5) Le produit est défini par les deux formules suivantes :

(a@1)(1@b)=a@b,

1@b)ael)= > (=) e(S(ba) @ an))ebs) @ as)ae) @ be),
(a),(b)

oua € A, b € B sont homogenes et
§=la)l - byl + lag)| - byl + laq)l - [ba) |+ lag)] - b -

6) L’application a — a®1 (resp. b— 1®b) de A dans D(A, B, ¢) (resp. de
B dans D(A, B, ¢)) est un morphisme de superalgebres de Hopf injectif.

Ces deux derniers points nous permettent d’identifier a & a®1 pour a € A et
bal®bpourb € B, et ainsi ab & a®b. Soient alors (a;cr) (resp. (bicr)) une base
de A (resp. B), indexées par un ensemble I, duales pour ¢, i.e. p(b; ®@a;) = d;;.

Alors 'élément
Z a; ® b;

est une R-matrice universelle pour D(A, B, ¢), munissant cette superalgebre de
Hopf d’une structure de superalgebre de Hopf tressée.

1.2. La superalgébre de Lie D,. — Fixons un nombre complexe x #
0, —1. Rappelons que la superalgebre de Lie D, introduite par Kac (cf. [5], ol
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elle est notée D(2,1,x)) admet comme matrice de Cartan la matrice

0 1 =z
A= (aijh<ij<s=| -1 2 0 [,
-1 0 2

et qu’elle a trois racines simples «; (impaire), as et as (paires). Elle admet
également quatre racines positives non simples qui sont a3 + as, a1 + as,
a1 + ag + ag (impaires) et 2a1 + ag + as (paire). Les espaces de racine corres-
pondant sont tous de dimension 1. Nous posons

/= as, fBo = ar+az, B3 =a+a+as,
(1.3) Ba =201 +ax+az, B5=ai, B = a1 + gz,
Br = ag,
et nous notons Q) = Zay ® Zas @ Zag le réseau des racines. Posons
-1 0 0
D= (di)i<i<za=| 0 1 0 [,
0 0 =
de telle facon que la matrice produit
_ 0 -1 —x
A= (@jh<ijcs=DA=1| -1 2 0
—x 0 2z

soit symétrique.
Nous aurons besoin du lemme suivant dont la démonstration est laissée au
lecteur.

LEMME 1.1. — Soient m,s des entiers tels que 1 < s <m < 7. Alors

nPr+ -+ ngfs 7é N Bm

pour tous les éléments (n1, ..., Mg, M) non nuls de Nt ou les 3; sont définis
par (1.3).

1.3. La quantification Uy (D.). — Nous rappelons ici la définition de la
quantification Uy (D,) de D,, puis nous définirons les vecteurs de racine de
Un(Dy), cf. [24]. On pourra également consulter [1], [3], [20], [21], [23] pour des
généralités sur les définitions des supergroupes quantiques.

Nous noterons C[[h]] 'anneau des séries formelles & une indéterminée. C’est
un superespace dont la partie impaire est réduite & 0. Un C[[h]]-module M est
muni de la topologie h-adique pour laquelle une base de voisinages de 0 est
donnée par la famille (h"M),>0. Le produit tensoriel topologique M QN de
deux C[[h]]-modules est défini par

M®N = lim (M/h"M ®c N/h"N).
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Nous renvoyons le lecteur & [6] pour les détails sur la topologie h-adique dans
le cas général, et & [19] dans le cas supergradué. Suivant [14], nous définissons
Un(D,) comme la superalgebre topologiquement engendrée par E;, F;, H;,
i =1,2,3 et les relations (pour tous i,j = 1,2,3)

(1.4) H;H; = H;H;,
(15) [H“EJ] = aijEj
(1.5") [Hi, Fj] = —ai; Fj
K, — K !
(B, Fj] = 6 ———
qi — 4q;

E} =F} =0, [BEy Es]=[FR,F]=0,
E?Fy — (i + ¢ )EE\E; + EyE? =0 sii=2,3,
FP’Fy — (¢ + ¢ YEFF, + FiF? =0 sii=2,3,
ou d;; est le symbole de Kronecker, oli on a posé
g=e"? g =q%, K= il
[a,b] = ab— (—1)leItlpq,
et oll tous les générateurs H;, E;, F; sont pairs, sauf E; et F; qui sont impairs.

La superalgebre Up (D) est une superalgebre de Hopf topologique (cf. [19])
dont le coproduit A, la coiinité € et 'antipode S sont définis par

(16) A(Hz) :Hi®].+1®Hi7 E(Hz) :0, S(HZ) :—.Z;Iz
(1.7) AE)=E®1+K,®FE;, &E)=0 S(E)=-K 'E,
(1.7) AF)=FoK '+19F, F)=0 JS(F)=-FK,

pour tout ¢ = 1,2, 3. Nous avons également
AK) =K, ®K,;, S(K;)=K;" ¢e(K;)=1.

Nous définissons maintenant ’analogue des vecteurs de racine dans Uy (D)
en utilisant les actions adjointes ad; et ad_ définies pour des éléments ¢,y
homogenes par

adit(y) = Y (D)Wl tq)yS(t ),
®

ad_t(y) = Y _(-DHltotltollteltqys=1 (¢ ),
®
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(on pourra par exemple consulter [24]). Posons Eg, = E3, Eg, = E1, Eg, = Es,
Fg, =F3, Fg, = Fy, Fg, = F et
Ep, = ady Ep,(Ep,), Ep, =adyEp, (Ep;), Ep, =adyEp, (Ep,),
(18) Eﬂ4 = ad+Eﬁ5 (Eﬁ3)7 Fﬂz = ad*Fﬂs (Fﬂl )7
Fpe = ad—F57(F55)7 Fp, = ad—Fﬂ7(F52)7 Fp, = ad_Fp, (Fﬂs)'

1.4. Résultats principaux. — Nous énongons maintenant nos résultats
principaux. Pour des résultats analogues pour d’autres supergroupes quan-
tiques, on consultera [1], [19], [21], [23]. Nous avons besoin des notations sui-
vantes :

co=c3=cs=c6 =0, c1 =2, cs=—-2—-2x, cr =2,
_ 1 B q—m B q—l—m
pr=——F""—"2-> P2= —' Y3 =— —
S UL o =1
Y4 = _q7272m%’ Y5 = — ! )
(g—q')? q—q!
(fl
T T T =g
(1.9) (¢"* —=1)/(¢" — 1) si¢; #0,
(n); = ) ,
sinon,
(n)i! = (n)i(n —1);---(1);, neN,1<i<7,
an ®b’ﬂ )
exp;(a ®b) = 27,, a,be Up(Dy), i=1,....,7,
n>0 (Tl)l
n b’n
exp(a ®b) = Z a @: , a,be Uxp(Dy),
S0 n!
ot ¢° = *"2. Pour z # 0, —1, on pose
1 —4 2 2z
(1.10) B=(bjh<ij<s=—5—>| 2 = -z
2(1+ ) 9w 2z

La matrice B est I'inverse de la matrice (—a;;/d;)i<i j<3-

THEOREME 1.2. — L’élément

R = exp; (%) -+ - expy (@) exp (g(z bi; H; ® HJ>>

i,
€ Up(D2)@Un(Dy)
est une R-matrice universelle pour Up(Dy).
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Nous démontrerons ce théoreme au §3.2. Posons

R=Y"si®t; et u=>» (—1)I5t)s;.

Comme R=1® 1 mod h, alors uS(u) =1 mod h admet une unique racine
carrée § =1 mod h. Il est bien connu que § munit Uy (D,) d’une structure de
superalgebre rubanée, cf. [6], [22]. En conséquence, la catégorie des Uy (D,)-
modules topologiques est une catégorie rubanée au sens de Turaev (on pourra
consulter [17], [7], [6] pour la définition). Pour tout couple (V, W) de Uy (D,)-
modules et pour tout v € V, w € W,

le tressage cyw : VW — W RV et le twist 0y : V =V
sont donnés par les formules
(1.11) cvw(v@w) =T1(Rvew), Oy() =20 "v

Au §4.1, nous introduirons un Uy, (D, )-supermodule M de rang 6. Le coloriage
d’un entrelacs parallélisé et orienté L dans R? par M fournit un invariant
d’isotopie 71, de tels entrelacs. Avant d’énoncer le théoreme 1.3, nous rappelons
la définition du polynéme de Dubrovnik (cf. [8]). C’est un invariant A(a, z)
d’isotopie d’entrelacs parallélisés non orientés a valeurs dans Z[a™?!, 2*!] qui
vérifie les relations d’écheveaux suivantes :

Ay, (a,2) = Ay (a,2) = z(A” (a,z) — AX (a,2)),

A\p(a,z) = al(a,2), Agla,z)=1

Ces égalités font intervenir des diagrammes planaires d’entrelacs parallélisés
qui sont égaux sauf dans un disque de R? ot ils sont comme sur les dessins.

THEOREME 1.3. — Pour tout entrelacs parallélisé orienté L dans R3, linva-
riant Iy, induit par le supermodule M est lié au polynéme de Dubrovnik par

I =2A(—q¢ ,q—q").

Nous démontrerons ce théoreme au §4.

2. Construction d’un double quantique généralisé

Dans ce paragraphe, nous construisons une superalgebre de Hopf D en utili-
sant la théorie du double quantique de Drinfeld (¢f. par exemple [7], ainsi que
le §1.1). Nous utilisons les résultats de [4], [19] qui démontrent la validité de
cette théorie dans le cas supergradué. On pourra également consulter [15].
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2.1. Préliminaires techniques. — Dans ce paragraphe, nous définissons un
accouplement de Hopf et nous démontrons des lemmes techniques dont nous
aurons besoin par la suite.

1) Nous définissons [7+ comme la superalgebre de Hopf topologiquement
engendrée sur C[[h]] par E; et H;, (i = 1,2, 3) et les relations (1.4) et (1.5).
Le coproduit, la coiinité et 'antipode sont définis par les relations (1.6)
et (1.7). Nous définissons également les éléments Eg,, i = 1,...,7 par les
relations (1.8).

2) Nous définissons U_ comme la superalgebre de Hopf topologiquement
engendrée par F; et H/, (i = 1,2,3) et les relations (1.4) et (1.5), ot on
remplace H; par H. Le coproduit, la coiinité et ’antipode sont définis par
les relations (1.6) et (1.7’). Nous définissons également les éléments Fjg,,
i=1,...,7 par les relations (1.8).

Dans tout la suite, nous noterons

qzeh/2 et qizehdim.

REMARQUE. — Nous utilisons les mémes notations pour les générateurs
de Up(D,) que pour ceux de Uy, U_. Cet abus est justifié a posteriori par la
proposition 2.11.

Notons C((h)) le corps des fractions de C[[h]]. Pour 1 < ¢, 5 < 3, posons :

(2.1) o(F; @ E;) = _(_1)|Ei|'|FJ“771,
qi — q;
(2:2) Y(H; ® E;) = ¢(F; ® H;) =0,
2@"
2. H @ H;) = -=2L.
(2.3) p(H © Hi) = =3

D’apres le lemme 3.4 de [7] (ou [15], prop. 2.1.1) qui se généralise au cas
gradué, les formules (2.1), (2.2) et (2.3) définissent un accouplement de Hopf

o :U_® 0, — C((h)).
Par souci de concision, nous ne donnons pas les démonstrations des
lemmes 2.1 & 2.7, cf. [16].

LEMME 2.1. — L’accouplement ¢ vérifie, pour tous i,7 =1,2,3,
WK} @ ) = (K @ B) = o(F; © K;) = p(Fy @ K1) =0,
P(Kj @ Ki) = p(K; @ K1) = q ™,
P(Kj @ K = o(K ™ © K) = g™
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Soit ‘7+ (resp. ‘7,) la sous-superalgebre de (~I+ (resp. de (~L) engendrée par
les E; (resp. F;), ¢ = 1,2,3. La superalgebre V; (resp. V_) admet une Q
graduatlon avec F; de degré «; (resp. F; de degré —az) On définit egalement Uo

(resp. Uo) comme la sous-superalgebre de Hopf de U+ (resp. de U_ ) topologi-
quement engendrée par les H; (resp. H!), i =1,2,3.

LEMME 2.2. — PourtoutHEUo,FEV F#1,0naeF®H)=0.De
méme, pour tout H' € Uy, E€V,, E#1, on a o(H' ® E) = 0.
LEMME 2.3. — SiEeV,, FeV_, He Uy, H €U}, alors
o(FH' @ EH) = o(F @ E)p(H' ® H).
LEMME 2.4. — Si4,j1,...,Jr € {1,2,3}, et si r # 1 ou j1 # 14, alors
(Fj, - Fj, @ i) = p(F; @ Ej, -+ Ej,) = 0.

LEMME 2.5. — Soient E € ‘7+ de degré a € Q et F € V_ de degré B € Q. Si
a+ B #0, alors p(F @ E) =0.

LEMME 2.6. — Soient ny,na,n7 € N et na,n3, ns, ng € {0,1}. Soit s un entier
compris entre 1 et 7. Alors, sin; #0 pour 1 <i < s ouns # 1, alors

o(Fa, ®Egll Eg:) = @(Fﬂnll Fﬂn: ® Eg,) = 0.

PROPOSITION 2.7. — Le morphisme de superalgébres ¢ : U, — U défini
sur les générateurs par

V(E;) =F;, ¢(H;)=-H]

est un isomorphisme de superalgébres de Hopf qui vérifie (Eg,) = Fa, pour
toutt=1,...,7.

Nous définissons f+ C (7+ et I_ C U_ comme les annulateurs de Y
I; ={EcUy, (FRE)=0,VF €U_},
[.={FeU_ ,p(FOE) =0,YEcU,}.

PROPOSITION 2.8. — Pouri = 2,3, les éléments suivants sont dans f+ (resp.
dans 1_) :
E?, EyEs — E3By, EZE, — (¢ +q; ")E:E\E; + E\E?
(resp. FE, F2Fy— F3Fy, F!F\ — (¢ +q; )FiF\Fi + L FY).

Démonstration. — Pour montrer que X € f+7 on établit tout d’abord que
AX)=X®1+K®X,
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ou K € (70. Ce calcul permet alors d’écrire
p(YZ®X)=(-1)"p(Y @ X)p(Y @1) + (-1)%(Y ® K)p(Z ® X),

quiest nulsi p(Y®X) = p(Z®X) = 0. On montre alors que (Y ®X) = 0 pour

tout générateur Y € U_, v.e. pour Y = HJ’ et Y = Fj. Ce dernier point découle
des lemmes 2.2 et 2.4. Nous calculons donc uniquement les coproduits des élé-
ments considérés. Pour cela, nous rappelons que nous utilisons la formule (1.1)

pour le produit de deux éléments de U, &U,.. Nous traitons uniquement le cas
de z = E?Ey — (qi + ¢; )E;F\E; + E1E?, i =2 oui = 3.

Soient 1 < n,m,p < 3 des entiers tels quun seul d’entre eux soit égal a 1.
On a alors les deux égalités suivantes.

A(E,En)=E,E, 1+ E,K,,® E,, + K,E,,® E, + K, K,  E, E,,
= EnEm ®1+ EnKm & Em + qanmEmKn ® En + KnKm & EnEma

A(EpBEnBy) = EnEnEy @1+ EyKnEy ® By + ¢ En Ko By @ B,
+ KyKnE, ® EyEyy + EyE K, ® E, + E, K, K, ® B, E,
+ 4" B Ko I ® By By + KoK Ky © BuEp By
= EnEpnBy® 14" EnEpKp @ Ep + g™ 70 By By K, © B,
+ qampJFaanpKnKm QR E,Ep,.

On en déduit

A(E?E,)) = E?E,®1+ K?K, ® E?E; + ¢"* (1 + ¢“*)E;F\K; ® E;
+ BYK1 @ By + " BUKY @ BY + (14 ¢ Bi KK ® BBy

A(EL\E}) = F\E} ® 1+ K1K] ® F\E} + E\K} ® E
+ (14 ¢"E\EK; ® E; + ¢ E?K, ® F,
+ ¢ (1 +¢")E; K1 K; @ Ev By,

A(EiElEi) =FE[E, 1+ EFEK,®F,
+ qa“EiQK1 ® 1+ B, K1 K; @ B E; + qai1+a”E1EiKi R F;
+¢"" B\ K? @ E? + ¢""" B, KK, ® E;E\ + K} K, ® E;E\E;.
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Ceci prouve que A(z) = 2 ® 1+ K1 K2 ® 2 + X, ot X est un élément dont il
reste a montrer qu’il est nul. Or,

X =1+ ¢ —q"i(q+q ) EBEKL © B

+ (L@ = (g + g )g" ) B1 K @ B

(g% (14 ¢%) — (¢ + ¢; ")) BiE1K; ® E;
(1+ ¢ — ¢ma ¥ (q; + q;l))ElEiKi ® B
(14 g% — q@itTi(q; + q; ")) B K Ky @ BB\
(

et pour i = 2,3, on a a;1 = ai; = dja;1 = —d; et a; = 2d;. On en déduit
Lt ™ = g™ (g +¢7") =1+ — ¢ (i +¢7") =0,
@1+ ¢") — (i +a7 ") =a H (1 + ") — (g% +q ) =0,
L g™ —g" 495 (g + ¢ ') =1+ > — ¢~ (¢ + ") =0,
d’ot X = 0 et la proposition est démontrée en ce qui concerne 11. Pour montrer

que Y € I_, il suffit d’établir que A(Y) =1®Y +Y @ K', ot K’ € U}, ce qui
découle des calculs précédents en appliquant ’isomorphisme . O

On note I, (resp. I_) le sous-idéal de Hopf de I, (resp. I_) engendré par
Ef, ByBs — E3Bs, B} Ey — (¢ + ¢; EiB\E; + By E} (i = 2,3)
(resp. FE, F,Fs — F3Fy, FPFy — (g +q; VR Fi 4+ FLF? (i = 2,3)).
On pose alors

U+:ﬁ+/.[+7 U,:ﬁ,/[,.

COROLLAIRE 2.9. — L’accouplement ¢ induit un accouplement sur U_®U,
que nous noterons encore p. De plus, lisomorphisme 1 de la proposition 2.7

induit un isomorphisme de superalgébres de Hopf entre Uy et U, que nous
noterons encore .
2.2. La superalgebre de Hopf D. — Dans ce paragraphe, nous construi-

sons une superalgebre de Hopf tressée D par la méthode du double quantique
(cf. §1.1) et nous établissons un lien avec Up(Dy).

En paraphrasant les définitions de ‘N/+, V. , [70, [76 du §2.1 on définit V. C Uy,
Vo cU_, Uy C Uy, U) C U_. Les résultats du lemme 2.2 jusqu’a la propo-
sition 2.7 restent valables pour ¢ : U_ ® Uy — CJ[[h]], en remplagant V,
(resp. V_, Uy, U}) par Vi (resp. V_, Uy, U}). Nous notons

D= D(U-i-a U—a QO)
le double quantique de Uy et U_ construit a partir de ’accouplement ¢
(¢f. le §1.1 pour la construction).
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Nous avons besoin de la proposition suivante pour établir un lien entre D
et Up(D;). Nous laissons la démonstration au lecteur.
PROPOSITION 2.10. — Les relations suivantes sont vérifiées dans D :
Ki— K}
(H}, Ej] = ai; Ej, [Hi, Fj] = —ai;Fy, [E;, Fj] = 51‘3‘#'
i — 4

Définissons la superalgebre D comme le quotient de D par l'idéal de Hopf
engendré par H; — H, pour i« = 1,2,3. Posons 7 : D — D la projection
canonique. Définissons ¢ : Up(D,) — D par

UEj) =Ej, uF;)=F;, «H;)=H; pourj=1,23.
PROPOSITION 2.11. — Le morphisme ¢ est un morphisme de superalgébres de

Hopf topologiques injectif et la composée p o v réalise un isomorphisme entre
Uh(DI) et D.

3. R-matrice universelle

Dans ce paragraphe, nous démontrons le théoréeme 1.2 en construisant des
bases de U, et U_ duales pour ¢. Rappelons que D, admet trois racines simples
a1, ag et asz (cf. §1.3), et que les vecteurs de racine sont définis par (1.8). Nous
notons également Ejg, et Fj, les images de Eg, et Fjg, par 'injection ¢ de la
proposition 2.11.

Pour tout couple (Y, Z) d’éléments homogenes de D et tout a € CJ[[h]],
on pose
[V, Z]a =Y Z — (-1)YZlazy,
et on étend cette définition a tout D x D par bilinéarité.
3.1. Relations dans D. — Nous commencons par énoncer des relations

vérifiées dans D. Les démonstrations des lemmes 3.1 & 3.3 sont laissées au
lecteur.

LEMME 3.1. — Pour touti=1,...,7, on a Kg,Eg, = ¢ Eg,Kpg,
LEMME 3.2. — Ona:
Ep, = [Bv, Bslg-=,  Eps = [E2, Enlg-,
Epy, = (B2, Ep g, Ep, = [Er, Epylg-1-e.
LEMME 3.3. — L’action adjointe ady : Uy — Uy vérifie pour i =2 et 3
ad 2E;(Ey) =0,
et pour tout X € Uy, on a
ad4 E;(XE;) = ady Ey(X) E;, adyEi(E;X) = E;ady Ei(X),
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si (i,5) = (2,3) ou (3,2).
Le lemme suivant a été établi par Zou dans [24].
LEMME 3.4. — Pouri=2,3,6, on a E2i = 0.

PRrROPOSITION 3.5. — Dans Uy, on a les relations de commutations suivantes :

(3'1) [Eﬁw Eﬁ5]q*1 = Eﬂsﬁ [Eﬂw Eﬁz]q*I = Eﬂsﬁ [Eﬂw Eﬁl] =0,
[Eﬁw Eﬁs]—q*““’ = Eﬂu [EﬂsﬁEﬁJq*’ = Eﬁzv

(3‘2) [Eﬁw Eﬁe]q =0, [EﬁwEﬁB]q =0, [EﬁmEﬁs]—q—l =0,
[Eﬁm El‘h]q—“” = Eﬁeﬂ [EﬁstﬁzL]q—l—z =0, [Eﬁm E@z]fq—I =0,
[Eﬁu Eﬁs]q’l’“’ =0, [Eﬂ3, Eﬁz]*q*I =0, [E/BQ’E51](I“" =0,

(3.3) [Es., Ep] =0, [Eg, Eﬁ4]q*1*“’7 [Ess Eﬁs]—q*z =0,
[Eﬁu Eﬁz]q 1-e =0, [Eﬂu Eﬁl] = q_l(ql_‘—m - q_l_z)E@Eﬁs’
[EﬁsaEﬁqu =Y

(34) [Eﬁm Eﬁz] qg 1= = _qiliw(q - qil)EbBEﬂs - qilEﬂzL'

Démonstration. — Les relations (3.1) sont immédiates, et nous laissons au lec-

teur la démonstration des relations (3.2). Nous démontrons les relations (3.3).
Nous utiliserons implicitement les lemmes 3.2, 3.3 et 3.4, et les relations (3.2).

1)On a
Ep, Ep, = Bp.(Ep; Ep, + "'~ Ep, Ep, )
="' Ep,Ep, Ep, + Ep, Ep, +q" Ep, B, B,
= B, Bp, Bp, + EgoEg, + a4~ ' ~"Ep, Ep, Eg, + " Ep, Eg, = Ep, Ep,,
ol la deuxieme et la troisieme égalité proviennent des relations de commutations
de Eg,Eg, et Eg, Eg, et la derniere de celle de Eg, Eg,.
2) On a
EpEp, = Eg,(Ep, B, +q~' " Ep, Ep,) = Ep, Ep, B, + ' " Ep, Eg, B,
= —q ' Ep, By, Eg, —q~ " Ep, B B
=—q ' ""Ep,Ep, B, — q~ " *"Eg, Eg, Eg,
=q " Ep, Ep,,
ou on a utilisé les relation de commutation de Eg, Eg; et Eg,Eg,.

3) On a B Epg, + ¢~ Ep, By = Ef Es — ¢~ "Ep, F3Ep, + ¢~ " Ej, E3Ep, —
q_QEEgEgG =0 car Egﬁ =0et BEg, = Eg, By, —q *Eg, Eg,.
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4) En remplacant Eg, par sa valeur, on obtient
Ep,Ep, = L, Ep, E, + q_l_mEﬁsEﬂsEﬂg
= qiliajEﬂ‘bEﬂsEﬂB + qiziszﬁzEbBEﬂs'
5) Comme Eg,Eg, = ¢*Eg, Es,, on a
E/33Eﬁ1 - qu/BlE/BS = ad+E2(E52)E3 - qugad+E2(E52)
= ad+E2(E52E3 - q$E3E52) =0.
6) On remplace & nouveau Eg, par sa valeur donnée au lemme 3.2 pour
obtenir
Ep,Ep, = ¢"Ep, Ep, Eg, + q_l_mEﬁsEﬁsEﬂl
car Eg, Fg, = q"Eg, Fg,. Comme Fg, Fg = q "Eg, g, + Egs,, nous obtenons
Eg,Ep, = Ep, Eg, Eg, + qajEﬁzEﬁa + qiliajEﬁl Epgs Ep, + qilixEﬁaEﬁw
ce qui donne le résultat voulu avec Eg, Eg, = —q ' Egs, Eg,.
7) En remplagant Eg, par sa valeur donnée au lemme 3.2, nous obtenons
EgsEp, = Ep, B, Eg, — q_lEﬁ5Eﬁ7Eﬁ2
=—q "Eg, Ep,Eg, — q72E55E52E57 —q—1Eg, Eg,
= —q "Ep, B, Eg, — ¢ “Ep, B, +q " Ep, B, Ep,
+ qiziIEﬂsEﬂs - qilEﬂzL
= _q_l_mE52E55 - q—l—z(q - q_l)E53E55 - q_lEﬁu
ou on a utilisé les relations de commutation de Eg, Eg,, Eg, Eg, et Eg Eg,. [

PROPOSITION 3.6. — Les coproduits des vecteurs de racines non simples sont
donnés par les formules suivantes :

A(Eg,) = Eg, ® 1+ Kp, ® Eg, + (1 — ¢ **)Ep, Kp, ® Ep,,
A(Bgs) = B, ® 1+ Kp, ® Eg, + (1 — q7*)Ep, K, ® Egg,
A(Bg,) = Bp, ® 1+ Kp, @ Egy + (1 — ¢~ ) Eg Kp, © Ep,
+(1 - ¢ *)Es, Ks, ® Eg,,
A(Ep,) = Ep, ® 14 Kp, ® Eg, + (1 — ¢ *7*")Ep, K, © Eg,
—q¢ (1= ¢ * ") Ep Kp, © Ep,
+(1—q*") 1 —q > *)Ep, Ep, Kp, ® Ep,
+(1—q (1 —q > ) Ep, Ep, Kp, © Ep,.
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Démonstration. — Nous traitons ici uniquement le cas de Eg, qui est le plus
compliqué. On a

A(E1)A(Eg,) = (E1®1+ K1 @ Ev)(Ep, ® 1 + K, ® Eg,
+(1— ¢ *")Ep Kp, ® Ep, + (1 —q")Ep, Kp, © Ep,)
= E1E53 ®1+ Ele3 ® Egg + (1 — qiz)ElE&ng ® Egz
+(1— ¢ *)E\Ep, K, ® Eg,
—q~ "B, K1 © By + K1Kp, ® E1Eg,
+q'(1 - ¢ ?)Ep, K1 Kp, @ E1E,
—q¢ '(1—q *")Eg, K1 Kp, @ E1Ep,,

ou nous avons utilisé les relations de commutation entre les K; et les Ej.
De méme, on a

A(Es)A(E)) = Eg, By @1—q 'EyKp, @ Ep, —q "(1—q %)Ep, E1 K5, 2 Ep,
+q¢ (1 —q **)Eg, E1Kp, ® Ep, + Eg, K1 @ By + Kp, K1 ® Ep, Er
+(1—q *Es,Kp, K1 @ Eg, By + (1 — ¢ *")Ep, K5, K1 ® Eg, Fy,
d’ot1 on déduit que
A(Ep,) = Ep, @14+ Kp, @ Eg, + (1 —q~ %) (F1Ep, +q ¥ Ep, E1)K3® Ep,
+(1—q **)Ep, K, ® Eg, + (1 —q *)(E1Ey — q ' " E2E1)Kp, © Ep,
— qil(l — qux)E55K1K3 ® (ErE3 — ¢ "EsEn)
+q¢ (1 - ¢ ") B K\ Kp, ® (BE1Ep, + ¢ "Ep, En).
Or, par la proposition 3.5, on a
ErEg, +q ""*Eg,Ey = (1 — q *"*)Eg, Eg,
et
—q ' (1—q B, K1 K3® (B1E3 —q “FE3Ey) = —¢ '(1—q **)Ep, Kp, @ Ep,.

Ensuite, nous calculons (1 — ¢ 2)(E1Ey — ¢ ' 72 Ey By ) K3, @ Eg,. En utilisant
la proposition 3.5, on obtient

(1-q ) (E1Ey — ¢ " E2Ey)Kp, ® Eg,
=(1-q*)(Eg,Es, —q ""*"Ep,Ep,)Kp, ® Ep,
= (1 - q_Q)(Eﬁ5E57 - q_2_2zE55E57 - q_1_2zEﬂs)Kﬁz Y Eﬂg'

Pour terminer, il reste le terme ¢~ 1 (1—q¢~272)Ey K1 K, ® (E1Eg, +q~“Egs, E1).
Or, d’apres la proposition 3.5, on a

ElEﬁz + q_zEﬁzEl = E/35E/32 + (]_QEE'/QQE'/Q5 =0,

ce qui acheve la démonstration de la proposition. O
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3.2. Démonstration du théoréme 1.2. — Nous donnons maintenant une
démonstration du théoreme 1.2.

LEMME 3.7. — Pour touti=1,...,7, on a ¢(Fs, @ Eg,) = @i, ot les @; sont
définis par (1.9).

Démonstration. — Elle est laissée au lecteur. O

PROPOSITION 3.8. — Soient ny,ng,n7 € N, ng,nz,ns,ng € {0,1} et X =
Egt--EgT € Vy. Alors

A(X) = (ns)s Bl - By By T Kp, @ Bp, +y @1+ ) 2® (HE@)’

i<s
ot y,z € Up, 1 < s <7 estle plus grand des entiers i tel que n; # 0, et ot

(IT,<s Eg,) désigne un produit de racines Eg, dans l'ordre croissant des indices,
avec au moins un des indices i vérifiant i < s.

Démonstration. — D’apres la proposition 3.6 et les relations (1.7), on a, pour
i=1,...,7,
A(Eg,) =Ep @1+ Kp, ® Eg, + Y _ 2® Ep,
B, k<i

ou z € Uy. On en déduit que

A(X) = (Bs, @1+ Kp, @ Eg,)™ --- (Egs ©1+Kp ®Es + Y z@Eﬁk) ’
Br,k<s
Le terme y ® 1 de I’énoncé en découle aussitot. Considérons le terme z ® Eg_,
z€Uy. Pour k=0,...,ns — 1, on a (en utilisant le lemme 3.1),
n MNs— ns—k—
(Bt Ep~l @ 1)(Ef, @ 1)(Kp, ® Bg, )(Ef "' @1)
= Ej - By B K By ™" @ By,
cs(ns—k— n s — ms—1

= ¢%( I)Eﬁll"'Eﬁs_fEﬁs Kg, ® Eg_,
car aucun signe ne peut apparaitre dans le produit, (si Eg, est impair, alors
ns = 1 d’apres le lemme 3.4). Or,

ns—1 ngC

Z chs = cs — ] = (ns)s,

k=0 q

ce qui fournit le premier terme de ’énoncé. Il reste a calculer le produit

( > Z®Eﬂk>< > Z/®Eﬁm>a
B, k<i Bm,m<j
avec ¢ < j < s. Ce produit donne des termes z @ Eg, Eg_ avec p > r. Or, la
proposition 3.5 prouve que Eg Eg, = AEg Eg, + (Eg, Eg, + pkg,, ou A\, ¢, p
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sont dans C[[h]] et r < f,g,t < p. En particulier, avec p < s, on obtient le
dernier terme de 1’énoncé. |

LEMME 3.9. — Soient n;,m; € N, i = 1,4,7, n;,m; € {0,1}, j = 2,3,5,6.
Alors
7

p(FF - PR @ El - ERT) = (=1 [ [ 6nim: (na)i! 9",
i=1
ot € = ng(ng + ng + ns) + ns(n2 + ng) + nzns.
Démonstration. — Soit s le plus grand des indices ¢ tel que m; ou n; soit non

nul. Nous supposerons pour la démonstration que ns; > ms. Le cas ms > ng se
traite de la méme maniere grace a la proposition 2.7. Posons

— o, pTs-1pms—1 _ pmi1 | pMs—1 pms—1
X=FEg By By et Y =FgrteFyt

Si mg # 0, alors
p(YFs, @ XEg,)

= > (—)FEHEED 0l oY @ (XEg,) 1)) ¢(Fs © (XEs,)2))-
(XEg,)

Or, d’aprés la proposition 3.8, on a o(Fp, ® (XEg,)@2)) = 0, sauf lorsque
(XEp,)2) = Ep,. En effet, si (XEp,)@2) = 1, cela découle du lemme 2.2.
Sinon, (X Eg, )(2) = [[,<, Es, par la proposition 3.8, et le lemme 2.6 permet de
conclure. On en déduit que

o(YFs, ® XEg3,) = (_1)|Fm\~\(XE53)<1>I (ns)s s oY © XKp,)
— (_1)|FBS\'\(XE,63)(1)| (ns)s ©s <,0(Y ® X)

d’apres le lemme 2.3. Or, on a ’égalité des degrés

|(XEs.) | = |E5! - Eg Ef ™' Kp,

Le seul cas qui nous intéresse est celui ou |Gs| = 1, et dans ce cas ns —1 = 0.
On en déduit que

(XEs)yl =B By = > m
1<s, ‘51‘21

puisque, lorsque §; est impaire, nous avons n; = 0 ou 1 (lemme 3.4). En itérant
cette opération ny — my fois, on obtient

p(YFs, ® XEp,)
= (s _ Ng—Mg my, pMs—1 ni . pms—Mms
= (1) (ns)s - (ns = mg + 1) @™ (Fglt - Fg = @B By,
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ou (s = ZKS |:]=1 M- Si ng = my, alors on peut refaire le raisonnement
précédant tant que n; = m;, et ce jusqu’a ce que s = 1. De plus, il apparait un
signe (—1)¢ ott

7

&= ZCZ = nﬁ(ng + n3 + n5) + n5(n2 + 713) + n3no.
i=1

Il reste donc a montrer que
m ez n Ns —
p(F - Fgr @ Egl--- Ept) =0
si s >retng > 0. Posons
_ m My _ n mns—1
Y—Fﬁll-nFﬁr et X—Eﬂll-~-Eﬂs .
Nous avons

p(Y © XEp,) =Y ¢o(Ya) @ B )o(Ya) @ X)
)

d’apres (1.2). Or, d’apres les propositions 2.7 et 3.8, on a

A(Y):Fgr®y+1®z+Z(Hng> @t

i<r

ot y,z,t € U_. On en déduit que ¢(Y{1)® Ep,) = 0 d’apres les propositions 2.2
et 2.6. |

Pour j = 1,2, 3, posons
13
~ -
Hj = EhzlbmHi
ol les scalaires b;; sont définis par (1.10).

LEMME 3.10. — On a w(f[j ® H;) =08;; pour 1 <i,j <3 et

o ge gos ‘
( 1 2 3 ®H;le§2H§3> :6171(116172(125:03(13'

a! g gs!
Démonstration. — Laissée au lecteur. |
PRrROPOSITION 3.11. — Les familles
;! F5l H{' Hy Hy

E™ . EVHOHERE et (—1)8
B Br 71 72 73 ( )(nl)llgo;“ (n7)7dp™ £a! Lyl £3)

ot & = ng(na+nz+ns)+ns(na+ns)+nsng, £, n; parcourent N pouri =1,2,3,
Jj = 1,4,7, et ot n; déerit {0,1} pour i = 2,3,5,6, forment respectivement
des C((h))-bases de Uy @cqpny C((h)) et U— @cqpay C((h)) duales pour .
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Démonstration. — Soient ni, m;i,pj,q; € N (i =1,4,7,5=1,2,3) et ng, my, €
{0,1} (k=2,3,5,6). D’apres les lemmes 2.3, 3.9 et 3.10, on a

m m o i o
Fﬂll FB77 Hfl quz H§3 ny n7 [yP1 P2 IyP3
—2 3 _@EM...EVHM HYHE
(ma)ile™ (mo)7ter™ 1! g2 gs! A P
= (_1)5 H (Snimi&l)qu‘?
1<4<7
1<5<3

ot £ = ng(na +ns +ns) + ns(na2 + n3) + ngna. La proposition découle alors des
propositions 2.7 et 3.5. |

Démonstration du théoréme 1.2. — D’apres la proposition 3.11, I’élément

Rp = >

m1,ma,m3,n1,n4,n7EN
na,n3,n5,n6€{0,1}

x Bjt- ERTH™ - Hy® @ Fj' - FTH™ - HY™

(—=1)ms (ns+nz+nz)+ns(ns+n2)+nsns

(n1)1! (na)a! (n7)7! mal malmsl o* - - 77

est une R-matrice universelle pour D (cf. [2], [4], [12]). On en déduit que I'image
R € D®D de Rp par la projection canonique de D sur D est une R-matrice
universelle pour D. Or,

(_1)n5(n5+n3+n2)+n5(n3+n2)+n3n2Egll EZZ ® Fgf ...Fﬁ";
= (Egll ®F[?11) .. (Egz ®an77)7

et
Hm1 ng ms f_j'Tnl j_:rmz ~m3 h
S HHHR O BB (S )
miimoims: 2 T
my,m2,mzEN i,
donc
Es ® Fg Es, ® Fp h
R — ex (#)...ex (777)6)( <_(§:bi’Hi®H’>>
b1 Y1 b7 w7 P2 r ! !

d’apres les formules (1.9). La proposition 2.11 permet achever la démonstration.
O

4. Démonstration du théoréme 1.3

Dans ce paragraphe, nous démontrons le théoreme 1.3 énoncé au §1.4. Nous
commencons par définir un supermodule de rang 6, puis nous rappelons la
construction de la catégorie rubanée associée; nous terminons par la démons-
tration du théoreme.

Dans tout le paragraphe 4, le scalaire x qui entre dans la définition de Uy, (D,,)
vaut z = 1.
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4.1. Un supermodule de rang 6. — On considére le C|[[h]]-module M,
topologiquement libre de base (v1,v2) et My le C[[h]]-module topologiquement
libre de base (vs, v4, vs5, vg). Nous considérons le supermodule M = My® M; ol
My est la partie paire et M la partie impaire. On pose pour i = 2,3, j = 1,2,

Hovy = H3vy = w1, Havs = H3zvs = v, E;v; = Fv; =0,

Hyvy = v, Hyvg=—v2, Eivi=Fwv=0, Fv =v3 FEivy=—us,
Hovz = Hzvz = v3, Have = H3ve = —g,
Hovy = —H3vg = —vg, Hovs = —H3vs = vs,

Eovs = E3vz = Favs = E3vg = Favg = Fyvg = Fovy = Fyvs = 0,
Eovy = E3vs =v3, FEavg =vs, FE3vs = vy,

Fyvs = Favg = vg, Favs =wy, F3v3=us,

Eivg = Eyvs = Ervg = Fivg = Fiog = Fros = 0,

Eivz =wv1, Fivg=1v2, Hjvz=wv3, Hyvy=Hvs=0, Hve= —vs.

PROPOSITION 4.1. — Les formules précédentes munissent M d’une structure
de Up(D)-module simple topologiquement libre isomorphe d son dual.

Démonstration. — Nous laissons le soin au lecteur de vérifier que ces relations
définissent une structure de Up(D,)-module. Montrons que M est simple. La
sous-algebre de Hopf U’ de Uy (D,) topologiquement engendrée par H;, E;, F;
pour 7 = 2,3, est isomorphe a Uh(slz)@)Uh(le). En tant que U’-module, on a
My = C[[r]] @ C[[A]] et My = V;®V;. Comme Vi®V; est un Uy, (slo)@Uj (slz)-
module simple, il suffit de vérifier que chacun des vecteurs vy, vo, v3 engendre
le module M tout entier. Or, ceci est clair d’apres la forme des actions de F4
et Fy. De plus, le lecteur vérifiera que 'application o : M — M™ définie par

-1,.1 —-2,6

CV(U]_) = —q73’l)27 CV(UQ) =q v, CV(U?,) =q v,

alvy) = —¢ 1%, alvs) = —¢ W, alve) = v,
ot (vl,...,v%) désigne la base duale de (vi,...,vg), est un isomorphisme de
modules. 0

Nous donnons maintenant le tressage cpr,ar de M induit par la R-matrice
universelle de Uy (D) viala formule (1.11). L’automorphisme ¢z, ps laisse stable
les parties paire et impaire de M®? car R est un élément pair de U, (D,)%2.
Le calcul de cps,v a été fait a ’'aide de Maple. Nous donnons les matrices de
o = Car (e, (figure 1) et c1 = ¢y vy, ) (figure 2) dans les bases

(vi ® vj)1<ij<2ou3<ij<e €6 (Vi ® Vj)1<i<2,3<j<6 ou 3<i<6,1<j<2
ordonnées suivant ’ordre lexicographique. Dans ces matrices, on pose
A=qg—q L
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g 0 0 0 0 O 00 0 0 © 0 0 0 o0 0 0
0 0 % 00 00 0O O O 0O O 0 0 O 0O O
0 % @®-2 0 0 0 0 gx 0 0 —¢°X 0 0—¢°x 0 0 ¢*Xx 0 0 0O
00 O ¢g 0 00O OO O O 0O0O O 0 0 0 00 O
00 0 0—%00 00 0 0 0O O OO0 O 0O O
00 O 0O O0O0OO-10 O 0O O 0 0 O 00 O
00 O 0O O0OO0OOTU OO O 0-1 0 0 0O O 00 O
00—% 00 00 0O O O OO O 0 0 —q 0 O0 O
00 O O0O0-100XO0 O OO O 0O O O O0O0 O
00 O 00 0 0 O o—% 0 00 O 0 0 O 0 0 O
00 X 00O 0O OO0 0O O 0O0 — 0 0O gx 0 0 O
00 0O 0O O0O0OOTOOO O 0O O 0 0 0 —10 0
00 O 00O 0-10 0 0 O OX O 0 O O 00 O
00 X 0O0O 0O OO0 0O —q 0O0 O 0 0O gx 00 O
00 O 00 00O O O 0 00 0—%0 0 0 0 O
00 O 0O O0OOOTOO O 0O O 0 0 0 0-120
00 —gA 00 0 0—g 0 O gx 0 O gx 0 0—-gX2 0 0 O
00 O 0O O0O0OOTO0O O O —-10 0 0 0 O X 0 0
00 O 0O 0O0OOTOO O O 0O0 0 0-1 0 0 X 0
00 O 0O 0O OTOO O O 0O0 0 0 0 O oo—%

FIGURE 1. La matrice co = cpr ar (@ ar), dans la base (v; ® v;)1<i,j<2 ou 3<i,j<6

On vérifie que les polyndmes caractéristique et minimal de cps ) sont respec-
tivement

(X=X +)(X +¢ )" et (X+q)(X—q)(X+q7").

4.2. Catégorie rubanée associée a M. — Soit Cy; la sous-catégorie pleine
de la catégorie des Uy (D, )-modules dont les objets sont les produits tensoriels
finis itérés de M et M*. Cette catégorie est une catégorie tensorielle d’objet
unité C[[h]] et est munie d’une dualité induite par les applications

bar: Clh]] — M ® M*, dys: M* @ M — C[[h]]

définies par
6
()= v vt et du(for)=f(z)
i=1
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o o o0 o o o0 o0 o $r 0 o o0 O 0o 0 O
o o o0 o o o0 o o o o 1 o 0 o 0 O
o o o0 o o o0 o o o o o o 1 o 0 O
o o o0 o o o0 o o o o o o o o 1 o
o o o0 o0 X o o0 o o 1 o0 o o o0 o0 o
o o 0 o0 o X o0 o o o o0 1 o O O0 O
o o 0 o0 o o X o o o O o o 1 o0 o0
o o o o o o O X o o O O o o0 o0 1
i1 o 0 o O O O O X 0O o O o0 o o0 O
o 0 0 0 1 o o0 o0 o o0 o o O o 0 O
o 1 o0 o0 O O O o o O X 0O o o0 o0 o0
o o0 0 0 O $Pr o o o0 o o O o o 0 o
o o 1 o o0 O O o o o O O X 0 o0 o0
o o o0 o o0 o0 1 o o0 o o0 o o o0 o0 o0
o o o0 1 o O O O o o O O o o0 Xx o
o o0 0 o o0 0 o 1 o o O o o 0 o0 o0

FIGURE 2. La matrice c1 = ¢y prmgnr), dans la base

(Vi ® Vj)1<i<2, 3<5<6 ou 3<i<6, 1<j<2

avec x € M et f € M*. Cette catégorie est également rubanée (cf. §1.4). Le
carré de l'inverse du twist est donné par la formule (lemme XIV.3.4 de [6])

o = (darear - @ iday)(idas @carar-bar).

Comme a : M — M* est un isomorphisme, la naturalité du tressage donne
CM,M* = (cfl ® ldM)CM,M(ldM ®a).
Un calcul & I'aide de Maple montre que 6%, = ¢~ ?idj;. Par conséquent,
9]\/[ = CI71 1dM7
car 0y =idy; mod h. Définissons les morphismes
by = (idar- @0ar)enr,n-bas = Cl[A]] — M™ ® M,

et posons

d=dy(a®idy) : M @ M — CJ[[h]],
(4.1) b= (idys ®aHbas : C[[h]] = M @ M,

d Zd/]\/[(idM(X)Ol), b= (Oz_l ® idas)bas-
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LEMME 4.2. — Nous avons les égalités suivantes :
e — Eafar = (g — ¢ ) (dargn —bd),
(idar @d) (earar @ idar)(idas @b) = —g~ tiday,
db(1)=2, b =-b, d=—d.

Démonstration. — Ces relations peuvent se vérifier a I’aide de Maple. On peut
également montrer que les espaces propres de cpr,pr sont des sous-modules
simples de M ® M. O

4.3. Invariant d’entrelacs associé. — Nous donnons dans ce paragraphe
la démonstration du théoreme 1.3. Notons &£ la catégorie dont les objets sont
les suites finies de + et de —, y compris la suite vide, et dont les morphismes
sont engendrés par les enchevétrements orientés. Pour plus de détails sur cette
catégorie, on pourra consulter [17].

La catégorie Cps étant rubanée, on sait qu’il existe un unique foncteur mo-
noidal F : £ — Cys tel que

F(+) =M, F(
F()=idu,
F(K) = carar, F(\P) =

_) :M*a

T
b

)= idar,
M, F(N)=du,
et que si L est un entrelacs orienté parallélisé, alors

F(L) € Endy, (p,)(C[[h]]) = C[[A]]

définit un invariant d’entrelacs.

Avant de démontrer le théoréme 1.3, nous avons besoin des deux lemmes
suivants. Soit L est un entrelacs orienté parallélisé. Fixons une représentation
planaire de L et soit n. (resp. n_) la somme du nombre de \ } et de [, (resp. XJ
et de Y\) apparaissant dans cette représentation.

LEMME 4.3. — La parité des entiers ny et n_ ne dépend que de la classe
d’isotopie de L. De plus, nous avons ny =n_ mod 2 .

Démonstration. — La premiere affirmation découle du fait que les mouvements
de Reidemeister (pour les entrelacs parallélisés) ne changent pas la parité de
ny et n_. Il en est de méme de I'égalité (orientation quelconque)

\/\:

Pour démontrer ’égalité des congruences, considérons comme représentation
planaire de L la cloéture d’une tresse, a laquelle nous ajoutons, suivant la valeur
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du framing de L, un certain nombre de boucles. Il est clair que pour cette
représentation, on a ny =n_. |

Nous posons

e(L) = (=1)".
LEMME 4.4. — L’invariant F(L) est indépendant de ’orientation de L.
Démonstration. — Notons L Pentrelacs L dont I'orientation d’'une de ses com-

posantes est inversée. Alors, d’apres les lemmes 4.2 et 4.3, on a
F(L) = (L)F(L),

ot F(L) € Endy, p,)(C[[h]]) est le morphisme obtenu a partir de F(L) en
remplagant bys et by, (resp. das et dy,) par b (resp. d), ainsi que ear e, Cave M,
ey w+ (resp. C]T/Il’M*, CX;*’M, CX;*’M*) par cpr s (resp. c]T/Il,M). Comme ¢(L) =
e(L) et F(L) = F(L), le lemme est démontré. O

Démonstration du théoréme 1.3. — Nous reprenons les notations définies dans
la démonstration du lemme précédent, et nous posons

I, = e(L)F(L) = F(L).

Les lemmes 4.3 et 4.4 assurent que Zj est bien un invariant d’un entrelacs
parallélisé non orienté. De plus, d’apres le lemme 4.2, cet invariant vérifie bien
les relations skeins du polynéme de Dubrovnik, dans lequel on a posé a = —q~*
et z=q—q " [l
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