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MASSE DES POINTES, TEMPS DE RETOUR ET
ENROULEMENTS EN COURBURE NEGATIVE

PAR NATHANAEL ENRIQUEZ & JACQUES FRANCHI

RESUME. — Soient I" un groupe discret géométriquement fini d’isométries d’une
variété de Hadamard pincée X et P une pointe de orbifold associé M := T'\ X.
Munissant 7! M de sa mesure de Patterson-Sullivan m, nous obtenons une estimation
asymptotique de la masse d’un petit voisinage horocyclique de P, moyennant une
hypothese sur la croissance du sous-groupe parabolique associé a P, hypotheése qui est
réalisée si X est symétrique de rang 1. Nous en déduisons une estimation asymptotique
du temps de retour du flot géodésique pres de P, et de la loi de la durée d’une excursion
du flot géodésique pres de P.

Dans le cas particulier des orbifolds hyperboliques réels ou complexes, nous préci-
sons ces estimations, et nous calculons de plus la loi asymptotique de ’enroulement
d’une excursion du flot géodésique pres de P.
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350 ENRIQUEZ (N.) & FRANCHI (J.)

ABSTRACT (Mass of cusps, time of return and windings in negative curvature)

Let T be a geometrically finite discrete group of isometries of a Hadamard manifold
X, and P a cusp of the orbifold associated to M :=T'\ X. T' M being endowed with
its Bowen-Margulis-Patterson-Sullivan m, we obtain the asymptotic of the mass of a
small horocyclic neighbourhood of P, after introducing an assumption on the growth of
the parabolic neighbourhood associated with P, which is automatically verified when
X is symmetric of rank 1. We deduce the asymptotic of the time of return of the
geodesic flow near P.

In the special case of real and complex hyperbolic orbifolds, we precise these asymp-
totics, and we compute also the asmptotic law of the winding of the geodesic flow
near P.

1. Introduction

Les variétés hyperboliques et leur flot géodésique constituent un exemple
fondamental de systeme dynamique. En courbure constante et volume fini,
la mesure invariante associée est naturellement la mesure de Liouville. Son
substitut naturel en volume infini ou en courbure variable pincée, au moins
dans le cas géométriquement fini, est la mesure m utilisée en particulier par
Bowen, Margulis et Sullivan [17], [18], qui est construite sur le fibré tangent
unitaire & partir de la famille des mesures p, sur ’ensemble-limite de la variété,
famille construite originellement par Patterson [15] dans le cadre de la courbure
constante. Ces mesures apparaissent plus tard dans le cadre de la courbure
variable, dans [14]. Voir aussi parmi les travaux plus récents [2] et [5].

Cette mesure m, de Patterson-Sullivan, présente donc un grand intérét. Elle
est bien str invariante par le flot géodésique, mais elle est trés singuliere, et
donc délicate a étudier.

Nous nous proposons ici d’abord de calculer la masse asymptotique sous m
d’un petit voisinage horocyclique d’une pointe P d’un orbifold M, et d’en
déduire I'asymptotique sous la mesure invariante m des temps de retour du flot
géodésique sur un petit horocycle de la pointe P, via la masse de la mesure
de Palm induite sur ce petit horocycle par m. Notons que cette derniére masse
fournit également la queue de la loi de la profondeur de pénétration d’une
excursion du flot géodésique pres de P.

Nous évaluons aussi la loi asymptotique sous m de la durée d’une telle ex-
cursion.

Nous effectuons ces calculs dans le cadre général d’un orbifold géométrique-
ment fini de courbure négative pincée, avec une hypothese additionnelle sur la
croissance du groupe d’holonomie de la pointe P, hypothese qui est réalisée au
moins dans le cas des espaces symétriques de rang 1.

Observant que les trois quantités évoquées ci-dessus s’obtiennent par 1’éva-
luation de séries rappelant les séries de Poincaré, nous sommes naturellement
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conduits & regrouper leur calcul sous la forme de 1’étude générale de telles sé-
ries, que nous nommons « séries de Poincaré généralisées ». Nous appliquons
ensuite cette étude générale aux trois quantités évoquées ci-dessus.

Du fait de la variation de la courbure, il n’est pas possible de donner un
équivalent exact des quantités qui nous intéressent ici, et donc nos résultats
dans le cadre général donnent un exposant précis, mais ne peuvent au niveau
des constantes fournir qu’un encadrement.

C’est pourquoi nous focalisons ensuite notre étude sur deux cas particuliers
fondamentaux, celui de la courbure constante, c’est-a-dire celui des orbifolds
hyperboliques réels, et celui des orbifolds hyperboliques complexes. Nous pré-
cisons alors nos calculs précédents, et obtenons des équivalents exacts pour les
quantités considérées, fournissant explicitement toutes les constantes.

Dans ces deux cas réel et complexe, nous calculons de plus la loi asymptotique
sous m des enroulements du flot géodésique au cours d’une excursion pres de P.

Ce calcul est & mettre en perspective avec les travaux précédents des auteurs
avec Y. Le Jan dans le cas réel de la courbure négative constante 7], ot il s’agis-
sait de calculer, au moyen du calcul stochastique, ’enroulement asymptotique
global d’une géodésique. Un travail antérieur de Guivarc’h et Le Jan [10], qui
traitait le cas particulier du quotient par le groupe modulaire, montre le lien
de ce sujet avec les problemes d’approximations diophantiennes. Dans le pré-
sent travail, nous décrivons la loi de ’enroulement des excursions géodésiques
individuelles sous leur mesure de Palm (relative a m).

Les auteurs remercient vivement Frédéric Paulin pour son aide obligeante
concernant le passage de la courbure négative constante a la courbure négative
pincée.

2. Notations et rappels

Sauf mention contraire, les rappels se réferent a [2].

Soit X une variété riemannienne compléte simplement connexe a courbure x
négative pincée : —oo < —a? <k <-—1.

Notons d sa distance riemannienne, X son bord a 'infini, et d,. la distance
visuelle vue de x, définie sur 0X par : pour tous x dans X et a,b dans 0X

(1) do(a,b) = exp (- % lim (d(as, ) +d(bi, 7) — d(as, br)) ),

t—o0o

ou ay, by parcourent n’importe quels rayons géodésiques tendant vers a, b res-
pectivement.

Pour tout a € X, la fonction (distance horocyclique) de Busemann 3, est
définie sur X? par

(2) Bal,y) := lim (d(ar, ) = d(ar,y)
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352 ENRIQUEZ (N.) & FRANCHI (J.)

pour a; tendant vers a lorsque ¢t — oo, le long de n’importe quel rayon géo-
désique.

Soit " un groupe discret (non élémentaire) géométriquement fini d’isométries
de X (voir [3]), d’ensemble limite noté A(T") et d’exposant critique noté ¢ (égal &
la dimension de Hausdorff de A(T') pour toute d,).

Notons {ug | * € X} la famille des mesures de Patterson, qui sont finies,
supportées par A(T") et vérifient

d
(3) duw (a) = e7%P@¥)  pour tous z,y € X et a € X,
Hy
ainsi que
(4) fe oy b =p,, pourtousz € X et y €.

Fixons un point de référence xg € X.

A tout vecteur unitaire tangent v € T' X, associons les extrémités répulsive
v_ et attractive vy de la géodésique orientée qu’il engendre, ainsi que la dis-
tance algébrique s entre la projection orthogonale de zy sur cette géodésique
et la base m(v) € X de v. L’application de T'X dans X x 90X x R qui & v
associe (v_,v4, s) est un homéomorphisme.

Notons m la mesure de Patterson-Sullivan sur 7' X, définie par
(5) din(v) = din(v_, vy, 8) := de (v, v1) "2 dptgg (V- ) dpiz, (v ) ds.

Elle ne dépend pas de z¢, est invariante par le flot géodésique, et est I'-inva-
riante.

Elle induit donc une mesure m invariante par le flot géodésique sur T' M,
ot M est l'orbifold riemannien I' \ X.

On montre que le flot géodésique est m-ergodique.

Faisons I’hypothese que X admet au moins un point fixe parabolique £ € 90X,
et notons I'¢ le stabilisateur de £ dans I', puis d¢ I'exposant critique de I'¢.

Rappelons que lorsque X est un espace hyperbolique réel, on a J¢ = %k:,
ol k est le rang du sous-groupe parabolique I'¢.

Supposons de plus que § > J¢, ce qui est automatique dans le cas des es-
paces symétriques de rang 1, mais n’est pas toujours vrai en courbure va-
riable (voir [5]). Cette hypothese assure que les mesures de Patterson n’ont pas
d’atome en £ (voir [5]), et aussi, que la pointe est de m-mesure finie.

Notons P la pointe de M associée a &, c’est-a-dire le bout du quotient par I"
de I’enveloppe convexe de A(T") dans X correspondant a la classe de conjugaison
de I's dans I'.

Soit { By|h € R} 'unique famille d’horoboules ouvertes basées en £ vérifiant :
a) By, converge vers ¢ dans X U 0X lorsque h — +00;
b) d(Hh,Hh/) = |h — h/|, ou Hh = (9Bh;
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c) Pp, :=I'¢\ By, s'injecte dans M par la projection canonique I'e \ X — I'\ X
si et seulement si h > 0.

On dit que Py, est le wvoisinage de Margulis canonique de hauteur h de la
pointe P.

Notons ¢ I'homéomorphisme I'¢-équivariant de 90X \ {{} sur Hy qui & a
associe I'unique point d’intersection de I’horosphere Hy avec la géodésique re-
liant a et €.

Soit d¢ la distance de Hamenstédt sur 0X \ {¢}, invariante par I'¢, définie
(voir [12, Appendix]) par
(6) de(a,b) = lim e'dg,(a,b),

t——+oo
ou & est n’importe quel rayon géodésique partant sur Hy et arrivant en &.

Lorsque X est le demi-espace de Poincaré de dimension N 4+ 1 et £ = oo, on
vérifie que d¢ est un multiple de la distance euclidienne sur 9X \ {¢} = RY.

Nous aurons besoin (voir [2, 1.3]) de la variante suivante de 'inégalité
CAT(—1), relative au cas ou I'un des points du triangle est situé a I'infini.

LEMME 1. — Soient a € 0X, 2,y € X, a sur le rayon géodésique [x,a[ et
B € [y,al, et soient a,,y,a, des homologues dans H? : a € 0H?, 7,5 € H?,
a € [z,al, B € [g,al, tels que

d(ac,y) = d(i"g% d(l‘,()l) = d(ia d)7 d(yaﬂ) = d(zj,B)
Alors on a d(a, B) < d(a, 3).

Démonstration. — Notons a, le point de [z, af situé & distance s de z, et (5 le
point de [y, as] situé & distance d(y, 3) de y, puis as, 35 les points homologues
dans HZ2.

L’inégalité CAT(—1) appliquée au triangle (as,z,y) donne d(a,(s) <
d(a, B3s), et le théoréeme de comparaison de Topogonov (voir [3, 1.1.3]) assure
que les angles (3s,, ) et (B, 7, 3) tendent vers 0 lorsque s — oo, et donc que
d(Bs, B) et d(Bs, ) tendent vers 0 lorsque s — oo ; d’out le résultat en passant
a la limite dans I'inégalité ci-dessus. [l

3. Séries de Poincaré généralisées

Pour & rayon géodésique partant sur Hy et arrivant en & comme ci-dessus,
la mesure e‘”ugt converge lorsque ¢ — +00 vers une mesure ¢ supportée
par A(T), invariante par I'¢ et vérifiant :

(7) dpe(a) = e79Pa(me(@): D)y (a)  pour tout x € X.
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En effet, (3) et la propriété de cocycle de la fonction [, entrainent que

%(G) = o 0Ba(€0) o~ 8(Ba(0.E0)+Ba(Eh e (@) +Ba (me(a).2)
e — O(d(E1£D) ~6t=8Pu(me(a).2)

ou & désigne l'intersection de H; avec la géodésique reliant a et &.

Par invariance, pe induit une mesure pp sur I'e \ (A(T') \ {£}), qui est rela-
tivement compact puisque I' est géométriquement fini.

Notons Ap la masse de pp, qui ne dépend que de l'orbite de £ sous I', et
donc que de la pointe P.

Pour tout v € T*X engendrant une géodésique sans extrémité en £, comme
on a pour tout ¢ :

din(v) = (e'de, (v, v1)) " e dug, (v ) e dprg, (vy ) ds,
on obtient via ¢t — +o00 :
(8) driv(v) = de(v—, vy ) "> dpg(v-) dpe (vy ) ds.

Fixons un domaine fondamental D pour I’action de I'¢ sur A(I"), mesurable
et relativement compact dans A(T') \ {£}.

Pour a # b dans 0X \ {£} et h > 0, notons ¢, (a,b) la longueur du segment
géodésique intersection de la géodésique reliant a et b avec ’horoboule By, bien
stir nulle si cette intersection est vide.

Le lemme suivant fournit deux formules d’approximation essentielles pour
évaluer ensuite les séries de Poincaré généralisées.

LEMME 2. — Nous avons uniformément par rapport ¢ a,b € X \ {£}, lorsque
d¢(a, b) tend vers Uinfini :

de(a,b) = exp (%d[ﬂg(@),ﬂg(b)] + 0(1))7
Ly (a,b) = d[ﬂ'g(a),ﬂ'g(b)] —2h + np(a,b),

avec Ny, = np(a,b) bornée sur {€n(a,b) > 0}, de limite supérieure < log4,
et tendant vers 0 si e "d¢(a,b) tend vers Uinfini.

Démonstration. — Fixons a,b distincts dans 0X \ {¢}, et deux géodésiques
as, by partant de &, telles que ag = me(a), by = m¢(b) € Ho, et tendant vers a,b
respectivement. Nous avons (voir [12, Appendix]) :

_ L(d(as,bs)—2t)
de(a,b) tliréloe2 .

Nous aurons donc établi la premiére assertion en montrant que d(ag,bo) +
2t — d(at, by) — 0 uniformément par rapport a ¢ > 0.

Appliquons le lemme 1 au triangle non borné (&, as,b;) : on obtient
d(ag,bo) < d(ao, bo), pour d(as,by) = d(ag,by) et t > 0.
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Comme par inégalité triangulaire d(ag, bo) + 2t — d(at, b+) > 0, nous n’avons
donc plus qu’a majorer d(ag, bo) + 2t — d(ay, b) dans H2. Or dans H? on trouve

chld(as,by)] =1+ %dg(a,b)Qezt,
et donc, uniformément sur {(a,b,t) € (0X \ {¢})? x Ry | de(a,b) — oo} :

d(a,by) = 2t + 2log[de(a,b)] + o(1),

d’ont d(ag,bo) + 2t — d(at,b:) = o(1) (on a méme d(ag,bo) + 2t — d(as,b:) =
O(dg(a,b)™2) uniformément sur {¢ > 0}, dans X comme dans H?), ce qui
prouve la premiere assertion de I’énoncé.

Pour la deuxiéme moitié de '’énoncé, fixons h > 0 et a, b avec d¢(a,b) assez
grand pour que la géodésique a, b[ rencontre By, successivement en aj, et b,
de sorte que £p(a,b) = d(a},, b},). Notons z, le point du rayon géodésique [a},, a
situé a distance h de a}, et de méme y;, € [b},, b[ est situé a distance h de b},
de sorte que fp(a,b) + 2h = d(zp,yn). Notons enfin a; et b; les intersections
de H; avec les géodésiques |a, £[ et |b, £[. Nous devons estimer

ni(a,b) := Cy(a,b) + 2h — d(me(a), me (b)) = d(zn, yn) — d(ao, bo).
Or
| (a,b)| < |d(zn, yn) —d(zn, bo)|+|d(zn, bo) —d(ag, bo)| < d(yn,bo)+d(zn, ao),

et donc en utilisant le lemme 1 dans les triangles (a,aj},an), (b,b),,bn), on
obtient |y, (a, b)| < 2d(Z, do), lorsque &, @, b sont tels que d(a},, ax) = d(a},, an).
Soient al € [a},,a] et b € [a},,b] les points de a, b[ situés & distance s de a},,
de sorte que par (1) et (6)

1
de(a,b) = lim exp (t +h+ 5 [d(al, b)) — d(aZ, arn) — d(b;’,aHh)])

s,t /00

1

= lim exp (¢ +h o+ 5 [Bu(ahan) — . aren)])
1

= lim exp (t + N+ 5 [Ba@h, an) — d(bf, at+h)])-

Or le lemme 1 appliqué de fagon contraposée au triangle (a, by, a;+p) montre
que d(bf, aryn) > d(b},@eyn), ce qui entraine que de(a,b) < dg(a,b).

Nous nous sommes donc ramenés a établir dans le cas o X = H? que
d(ag, zp) est bornée sur {¢5,(a,b) > 0} et tend simplement vers 0 lorsque d¢(a, b)
tend vers oo.

Plagons-nous alors dans le modele du demi-plan de Poincaré avec £ = co et
Hy d’ordonnée 1. Il est clair alors que 'ordonnée de x; est > 1, et maximale
lorsque Ja, b est tangente & Hj, auquel cas on calcule aisément qu’elle vaut
2(1+ e~2h)~1 < 2. De plus nous avons d¢(a, b) = |a — b|. Par conséquent, pour
de(a,b) grand, la pente le long de [af, 5] est uniformément grande, et donc
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I’écart entre les abscisses de xp et de ag uniformément petit; d’ou la borne
uniforme sur |ag — x| et sur d(ag, zp), et I'estimation

limsup d(ag,zp) < log2.
d¢(a,b)—o0
Enfin, pour h fixé, a} converge vers a; uniformément sur {0 < ¢t < h}, et

donc d(ag,xp) converge bien vers 0. En outre un calcul précis montre que
d(ag, ) < 4|la —b|~' + 4e=2"|a — b| 2. O

Considérons 'hypothese suivante : localement uniformément par rapport a
z,y € Ho,

(*) Card{w eTle | d(z,vy) < g} ~ C(z,y) el lorsque ¢ — +o0,

C étant mesurable localement bornée > 0.

Cette hypothese sur le groupe I'¢, nécessaire dans la proposition suivante,
est automatiquement réalisée lorsque X est un espace symétrique de rang 1,
avec méme dans ce cas une fonction C' constante. Voir plus loin pour les cas
hyperboliques réel et complexe.

Cette hypothése n’est pas toujours vérifiée, notamment lorsque

hmsup log Card{'y € I‘g | d(z,~vy) < Q}

0—+0o0
> lim inf ~ log Card{y € T¢ | d(z,vy) < o}
0—+00
T. Roblin discute dans un travail récent [16] ’égalité de ces deux limites, qui
a lieu dans le cas général des espaces CAT(—1), lorsque le groupe n’est pas
élémentaire (ce qui n'est pas le cas des groupes paraboliques, et donc de T'¢).

PROPOSITION 1. — Considérons pour tous h > 0 et r > 0 la série de Poincaré
généralisée :
—25
: / D (oo X @) 0 Lr(v-,704) X (de(v-,701)) " dpse (v ) dpg (v4),
vyele

ot ¢ est une fonction de classe C? de Ry dans R telle que

/ ¢// (5 55 dt < 00

pour un € > 0, avec ¢”(t) := sup |¢"|([(t — )T, t +¢€]).

Alors, sous Uhypothése (*), nous avons :
— Kp 55/ $(8)e~ 9t x oxp (— 25 — 8¢) x (h — a(r, 1)),
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avec
Kp = /D Cmelo), me(w4) dpe v )dpe (v,
limsup|04(7"7 h)| <log2, lim afr,h) =0.
h—o00 e hr—oo
REMARQUE 1. — L’hypotheése sur ¢ entraine que

/w|¢(t)| e~ (0=0)tqy

0 t
< |¢>(0)|(5—55)—1+/0 (/0 |¢'(s)|ds)e_(5_55)tdt
<0007 (jo)] + [ ¢ 0]e 0 ar)

< @=3¢) 7 (Jo(0)] + (6 = 3)* (|¢/(0)] +/Om|¢”(t)|e‘(5‘55)tdt>> < o0,

REMARQUE 2. — On ne peut pas remplacer dans le résultat ci-dessus a(r, h)
par o(1), comme le montre le résultat de la proposition 6 relative au cas de
I’espace hyperbolique réel, pour lequel un calcul plus précis peut étre et sera fait.

REMARQUE 3. — La preuve ci-dessous de la proposition 1 est fondée sur 1'hy-
pothése (*) et le lemme 2. L’hypothése (*) permet donc de donner les ex-
pressions asymptotiques recherchées de facon assez explicite. En son absence,
la section 4 ci-dessous ne donnerait ces expressions qu’en termes de séries de
Poincaré généralisées.

Démonstration. — Observons tout d’abord que sur
{(U—aU-H’Y) € D2 X FE | eh(v—fyv-F) > O}a

nous avons h — 400 = d¢(v—,yv4) — 00 & 7 — 0.

Nous pouvons donc appliquer le lemme 2, avec a = v_ et b = yv,. Notant
en abrégé d = 2log[de (v—, yv4)] et np(v—,yv4) +0(1) =: np, nous avons ainsi
pour tout € >0 :

2 = /D2 Z (l]r,+oc[ X QS)(d"/ + Nh — 2h)e_5d’y duf(v_)duf(v_")

v€ele

B /Dz Z Z O(dyy + 1, — 2h)e ™" dpe @ pig

{0€eN|o>2h+r} {v€Tl¢|o<dy+n, <o+e}

-/ > S ble—2h+Be)e SNy o g
D? {oceN|o>2h+7} {7ETe|o<d+mn <o+e}

(pour un certain 0 = 6(v_,v4,7, h, 0,¢,¢) € [0,1])
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:/D2 2 > [p(0—2h+ (0 —1)e)e’

{0€eN|o>2h+r} {v€T¢|dy+nr <o} —é(o —2h+9£)] —8(0—nn+0e)

—p(r + Be) / ] Z e—5(2h+’r‘—nh+o(€))d'u£ ® pue
D% (yeTe|dytn <2h+r}

(par transformation d’Abel)

B / > e[dplo—2h) —¢'(0—2h) + O(e)¢! (0 — 2h) e *(eTOE)

{o€eN|p>2h+r}
X Yo e Mdug @ pg — d(r + f)e M
{v€l¢|dy+nn<o}

X / Z edn dpe ® pe
D

2
{v€Teldy+nn<2h+r}

= c Z [60(0) — ¢ (0) + O(e)¢ ()] e ~0let2hHOED)

{0€eN|p>r}

Y e
D? {yeTe|dy+nn<o+2h}

—(r + fz)e ) /D Y e ® pe.

2
{v€l¢ldy+nn<2h+r}

Or I'hypothese (*) et le contrdle sur 7y, (venant du lemme 2) assurent que

/ Z e dpe @ pe = Kp x exp (d¢(0 + 2h) + (5 — d¢)a(o, b)),
D2 (y€Te|dy+nn<o+2h}

avec

limsup |a(r,h)] <log4 et lim «(p,h)=0.

h—o0 e hp—oo

(En effet, on peut restreindre la somme & {y € T'¢ | log(o+ h) < dy + 1 <
0+ 2h}.) Nous obtenons donc pour tout € > 0 :

Sh=e | (0) + Oe)o! (g)] e O er2hmeleh)
{aeeN\azr} —p(r+ Be)e” (8=8¢) (2htr—a(rh) g,
= ¢ Z (0) + O(e)¢ ()] e~ (O—0e)e=alrh)
{QGEN\QZT}

_¢(T)ef(5f5s)(rfa(nh)) _ O(E)erfﬂéféf)h

r+e
(car |6(r +02) = o(r) e~ 000" < / |6/ ()] e~ 03—t = O(e))
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([ 00— 60+ 0@t 0] =0 at - glrye= =07 — 0(e))

w Kpe—(0-06)(2h—a(rh)

— Kpe (-8 En=ati) (5 / o) + Oyt ()] e 6-99tar - o))

— Kpe20-00)h (65 /°° d(t)e— (=0t qs 0(5)> o(8=d0¢)a(rh)

4. Applications : masse d’une pointe, temps de retour

4.1. Masse asymptotique de la pointe P. — Rappelons que les mesures
de Patterson n’ont pas d’atome au point parabolique £ d’apres ’hypothese
0 > d¢, et qu’elles sont supportées par A(I'). Il en est donc de méme pour
la mesure pe. Notons & cette occasion que, de fagon générale, dans le cas des
groupes géométriquement finis, I’hypothese de divergence du groupe suffit pour
entrainer que p n’a pas d’atome (voir dans [5] la proposition 1 et la remarque
qui la suit). De sorte que nous avouns :

TP = [ 1 eopdin(v)
TB;,
- / L (v )de(v_, v4) "2 didlpie (v_) dpe(v-)
T1By,

= /1D(U7)1A(F)\{£}(v+)€h(vfvU+)d£(v*7v+)726d/$£(v*)d/$€(v+)

3 / 1o (v )Ly (03 )00 (0, 04 e (v, 03) dpg(v- ) dug(vs)
vy€ele

> /lp(vf)lp(m)fh(vﬂWv+)d5(v—»WU+)*25dM5(U—)dM5(U+)
v€Tle

(par T'¢-invariance de pu¢)

= [ (3 tntom e et ) gl o).

vyele

Appliquant la proposition 1 avec ¢ = Idg_ , 7 = 0, nous obtenons I'évaluation
suivante.

PROPOSITION 2. — Sous Uhypothése (*), nous avons :
m(TLPh) = Kp (55(5 - 55)72672(5755)(’170”‘),

avec limsupy,_, oy o] < log2.
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4.2. Masse asymptotique des mesures de Palm. — Considérons le
systéme dynamique ergodique (M,m,0;), ou 6, désigne le flot géodésique
sur T'M. Considérons aussi, pour h > 0, le processus {Hsijﬂ | 7 € N}
des passages successifs du flot géodésique par le sous-fibré transverse T_lﬂjh
constitué des éléments de 7'M basés sur 9P}, et pointant vers Py,.

Notons xp, la mesure de Palm associée & ce processus (voir par exemple [6]) ;
on peut la définir par désintégration par rapport au temps de la mesure m, dans
des coordonnées exprimant le flot géodésique comme suspension de 'application
de premier retour dans T_IFPh. D’aprés le théoréeme d’Ambrose (voir [6, expo-
sésI et II]), x5 est invariante pour le processus {64211 | j € N}, et le systeme
dynamique (T} P, X, GSiHl) est ergodique. "

Nous voulons obtenir un équivalent asymptotique (lorsque h — oo) de la
masse | x| de la mesure de Palm yj,.

Or I'ensemble des entrées dans Py, des géodésiques de M s’identifie successi-
vement avec I’ensemble des entrées dans tous les domaines fondamentaux de Py,
des classes modulo I'" de géodésiques de X ; avec ’ensemble des entrées dans
un domaine fondamental fixé de P, des géodésiques de X ; avec I’ensemble des
entrées dans les images par I'¢ d’'un domaine fondamental fixé de Py, des classes
modulo I'¢ de géodésiques de X ; avec I'ensemble des entrées dans By, des géo-
désiques de X issues d’un domaine fondamental de I'¢ \ 9.X. De sorte que nous
avons par définition de yy, :

IXn| = /1D(vf)1A<r>\{s}(v+)1{eh<v_,v+>>0}ds(vﬂv+)’25dus(v7)dus(v+)

> [ 1000 Lo o0y de(v-: 1) el )dme(v4)

vyele

= /1D(U7)1D(U+)1{eh(v_,w+)>o}d5(v—»W+)725dﬂs(w)dus(v+)
vyele

= [ (3 1y 0 o 70s) X deCom70.) ) dpelo- ) dpelo-)
D? " yere

Appliquant la proposition 1 avec ¢ = 1, r = 0, nous obtenons ’évaluation
suivante.

PROPOSITION 3. — Sous l'hypothése (*), nous avons :
|Xh| = Kp 8¢(8 — 6¢)~tem 2000 hman),
avec imsupy,_, oy o] < log2.

REMARQUE. — |xn|/|m| est également la probabilité (sous m/|m|) que la pé-
nétration maximale 17 de 'excursion générique dans Py dépasse h. Précisément,
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sie={e;|te[S,S]} est une excursion générique du flot géodésique dans Py,

n(e) := max d(0Po, er)

vérifie leM Liy>nydm = |xa| pour tout h > 0. Donc la proposition 3 donne
une estimation de la queue de la loi de 7.

4.3. Asymptotique des temps de retour prés de P. — Nous avons
introduit dans la section précédente la suite {Sij 1 | j € N} des temps d’entrée
du flot géodésique dans Pp,. Notons de plus Sij le j-eme temps de sortie de Py,
de sorte que 0 < 37 < S/ < §79F2 pour tout j € N et tout i > 0.
Appliquant deux fois le théoréeme ergodique, nous avons pour chaque h > 0

N
]\}iinoo(S,%N)*l 2(5? — 877N = |m|™t x m(T " Py)m — p.s.
iz

N—o0

N
lim N7UY(SP - ST = a7 x /TdXhXh — s,
j=1

ou 7 désigne le temps de retour sur I’horocycle Py,
Or nous avons par définition de 7 et de x, :

/TdXh = // dsdy, = m(T'Py).
0

Nous déduisons donc que pour chaque h > 0

2N—1
lim Sh — i ﬁ — M
N —oo N N—oco N |Xh|

-m — D.S.

Au vu de la proposition 3, nous avons établi ’asymptotique suivant des temps
de retour pres de P.

PROPOSITION 4. — Sous Uhypothése (*), nous avons m-presque stirement :
Sivt SN —1c-1 2(5—8¢) (h—an)
1. = 1. — 3 h
Aim i |m| K 65 (0 —d¢)e ,

avec imsupy,_, oy o] < log2.

De ce qui précede, on déduit aussi 'asymptotique du temps passé dans Pp,
sous la probabilité m/|m| : cela vaut
m(TPy)
Ixnl

Nous pouvons en fait, par la méme méthode que précédemment, évaluer
directement la loi asymptotique de la durée d’une excursion du flot géodésique
dans Py,.

— ((5 _ 55)—164(5—55)0%'

BULLETIN DE LA SOCIETE MATHEMATIQUE DE FRANCE



362 ENRIQUEZ (N.) & FRANCHI (J.)

PROPOSITION 5. — Sous I'hypothése (*) et sous la probabilité m/|m|, la queue
de la loi de la durée Sij — Siﬁl d’une excursion du flot géodésique dans Py,
est (pour tout h > 0) exponentielle de paramétre 6 — J¢.

Démonstration. — Procédant comme a la section 4.2, nous avons pour tout
réel r >0 :

|m|_1/1{s}‘;ts}‘;”'*1>r}dm - |Xh|_1/1{r>r}d><h

= |Xh|71/ Lt (o vaysryde(vo, ve) "2 dpe (v- ) dpe (vy)
Dx(AM\{EH

= |Xh|_1 /D2 Z l{éh(v,,'yv+)>r}df(v—v7U+)_25duf(v—)duf(v+)
v€Tle

~ ‘Xh'il K’P 55(5 _ 6&_)7167(57(55)7“672(5755)]1 ~ 67(6755)(7‘720‘h)

lorsque r — 400 (avec lim sup,, |ap| < log2), par les propositions 1 et 3. O

5. Cas hyperbolique réel de la courbure constante

Nous considérons ici le cas ou X = H est 'espace hyperbolique réel de
dimension d + 1, et donc est de courbure k = —1.

I est bien connu que I'e admet un sous-groupe abélien maximal 1“’E d’indice
fini n, isomorphe & Z*. En particulier nous avons 8¢ = k.

Utilisant le modele du demi-espace de Poincaré avec £ = oo et Hy a or-
donnée 1, et identifiant les translations de I'; a leur vecteur, nous avons pour
x,y € Hy variant dans un compact et v € I"g grand

1
d(z,vy) = Argch (1 tolz—y- 7|2>,
et donc pour o grand

Card{~y € T} | d(z,vy) < o} = Card{y € Iy | (J7]+ O(1))*> < 2ch o}
K |B¥|

= ((2cho)'/? = 0(1)) IAYG]

1B*| 1k Lo(k—1)
= |F/ \Rk;|62 +O(62 )a
§

ol |B¥| = 2% /T(1 + k) est le volume de la boule unité de R* et T \ RF| est
le covolume euclidien de I';.

TOME 130 — 2002 — N© 3



MASSE DES POINTES, TEMPS DE RETOUR ET ENROULEMENTS 363

Notant 71, ...,7, des représentants de I'¢ /T, nous déduisons que pour z,y
variant dans un compact de Hy et o grand :

Card{y € T¢ | d(z,vy) < o} = Y _Card{y € I | d(z,y;y) < o}
j=1

(me?)t + O(e3eh1)
L(1+ 3k) - [Te \R¥|
ITe \ R¥| = [ \ R*|/n = Covol(I'¢) étant le covolume euclidien de T¢.

Ceci montre que ’hypothese (*) est bien vérifiée dans le cas présent, avec

rzk
I'(1+ 3k) Covol(T¢)

C(z,y) =Cp =

qui ne dépend que de la pointe P.

Toujours dans le cadre du modele de Poincaré précisé ci-dessus, nous avons
pour v_, vy € OH\{oo}, avec les notations de la preuve de la proposition 1 :

_ - 11

Ly (v_,yvy) = 2 Argch (M) = 2 Argch (—e2<d”72h));
2eh 2

donc, dans 'expression de la série ¥; au début de la preuve de la propo-

sition 1, nous pouvons remplacer 7, par 0, a condition de remplacer ¢ par

1
¢po(2 Argch(%eild)) et 7 par 2log(2ch(37)).
5.1. Masse des pointes et temps de retour. — Nous déduisons de ce

qui précede le résultat suivant, qui précise la proposition 1 dans le cas de la
courbure constante :

PROPOSITION 6. — Considérons pour tous h > 0 et r > 0 la série de Poincaré
généralisée
r —26
b= /D2 > (oo X 8) 0 Lu(v—, yvi) (de(v—,yvy)) " dpg(v-)dpe(vy),
vE€le

ot ¢ est une fonction de classe C? de Ry dans R telle que

/ ¢! (t)e~ 09t < oo

0

pour un € > 0, avec ¢”(t) :=sup |¢"|([(t — )T, t +¢€]).
Alors nous avons lorsque h — oo :

e “o(u) (2 ch (b)) th(Lu)du x exp ((k—26)h) (1+O(e ).

NoTE. — Rappellons que la quantité Ap, cruciale dans toutes les estimations
suivantes, a été introduite au paragraphe 3, et désigne la masse de la mesure
induite par pe sur T\A(T).
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REMARQUE. — Cette estimation précise est fondée sur une relation exacte
entre £}, et dy, et n’a donc pas exactement la méme forme que dans I'estimation
de la proposition 1. En particulier la fonction contre laquelle ¢ est intégrée dans
le résultat est différente.

De méme qu’a la section 4, la masse asymptotique de la pointe se déduit de
1a en choisissant » = 0 et ¢ = Id. Intégrant par parties et posant v := 1 — thu,
on obtient :

/ u(ch(%u))k_% th(fu)du = 4/ u(chu)* =2~ shudu
0 0

_ 4 " k—26 _L/l L \-1-3k
—25_]{/0 (chw) du—%_k ; (v(2 =) dv

2257k 1 S—1_1k 225—k1‘\(6 _ lk)Q
= 1- Ao = 2
25—k Jy (v(1 =) YT T2 —k+1)

Nous avons ainsi la version précisée suivante de la proposition 2 :
COROLLAIRE 1. — Nous avons lorsque h — oo :

kF((5 — %k)z e(k—26)h
2I'(26 — k + 1)

De méme qu’a la section 4, la masse asymptotique de la mesure de Palm se
déduit en choisissant r = 0 et ¢ = 1. Nous avons ainsi la version précisée de
la proposition 3, donnant la masse de |xs| et par la-méme (voir la remarque de
la section 4.2) la queue de la loi sous m/|m| de la pénétration maximale n de
Pexcursion générique dans Py :

m(T'Py) = Cp N3 (1+0(e™™).

COROLLAIRE 2. — Nous avons lorsque h — oo :

2 2%k G osn h
|Xh|=C7>/\7>—2§_ke( 20 (14 0(e™™).

De méme qu’a la section 4, on en déduit la version précisée de la proposi-
tion 4 :

COROLLAIRE 3. — Nous avons m-presque surement :
}?LN_l PN 1,2 20—k (25 k) h
Al S = i Ty = i IAR gy e (14 O(eT).

Nous avons ensuite la version précisée de la proposition 5 :

COROLLAIRE 4. — Sous la probabilité m/|m|, la loi de la durée (Sij - Sij_l)
d’une excursion du flot géodésique dans Py converge lorsque h — oo wvers la loi

de densité
t— (6 — k) (ch 16)" %" sh (Le).
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Démonstration. — Procédant comme aux sections 5 et 6, et appliquant la pro-
position 6 avec r = 0 et ¢(u) = eV 19 puis le corollaire 2, nous avons pour
tout réel q :

|m|_1/exp (V=Ta(Sy = 8777"))dm = |Xh|_1/eXP (V—-Tar) dxn

— (5 L) /0 V71 (ch 1)F 2 ah(L)dt + O(e ).

O
5.2. Loi asymptotique de I’enroulement. — Fixons une base v1,..., vy
du réseau I', | = ZF C R*, et écrivons R? = R¥ @ R4~*. Considérons w, . .., wy

les formes harmoniques constituant la base duale de v, ..., vg.
Nous appellerons enroulement associé & une forme

k
W= g 0 wj,
i=1

pour 6 € RF, lintégrale de w le long d’une excursion générique du flot géo-
désique dans Py ; cela peut s’écrire fg 1[5}3; S4W, ol g désigne une géodésique
générique de M.

Nous appellerons demi-enroulement la moitié de cette quantité.

NoTA BENE. — Les formes wq,...,w; ne constituent pas une base de la co-
homologie de Py, bien que ceci soit vrai en dimension 2 ou 3, car I'¢ est alors
abélien, ce qui rend le groupe d’homologie de la pointe isomorphe & I'¢. Par
contre, en dimension 4, le groupe d’isométries de R? = OH* engendré par la
symétrie-translation par rapport a Re; et de vecteur e; et par la translation de
vecteur ey a son sous-groupe dérivé engendré par la translation de vecteur 2es ;
le quotient I'¢/[['¢, T'¢] est alors le produit de Z par un groupe fini; donc dans
cet exemple le rang géométrique est 2, tandis que le premier nombre de Betti
du groupe est 1.

Désignant par Jv_,v;| la géodésique de H relevant g et par z1,...,xy les
coordonnées dans la base vy, ..., v; de R*, nous avons
v ko ko
/1[sz,szlw:/ Lp, D 0/dw; =2 07Y] (v, vy),
g9 v— j=1 j=1
ol Y,f(v,7v+) est la j-ieme coordonnée dans la base vy, ...,v; de la projec-

tion sur R* parallelement & R du vecteur Y}, (v_,v;) € R? représentant
le demi-enroulement produit dans I’horoboule By, par la géodésique Jv_, vy
d’extrémités v_, v .
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Nous voyons donc que I'enroulement d’une excursion dans Py, du flot géodé-
sique sur M est totalement décrite par la variable Y.

Utilisant toujours le modele du demi-espace de Poincaré avec £ = co et Hy
a ordonnée 1, nous avons

_ 2 1/2 _
Yi(v-,vy) = (‘714 v,‘ —e2h> T

2 oy —o_|
_ oheh <€h(v—’v+)>_ Ut T V- pd
2 vy —v_]

Rappelons en effet que e” est la hauteur euclidienne de I’horocycle Hy, = 0B,
et que £, (v_,vy) = 2 Argch(|vy —v_|/2e").

Le théoréme 1 ci-dessous donne la loi asymptotique de e ~"Y},, et donc décrit
exactement la loi asymptotique sous m de I’enroulement d’une excursion dans
Pr, du flot géodésique sur M.

THEOREME 1. — Sous la probabilité invariante m/|m|, la loi du demi-
enroulement normalisé e ~"Y;, de la premiére excursion compléte accomplie par
le flot géodésique dans Pp, converge lorsque h — 400 vers la loi isotrope sur
RF qui a pour densité

w— 7w (LE) (6 — L) (1 + Jwf2) 20 w2

REMARQUES. — 1) Cette loi asymptotique des enroulements pres de P, qui se
trouve dans le domaine d’attraction (voir [8]) d’une loi stable isotrope d’expo-
sant min{2, (26 — k)} n’est pas elle-méme stable.

2) Nous avons entre 'enroulement global Y}, et la durée 75, d’une excursion
dans Py, la relation algébrique déterministe 7, = 2 Argsh(%|Y3|), qui permet de
déduire du théoreme 1 le corollaire 4, et aussi de conclure que ces deux conver-
gences en loi, celle du théoréme 1 et celle du corollaire 4, ont lieu conjointement.

3) On vérifie bien qu'il n’y a pas d’enroulement asymptotique dans la direc-
tion de R4=F,

Démonstration. — Dans 'orbifold M, il revient au méme de considérer la loi
de I’enroulement produit sous la probabilité m/|m| par la premiére excursion
complete dans Py, ou la loi de 'enroulement produit sous la probabilité xp /| x|
(voir la section 4.2).
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Nous cherchons donc, pour tout 6 € R? fixé, la limite lorsque h — oo de

Zﬁ = /exp (\/—19 e*th>d—m = /exp (\/—1Ge*th)%

Im| x|
1

= — l{éh(v,,v+)>0} exp (\/—lee_th(v_,er))
Ixnl DxA(T) o5
de(v—,v4) " dpe ® dpe

]. 9Yh(’[}77 ’Y/U+)
B @ /D2 Z 1405 (v_ ,qv4)>0) €XD (\/__1 T)
Y€l doo (v, 701) 2 At ® dpice.

Considérons d’abord la seule somme :

¥, = 3 (v_, vy, 0)

= Z L{ep (v ,yvy)>0} €XP (\/—19Yh(v,7'yv+))doo(v,7'yv+)*25,
yerl,

oll v_, v, varient dans le compact D, 6 € R, et h — +oc.

Du fait du terme angulaire (v4 —v_)/|vy — v_| présent dans Y3, X} n’est
pas une série de Poincaré généralisée au sens des sections précédentes. En consé-
quence de quoi, nous allons procéder un peu différemment pour traiter ¥,
préférant cette fois la méthode des rectangles.

Notons vy := v4 — v_, qui varie dans un compact fixe. Nous avons

k
/h = Z 1{‘”0‘1’2?:1 Ejvj\>26h} . ‘UO + Zejvj
ezt J=1
k k
« exp {\/__1<‘UO + Zj:l EJ'UJ ‘2 _ 1>1/2 « 0 - (’UO + ZJ:l EJU]) }

h %
2e [vo + 2251 55

‘725

On reconnait ici une somme de Riemann, qui ne differe de I'intégrale associée

Ii= vy Ao Aog| 7t /k Lijsj>2eny |s| 7%
-

X exp (\/—_1(0 - 8) X %e*h(l - 4|§|22h>%>ds

que par une quantité dominée par l'intégrale du module du gradient de la
fonction intégrée, soit, la partie concernant le domaine {2e" < |s| < 2e" +e2}
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étant négligeable, par

1= [ ot Ve (TG 1) )

2el |s +O(1)]
x|s+0(1)]*]|as

_ “3ny . -2 ~25-1
—Akl{\s|>zeh+e%h}<o(e )< |s+ 0] + 0(s + OW) 7)) ds

o _3p -26 . (k—25—3)h
— Oe} )/w L nensodny 5+ O ds = 02Dy,

qui sera finalement négligeable.
Un changement de variable donne ensuite
Lp_s—
I]/'L _ (2eh)k—26/ (1_|_ |w|2)2k 4 1|w|2—ke\/—_1(9-w)dw’
RF

de sorte qu’au total nous avons obtenu que

1p_§5—
E/h +N |’U1/\-~-/\U;€|71(2eh)k725/ (1+|w|2)2k ) 1|w|27ke\/71(0~w)dw
oo Rk

= Covol(I", )~ eth=29 k=20 [ V=L O)w) (1 o) #4707 2 o

Rk
= 2y (1x(0))),

ott (f) est la projection de § sur R¥ parallelement & RI—*,

Par conséquent, nous avons pour tout ¢ € O(R¥), par définition de X et
de Yh :

Z 1{2h(v_,ﬂ/v+)>0} exXp (V -10- eith(v*fyv*F))doc(v*vWU+)725
veol'l,
= Zi(0 oo vg, 0710) = 2y (jn(9)]) + o),

et donc, puisque I's, /T’ C O(RF¥), utilisant le corollaire 2 :

Z}f = |Xh|_1 /D2 Coo :F{)O] . (e(k—25)hw(|ﬂ.(9)|) +O(e(k—25)h))

dftoo (v-) dptos (v+)
126~k

= C,; MCOVOI(FM)_l

Ll _§5—
x 2k=28 [ VIO w) (1 1 [p[2) 2F 0 2R day + 0(1)
Rk

= 7 HD(LE) (0= Lk) [ eVTIEOw) (1 4 (uf2) TF O 2R dw + o(1).
Rk

O
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6. Cas des orbifolds hyperboliques complexes

Nous supposons ici que X = H% est ’espace hyperbolique complexe de
dimension d. Nos références sont surtout [1], [11], [13]. Voir aussi [9].
Nous utiliserons les deux modeles les plus classiques, celui de Siegel et le
projectif :
HE = {(w,2) € C1 x C|2Re(z) > |w|*}
= {P(w,wl,wg) € PC? | Q(w, w1, wp) < O},

ot Q(w,wy,wp) := |w|? — wiwy — wewy, pour (w,wy,wy) € C1 x C x C.
Le bord de Hjé est

OHE = {(w,z) € C¥' x C | 2Re(2) = |w|*} U {oo}.
Les coordonnées horosphériques de (w, z) € ]HT‘é\{oo} sont (¢,v,t) € CI1 x
R x Ry définies par

(=w, v=-2Im(z), t=2Re(z)—|wl?
(Donc z = 3(t + |¢]* — iv).)
La norme de Cygan est définie par

(¢, v, )| = VIt +[¢]? — iv].

Le groupe de Heisenberg Hy est C4~1 x R muni de la loi :
(Cv U) : (CI7 vl) = (C + CI7 v+ v’ + QIm(C : ?))

On l'identifie & 9HE\ {00} via (¢, v) = (¢, v,0). Il conserve oo et agit sur HE\{oo}
par translation a gauche sur chaque horocycle basé en oo :

(Cv) - (¢ 0 1) = ((+ v+ 0 +2Im(C- ), B).

Repassant aux coordonnées (w, z) de Siegel, cela donne (¢,v) = (¢, 1(|¢]? —iv))
et
(¢ ) (w,2) = (w+ 2+ wl+ 5 (¢ —iv))).

Le groupe unitaire U(d — 1) conserve oo et agit sur H&\{oo} par rotation de
la coordonnée (. Le produit semi-direct H(d) des deux groupes Hq et U(d — 1)
constitue le groupe des isométries de Hjé qui conservent l’orientation, oo, et
chaque horosphere t = tg. Il contient en particulier le sous-groupe parabolique
I'c = ' qui nous intéresse.

Utilisons une partie du théoréme [1, 3.5] : I'o, contient un sous-groupe normal
d’indice fini, disons I'._, inclus dans H4. De plus 'y, agit librement et de fagon
cocompacte sur une variété affine Hr de OHE\{co} ; nous noterons Covol(I's,)
le volume de T's, \ Hr.

Notons k le rang de I, dans l'espace vectoriel réel C?~! x R = R2471 et
fixons Vi = (C1,v1)y -+, Vi = (G, vi) € T qui engendrent le méme sous-espace
vectoriel que T'_.
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Alors tout V e I s’écrit V = Z?:l r;V; (pour des réels r;), et on a pour
Niy..., Nk €7

k
R S R
j=1
Par conséquent le réseau (ou Z-module libre) I engendré par 2Vi,...,2V

constitue une partie d’indice fini de I',_, et donc de I's.

De plus, si I, < C97! alors Iy est abélien et I’ est aussi un
sous-groupe de I's. Tandis que si I,  n’est pas abélien, pour garantir
que T, est aussi un sous-groupe de ' il faut plutot choisir V3 engendrant
I''o N ({0} x R) et le compléter par 2V5,..., 2V ; en effet, [V;,V;] € VIZ et
(2V;) - (2V;) — 2[Vi, V;] € €471, ce qui fait que le Z-module libre ', engendré
par Vi,2V5, ..., 2V} est bien un sous-groupe d’indice fini de I'.

6.1. Croissance du sous-groupe I' : ’hypothése (*). — Fixons deux
points x = P(w, z,1) et 2’ = P(w’, 2’,1) du méme horocycle horizontal ¢t = 1.
Dans les coordonnées projectives, I’élément (¢, v) € Hy agit sur 2’ par

(Cv)- 2" =P((+uw, 2" +w'(+ %(|C|2 —iv), 1).
Par conséquent nous avons (pour z,z’ variant dans un compact de I’horo-
cycle {t =1}) :

2 _ B
(e (¢.)-a")] = K22 ez (e

- |EE o +| L + o)

- | .

= 2(1¢.ol* +O0¢* +1¢]- 0D)
1

= 100 + 0 I7) = 7(IG )+ 0)

Corlette et Iozzi ont déja noté (voir [4, preuve du lemme 3.5, formule (3.5)])
que 4 ch?[d(z, (¢, v)z)] ~ ||(¢,v)||*; nous avons toutefois besoin du calcul 1ége-
rement plus précis ci-dessus, avec la possibilité que x soit différent de z’ et le
controle de ’équivalent. Donc

{y el |d(z,va") <o} = {(¢v) €T ;5 [[(¢v)]l < v/2cho—-0O(1)}

a méme cardinal que

4

{(nlr"ank) EZk ;

’Zk:anVjH </2cho— (9(1)}.
j=1
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Fixons un isomorphisme A de I’espace vectoriel réel U engendré par (V1,..., Vi)
tel que (AVh,. .., AVy) soit orthonormé, et notons
2¢h o =32 - O(1),

Vol pour désigner le volume euclidien, Sur la surface euclidienne, et
& ={VeUu;||V| <o}

Nous avons

k
Card{y € I | d(z,v2") < o} = Card {n VAR ZanVj € 89/}
k =1
= Card {n €Z*; Y njAV; € %Agg,} = Vol(3A&,) + O(Sur(2 AE,))
j=1
= det(3A4) Vol(£y) + O(Sur(&,))
=27FVi A A V[T VOl(Ey) + O(Sur(Ey)).

Or, si I, n’est pas inclus dans C?~! et si k # 1, notant B*~! la boule unité
de RF—1 .

Vol(€,) = / Vol(B*1)((o* = v*) 1) v
1
_ 2V01 Bk 1 k?+l/ (k- l)d v,
0

/01(1 _ )R-l gy — %/0 ARV ) du = LB(L(k +3), 1).
Et si I est inclus dans C4~1 :
Vol(&,) = Vol(B*) ok
Donc si I, n’est pas inclus dans C4! et si k # 1 :

Card{y €T, | d(z,72') < o}
=27MVi A AV TEVOI(BR Y B(L (K + 3), 2) oM+ O(0F)

k—1 1 1 1
_ Vol(B Coljif(?zrg)’ 2) p (%(k—i— 1)g> + O(ezk?),

De la on déduit comme dans le cas réel que, k étant le rang de I, _, on a :

Vol(B*"1B(:(k +3), 3)

%(k+1 0
Covol(T'y) * O( il

Card{y € T, | d(z,7y2") < 0} =
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toujours si I n’est pas inclus dans C4~! et si k # 1. Tandis que si I est
inclus dans C4~1 :

Vol(B*)
Covol(T's)
Enfin si IV, ¢ C4~'UR et k = 1, on voit directement que

Card{y € I'ws | d(z,72") < 0} = e7he 4 O(ez(k-Dey,

(hm{nezmumgwn<g}=éT+oaL

d’'oll §c = 1 et C(z,y) = Covol(m(I's))~t, 7 étant la projection de C4~1 x R
sur C4=1; et si I/, C R on obtient do, = 1 et C(z,y) = Covol(I's) 1.

C’est dire en particulier que I'hypothése (*) est bien vérifiée; nous venons
pour résumer d’établir (k désignant le rang de I'; et 7 la projection de C¥IxR
sur C471) .

PROPOSITION 7. — Nous avons localement uniformément par rapport a x,y €
HO J
Card{y € T¢ | d(z,vy) < 0} = Cpede? 4 0(6(55_%)9)

lorsque p — +00 avec

1) si T ¢Clletk#1:6e=2540k+1)et

Cp = Vol(B¥ ")B(4(k +3), %)/ Covol(T¢) ;

2)siTy C CI=1 : 6 =Lk et Cp = Vol(B*)/ Covol(T) ;

3) si Flg CR:0c=1 ¢t Cp= COVOI(Fg)il 5

4) silh ¢ C'UR et k=1:0: =14 et Cp = Covol(m(I¢)) ™ .

6.2. Calcul de la fonction £5,. — Soient (,v) € Ha\{0} et

I ¢ 0
M = 0 (¢ —iv) 0
20C([¢P? +iv) ™! 1 2(|¢1? +av) 7!

C’est une matrice de format (d + 1) x (d + 1) qui préserve la forme qua-
dratique @ ; elle représente donc une isométrie (conservant l’orientation)
de HZ. De plus elle envoie 0 = P(0,0,1) sur lui-méme et co = P(0,1,0)

sur (C,v) = (¢, 3[¢)* —iv) = P(¢, 3[¢[> —iv, 1), et donc la géodésique 0co
—_—

sur la géodésique 0(¢,v). Comme (s — (0,2e2%) = P(0,2e2%,1)) parametre
. — . 7 Yo — 7 7
la géodésique 0co, on voit que la géodésique 0(¢,v) est paramétrée par

s P(2e*¢, ([¢7 —dv)e?, 2(|¢|* +1iv) 7! + 2%°).
Elle intersecte I’horocycle horizontal de hauteur ¢ pour les valeurs du para-
metre s résolvant :

2Re (([C]> —iv)e**[2(|¢)* —iv) ' +2e*]) —[2e**¢|* = t- [2(|¢]* +iv) " +2e** 2
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— || 0] te = (IIC0)1* = 21¢1%t) e + ¢ = 0.

Notons par commodité N := [|({,v)]]. L’équation ci-dessus a des solutions si
et seulement si

0 < N® — ANt — 40°t? = (N* = 2(N? + [¢[*)t) (N* 4+ 2(N? = [¢[*)D)),

c’est-a-dire
NY e

> 2t
N2+ [P ICA+ o2 +[¢)2

Et dans ce cas, nous avons la valeur explicite de la longeur de la géodésique
h .

— . 7 .
0(¢,v) située au-dessus de I’horocycle horizontal de hauteur ¢ = e?
N* —2|¢|*t + /N8 — AN4|([?t — 4v2¢2
2N2t '
Pour évaluer les séries de Poincaré généralisées et en particulier la masse
asymptotique de la pointe, nous avons besoin de la quantité £, ((¢—,v—), (¢, v) -

(C4), relative & une géodésique (¢, v_)(C,0) - (Coy01), pour (C_,v_) et
(¢4+,v4) variant dans un compact de Hq et (¢,v) variant dans un sous-groupe
parabolique. Or

gh((c—ﬂj—)’ (<7U) : (C-‘-’U-i-)) = gh(07 (C’U) : (<+’U+) : (C—’U—)_l)
= £1,(0, (¢, ) - (o, v0)),

avec (Co,v0) == (4, vy) - ((_,v_)~! variant dans un compact de Hg.

Eh(07 (C,v)) = log

Il suffit donc de remplacer dans l'expression explicite ci-dessus ((,v) par
(¢ + o, v+ v+ 2Im(C - ¢p)). Remarquons d’abord que nous avons

¢+ oot vo -+ 2@ = € 0]| + OW)

lorsque (¢,v) — oo, id est lorsque N — oo.

Nous avons de méme |[¢+(o| = [¢|+O(1) et [v+vo+2Im(¢-(o)| = |v|+O(N).
En particulier la condition d’intersection avec I’horocycle horizontal Hj, peut
s’écrire :

po?h < (N +0(1))* o
T (IN+OM)+ (K +01)2 N2+
ou bien encore a fortiori
(¢ ) € & = {(C,v) € Ha | 22" (1 + O(e™)) < N*/(N? + ()}
De plus, notant O pour O(1), nous avons lorsque cette condition est réalisée :

exp [0, (¢, v) - (Co,v0))]

e—2h

(1+O(1/N)),

<N2 _ 2|<|2N_262h + \/N4 _ 4|<|2€2h — 42 N—4eth 1 O(Ne2h)>
x (14 O(1/N)),

BULLETIN DE LA SOCIETE MATHEMATIQUE DE FRANCE



374 ENRIQUEZ (N.) & FRANCHI (J.)

utilisant qu’on a sur {2e2" < N*/(N2 + [¢|*)(1 + O(1/N))} : eh = O(N) et
N3
Nt —2[([2e2h

‘ < N*1<1 - L(1 + O(l/N))) "Nt o).

N2 +[([?

Pour controler le gradient de ¢9 (qui comporte une racine carrée pouvant
s’annuler), nous avons besoin de nous restreindre aux géodésiques dépassant le
niveau e” ; il suffira de dépasser par exemple e” + 1. Considérons donc

&= 1{(Gv) € Ha | 2e*"(L+e7") < N*/(N? + [()},
puis & := E\E,. Sur &}, nous avons d’une part
N422(N2+|<|2)92h:>N424|<|2€2h:>N2—2|<|2N_292hZ %]\727
et d’autre part
N4 _ 4|C|262h _ 4v2N—4e4h Z 2]\]26]17

d’ou

\/N4_4|<|2ezh_4va—4e4h+o(Ne2h) _ \/N4_4|<|2€2h_4U2N—4e4h
N2 — 2|¢|2N —2¢2h
2h
|O(Ne )| _O(eféh)

2h /NT—4[C[Ze2h

Par conséquent, nous avons sur &, :
é?L(Cav): eh(oa (C)U) : (CO,UO))
= log (Nze*% —2I¢PN"2 + e’zh\/N‘* — 4[¢|2e2h — 492 N—4edh

—log2+ O(e~2M).
Enfin nous avons les majorations immédiates :
0 <9 <2log(Ne ")+ O(e™") sur &,
et N = O(eh) sur &, qui entrainent que 9 est bornée sur &;'.

6.3. Asymptotique des séries de Poincaré généralisées. — Voici le
résultat qui précise la proposition 1 dans le cas hyperbolique complexe :

PRrROPOSITION 8. — Considérons pour tout h > 0 la série de Poincaré généra-
lisée
—25
Bp = /D2 D (1ot X D)o ln (Vo V) X (de (Vo 4/ Vi) ™ dpe (Vo) dpe (Vy ),
yele

ol ¢ est une fonction de classe C* de R, dans R telle que
/ ¢ (t)e~ %)L < oo,
0
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avec ¢} (t) :=sup |¢'|([(t — )T, ¢ + 1]). Alors nous avons lorsque h — oo :
Yy = )\?p Kp COVOI(Fg)_l exp ( — 2((5 — 5€)h) (1 + O(e_%h)),

ou l'on a (k étant toujours le rang de T') :

1) siT, ¢ C etk #1: 8 = b(k+1) et Kp =250+ Vol(SH)/ J¢,
0
ot

%(kfl)fé(ch u)‘sfk“du :

J(7):= (shT) /000(1 + (ch7)chu)

2) si Ty C C¥1 20 = $k et

Kp = 2k19 Vol(S’“*l)/ (ch 36)" 1% (sh 1) p(t) it ;
0

3) siTLCR :6e =1 et Kp = 4/0 (ch 7)=3 (sh F)p(r)dr ;
4) siFggZCd_lU]R etk=1:6:=1cet

_ 219 Covol(T'¢) [ o
Kp = W/O (ch3t) = (sh3t)o(t)dt,

7 étant la projection de C4! x R sur C41,
REMARQUE. — Le cas 2) est analogue au cas hyperbolique réel.

Démonstration. — 1l suffit bien str de considérer le cas ou & = co. Nous devons
étudier la somme :

b= D (Mool X @) 0 L (0,7 (Go,v0)) (doo (0,7 - (Go, v0)))

Y€l

—26

Utilisant [13, prop. 3.8], nous avons, notant toujours N := ||({,v)]| :

doo ((¢=,v-), (¢, v) * (C45v4)) = doo(0, (¢, v) - (o5 v0))
= ||(¢ + Co,v +vo + 2Im(C - Go))||/V2

N
= llGwll/V2+0@) = =1+ 0a/N).

Observons que tout élément de U(d—1) conserve d’une part la norme de Cy-
gan et donc la distance de Hamenstiadt do, et d’autre part la fonction £5(0, -).
Nous avons donc

2;1 = [FOmF{)o] Z (1}0,+oo[ X ¢) oéh(oaq/' (COaUO)) (dOO(O77 (<07U0)))_25

yel'l,
= [FOO7 Fgc] Z (1}0,+oo[ X ¢) olp (07 (C’ U) ’ (CO’ UO))
e x(N/V2)7% (14 O(1/N)).
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Notons comme plus haut (dans la section 6.2),

62(47/‘)) = gh(ov (C,U) : (40700))7
= {(C.v) € Ha | 2e*" (1 + O(e™")) < N*/(N? + [¢[)}
& = {(Gv) € Ha | 26" (14 e7") < NY/(V2+ ()},
puis &/ := EpNE}.
Par définition de T, tout élément de I, est & distance bornée d’un élé-

ment de I', et donc pour tout (¢,v) € I', il existe (¢',v") € T tel que

[o oB)

(¢, v)(Co,v0) = (¢, v") (), vh), (¢h,v0) variant dans un compact de Hg (de méme
que (o, vp)). De sorte que nous avouns :

h= Lo TL]22 (L4 0(e™) Y ¢of(Gu)N™?

(Cv)el NEn
k k _25
= [Poe T]2° (14 O(™M) 3 (1, (60 ) (D0 20,95 )| 30 20,4
nezk Jj=1 J=1
par définition de T"7,.

Réglons d’abord le cas de la contribution relative & &;/. Nous avons observé
a la fin de la section précédente que £9 est bornée sur cette partie, et donc nous
avons :

k: —
Z (15}/1/ >< oéo (ZQTLJ )HZzTLJ‘/JH ’
Jj=1

nezk
k —25
= O( D s aviespy HZ%J‘VJ‘H )
k j=1

nez

k
< Card {n € ;)" 20,V € &} x O~ )
j=1

= O(efhm2h) — (e 2(6=b)h)

h

ol nous avons utilisé que e = O(N) sur &, et la proposition 7 (voir la section

6.1).

Revenons & la contribution déterminante, relative a &£} . Nous avons

( S (1 x F) (Zzn] )—/Rku% XF)(iQSj‘G)dS’

nezk
k
/lgz(ZQnJ )sup|VF|HZ2 n; + s;)V; |O<51,...,3k<1}],
j=1
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olt F(C,v) := ¢ o9 (¢,v) x (I¢|* +v?)~2%. Or VN = O(1), et donc
V() = O(e "),
ol nous avons utilisé Pobservation (déja faite & la section 6.2) que sur &;, on a
e <N, N2 —2|¢|2PN~2e?" > N2/2 et N* — 4|(|?e? — 402 N—4e* > 2N2eh.
Par conséquent nous avons

IVF| = (|¢'| +|¢]) o £ x N7 x O(e™ ") sur &.

Par ailleurs, si k # 1 et I, ¢ C%! (ce qui équivaut a I ¢ C?1), nous
avons :

k
/ (1, x F) (028375 ) ds = Covol(T%) ! / (Le; x F)(z, v)dzdv,
RF e R

k—1xR

Apres remplacement de ¢ sur & par son expression trouvée a la fin de la
section 6.2, suivi de quelques changements de variables élémentaires, nous ob-
tenons

/ (lg; x F)(x,v)dzdv
RE-1xR

:2%(’”1)*5Vol(Skﬂ)e(kH*%)h(l—|—O(e7%h))/ J(1)¢(7)dr,
0
avec

J(7) := (sh7) /0OO (1+ (chT) chu)%(k_l)_‘s(chu)‘s_k“du,

On constate que J(r) = O(e(z*+D=97) " ce qui au vu de Ihypothose
d’intégrabilité faite sur ¢ justifie le remplacement de ¢(r + O(e~2")) par
¢(7) + O(e~z") dans les manipulations évoquées ci-dessus.

Cela justifie aussi, avec ’estimation de |V F| obtenue plus haut, qu’on puisse
remplacer ci-dessus F' par le maximum local de |V F|, pour obtenir

[ > ey < F) (Z%] )—/‘(1% xF)(i%jvj)ds‘
RE =

nezk
_ O(e(k+1726)h) « 0(67%/%),
et donc
k
> g x B) (D 20515)
nezk Jj=1

1 VO] Sk 2
=220 5Covol I / Jo x elbH1=200 (1 +0(e” ))’
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d’ou au total

¥, =22 <k+1>7g§iol / J¢ x e®FH1=20h (1 4 (e 3h)) ;

et puisque cette estimation est uniforme en V_,V, € D :

Vol Sk 2 i 1
Yy = A5 22 UfH)iCOVE)l(F )) /0 Jp x e(k+1_25)h(1 + O(e_ﬁh)),

ce qui est le résultat de ’énoncé dans le cas k # 1 et I, ¢ C47L.

Envisageons ensuite le cas I, C C?~! (i.e. T C C4~1); nous avons alors :

k
/Rkugﬁ < 1) 2,7, )ds = Covol(Fgo)’l/ (Le; x F)(x,0)dz
j=1

Rk
et

/ (lg; x F)(x,0)dz
Rk

=V01(Sk_1)ekh/ (lg x F)(e"r,0)rk=1dr
0

= VO](Sk_l)e(k_zé)h/ 1{4(1+e*h)§r2}7‘k_1_25
0
x ¢(log[r? — 2+ /12 —4] —log2 + O(e™ ")) dr
= VOl(gkfl)/ (2eh 56)" 7 (sh3t)p(t)dt x 72 (14 O(e7E")).

0

De la méme facon que pour le premier cas, ceci prouve ’énoncé dans le cas
! d—1
r, cce

Envisageons ensuite le cas ou I',, C R (i.e. I, CR) :
/ (Le; x F)(2sV2)ds = Covol(T”) ! / (1e; % F)(0,v)dv,
o R R
/Rag;l « F)(0,v)dv = o2 /R(Lq;l % F)(0, %) dv
_ 9210 /O Lo mzoyv 6 (log [L(v + Vo~ D] + O(e ")) dv
x (14 O(e_h))
= 1. 9270 /Ooo(chT)ﬁ(shTm(T)dT x (1+0(e72")).

Ceci prouve, de méme que pour les cas précédents, ’énoncé dans le cas T, C R.
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Envisageons enfin le cas ot k = 1 et T ¢ C?~!UR : nous pouvons considérer
que Vi = |¢[(1,tg6), avec 0 < 6 < 3, et nous avons :

/(152 x F)(2sV1)ds = (2|C|)7leh/(1g;l x F)(e"z, e"ztg§)da
R R

_ 26(1—25)h(1_|_o(e—h)) /oc ) B x_%
Covol(m(T'.)) (2(0+e )<}

ng)(log [acz — 24 /2t —24362 - O(e_Qh)} I O(e_%h)> da

26(1—25)h

S [T ey en o x (140 ),

~ Covol(n (T,
ce qui prouve, de méme que pour les cas précédents, I’énoncé dans le dernier cas.
O
6.4. Masse asymptotique et temps de retour. — De méme qu’aux sec-

tions 4 et 6, les masses asymptotiques de la pointe et de la mesure de Palm se
déduisent de la proposition 8 en choisissant respectivement ¢ = Id et ¢ = 1.

COROLLAIRE 5. — Nous avons lorsque h — oo :
m(T'Py) = Kjp A3 Covol(Tg) 120~k (1 4 O(e™2h)),
IxXh] = K A% (8 — 6¢) ! Covol(Tg) ~1e2Ce=dn (1 4 O(e™21)),
ol
1) sily ¢ Cl etk #1 :

1

Ky = 225 yoi(sh2) / (1= 2)5E=(1 4 2) s
0

K = 2" Vol(s*2)(s —55)*1/ / (1+ (chr) chu)**7 (chu)~*drdu;

0 0

2) siT, CCH1 s

I'(6— 3k)?
Kp =27~ Vol($" )5 Sl L Kz =217 Vol(S*71);

(20— k+1)
3) siT CR : Kpp = 2°7'T(5(6 — 1))?/T(0) et K7, = 4;
4) siF’ggZ(Cd_lU]R etk=1:

, _ 2°Covol(I'e) (6~ 3)* , 2179 Covol(T¢)
P Covol(n(Te))  I'(20) 7 Covol(n(T¢))

De méme qu’a la section 5, nous en déduisons la version précisée de la pro-
position 4 :
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COROLLAIRE 6. — Nous avons m-presque surement :
oSt S (9 — ) 5-5c)h ~ih
]\}gnoo I :]\}gnoo N = |m)| e Covol(T'¢)e2(0—%) (1+0(e2")).

Appliquant la proposition 8 avec ¢(u) = eV 19" comme en section 5, nous
obtenons la version précisée de la proposition 5 (avec les notations des propo-
sitions 7 et 8) :

COROLLAIRE 7. — Sous la probabilité m/|m|, la loi de la durée (Sij - Sij_l)
d’une excursion du flot géodésique dans Py converge lorsque h — 0o wvers la loi
de densité proportionnelle & : J dans le cas (1), t — (ch 2t)F=20"1sh 1¢ dans
les cas (2) et (4), t — (cht)™°sht dans le cas (3).

6.5. Enroulements asymptotiques. — Nous avons vu dans la section 6.2
—

que la géodésique 0(C,v) intersecte I'horocycle horizontal {t = e?"} lorsque
N4/(N? +|¢|?) > 2e?" en les deux points de coordonnées horocycliques
<y vy, e2M) et ( ,‘f, v,iﬂ e2"), déterminés en coordonnées projectives par

P(2e25(, (¢ —iv)e®®,2(|¢1 +iv) ! + 2e2F),

ou

2t N4 _ 2|C|262h + \/NS _ 4N4|C|262h _ 4v264h
e = ONia2h :
R
L’enroulement effectué dans P, par la géodésique 0(¢,v) est déterminé par
I’élément
(Chyon) == (GF o) - (s vn) ™ = (G = Gvvil — oy —2Im(Gf - ;) € Ha,

étant donné que dans le modele fixé ci-dessus pour H% les isométries operent a
gauche. Le calcul donne :

625+ e2s— ) .
“= (1 T (CE +av)erT 1+ (C]2 +iv)e2s>(|<| + )¢

= N2 /N1 4]¢[2e2h — 42N —teth x

et
_ (I¢]* — iv)e** (I¢]* — iv)e*~
Vp = _2Im <2(|<|2+qu)_1+2e25+) +2Im(2(|<|2+zv)_1+2€25—)

91 4|<|2€25+625_
o ((2(|C|2 +iv) 71+ 2e2H)(2(IC2 +dv) Tt + 2623))

= N—2\/N4 — 4|¢[2e?h — 402N 2ot x (14 2|¢[2N"*e2)v.
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A vyeT'et V_, Vi € Hy, associons lorsqu’elles existent les deux intersections
V.7, V;b de la géodésique V_~yV, avec I'horocycle horizontal {t = "}, puis

(Chyon) = (Chyon) (Vo 7 V) i= ViF - (V7)™ € Ha
Cest (Cn,vn)(V_,vV4) qui détermine l'enroulement (non normalisé) effectué
e
lors d’une excursion dans Py, par la projection sur M de la géodésique V_~ V...

Les distances horocycliques7 dans {t = e?"}, de (0,0, e?") & (¢4,0, e?") et de
(0,0,e2") & (0, vy, €*") étant respectivement e ~"|¢;| et $e72"|vy|, il convient
de normaliser ((j,v) en (e 7"(p, 36 2Mvy,).

La loi de I’enroulement d’une excursion géodésique dans Py, est ainsi donnée,
de méme qu’au début de la preuve du théoreme 1, par (9,lj/|)<h|7 ol F' est une
fonction-test et

' / > la (V) h vy
vel
dpe (V2 )dpe (V-
xF[(g—’;,%)(V_,wn]dg(v_,wn*” el IO,

V_,Vy variant dans le compact fixe D de Hg, notons (¢, v))(y) =
(Cn,vn) (V- ,~V,), de sorte que nous avons :

of = = Ixrhll/ & XF: el [(CZ’;%h) (V=12 (de(0 )
(1+O( ")

5 [Poo : TEJAD RN
—9 Z(1ghxF[ h,22h]N )

Xh| nezk k
X (Z 2njVj> (1+0(e™™).
j=1
Notons par commodité

Ry = Ry(¢,0) = /N4 — 4([2e2h — 42N —teth,

De méme qu’aux sections 6.2 et 6.3, la perturbation de (¢, v) (par Vi, V_ variant
dans le compact fixe D de Hg4) conduit pour les quantités (P, vY, RY perturbées
de p,vp, Ry, aux expressions suivantes sur &; (voir la section 6.2) :

RY = Ry + 0(e3"),¢) = N72(1+ O(1/N)) [Ry, + O(e2M)] (¢ + O(1)),
o) = N72(1+ O(1/N)) [Ry + O(eM)] (1 + 2¢PN e (1 + O(1/[¢])))
x(v+ O(N)).

La contribution relative & &' se contréle de la méme fagon que pour la
proposition 8. Nous pouvons donc nous restreindre de &, a &}, et donc utiliser
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les expressions ci-dessus pour C,?, v,g. Toujours comme pour la proposition 8, et
comme pour le théoreme 1, la méthode des rectangles permet de substituer une
intégrale a la série intervenant dans ©F".

Plagons-nous d’abord dans le cas (1) ot I, ¢ C4~1 et k # 1. Alors

Covol(TZ) > (15;1 X F{g_’z’ 27;'2’1}]\7—25) <i2nj‘/j>
=1

nezk
0 0
~ les XF[C—h Un }N‘Q‘S
RE—1xR h eh’ 2e2h

_ 4 2\~
- /Rk_lx]R1{2e2h<1+efh>s\w\4+v2/\/|x|4+v2+\w\2} % (Jaf” + %)
1 4 211 2lz12e2h (1 -1
“F <x+0( ), v+ O([lz| +v]4)[1Jr |z[*e*" (1 + O(|=| ))}
eh 2e2h |]* + v2
Ry, + O(ezh)

qui, apres application du théoreme de convergence dominée et quelques chan-
gements de variables, est équivalent a :

16

) dzdv

1
[ . - F(( z v<lxl2+2>><|x|4—4|x|2—4v2>5)
protp PPV AN T2 21+ 0%) BE

|29 (1 + v2)%(57k71)dxdv o @k H1-20)h

2sh
= e(k+1*25)h/ F((30V1+ chuchr,th7(24 chuchT)) i)
Sk—2xR4 xR

1+chuchr

x 2:(F=D=(1 4 chuchT) %(k_l)_é(ch )0+ shudodudr.

Notons
2sh 2+ chuch
R(u, 1) := M7 V(u,7) :=2shutht x strcuaht,
vV1+chuchr 1+ chuchr

Rassemblant ce qui précede et le corollaire 5, nous obtenons :

. @g l(k—3)25_k_1

lim —2% =22 — F(oR(u,7),V(u,7))¢(u,7)dodudr,
h—o0 |Xn| K% Sk—2 xR, xR
olt p(u,7) := (1 + chuch7)z*D=9(ch7)9~*+1ghy, ce qui détermine la loi

limite sous m de ’enroulement d’une excursion géodésique dans Py, dans le
cas (1).
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Passons au cas (2), lorsque I,y ¢ C4~1 :

Covol(T) 3 (16,  F[ S U v (S0 2m,15)
00 h eh 92e2h . 779
nezk j=1
Gho v -25
N/Rk 15}/1 XF{e—hazth}N
=/ Lpezn (14e-n)<|afz/2y X 2|72
Rk
_ _ 1 1+ 0z
><F<<e "@+O(1), e O (|a]) |5 - ( W(" ))D
VAP + Oeih)
|22

1
~ ek=20)h / F(oR,0)(R? +4)2"°"'RdRdo.
Sk_IXR+

Avec de nouveau ’aide du corollaire 5, nous obtenons donc :

£ 26—k 1
lim Oh _ 225”“7]6 - / F(or,0)(r? +4)2% 9" 1rdrdo,
h—o0 [Xh| Vol(SF~1) Jsk-1xm.

ce qui explicite la loi limite sous m de ’enroulement d’une excursion géodésique
dans Pp, dans le cas (2).

Passons au cas (3), lorsque I',, C R :

0 0
Covol(T’,) S (1% X F[g—’; 22’;,1} X N’25>(2nV1)
Clg U2 —26
N/Rlsa xF[e—h,ze%}N

:/Rl{ze2h<1+eh>5v|}F<(0(e")762h(%v+0(\/|v|)))
V2 — 4eth —l—O(e%h)) _s
X lv|~°dw

]

~ ez(lfﬁ)h/ 1{2§|U‘}F(O, %v\/ 1-— 4@‘2)|v|75dv
R

62(1—5)]1 1
= S [ FO00+ ) 5 e,
R

d’ou via le corollaire 5 :
eoFf -1 2 “Lsy
_ = — 2
Jim o 5 /RF(O,’U)(U +1) |v|dw,
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ce qui explicite la loi limite sous m de ’enroulement d’une excursion géodésique
dans Pp, dans le cas (3).

Passons au cas (4), lorsque T, ¢ C"PUR et k=1:V; = [(|(1,tg0) et
0
v
> (1 xF[C’Z,Q b | N2 2nwa)

ne”Z

~ (2|<|)_1/ (15;1 X F[g’z 262h}N_25>(5,5tg9)d5

1

oL

(2|<|) / {2e2h (146~ h)<s2+1tg20/+/1+s 2tg20+1} (5 +$ tg 9) 20
< F <5—|— o ) stgh + O([s* + 52 tg20]7) [1 B 2s%e2h(1 —|—O(3_1))D

el 2¢2h st + s2tg?0
sh

X 7Rh+0(e ))ds

s4 + s2tg20

_ 1
~ (2|<|) 162(1_5)h/ F(z,0)(z? —|—4)_5_2 || de,
R
d’ou via le corollaire 5 :
@F

lim =22072(25 — /F 2,0)(z? +4)7° 2|x|dx

h—o0 |Xh|
ce qui explicite la loi limite sous m de ’enroulement d’une excursion géodésique

dans Py, dans le cas (4). Remarquons que ce dernier cas se rattache au cas (2),
qui lui-méme rejoint le cas hyperbolique réel.

Nous venons d’établir le résultat suivant.

THEOREME 2. — Sous la probabilité invariante m/|m/|, la loi de ’enroulement
(Cn/em, v /2e2R) de la premiére excursion compléte accomplie par le flot géo-
désique dans Pp, converge lorsque h — +o0o vers la loi

1) sily ¢ Clletk+#1 :de(oR,V) sur RF"1 x R, ot o est uniforme sur
Sk=2 et mdependante de (R,V), et ou

V2shU 24chUchT
= VEMY . 9shUthT x 2t
Vit hUhT ° 1+chUchT

(U, T) ayant sur Ry x R la densité
1
(u,7) — ¢(1+ chuch7)2* D7 (chr)? = 1 ghu;
2) etd) sil'; C CI=1 ou si It R etk=1":quia pour densité sur R*

220=F(25 — k) 9 Th—s-1 2k
SR ST T (Jx* +4)2 ||

la deuziéeme composante convergeant vers 0 ;
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3) siI'y CR : de densité

1 1
v— 5(5 —1) x (0¥ +1)72C0 Dy

sur R, la premiére composante convergeant vers 0.
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