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SURFACES KAHLERIENNES DE VOLUME FINI ET
EQUATIONS DE SEIBERG-WITTEN

PAR YANN ROLLIN

A Hélene
RESUME. —  Soit M = P (&) une surface complexe réglée. Nous introduisons des mé-
triques de volume fini sur M dons les singularités sont paramétrisées par une structure
parabolique sur le fibré £. Nous généralisons alors un résultat de Burns-de Bartolomeis
et Le Brun, en montrant que l’existence de métriques kihlériennes singuliéres, de vo-
lume fini, & courbure scalaire constante négative ou nulle sur M est équivalente a
une condition de polystabilité parabolique sur £; de plus ces métriques proviennent
toutes de quotients de volume fini de H2 x CP!. En outre nous produisons une solution
des équations de Seiberg-Witten pour une métrique singuliere de volume fini afin de
démontrer ce théoréme.

ABSTRACT (Kdhler surfaces of finite volume and Seiberg- Witten equations)

Let M = P(€) be a complex ruled surface. We introduce metrics of finite volume
on M whose singularities are parametrized by a parabolic structure over £. Then, we
generalise results of Burns-de Bartolomeis and Le Brun, by showing that the existence
of a singular Kahler metric of finite volume and constant non positive scalar curvature
on M is equivalent to the parabolic polystability of £; moreover these metrics all
come from finite volume quotients of H2 x CP!. Therefore, we produce a solution of
Seiberg-Witten equations for a singular metric g of finite volume in order to prove
the theorem.
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1. Introduction

L’existence de métriques de Kéhler a courbure scalaire constante sur les
surfaces complexes est un probleme ouvert dans lequel de récentes avancées
mettent en évidence I'importance de la notion de stabilité (voir [6], [4] et [5]).

Dans le cas d’une surface géométriquement réglée de la forme M = P(&),
ou & est un fibré holomorphe au-dessus d’une surface de Riemann hyperbolique
compacte %, Burns et de Bartolomeis ont démontré que les seules métriques
kéhlériennes a courbure scalaire s = 0 sont des produits locaux ; par le théoreme
de Narashiman-Seshadri, cette condition est équivalente a la polystabilité de £.
Puis ce résultat a été généralisé par Le Brun au cas s < 0 en utilisant la théorie
de Seiberg-Witten.

Mehta et Seshadri étendent les résultats de [14] en volume fini grace a la
théorie des fibrés paraboliques et une condition de polystabilité parabolique (pour
une démonstration « & la Donaldson » [8] de leur résultat, cf. [2]). D’apres [12],
ces fibrés correspondent, en rang 2, aux cas ou la surface réglée M est un
quotient de volume fini ¥ x, CP!, provenant d’une représentation p:m(X) —
PU(2), ot ¥ = X\ {P;} est une surface de Riemann de type hyperbolique
obtenue en enlevant un nombre fini de points appelés points paraboliques a une
surface de Riemann compacte. En munissant le premier facteur de la métrique
hyperbolique a courbure —1 et le second de la métrique de Fubini-Study a
courbure ¢ > 0, on en déduit une métrique kahlérienne g a courbure scalaire s =
2(c — 1) sur M. Dans des coordonnées locales adaptées (t,0,u) € R x S* x CP*
sur les bouts de M, oll u est une coordonnée affine sur CP!, la métrique g est
donnée par

4
(1) G=dt* + e ?'do* + /e 5 |du — iqudd)?,

1+ |ul?
ou a € [0,1] est le poids de cette Siilgulflriké) appelée bout parabolique. Nous
allons étendre les résultats de [6] et [4] & ce cadre de volume fini en supposant
que les métriques considérées sont asymptotiques au sens C? au modele local
défini par (1).

THEOREME A. — Soit & — X un fibré parabolique holomorphe tel que ¥ =
S\ {P;} soit hyperbolique. Soit M = P(£) la surface complexe réglée asso-
ciée restreinte au-dessus de ¥. Alors M admet une métrique kdihlérienne g%
a courbure scalaire constante s < 0 asymptotique au modéle local si et seule-
ment si le fibré £ est paraboliquement polystable. Dans ce cas, la métrique g%
se déduit a un biholomorphisme et une constante prés du modéle (X X, (C]P’l,g)
ot p : m(8) — PU(2) est une représentation associée au fibré parabolique
polystable E.

REMARQUE. — Si ¢¥ admet au moins une singularité, son comportement
asymptotique impose que la constante du théoreme soit égale a 1.
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SURFACES KAHLERIENNES DE VOLUME FINI 411

On rencontre la difficulté majeure de la démonstration dans le cas s < 0,
ol pour procéder suivant la méthode de Le Brun on doit extraire une solution
(A, ), suffisamment réguliere, des équations de Seiberg-Witten

Day =0, Fi=q¥)

pour une métrique g asymptotique au modele local et la structure spin® ca-
nonique de M. En I’absence de singularités, Le Brun utilise la théorie des in-
variants de Seiberg-Witten sur les variétés compactes, ce qui n’est pas le cas
de M. Pour traiter ce probleme, on montre dans la section 2 que lorsque les
poids des singularités sont rationnels, M admet une compactification orbifold
M = MUD, ot D est une réunion de diviseurs de la forme CP! /Zq, sur laquelle
on peut approximer g par une suite de métriques lisses g;. On définit alors les
équations de Seiberg-Witten perturbées sur M pour chaque métrique g; par

Dap =0, (Fa+ 2imw;)"™ = q(1h),

ou les perturbation w; se concentrent vers le courant d’intégration sur D. En
calculant I'invariant des équations de Seiberg-Witten qui dépend d’une certaine
condition de chambre pour la métrique g;, nous obtiendrons une suite de solu-
tions (A;,¥;) que nous ferons converger vers une solution (A4, ¢) des équations
non perturbée pour la métrique limite g grace au théoreme suivant :

THEOREME B. — Soit g une métrique sur M asymptotique au modéle local §
avec des poids a(P;) rationnels et soit g; la suite d’approzimation de g sur M.
Soit (Aj, ;) une suite de solutions des équations de Seiberg- Witten perturbées
associées a la structure spin® canonique induite par la structure compleze et aux
métriques g; sur M. Alors quitte a faire des changements de jauge et ¢ extraire
une sous-suite, (Aj7 wj) converge au sens C'°° sur tout compact de M vers une
solution des équations non perturbées (A,1)) pour la métrique g vérifiant

e A=A+a avec a € L3(g),
o ¢ € L3(g) relativement a V 4,

ot A est une connezion induite par le modéle local kihlérien g sur le fibré
déterminant L = KI\_/I1 de la structure spin® canonique.

REMARQUES. — On pourra se référer & [3] pour une autre application des
équations de Seiberg-Witten a des métriques d’Einstein de volume fini.

« Il serait naturel que l'existence de la solution (A, 1) obtenue par ce théo-
réme soit assurée par une théorie de Seiberg-Witten développée directement
pour les métriques asymptotiques au modele local. Notons que la construction
de l'espace des modules correspondant et la question de sa compacité posent
des problémes techniques importants que notre méthode ne résout pas (cf. par
exemple [11] pour des métriques asymptotiquement plates).
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 La perturbation w; est nécessaire pour que la connexion A soit définie sur
le «bon fibré » et s’explique au niveau des équations par le fait que la métrique
g apparalt comme une limite de métriques sur la variété compacte moins une
bulle de courbure positive.

La premiere étape dans la démonstration du théoreme B (cf. section 3)
consiste & développer une théorie de Hodge pour les métriques g et g; via des
inégalités de Poincaré uniformes. A Tlaide d’un lemme de Poincaré local pres
de D pour la cohomologie L?, on démontre un isomorphisme

HEa (M) = Hpg (M),

puis on démontre pour £ = 1 ou 2 que les représentant g;-harmoniques d’une
classe de cohomologie convergent vers le représentant g-harmonique L2 sur tout
compact de M. A partir de la on possede tous les outils nécessaires pour faire
converger les connexions, pour démontrer le théoreme au §4.2 puis pour calculer
I'invariant de Seiberg-Witten des métriques g; au §4.5. Dans le cas de poids
irrationnels, on n’a plus de compactification orbifold adéquate et on doit faire
une convergence « en deux temps » en commengant par approximer les poids
irrationnels par des poids rationnels (cf. §4.4).

Sur les éclatements de surfaces réglées. — La structure parabolique, en
chaque point P non trivial d'un fibré £ (c¢f. §2.2 pour la définition), déter-
mine une droite complexe de Ep, donc un point @) de de la surface compacte
M= P(£)s et un poids o = ay — 1. Le probleme d’existence de métriques de
Kihler & courbure scalaire constante sur I'éclatement M de M aux points Q;
a été abordé par Le Brun et Singer lorsque M possede des champs de vecteurs
holomorphes périodiques et s = 0 : suivant [5], de telles métriques existent si
et seulement si £ est paraboliquement polystable.

La forme de Kéhler w de la métrique g, bien que singuliere sur M , correc-
tement interprétée comme un courant positif (cf. [7]), se reléve en un courant
positif W appelé transformée stricte de w sur ’éclatement M tel que

_0-(8)
0<a—m»

avec E le diviseurs exceptionel au point @ et F' une fibre générique. Cette iden-
tité est précisément celle vérifiée par les classes de Kéhler considérées dans [5] et
ceci constitue une indication supplémentaire mettant en évidence le lien entre
la notion de stabilité et le probleme d’existence de métriques kdhlériennes a
courbure scalaire constante sur les surfaces complexes.

Je tiens a remercier tout particulierement Olivier Biquard pour I’ensemble
des discussions que j’ai eues avec lui sur ce sujet.
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2. Surfaces kdhlériennes réglées modeles

2.1. Un exemple fondamental. — Voici tout d’abord une famille de sur-
faces complexes réglées construites a partir de représentations unitaires du
groupe fondamental d’une surface de Riemann de volume fini. Ces exemples
sont essentiels dans la théorie des fibrés parabolique stables comme nous le
verrons au §2.2.2 ou nous citerons le théoréme important de Mehta-Seshadri;
en outre ces exemples possedent des métriques kahlériennes « modeles » a cour-
bure scalaire constante avec des singularités que nous étudierons précisément
au §2.3 et que nous appellerons bouts paraboliques.

2.1.1. Surfaces de Riemann hyperboliques de volume fini. — Soit I' un sous-
groupe discret de PSL(2,R) agissant librement et avec covolume fini sur le
demi plan de Poincaré H? = {¢ € C; Im¢ > 0}; le quotient est une surface
de Riemann ¥ = H?/T", de groupe fondamental T', munie de la métrique kih-
lérienne g complete de volume fini & courbure —1 induite par la métrique de
Lobachevsky. Le groupe I' agit également sur le bord & l'infini 9o H? du demi-
plan de Poincaré. Puisque I' agit avec covolume fini, le stabilisateur d’un point
du bord est soit trivial, soit, pour un nombre fini de points P appelés points
paraboliques, égal & (T) ~ Z, ou 7 est un élément parabolique de PSL(2,R).
On peut donc, quitte & conjuguer 7 par une homographie, supposer qu’il est
donné par 7 : £ — £+ u ou £ € H? et u € R; pour simplifier on supposera
méme que u = 27. Au voisinage de P, le quotient H?/T" est isomorphe & I, /(7),
ou I, ={¢ € C; Im& > a} avec a > 0 suffisamment grand. On définit alors
un isomorphisme entre le disque épointé A* = {z € C; 0 < |z] < e7%}
et 1,/(r) par

(2) I, /{T) — A, £— z = e,

en utilisant le plongement holomorphe A¥ C A,, ce qui revient a ajouter le
point P correspondant & 0 dans le modele du disque, on obtient finalement la
compactification holomorphe ¥ = X U {P;}1<;<.

En partant de la métrique de Lobachevsky donnée par

H |d¢ |f ;
€ — &P
on calcule aisément la métrique induite sur le disque épointé :
A |z
EEEE

Cette métrique possede une singularité en 0 appelée cusp. Nous utiliserons
souvent un autre systéme de coordonnées locales (¢,0) € R x R/27Z sur les
bouts de ¥ défini par z = re? et t = In(—In|z|) ; dans ces coordonnées

(3) A = dt? 4+ e72td6.
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Réciproquement (cf. [9]), si ¥ est une surface de Riemann compacte avec
k points paraboliques marqués (P;), alors X = X \ {P;} est hyperbolique si et

seulement si 2g(X) — 2 + &k > 0 et dans ce cas elle admet une unique métrique
kihlérienne g~ de courbure —1 avec des cusps aux points paraboliques.

2.1.2. Représentations et surfaces réglées. — Soit p : I' — U(2) une repré-
sentation unitaire du groupe fondamental de ¥. On en déduit une action de I"
sur H2 x C? donnée par o+ (£,u) = (0-&, p(0)-u) pour o € T et (&, u) € H2 x C2.
Au quotient, on obtient un fibré vectoriel holomorphe & = H? x , C? au-dessus
de . On en déduit une surface complexe réglée M = P(£) = H? x, CP' o1 p
désigne par abus de langage la représentation projective induite. La sphere de
Riemann CP' est munie d’une métrique kithlérienne & courbure sectionnelle
¢ > 0, appelée métrique de Fubini-Study, définie dans des coordonnées homo-
geénes [u : v] par

2 -
Wk = —Zﬁﬁln(|u|2 + [v]?);
c
dans la carte v = 1, on obtient alors

FS _ 4/C |du|2
T+ [P’
La métrique produit gH2 @® ¢"S sur H2 x CP' est kihlérienne & courbure scalaire
constante s = 2(c — 1), car c’est un produit riemannien de métriques kihlé-
riennes & courbures scalaires constantes. Le groupe d’isométries de (CP!, gF8)
est égal & PU(2), donc T' agit isométriquement sur H? x CP'. On en déduit
par quotient une métrique kdhlérienne a courbure scalaire constante § sur M
appelée métrique modeéle. En outre, g est de volume fini car c’est un produit
local donc vol(M) = vol*(£) x vol"* (CP') < oc.

2.2. Fibrés paraboliques. — Une question naturelle se pose maintenant
si nous voulons fabriquer des métriques de Kéhler de volume fini a courbure
scalaire constante sur les surfaces complexes réglées comme dans I’exemple pré-
cédent : comment reconnaitre celles qui sont obtenues a partir de représentation
projective unitaire du groupe fondamental d’une surface de Riemann de volume
fini ? La réponse & nous est donnée par la théorie des fibrés paraboliques stables
développée par Mehta et Seshadri; nous rappelons dans cette partie des élé-
ments de la théorie, mais pour de plus amples détails nous renvoyons le lecteur
a [12].

2.2.1. Structures paraboliques. — Le fibré hermitien plat & = H? x , C? admet
un prolongement holomorphe au-dessus de 3 sur lequel la métrique hermitienne
est singuliere; en considérant les morphismes bornés de fibrés paraboliques,
on voit apparaitre naturellement la notion de structure parabolique.
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SURFACES KAHLERIENNES DE VOLUME FINI 415

DEFINITION 1 (structures paraboliques). — Une structure parabolique sur un
fibré vectoriel compleze € — X au-dessus d’une surface de Riemann compacte
est la donnée d’un ensemble fini points paraboliques P; € ¥, de filtrations au-
dessus des points paraboliques

Ep =Fp 2 2F5T =0,

et de poids associés a la filtration 0 < a1 (P;) < -+ < ag, (P) < 1; on appelle
multiplicité d’un poids a;(P;) Uentier d;(P;) = dim Fp, — dim]—'lj,jl. Un fibré
muni d’une structure parabolique est appelé un fibré parabolique.

REMARQUE. — Pour les fibrés paraboliques de rang 2, on a soit k; = 2,
soit k; = 1. Dans ce dernier cas, la structure parabolique au point P; est
réduite a une filtration triviale et & un unique poids de multiplicité 2. Un tel
point parabolique est appelé un point trivial de la structure parabolique.

Dans une base orthonormée (€1, €2) bien choisie, on a

eQiﬂal O
(4) p(r) = ( 0 e2”a2> avec 0<aop <ag <1;

on en déduit une base de sections locales holomorphes (s1,s2) de H? x,, CP!
en P telle que la métrique hermitienne s’écrive

(5) p=("y" )

On définit alors une structure parabolique sur £ comme suit : en un point
parabolique P de ¥ tel que a; < ag, on pose F5 = Cso(P), a1(P) = oy
et az(P) = aa. Si a1 = ae, on décide que P est un point trivial de la structure
parabolique avec un unique poids a1 (P) = ag.

Avec cette définition de structure parabolique, on peut voir facilement que
les isomorphisme de £ bornés relativement a la métrique hermitienne sont exac-
tement ceux qui respectent les filtrations au-dessus des points paraboliques.

2.2.2. Stabilité parabolique et théoreme de Mehta-Seshadri. — Dans le §2.2.2,
& — ¥ désignera un fibré parabolique holomorphe. Son degré parabolique et sa
pente sont définis respectivement par

deg par &
degpar & = deg & + %:dj (P)-a(P), (&) = = =Fe=
Si & = L1 ® Ly est une somme de deux fibrés paraboliques en droites com-
plexes, alors £ possede une structure parabolique induite. On dira que &£ est
paraboliquement décomposable s’il admet une décomposition holomorphe en une
somme directe de fibrés parabolique £ = £1 @ L2 qui est de plus compatible
avec la structure parabolique de €.
Un fibré parabolique & — X, de rang 2, est dit paraboliquement stable
(resp. paraboliquement semi-stable) si tout sous-fibré holomorphe en droites
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complexes £ muni de la structure parabolique induite vérifie u(L) < u(€)
(resp. u(L) < p(€)). Le fibré & sera dit paraboliquement polystable s’il est soit
paraboliquement stable, soit a la fois paraboliquement semi-stable et paraboli-
quement décomposable.

Lorsque & — % est un fibré parabolique tel que ¥ = ¥\ {P;} soit hyperbo-
lique, on a le théoréme important de Mehta et Seshadri (¢f. [12], th. 4.1) d’apres
lequel & est polystable de pente p = 0 si et seulement si il est plat et donné
& isomorphisme parabolique prés par une représentation p : m (X)) — U(2).

Lorsque degpar £ # 0, on peut se ramener au cas du degré parabolique nul
de la facon suivante : soit £ — 3, un fibré en droites complexes de degré trés né-
gatif, de sorte que deg par (£ ® L) < 0. Notons que les surfaces P(€) et P(ER L)
sont isomorphes. Dans un deuxieme temps, on ajoute des points paraboliques
triviaux Qp € 3 a la structure parabolique de sorte que le nouveau fibré para-
bolique £ vérifie degpar &' = degpar (EQ L)+, 201 (Qx) = 0. En choisissant
bien les poids, on obtient un fibré de degré parabolique 0 et (¢f. [15]) le fibré
&' est paraboliquement stable (resp. semi-stable, polystable) si et seulement si
le fibré £ est paraboliquement stable (resp. semi-stable, polystable).

2.2.8. Stabilité et métriques modéles. — Soit €& — ¥ un fibré parabolique poly-
stable et M = P(£)x la surface réglée associée. En supposant ¥ hyperbolique,
on sait que ¥ admet une unique métrique kihlérienne ¢g* & courbure section-
nelle —1 avec des cusps aux points P;. On peut quitte a ajouter des points
paraboliques triviaux @); supposer que degpar & = 0 sans changer la stabilité
parabolique du fibré.

Alors, d’apres le théoreme de Mehta et Seshadri, il existe une représentation
projective unitaire p : (X \ {Q;}) — U(2) telle que €& ~ H? x, C2. Il est alors
facile de voir que la métrique hermitienne, singuliere aux points @;, induit
une métrique de Fubini-Study sur la fibre qui est lisse sur M tout entiere.
On obtient alors suivant §2.1 une métrique kahlérienne § a courbure scalaire
constante sur M.

REMARQUE. — La construction que nous venons de faire montre que nous
pouvons facilement nous ramener au cas des fibrés paraboliques de pente 0
sans ajouter de singularités a la métrique §. Par la suite, nous supposerons
pour simplifier que tous les fibrés paraboliques sont de pente nulle. De plus,
nous ferons comme si les structure paraboliques étaient concentrées au-dessus
d’un unique point parabolique, toutes les constructions s’étendant trivialement
au cas de plusieurs points.

Réciproquement, il est naturel de se demander si ’existence d’une métrique
kéhlérienne a courbure scalaire constante sur M avec des singularités de volume
fini implique la stabilité du fibré parabolique £ de départ. Nous allons résoudre
cette question dans le théoréme 2.1, mais pour I’énoncer, nous devons introduire
au préalable une notion de modéle local.
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2.3. Le modele local. — Nous allons maintenant nous concentrer sur
I’étude locale de la métrique § au voisinage d’un point parabolique.

La métrique § que nous avons définie sur la surface réglée M tout entiere
lorsque £ est paraboliquement polystable, peut étre définie localement en gé-
néral sur un fibré parabolique. Pour commencer, on choisit une trivialisation
locale de &€ par une base de sections holomorphes (s1, s2) définies au voisinage
d’un point parabolique P compatible avec la filtration parabolique. Soit z une
coordonnée locale holomorphe telle que z(P) = 0 et telle que la métrique sur 2
s’exprime sous la forme

= |dZ|2

2?0 ]
On définit alors dans la base (s1, s2) une métrique hermitienne sur £ adaptée
a la structure parabolique par (5). On en déduit une base orthonormée de
sections locales en P données par e; = s;/|z|* et on calcule la connexion de
Chern associée & h dans la trivialisation (s;) :

o O)%,

h __ —1 _
(6) vh=d+hton=d+ () ")

ce qui donne dans les coordonnées induites par la base orthonormales (e;),

vi=d+i( ).

0 (65

Cette connexion est plate, avec une singularité logarithmique au point P. On
retrouve dans cette expression locale I'holonomie de la connexion de Chern
égale a diag(exp(—2imay), exp(—2imaz)) autour du point P. En notant H, la
distribution horizontale de la connexion induite sur le CP*-fibré M — ¥, on a
une décomposition T, M = H, ® T,P(Ex()). Comme la connexion de Chern
respecte par définition la métrique hermitienne sur £, on en déduit que la
distribution (H,) est invariante par les isométries de la métrique de Fubini-
Study sur les fibres de M — X.

On définit alors localement la métrique riemannienne § en prenant la mé-
trique de Fubini-Study sur ’espace tangent aux fibres et 'image réciproque de
g~ sur H, ~ T,%. Comme de plus la connexion est plate, la distribution ho-
rizontale H, est intégrable, et § apparait comme un produit riemannien local

H2 x CP'. On dit que § est adaptée A la structure parabolique de &.

2.3.1. Revétement et modele local. — En reprenant les notations de §2.2.1,
nous disposons de plusieurs coordonnées locales définies au voisinage de P :
la coordonnée ¢ € H?, la coordonnée z € A, définie au voisinage de P, les
coordonnées (&, (i, 7)) sur H? x C? induites par la base canonique (¢;) de C? et
les coordonnées (z, (u,v)) sur € induites par la base orthonormée de sections
locales (e;) de €. On en déduit des coordonnées locales homogenes sur H2 x CP!
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et P(€) et on a le revétement holomorphe riemannien

(7) p:I, x CP' — A’ x CP,

(& [a: o)) — (e, [er o Resq : emro2 Redy)),

(8) T (57 [ : 5]) = (f + 27, [62”0‘1& : 62”0‘25])

qui engendre le groupe d’automorphismes (7) ~ Z du revétement p.

Si on se place par exemple dans les coordonnées locales de projection sté-
réographique ¥ = 1 et v = 1, on obtient ’expression de p :

p(&,a) = (e, eRe%q) on a=ay—a.

On en déduit que e**R°¢di = p*du — iaudf. Or la métrique standard sur le
revétement s’écrit

*a H?2 FS |d§|2 4/c -2
pg=g9 ©g°= — + |dal”.
[€—¢2 (14 |uf?)?
d’ou
|dz|? 4/c

(9) §=(

J— y 2
EREE (1+|u|2)2|du icudd|”.

On peut maintenant dégager la notion de bout parabolique sur une variété.

DEFINITION 2. — Le groupe Z =~ (1) a une action libre holomorphe et isomé-
trique sur la variété compleze kihlérienne H2 x CP' munie de sa métrique
standard a courbure scalaire 2(c — 1) définie par

(10) 7o (& [ 0]) = (& [ae® ™ : ge?me2)),

Le quotient (I, x CP')/Z est par conséquent une variété kihlérienne munie de
la métrique de Kdhler quotient § a courbure scalaire 2(c — 1) et de volume fini.
Ce quotient sera appelé le bout parabolique associé auz poids a1, ag. Nous le
noterons BY1*2, ou bien B lorsque aucune ambiguité n’est possible.

Par définition, un bout parabolique est muni de coordonnées adaptées
(z,[u:v]) € A% x CP! dans lesquelles le revétement canonique p : I, x CP! — B
est donné par (7) et la métrique § est alors donnée localement par (9).

Dans des coordonnées adaptées, la projection suivant le premier facteur,
T: B~ Af x CP' — A}
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est holomorphe et donne au bout parabolique une structure de CP'-fibré et on
a clairement le diagramme commutatif

I,xcp! — 2 . B

RN

o 7 est induite par le revétement canonique I, — A?.

REMARQUE. — La forme volume de la métrique de Fubini-Study sur H? x CP*

passe au quotient et donne une 2-forme fermée sur le bout parabolique que
1

nous noterons vol™" .

En remplacant la coordonnée z par (t¢,0), la métrique modele apparait
comme un produit tordu

4/c
(1 + Jul?)?

oll §; est une métrique sur N ~ S* x CP' que nous appellerons la tranche du
bout parabolique.

La métrique sur H2? x CP! dégénere dans la direction 8, = dzf ou £ =
x + iy et ot daf désigne le dual suivant la métrique de dz. Ce champ de
vecteurs est invariant sous 'action de 7. Par conséquent 9, = dzf passe au
quotient et nous donne un champ de vecteurs noté Xy sur le bout parabolique.
Comme p*df = dzx, on calcule explicitement en introduisant les coordonnées
polaires u = pe?¥?

(12) Xy = d6* = 0p + D, .

(1) §=d? +e2de> + |du — iqudd|* = dt* + g,

On vérifie aisément que la métrique g™ + g¥ est invariante suivant 8, et
n vérifie aisément que la métrique g© + ¢g"° est invariante suivant 0, et on
en déduit que § est invariante suivant Xy :

(13) Lx,g=0.

Nous introduisons maintenant sur une variété a bouts paraboliques, une
classe de métriques asymptotiques au modele local § (au sens C?). Dans le cas
ot X = P(€)x est une surface réglée obtenue a partir d'un fibré parabolique,
on choisira toujours un modele local g adapté a la structure parabolique.

DEFINITION 3. — Si une variété X posséde des bouts paraboliques, on en dé-
duit un modele local de métrique que nous noterons §. Nous appellerons mé-
trique « asymptotique au modele local », toute métrique g sur X telle que g =
g+0(9), ot o(g) tend uniformément vers 0 en norme C? lorsqu’on s’approche
de linfini sur bout parabolique.

C’est une condition technique raisonnable qui va nous permettre de démon-
trer au §4.2 le théoreéme suivant, dont on déduit immédiatement le théoreme A.
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THEOREME 2.1. — Soit £ — X un fibré parabolique holomorphe de rang 2
sur une surface de Riemann compacte 3. Soit (P)i<i<k Uensemble des points
paraboliques de Y.. Nous supposons en outre ¥ = X \ {P;} hyperbolique. Si
la surface compleze réglée associce M = P(E)x admet une métrique kihlé-
rienne g¥ & courbure scalaire constante s = 2(c — 1) < 0 asymptotique au
modeéle local §, alors & est paraboliquement polystable. De plus une telle métrique
provient ¢ un biholomorphisme prés, du modéle (X %, CPY, §) ot p: 1 (Z) —
PU(2) est une représentation associée au fibré parabolique polystable E.

2.8.2. Compactification du bout parabolique rationnel. — Nous faisons main-
tenant ’hypotheése ags — a1 = r/q € Q, ol r et ¢ sont premiers entre eux. Dans
ce cas, l'action de 7 définie par (10) vérifie

T4 (& [av)) = (€4 2mq, [a@ - ).

On en déduit que (I, x CP')/(79) ~ (I,/(r9)) x CP'. On vient donc de montrer
que le revétement p : I, x CP! — B se factorise par un revétement p? A ¢
feuillets dont le groupe d’automorphismes est égal a (1)/(79) ~ Z,. On a donc
un diagramme commutatif holomorphe

I, x CP* — 2 [, /(7%) x CP*
\ lp
B

ou p désigne la projection canonique sur le revétement quotient. On note

0 Ngyg = Lo /(%) U{oo} — Ay >~ 1,/(7) U{o0},
z — 29
le revétement holomorphe ramifié & ¢ feuillets du disque par lui-méme. Le
groupe d’automorphisme Z, >~ (7)/(r?) du revétement 7¢ agit par 7-§ = {+27

soit 7 - z = exp(2im/q)z. On déduit de 7?7 une projection holomorphe notée
également

70 1,/ (t?) U{oo} x CP' — A,.
Par construction, il est clair que w op = m = 7% 0 p; on en déduit le lemme :
LEMME 1 (structure du bout parabolique rationnel). — Supposons que a =

as —ay =71/q € Q, avec r et q premiers entre eux. Le revétement standard
p: I, x CP* = B du bout parabolique B2 se factorise par un revétement a
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q- feuillets p? et on a le diagramme holomorphe commutatif

I xCcpt — 2, o/ (T9) x CP*

s

A

L’action de Z, sur I,/(79) x CP' ~ ALy % CP' s’étend clairement en une

action holomorphe sur A, /, x CP! : pour le voir, il suffit de Décrire dans des
coordonnées adaptées (z, [ : 7))

2im

o, [ue

29Ty

L pe?me?]).

7 (z,[u:0]) = (ze
Alors, comme nous 'avons déja remarqué, w¢ se prolonge de fagon holo-

morphe en 77 : A,/ X CP' — A, ; au quotient, on obtient un orbifibré holo-
morphe en droites projectives

B= (A, x CPY)/Z, = BU(CP'/Z,) > A,.
Reformulons cette discussion dans le corollaire suivant.

COROLLAIRE 1. — Sia=as — a1 =1/q € Q avec r et q premiers entre eux,
le CP'-fibré B — A¥ admet un prolongement holomorphe en un orbifibré

B=BU(CP')z,) = A,.

Cet orbifibré possede un revétement ramifié a q feuillets p? : A,y ¥ CP' - B
tel que (p9)*§ est égale d la métrique produit standard sur A::/q x CP'. La fibre

771(0) ~ (CIF’I/Zq sera appelée « diviseur a Uinfini du bout parabolique ».

En conclusion, une variété M avec des bouts paraboliques vérifiant la condi-
tion de rationalité admet une compactification orbifold M. Si M est de plus
une variété complexe, la compactification est holomorphe.

3. Cohomologie L2.

Dans toute cette partie M est une variété M munie de bouts paraboliques
et on étudie la cohomologie Hj,(M) définie a I'aide du complexe des formes
différentielles L?(g) sur M. Notons que pour une métrique g asymptotique au
modele local § les formes différentielles L? relativement & g et § coincident ainsi
donc que les espaces de cohomologies L? associés.

Nous allons démontrer un lemme de Poincaré « & 'infini » sur le bout pa-
rabolique de M pour la cohomologie L2, afin de la calculer dans le cas des
surfaces réglées.

Lorsque les poids des bouts paraboliques vérifient la condition ag — ay € Q,
nous définirons au §3.1 sur la compactification orbifold M des métriques
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lisses g; qui approximent la métrique singuliere g. On développera alors la
théorie de Hodge en montrant des résultats de convergence sur tout compact
de M des représentants g; harmoniques d’une classe de cohomologie vers le
représentant g-harmonique L? (cf. prop. 3.2 et 3.4).

3.1. Approximation par des métriques lisses. — Dans §3.1 nous sup-
posons que les bout paraboliques de M vérifient la condition de rationalité et
nous expliquons comment approximer la métrique g, singuliere sur M, par une
suite de métriques (g;) lisses sur M.

3.1.1. Approximation du modéle local g. — D’apres le lemme 1 et le corol-
laire 1, tout bout parabolique compactifié de M admet un revétement ramifié
holomorphe & ¢ feuillets p? : A,/ x CP' — B, tel que (p?)*§ est la métrique
sta*ndard g2 @ ¢¥S. On va approximer § en remplacant la métrique singuliére

¢g”" par une métrique lisse sur A, invariante sous I’action de Zg4. Puisque

gA* _ |dZ|2 .
(2] - In|2])?’

on peut par exemple multiplier cette métrique par un facteur conforme singu-
lier de la forme A(|z|), valant (|z|In|z|)? au voisinage de I'origine et 1 loin de
origine. Alors la métrique kihlérienne gy = A(|z|)g?  est lisse sur A; cette
opération consiste simplement a recoller un disque plat au bout du cusp et gy
est Zg-invariante car la fonction A(|z|) est elle méme invariante. Alors la mé-
trique g ® g"S passe au quotient et définit une métrique kithlérienne lisse sur .
Si on suit les géodésiques de gy normales a un cercle, on en déduit une nouvelle
coordonnée locale ¢’ telle que t = ' 1a ot A(|z]) = 1 et gy = dt’? + o(t')2dH>.
De facon équivalente, on peut donc définir ce type de métrique en se donnant
la fonction ().
Soit la métrique

g5 = dt* + 7 d6?,

ol p; est définie comme suit : pour ¢ < j + 1, on pose ¢; = e~ *. Puis pour
J+1<t<j+ 1+, on fait brutalement décroitre ¢ de e~ Ut jusqu’a 0
pour un d; que nous ferons par la suite tendre vers 0. Enfin pour j +146; <
t <j+1+¢, on peut quitte a rendre ¢/ trés négative faire passer ¢ dans cet
intervalle de —e—U+1) 3 —1.

On a recollé la métrique la métrique de cusp (pour ¢ < j + 1) a la métrique
plate. En effet si ap; = —1, alors pour un 7} légerement supérieur & j + 1+ €
bien choisit, on a ¢; = T; —t. Comme le montre le changement de variable
t' = T; — t, la métrique ng se recolle a la métrique plate sur le disque; il en
résulte que ng est en réalité lisse sur le disque A,/, tout entier. On vérifie que
quitte & choisir §; suffisamment petit, on peut supposer que le rapport —¢'; /¢;
est croissant, et reste donc minoré par 1. Nous résumons cette construction
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dans le dessin ci-dessous.

Finalement la métrique ng ®g"S est lisse et Z,-invariante sur A, /g X CP'. On
en déduit une métrique g; lisse sur B qui s’écrit dans les coordonnées (¢, 6, u)

4/c

14 g; = dt* + ¢3d0° + ————|du — iaudf|*.

( ) gj + (p] + (1 4 |U|2)2| U au |

3.1.2. Approximation d’une métrique asymptotique au modéle. — Etant don-

née une métrique riemannienne g sur M, asymptotique au modele local sur le
bout parabolique de M, on approxime la métrique g par des métriques g; lisses
sur la compactification M comme suit : soit x(¢) une fonction lisse telle que

e x est croissante,

e x(t) =0 pour ¢t <0,

« x(t) =1pourt> 1.
Notons x;(t) = x(t — ), puis posons

(15) g5 = (1 = x;)9 + X545

Alors puisque g est asymptotique au modele local, les métriques g; et g; sont
également tres proche au sens C? sur la zone de recollement j < t < j + 1,
et on en déduit en particulier que

(16)  sup{|g; — g;| + |V¥ — V9| + |R% — R%|} — 0 lorsque j — oo.
t>j

Le modele local de métrique g est a courbure bornée puisque c¢’est un produit
local modelé sur H2 x CP*. Donc toute métrique asymptotique au modele local
est a courbure bornée.

Lorsqu’on approxime la métrique g par des métrique g; lisses sur la compac-
tification M, on crée une « bulle » de courbure tres positive. Pour calculer la
courbure de g;, il nous suffit de calculer celle du facteur modifié :

g5 = dt* + 7 do”.
La connexion associée est explicite et on a :
Va,0; =0, Vo, (¢;'0s) =0,

Opj 4 -1 kg 4 .
V(wglae)afzgp—%‘ 0o, Viprran¥; 0o =— Or;

J

Pj
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on en déduit que la courbure sectionnelle de ng est égale &
2
Kgf(at’@la@) _ O
¥j
Cette courbure par définition de ¢; supérieure a —1, tres positive sur ’anneau
t €[j+1,5+ 1+ € et uniformément bornée en dehors. Il en résulte que la
courbure scalaire de g; = pq*(ng + g") est donnée par

2 .
g9 — 2(0_ M»
¥j

et que ng := 8% 4 2x;0,°p;j/p; est uniformément borné. Puisque la métrique
g est asymptotique au modele local g, on en déduit d’aprés (16) un résultat
analogue pour les métriques g; :

LEMME 2. — La courbure scalaire de la métrique g; s’écrit
. o2 p;
(17) 89 = s — 2th—('é]7
¥j

ot sgj est uniformément borné.
Par construction des métrique g;, nous avons contracté le volume initial de g.
On en déduit le lemme technique suivant :

LEMME 3 (controle du volume). — Quel que soit € > 0, il existe un compact K
de M, tel que vol¥ (M \ K) < € et volY(M \ K) < €. Le volume des métriques g;
est donc uniformément borné.

3.2. Lemme de Poincaré a 1’infini. — Dans tout le §3.2, on ne suppose
plus en général que la condition de rationalité des poids est vérifiée. Nous
commencons par démontrer des estimées sur les fonctions ne dépendant que de
la courbure moyenne des métriques.

3.2.1. Courbure moyenne. — La courbure moyenne d’une hypersurface est
définie en général comme la trace normalisée de la seconde forme fondamentale.
Avec nos notations, on la définit de la facon suivante :

DEFINITION 4. — Soit g une métrique riemannienne sur [t1, o] X N de la forme
g = dt?+g; ot g; est une métrique sur N dépendant de t. On définit la courbure
moyenne de la métrique g comme la fonction

1 1 8t VOlgt
H=—tr] = ——
3 3 Vol

ot I désigne la deuxieéme forme fondamentale de la tranche N et ot vol¥ est la
forme volume associée a la métrique g¢. Par commodité, on définit également
la fonction h = %H
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D’apres (9) et (14) les métriques § et §; sont des produits tordus vérifiant
respectivement h = % et
1

h = —§<p;16tsoj,

qui est par construction de ¢; minoré par % Presdet=1T;,onap; =T; -1
et h = (T; —t)~* donc h tend vers +oo quand t — Tj.

Dés que 'on a un controle du type h > hg > 0, nous obtenons le lemme
suivant qui s’applique en particulier aux métriques g et g; :

LEMME 4. — Soit g = dt? + g; une métrique riemannienne sur [ti,ts] X N.
Supposons qu’il existe 0, hy € R telles que g vérifie h > hg > 6 ou & > hg > h.
Alors pour toute fonction f, on a

(18)/ |e5t3tf|2volg > (hO — 6)2/ |fe5t|2 vold
[tl,tz]XN

[tl,tz] XN

+(h0—5){/ |fe5t|2volg—/ 7o ol }.
t=to t=ty

Démonstration. — Voir [3], lemme 4.1, pour la démonstration dans le cas
h > hg > 0. En général, la démontration est identique en intégrant fe® par
parties cette fois-ci. O

3.2.2. Identification de la cohomologie L?. — Le §3.2.1 fournit des outils suf-
fisants pour obtenir le lemme de Poincaré & Iinfini pour la cohomologie L>
suivant :

LEMME 5 (lemme de Poincaré L? & I'infini). — Soit y, une k-forme fermée L?
sur la variété a bouts paraboliques M .

o Pour k = 1,3 ou 4, il eviste une (k — 1)-forme 3, L* définie sur le bout
parabolique de M telle que v = dB sur le bout parabolique.

e Dans le cas ot k = 2, il existe A € R et une 1-forme 3 L? définie sur le
bout parabolique de M tels que v = AvolP' +dg sur le bout parabolique.

Rappelons que vol°F" est la 2-forme fermée induite sur les bouts parabolique
par la métrique de Fubini-Study (c¢f. 2.3.1). Admettons pour U'instant ce lemme
qui va nous permettre de calculer la cohomologie L? de M.

Dans le cas ou as — a1 € Q, on dispose également d’un lemme de Poincaré
analogue pour la cohomologie de de Rham orbifold sur le bout parabolique
de M. Rappelons qu'une forme différentielle lisse au sens orbifold sur le bout
parabolique compactifié B de M est donnée par une forme différentielle lisse
et Zq-invariante sur le revétement ramifié. On remarque alors que si y = df3 est
Zg-invariante sur A, X CP' avec (8 a priori non invariante, alors il existe une
forme Zg-invariante 3’ obtenue en moyennant 3 sous 'action du groupe, telle
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que v = d@’. On en déduit le lemme de Poincaré suivant pour la cohomologie
de De Rham de 'orbifold M :

LEMME 6. — Soit v, une k-forme lisse fermée sur M.

e Pourk =1,3 ou 4, il existe une (k — 1)-forme lisse 3 telle que v = df sur
le bout parabolique de M.

e Dans le cas ot k = 2, il existe un réel X et une 1-forme lisse 3 sur M tels

1
ICIP’

que ¥ = Avo +dg sur le bout parabolique.

Soit M’ la compactification de M obtenue en changeant la valeurs des
poids aq(P;), as(F;) de la structure parabolique en o (P;) et ab(P;) tels que
o/ (P) = oy (P;)—ah(P;) € Q. En utilisant le lemme de Poincaré local, on déduit
le corollaire suivant.

COROLLAIRE 2. — On a un isomorphisme entre les espaces de cohomologie
22(9) (M) ~ Hpgr(M').

Démonstration. — Définissons un isomorphisme préservant le cup-produit F :
H:, (M) — Hjr(M’') comme suit : soit b € HY,(M). Pour k = 0, on a
clairement H0L2(M ) ~ R puisque la métrique est de volume fini. Par ailleurs
HOR (M) ~ R et on définit F par cet isomorphisme. Si k = 1,3 ou 4, on peut
d’apres le lemme de Poincaré 5, choisir un représentant v a support compact
dans M de b et on pose F(b) = [7].

Pour £ = 2, on peut choisir un représentant + de b tel que v = Avol®F'
sur le bout parabolique en utilisant le lemme de Poincaré. La forme volCP'
n'est pas a priori lisse sur M’. Notons vol®” la forme lisse associée & M. En
intégrant sur une fibre ou ou ces formes sont toutes deux définies, on a par
construction [ip. vol®®' — Jop VOIS2, donc vol?" = volS* +df3s, ol B est une
1-forme lisse sur B’ sans aucune hypotheése de régularité & I'infini. Néanmoins,
en utilisant une fonction x;(¢) définie au §3.1.2) pour j suffisamment grand,
7" =~ — Ad(x;3) est lisse sur M’, car elle est égale a AvolS pres de Dinfini;
on pose alors F(b) = [¢'].

On définit de méme la réciproque de F' en utilisant cette fois-ci le lemme de
Poincaré local pour l'orbifold M’. On en déduit le corollaire. |

3.2.3. Cohomologie L* des surfaces réglées. — Soit M = P(&)|s une sur-

face réglée obtenue & partir d’un fibré parabolique £ — ¥ munie d’un mo-

dele local de métrique adapté §. On considére maintenant la compactification
Pour un choix de poids o} (P;) = a4(P;) = 0, on a M = M’, d’olt par le

corollaire 2 un isomorphisme

(19) Hir(M) ~Hj2(M).
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Or la cohomologie de la surface réglée M est bien connue (¢f. [1], prop. IIL.18) ;
en particulier la 2-cohomologie vérifie :

H*(M,Z) = Zh & ZF,

ou F est le dual de Poincaré d’une fibre, et h la classe du fibré tautologique

Oz;(1) sur M. Alors h? = degE, F2 = O et h-F = 1; on en déduit via

I'isomorphisme (19) la proposition suivante :

PROPOSITION 3.1. — On a des isomorphismes
HY (M) ~H, (M) ~R, Hi(M)~H}.(M)~H'(Z,R).
Il eziste des classes de cohomologie F,h € H2,(M) telles que
F?2=0, h®=degf, h-F=1 et H2,(M)=RhaRF.

En conséquence by = 2 et la forme d’intersection est de signature (1,1).

3.2.4. Démonstration du lemme de Poincaré 5

Cas des 1-formes. — Sur le bout parabolique, v se décompose en v = fdt+s,
ou 72 est une l-forme telle que ip, 72 = 0. Dans le cas ou f est a support
compact, définissons une « primitive » de f par f = fot fdt nulle en t = 0.
D’apres le lemme 4,

T . T B R T B .
| Aol = [ ool = 18 [ (7ol
t=0 t=0 t=0

car le seul terme de bord non nul est positif. On déduit de cette dernicre
inégalité que pour f € L?, la fonction f est également définie dans L?. Or y—df
vérifie par définition de f

Eat(’y—df) = (doiat +i8t Od)(’y_df) =0.

Par conséquent (y—d f ) est indépendante de ¢, et représente une classe de coho-
mologie de Hjy, (S* x CP') = R[d] ; il existe donc une fonction f» indépendante
de t (donc L?), telle que v — df — dfy = pdf, avec p constante.

Soit Xy le champ de vecteurs défini par (12). Posons

V(t) = /{t}XN (%U@W) vol¥ .

Comme |e*Xp| = |e~*df| = 1 et y,vold € L2, on en déduit que (iet;@W) vold est

intégrable et on peut donc choisir des tranches ¢t — oo telles que V(t;) — 0.
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Par ailleurs

/ (ieth d(f—F fz)) VO]gt = / (EEtXQ (f+ f2)) VOlgt
N

N

:/ ‘Cet?\-’e ((f"’ f2)V01gt ) _/ (f+f2)£etX9 volJt

N N

- / doieex, ((f + f2) vol ) _/ (f + f2)Let, volo* =0,
N N

car la métrique est invariante suivant Xy (c¢f. (13)). On en déduit que

V(t) :/ it 20y 1l vol?* = ,u/ ot voldt
N N

Or efvol¥* = df A volF est indépendante de t¢; puisque V(tx) — 0, on a

nécessairement p = 0. Finalement, on a démontré que v = d(f + f2), ol f et fo
sont L? ce qui acheve la démonstration pour les 1-formes. [l

Cas des 2-formes. — Soit v une 2-forme fermée et L?. On la décompose en
vy =dt A B+ 2, ou [ et 2 sont des formes différentielles telles que ig,72 = 0
et ip, 8 = 0. Comme dans le cas des fonctions, nous cherchons une 1-forme B
dans L2, telle que ig, 3 = 0 et Ls,f = (. On a un la décomposition 3 = pdf+ 2,
ou u est une fonction, et B une 1-forme telle que 9,02 = i9,02 = 0. Comme
~ est L? par hypothese, on en déduit que 32 et pe sont L2. Pour la partie 3,
la technique est semblable au cas des fonctions; on pose 32 = fo Bodt, alors
d’aprées le lemme 4, toujours en utilisant le fait que le terme de bord est nul
en t = 0, on obtient pour By a support compact

/ |5~2|2V01g§/ |8tﬁ~2|2v01=/ |52|2V01§.
0 0 0

On en déduit que 32 est définie dans L2 alors 3, € L2.
Dans le cas ou p est a support compact, on définit i = ftoo pdt; d’apres le
lemme 4

/ |/1d0|2v019:/ |/1et|2vol-‘j§/ |(8tﬂ)et{2volgz/ |11d6|? vold .
0 0 0 0

On en déduit que id € L? si pdf € L2. Posons maintenant 3 = jidf + (5 €
L% et v3 = v — df. Alors i, 73 = 0 et dys = 0, d’out Ly,73 = 0, ce qui
implique que 3 est une 2-forme sur la tranche indépendante de ¢t. On écrit
alors y3 = B3 A df + 74, avec O3 et 4 des formes sur la tranche, indépendantes
de ¢ telles que ix, 33 = 0 et ix,74 = 0.

On dira que X est un champ de vecteurs horizontal sur B s’il est indépendant
de t et si p*X (oup: I, x CP' — B est le revétement universel riemannien
associé au bout parabolique) est un champ de vecteurs tangent au facteur CP!
invariant sous I’action de 7.
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Si X est un champ de vecteurs horizontal, | X|; et |Lx vol ¥ |5 sont unifor-

1
mément bornés; le volume étant fini, ceci implique que Lx vol® € L2
Posons

v = [ (ixn) v,

{t}xN

V(t) = / (ixdB) A volF = / LxfBAvol® = / B A Lx vol .
{t}xN N N

Comme v € L? on aixy € L?; de plus Lx voI®" et 3 sont dans L2. On peut
donc choisir des tranches t; — oo de sorte que U(tx) — 0 et V(¢x) — 0. Mais

Um%w%m:/

ixY3 A volCF' = / (ixB3)do A VoI
{tk}XN N

est indépendant de k. Dés que (B3 # 0, on peut choisir X tel que cette intégrale
soit non nulle. Nécessairement on a alors f3 = 0. On en déduit que 3 = Y4
est une 2-forme sur la tranche indépendante de t telle que ix,v3 =0, dys =0,
d’ot Lx,v3 = 0. On en déduit en passant au revétement que p*7ys; est une
2-forme Z-invariante sur le facteur CP*.

En utilisant la cohomologie de De Rham usuelle, on peut écrire 73 sous la
forme A volC®' +dp4, avec B4 une 1-forme sur CP'. Si as — a1 € Q, Paction
de Z induite sur CP' se factorise en une action de Zg4. La 1-forme (34 n’est pas
nécessairement invariante, mais quitte a moyenner sous ’action de Z,, on peut
la supposer invariante de sorte que 34 passe au quotient et 34 € L?. On a donc
démontré que v = Avol®F’ +d(ﬂ~ + B4) avec B et By € L2

Lorsque g — a1 ¢ Q, I'action de Z sur CP' ne se factorise pas. Cette ac-
tion est engendrée par une rotation R, d’angle —2w« donnée par 7 - [4 : 9] =
[@e?i™ : ge?m™e2], Comme o ¢ Q, le groupe engendré par R, est dense dans
le groupe des rotations de méme axe. Par densité, 4 est invariante par toute
rotation R, de ce type. Puisque la forme volume vol?" est invariante par rota-
tion, la forme exacte 3 — Avol®®' est également invariante par rotation. On en
déduit comme dans le cas rationnel, en moyennant sur l'action de R, pour
@ € S, une 1-forme 3, invariante par rotation telle que 73 — AvolCP" — dfy.
En particulier, 84 est invariante par 7 et passe au quotient. O

Cas des 3-formes. — Une 3-forme sur le bout parabolique se décompose en
Q=dtA(BAdI+ )\volwl) + Qg, ot B et Qq vérifient ip,8 = 19,8 = 0
et 19,022 = 0. On cherche des « primitives » de 5 et A en posant 8= ftoo Bdt et
A= fot Adt dans le cas de formes a support compact. D’apres le lemme 4,

0o R 1 o] ~ N 1 oo N
/ BAdOPvol? < = [ @B)etPvol = L [ 18 dop vol?,
0 hO 0 hO 0
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o0 - R o0 - R 1 oo ~ 1 o0 R
/ AvolC" [2 vol? :/ A2 vol? < —2/ 10,32 vol = —2/ A2 vol?,
0 0 h’O 0 h’O 0

ce qui donne un sens & 3 A df et A dans L2 pour A et S A df € L2 On en
déduit une 2-forme L? définie par w = B A df + S\VOICPI, telle que Q3 = Q — dw
vérifie ig, Q03 = 0, par définition de w. Alors L5,Q3 = (d oig, + ip, 0 d)23 = 0,
donc Q3 est une 3-forme indépendante de ¢ sur la tranche N ~ S x CP' du bout
parabolique. On peut donc l’écrire Q3 = pdfd A Volwl, ou pu est une fonction
indépendante de t.

S’il existe une fonction f constante suivant d; et Xy, telle que [ N Jrdo A
volCF' # 0, on a alors une contradiction : f, |df| sont bornées car f ne dépend
que du facteur CP!. On en déduit que f et df sont L? puisque nous sommes
en volume fini. Maintenant

/ Q= f93+/ fdwz/ ng,—/ df Aw,
{t}xN {t}xN {t}xN {t}xN {t}xN

et nous pouvons choisir des tranches t;, telles que ftk fQet [ ;. df Aw tendent
vers 0. Par ailleurs | (%N fQ3 est indépendante de ¢ d’ou une contradiction.
Par conséquent p est orthogonale aux fonctions constantes suivant X ce qui en-
traine l'existence de fi telle que Xp-fi = p. Comme fi vol®®" est bornée, donc L? ;

on en déduit que Q = d(w + ﬂVOlCPl) est exacte au sens de la cohomologie L?
sur le bout parabolique. O

Cas des 4-formes. — Une 4-forme L2 sur le bout parabolique s’écrit v = pdt A
dé A volml, avec udf € L. Nous avons déja démontré (cf. cas des 2-formes)
qu’il existe une fonction fi définie sur le bout parabolique telle que jidf € L? et
O¢ft = . On en déduit dy = v avec 5 = ,&dﬁ/\volw1 € L?, d’oti le résultat. [

3.3. Convergence des formes harmoniques. — Dans tout le §3.3, on
suppose que les poids des bouts paraboliques de M vérifient la condition
a = as —aj € Q par souci de clarté. Puis nous reviendrons plus tard sur le
cas irrationnel (cf. §4.4) pour lequel on a des résultats analogues.

3.8.1. Inégalités de Poincaré pour les fonctions. — Les lemmes 3 et 4 nous
permettent facilement d’obtenir une borne inférieure uniforme sur la premiere
valeur propre du laplacien des métriques g; pour les fonctions (cf. [3], cor. 4.3).

LEMME 7 (inégalité de Poincaré). — Supposons que M posséde des bouts pa-
raboliques vérifiant la condition o = as —ay € Q. Soit g une métrique asympto-
tique au modele local § et soit g; la suite d’approximations de g lisses sur M. Il
existe une constante ¢ > 0, indépendante de j, telle que pour toute fonction f
sur M vérifiant [y, fvol¥ =0, on ait

/ |df|? vol% > c/ | f|? vol%,
M M
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les normes étant prises par rapport a la métrique g;.
On en déduit I'inégalité de Poincaré a la limite :

COROLLAIRE 3 (inégalité de Poincaré). — Soit g une métrique asymptotique
au, modeéle local sur M. Il existe une constante ¢ > 0 telle que pour toute
Jonction f € L3(g) vérifiant [,, fvol? =0, on ait

/|df|2volg20/ |f|? vol? .
M M

Démonstration. — On applique le corollaire 7 & h; = (1 — x;)(f + ¢;), ol ¢;
est une constante choisie de sorte que [ h;vol” = 0. On en déduit le résultat
en passant a la limite. Comme nous le verrons au §4.4, cette démonstration,
dans laquelle nous avons fait implicitement I’hypothese as — a3 € Q, s’étend
méme si cette condition n’est pas vérifiée. O

REMARQUE. — Cette inégalité de Poincaré permet classiquement de dévelop-
per la théorie de Hodge des 1-formes g-harmoniques L?. On en déduit que
toute classe de cohomologie de HlL2 (M) admet un unique représentant g-harmo-
nique L2.

3.8.2. Convergence des 1-formes harmoniques. — L’inégalité de Poincaré du
lemme 7 sur les fonctions permet maintenant de démontrer le résultat suivant.

PROPOSITION 3.2. — Soit une classe de cohomologie b € Hhp (M). La suite
v; de ses représentants g;-harmoniques sur M converge au sens C'™° sur tout
compact de M vers le représentant g-harmonique L? de b.

Plus précisément, il existe une constante ¢ > 0, telle que si l’on choisit un
représentant a support compact 3 de b, et qu’on écrit v; = B+df;, ou f; est une
fonction sur M vérifiant fM fijvol¥% =0, alors f; converge sur tout compact de
M wers une fonction f € L2(g) telle que v = 3+ df soit g-harmonique,

/ fol =0 et |fllzz < clBlliae)-
M

Démonstration. — Le représentant g;-harmonique de b s’écrit sous la forme
Y5 = ﬂ + dfj, ou fj vérifie

/ fj vol¥ = 0, Agjfj =—d%% ﬂ;
M
d’apres le lemme 7,
c/|fj|2volgf < /|dfj|2volgj = —/fjd*fﬂvolgf = —/(dfj7ﬂ>volgj7
et d’apres 'inégalité de Cauchy-Schwarz, on en déduit un controle
Velfillzag) < 1 fillzaeg;) < 18llz2(gy)-
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Comme (3 est & support compact, il est clair que ||3||L2(5,) = [|6]/2¢g) PoOUr j
suffisamment grand. Sur un compact K de M la norme L? de f; est donc
uniformément bornée. Quitte a extraire une sous suite, on peut supposer que
f; converge sur tout compact de M vers une limite faible f € L?(g) qui vérifie

Velfllzagy < 18lczig),  Ndfllzag) < 1B8llz2(g),

AIf = —d%, /fvolg:O.
M

Seule la derniere identité n’est pas évidente : on sait que f € L? et que || f; 22(4,)
uniformément bornée ; d’apres le lemme 3, on peut donc choisir un compact K
de M suffisamment grand, tel que

1
/ |f| vol? < volg(M\K)%(/ |f|2volg>2 <e
M\K M\K

‘ / fj vol%
M\K

Par compacité de linclusion L? < L2, (f;) converge vers f au sens L2-fort
sur K. Alors

< vol% (M \ K)?||fjl|12(g,) <€ pour tout j.

/ fvold = lim/ fijvol¥ = —lim fjvol%,
K K M\K

d’ott | [;. fvol?| < e. Maintenant,

‘/ fvolg‘g‘/ fvolg‘—i—/ | f|vold < 2,
M K M\K

d’ott [,, fvol? =0.

Par régularité elliptique la convergence est en réalité C°° sur tout compact
de M. Finalement v = 3+ df est une 1-forme g-harmonique L? qui représente
la classe de cohomologie définie par b en cohomologie L? d’oll le résultat. [

Comportement a l'infini. — Nous avons également un controle pres de l'infini
sur les 7; de la proposition 3.2 & I'aide du lemme suivant :

LEMME 8. — FEn reprenant les notations de la proposition 3.2, pour tout e > 0,
il existe un T suffisamment grand tel que

/ |y|?vol? <e et / Iv;]? vol% < e.
t>T t>T

Démonstration. — Reprenons la démonstration de la proposition 3.2 ainsi que
ses notations. Par hypothese, § est a support compact, donc pour T assez
grand, on a y; = B+ df; = df; d’ou

/ || vol# =/ |dfj]?vol® .
t>T t>T
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En intégrant par parties, il vient

|2 i — A kd s = Cxs dfs) — d s dfs
/t2T|dfj| vol? —/tZTdfj/\ jdf; /tZTd(fJ 5 dfi) /tZTfjd 5 df;
:/ fj *j dfj-i-/ (Agjfj7fj>volgj.
t=T t>T

Comme nous nous sommes placé hors du support de 3, A% f; = A9 f;4-d* 3 =

A%i~; =0, d'ot
/ |dfj|2volgj:/ £ df5.
t>T t=T

Le méme calcul reste valable pour la limite v = 3+ df car f € L?. Choisissons
un T suffisamment grand, de sorte que [, ,.|df|?vol? < Ze. Alors comme f;
tend vers f au sens C' sur tout compact on a

/ fi%df; — [ f*df pour j— oo
t=T

t=T
soit
/ |df;]? vol¥ — |df|?vol? pour j — oo
t>T t>T
dont on déduit le lemme. O
3.8.3. Inégalité de Poincaré pour les 1-formes. — Afin de démontrer un résul-

tat de convergence des 2-formes harmoniques (cf. prop. 3.4) analogue a celui
des 1-formes, nous commencgons par démontrer la proposition suivante :

PROPOSITION 3.3. — Supposons que M soit une variété avec des bouts parabo-
liques vérifiant la condition a € Q. Soit g une métrique asymptotique au modéle
local et g; la suite d’approximations associce. Il existe une constante ¢ > 0 telle
que pour toutes les métriques g;, et toute 1-forme orthogonale aux formes g;-
harmoniques, on ait :

[ (145 + a0y vt = ¢ [ |5 vor,
M M

les normes étant prises par rapport a la métrique g;. L’inégalité est également
vérifiée pour la métrique g et toute 1-forme 3 € L2(g) orthogonale aux formes
g-harmoniques L.

REMARQUE. — Cette inégalité permet de développer la théorie de Hodge L?
pour la métrique g dans le cas des 2-formes. Ainsi, toute classe de HQLQ(M )
admet un unique représentant g-harmonique L2.

Nous avons besoin d’un lemme préliminaire avant de commence la démons-
tration.
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LEMME 9. — Soit § un modéle local de métrique dont les bouts vérifient la
condition de rationalité. Il existe une constante T suffisamment grande telle
que pour toute métrique g = § ou §;, et toute 1-forme B sur [t1,t2] X N avec
ti,to > T, on ait :

hg/ |ﬁ|2vol+h0/ 18 volV < / (IVBI* + Ric(8, B)) vol,
[tl,tz]XN a[tl,tz]XN [tl,tz]XN

les normes étant prises par rapport a la métrique g.

Démonstration. — Soit g une métrique de la forme g = dt2—|—gt, sur [t1,ta] X N.
On décompose les 1-formes en § = fdt + u, avec ig,u = 0. Alors la connexion
de Levi-Civita se décompose en V3 = dt ® Vy,8 + V|yf3, ott V|yf est la
restriction de V3 & une section de T*N ® Q!([t1, 2] x N). Calculons ce terme
plus précisément : notons V¥ la connexion de Levi-Civita induite sur N par g
et dV la différentielle suivant la tranche, alors

VinB=dVf@dt+ fVydt + VN +1(p) ® dt.
Or V‘th = <,V|N8t> = _<V\N .,8t> = —]I, donc
VB=dt®@Vy, B+ (dAVf+1(n) @ dt — fI+ V¥V pu.

Appliquons ce calcul dans le cas ou g est égale au modele local g, ou & §;.
La métrique g; sur la tranche N ~ S! x CP! s’exprime en prenant par exemple
la coordonnée u de projection stéréographique définie par v =1,

4/c 2
20 = %(t)df? + ———|du — iaudf|”;
( ) gt =@ ( ) + (1 + |u|2)2| U —au | )
la deuxieme forme fondamentale est donnée par
1 8t(p 2 1 1 875 VOlgt 1 ath
I=——gs=——(pdf t h=—=tr,l=—= =———
29t o (PO e 9 2 Vol 2 o

En notant u = fadf + n avec ix,n = 0 et dwlf la partie de df orthogonale
a df et dt, la connexion de Levi-Civita sur la tranche est égale a

VNI = (071X - f2)pdd @ pdf + (AT f2) @ 9df + 9df @ (Lo-1x,1) + V1.
Finalement on peut écrire
VB=dAt®@Vy,B+ (¢ ' Xy [+ fo)edd @ dt + (o' Xy - fo — f)edd @ pdb
+ (A% ) @ dt + (A% £5) @ 0db + 9df & (Ly1x,m) + V1,

or Ric?(8, ) = Ric® (n,1) — (8. 20/¢)(|f]? + | f2]?), ott Ric®F" est la courbure
provenant de la métrique de Fubini-Study; on en déduit 'inégalité suivante
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en faisant une intégration par parties sur la tranche avec le terme en \chln|2
et en en utilisant le fait que par construction —p~10%2¢ > —1 :

(21) /N VAP + Ric? (8, 5) > /N Vo B + [0 X - fP + o~ X - fol?

F 2 X fofo) — 2(f 0 X - fo) + [dSF F2 + [dSF fy)2.

Nous allons maintenant montrer que les termes mixtes de (21) sont controlés.
En intégrant par parties sur NV il vient

/ (o™ Xy ], fo) vol¥ = / (Fr o™ X - f2) vl
N N

des que f ou fs est constante suivant Ap, ces intégrales sont nulles et on conclut
al’aide du lemme 4. On supposera a partir de maintenant que f et f2 sont ortho-
gonales aux fonctions constantes suivant Xp. Dans le cas d'un bout parabolique
dont les poids vérifient la condition de rationnalité, le champ de vecteurs Xy est
périodique et donne une structure de S*-fibré. Dans le revétement & g feuillets
AN Jq X CP' — B, les orbites de Xy correspondent aux cercles centrés en 0
de A* e

En utilisant la décomposition en série de Fourier sur ce revétement local,
f =23, cre*?/9 on voit que la condition d’étre orthogonale aux constantes se
traduit par ¢ = 0. Alors

/N|Xe-f|2=/NZk:‘§Ck‘2>q%/N|f|27

d’ou
—1p 2 1 2 —1y 2 1 2
/N|<P Xo- f]2 > (W)Q/Nw /Nw Xo- fol? > (W)Q/Nw

Puisque ¢(t) < et — 0, on en déduit que pour ¢ suffisamment grand, les
termes mixtes de (21) sont trés bien controlés par les termes en |t Xy - f|?
et |97ty - f2|?, don

[ 198+ Rie'(5.0) = [ 190,52
N N
et le lemme 4 nous permet de conclure. O

REMARQUE. — Les hypotheéses que nous devons faire dans ce lemme sur la
métrique sont assez faibles; par exemple, la courbure positive du facteur CP*
n’intervient pas. On peut ainsi aisément corriger au passage la démonstration
de I'inégalité de Poincaré sur les 1-formes de [3], oli une erreur s’est glissée dans
les termes mixtes de la formule de Bochner du lemme 4.5.
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Ce lemme reste vrai (en modifiant légérement les constantes) si 'on rem-
place g et g; par une métrique asymptotique au modele local g et ses approxi-
mations g;.

COROLLAIRE 4. — Soit g une métrique asymptotique au modéle local §.
1l existe des constantes T',c > 0 telles que pour toute métrique g ou g;, et toute
1-forme B sur [t1,t2] x N avec ty,to > T, on ait :

h%/ |8|% vol +ho/ 182 volV < c/ (|Vﬁ|2 + Ric(3, B)) vol .

[tl,tQ]XN 6[t1,t2]><N [tl,tQ]XN

Démonstration. — Comme les métriques §; et g; sont égales pour ¢t > j + %,

il nous suffit de vérifier le corollaire pour la métrique g. Il faut voir que I'inégalité

est perturbée lorsque on passe de § & g par des termes en ¢(7T) - O(||6Hiz),
1

avec €(T) — 0 quand T — oo. Ce n’est pas completement évident pour les
termes de bord ; pour la métrique §

/ 18] volir = / (8. Vo, 8) — 20| volf
t t<t’

et on en déduit le corollaire. O

Nous avons maintenant fait un premier pas dans la démonstration de la
proposition 3.3 grace au corollaire suivant :

COROLLAIRE 5. — [l existe une constante ¢ > 0 et T suffisamment grand,
tels que pour toute 1-forme lisse 3 sur le bout parabolique compactifié B nulle
ent="T on ait
(22) / (|dB[* +|d* BJ?) vol% > c/ |3|% vol% |

t>T t>T
les normes étant prises par rapport a la métrique g;. Celte inégalité est égale-
ment valable pour la métrique g, et pour une 1-forme 3 € L3(g) définie sur B
et nulle ent="1T.

Démonstration. — On applique le corollaire 4 sur [T,T;] x N pour la métri-
que g;. Le terme de bord est nul par hypothése pour ¢t = T'. Il est nul également
pour ¢t = T} car le volume de cette tranche est égal a 0. Dans le cas de la
métrique g on fait tendre 7} vers 'infini et le terme de bord correspondant
tend vers 0 car 3 € L?. On en déduit le corollaire par la formule de Bochner
A = V*V + Ric en intégrant par parties. O

Preuve de la proposition 3.3. — Supposons la proposition fausse ; on en déduit
une suite de 1-formes 3; est orthogonales aux formes g;-harmoniques telles que
1Billz2g;) = 1, [[dB;llL2(g;) — 0 et [[d™Bjl[r2(g,) — 0. Puisque [[5;]|12(g,) est
bornée on peut en extraire une limite faible 8 € L#(g) sur tout compact de M.
La limite vérifie nécessairement || d3;||z2(g) = [|[d*9 8| z2(g) = 0 et [|B]|L2¢g) = 1;
0 est donc g-harmonique.
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Montrons maintenant que 3 est orthogonale aux formes g-harmoniques L2.
Soit v une 1-forme g-harmonique L? et v; les représentant g; harmoniques
de [7]. On décompose l'intégrale

23 0= /ij,wvolgj: /M\{tZT}<ﬁj,vj>volgf+ / (Bj:7;) vol¥s

t>T

et on majore

[ ot

De méme,

2
<18y, /DijFVOng _ /N I P vol9

2
[ oot | <18l [ bPvolt = [ o
t>T t>T t>T

D’apres le lemme 8 choisir un 7" suffisamment grand tel que
‘/ (Bj,7;) vol¥ | <, ‘/ (B,7) VOlg‘ <e
t>T t>T

D’apreés (23), on a ’fM\{t>T}<ﬁj7’}/j>Volgj | < €. Sur un compact y; — 7 et

B; — B au sens L?-fort par compacité de linclusion L} < Lo; en faisant
tendre j vers 'infini

/ (B;,7;) vol9 — (B, ) vl
M\{£>T}) M\(#>T)

et il est facile d’en déduire que § est orthogonale a . Finalement 3 est a la fois
harmonique et orthogonale aux formes harmoniques donc 3 = 0.

Nous allons voir maintenant que nos hypothéses impliquent une contradic-
tion. Choisissons un 7" > 0 suffisamment grand afin d’étre dans le cadre du
corollaire 5. Soit x(¢) une fonction cut-off valant 1 sur le compact M \ {¢t > T'}
et 0 hors d’un compact. Alors on découpe les 3; en

1851225, = 1 < 2B 132(0,) + 2011 = 208532,
afin d’appliquer 5 a (1 — x)g; :
CH(1 - X)ﬁjHZL% < Hd(l - X)ﬁjHQL%gj) + Hd*j(l - X)ﬂJ'H;(gj)

. 2
<1dBj1172(g,y + 11d% 8511724, + 2||(5tX)ﬁjHL2(gj)-

95)

Puisque, (3; converge vers 3 = 0 au sens L2-fort sur tout compact de M et
que par hypothese ||| z2(g,) et [[d* B} £2(y,) tendent vers 0, il en résulte que
1BjllL2(q,) tend vers 0, ce qui contredit 'hypothese ||3;]|z2¢4,) = 1. O
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3.8.4. Convergence des 2-formes harmoniques. — Comme dans le cas des 1-
formes, on va utiliser I'inégalité de Poincaré du lemme 9 afin d’étudier la conver-
gence des représentants g;-harmoniques d’une classe de cohomologie fixée.

PROPOSITION 3.4. — Soit une classe de cohomologie b € H3 (M). La suite v;
de ses représentants g;-harmoniques sur M converge sur tout compact de M
vers un représentant g-harmonique L? de b.

Plus précisément : soit un représentant w de b égal a Avol®F’ pres de l'infini
sur le bout parabolique de M (avec A € R). On écrit alors v; = w + df;, ot
B; est une 1-forme lisse sur M orthogonale auz formes gj-harmoniques et telle
que d*13; = 0. Alors B; converge sur tout compact de M vers une 1-forme (3
dans L3(g) orthogonale auz formes g-harmoniques L?, telle que v = w + d3
soit g-harmonique, d*s3 =0 et ||B][L2 < c||lw|[L2(g), 0t ¢ > 0 est un constante
fixée.

Démonstration. — L’écriture de v; sous la forme w + d3; releve de la théorie
de Hodge élémentaire sur M et du lemme de Poincaré 5. On remarque dans un

premier temps que la forme vol® est harmonique relativement aux métriques g
et ;. On en déduit le lemme suivant pour les métriques g et g; :

LEMME 10. — Quel que soit € > 0, il existe T suffisamment grand tel que

/ |d* Vol |*vol? <e et / |d* Vol |2 vol¥% < e.
t>T t>T

Par hypothese, v; = w 4 d3; est g;j-harmonique, donc d*id3; = —d*w. En
intégrant contre (3;, puis par inégalité de Cauchy-Schwarz, il vient

14812y, = — / By, 47 v0l% < (18,11 2(gy) - 4]l g,
par l'inégalité de Poincaré de la proposition 3.3, on en déduit que
18511724,y < €lldBjllT2(q,) < cllBillzg,) - 14wl L2(g,)-

D’apres le lemme 10, [[d*w| z2(y,) est uniformément bornée, ce qui entraine
que [|B;llL2(g,) puis que [[dB;|r2(g,) sont uniformément bornées. Comme de
plus d*/3; = 0, on en déduit que ||5;]| L2(g,) €st uniformément bornée. A partir

J
de 13, on peut extraire une limite faible 5 € L? de 3; sur tout compact de M
et terminer la démonstration comme dans le lemme 3.2.
Seul le fait que la limite 3 soit orthogonale aux formes g-harmoniques L2
n’est pas complétement évident. Fixons une classe de cohomologie b € Hp2(M).
Soit w; la suite de ses représentants g;-harmoniques et w le représentant g-

harmonique L?. Nous allons voir que
(24) /(wj,’yj>volgj — /(w,*y) vol;

TOME 130 — 2002 — N© 3



SURFACES KAHLERIENNES DE VOLUME FINI 439

puisque la suite de gauche est identiquement nulle par hypothése, on en déduira
que 7y est orthogonale & toute forme g-harmonique L2. A ce point, nous avons
besoin d’un nouveau lemme technique :

LEMME 11. — Pour tout € > 0, et toute classe de cohomologie b € H3 (M),
il existe un T suffisamment grand tel que avec les notations de 3.4, on ait

/ |y vold < e et / |v;]% vol% < e.
t>T t>T

Démonstration du lemme. — En utilisant le lemme 10, on en déduit pour
tout € > 0, que pour T suffisamment grand, on a

1/2
HﬂjHL%g)(/ |d*jw|2V01gj> << pour tout j.
NJi>r 2
En intégrant par parties, il vient :
@) [ JagPvor == [ (@ gyvor s [ 5 a0,
t>T t>T t=T

d’ott la majoration

/ |d5j|2volgfg( / (a3 dB;, B;) vol?s
1>T t>T

+‘/t:TﬂM*jdﬂj‘

o\
1852000 ([ 1avulvor )| [ 5y nas0s,

< %+‘/t:TﬂjA*jdﬁj(.

Puisque 3; converge vers 3 au sens C° sur tout compact de M, le terme
ft:T B; A *;dfB; converge vers ft:T B A *dg lorsque j tend vers l'infini ; comme
B € L3(g), en utilisant la formule (25) pour la métrique g et le lemme 10, on
peut choisir une tranche t = T pres de 'infini telle que |ft:Tﬂ A xdf] < ie.
Donc pour j suffisamment grand |ft2T B A *dp;| < %e, d’ol1 le lemme. O

IN

A

Fin de la démonstration de la proposition 3.4. — Comme ||3;[/12(4,) est uni-
formément bornée, on peut choisir d’apreés le lemme 11 un compact K tel

que
1/2
’/ (74, Bj) vol% / ;1% vol?¥ < %
M\K M\K

avec de plus ‘fM\KWj,ﬂj)volg" < %e. On découpe les intégrales de (24) en

deux morceaux suivant M \ K ol on a le controle ci-dessus et suivant K ot la
convergence de w; et de 7; est C* ; on en déduit facilement (24). O

< |1Bjllz2(g;)
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N , . .
Convergence a linfini. — Les représentants gj-harmoniques v; et w; de deux
classes cohomologie fixées de H2L2(M ) convergent sur tout compact de M vers
les représentants g-harmoniques L?, v et w. Une autre conséquence intéressante
du lemme 11 est la suivante :

(26) / (5, w;) vol¥ —>/ (v,w)vol?  lorsque j — oo.
M M

L’étoile de Hodge associée a g induit un décomposition des 2-formes g-harmo-
niques L? en leur partie autoduale et anti-autoduale. On en déduit la décom-
position correspondante de H2, (M) en

(27) H3.(M)=H% @ H .

Par ailleurs nous avons les décompositions usuelles pour les métriques g; sur la
variété compactifiée M

H2p(M)=H" ¢ H 7.
De (26), on déduit alors le corollaire suivant :

COROLLAIRE 6. — Soit une classe de cohomologie b € H2,(M), alors
bt — bt et b — b,

Démonstration. — Soit (vy;) les représentants g;-harmoniques de b et +y le repré-
sentant g-harmonique L2. Soit (v"); les représentants g;-harmoniques de b™.
Par la proposition 3.4, la suite (y1); converge sur tout compact vers son re-
présentant g-harmonique qui est par hypothése yT. Parce que les métriques
g; convergent vers g sur tout compact on en déduit que 7;-” — 4t sur tout
compact. Alors pour toute classe de cohomologie a € H7, (M), en notant w; la
suite de ses représentants g;-harmoniques, on a

O =) a=[(v"); =771 il <O =27 ey il g, -

D’aprés la proposition 3.4, [|w;|z2(4,) est borné; on en déduit que (b™ —b%7) - a
tend vers zéro d’apres (26). Puisque le cup produit est une forme quadratique
non dégénérée, ceci implique que b — b tend vers 0 dans H?,(M), d’ou le
corollaire. O

4. Equations de Seiberg-Witten

Soit M une surface complexe a bouts paraboliques munie d’une métrique g
asymptotique au modele local g. Nous commencons par expliquer comment
généraliser la démonstration de Le Brun [4] & ce cadre de volume fini au §4.1,
puis comment obtenir une solution des équations de Seiberg-Witten pour g
par un procédé de convergence au §4.3 dans le cas ou les poids des bouts
paraboliques vérifient la condition de rationalité.
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4.1. Equations de Seiberg-Witten et bouts paraboliques. — La sur-
face complexe M est munie d’une structure spin® canonique de fibré déter-
minant L = K ]\j[l avec les fibrés de spineurs

WH=A""MaA2M et W =A""M
munis d'une action de Clifford de T M.

Soit g une métrique asymptotique au modele local sur M et A une connexion
unitaire sur M. On en déduit un opérateur de Dirac D4 et les équations de
Seiberg-Witten s’écrivent :

(28) DA¢ =0, Fj{g = (¢)a

olt ) € T(WT) et q(v) est la partie dans trace de 'endomorphisme 9 ® *. La
courbure F'{ est une forme imaginaire autoduale et agit par multiplication de
Clifford comme un endomorphisme hermitien sans trace, ce qui donne un sens
a la deuxieme équation.

4.1.1. Connexions L3. — Sur les bouts paraboliques de M, le modele local de
métrique kihlérienne § induit une connexion A sur le fibré anti-canonique K,
que 'on étend par partition de I'unité au fibré tout entier. On définit alors la
classe de Chern L? du fibré anti-canonique de M comme la classe de cohomo-
logie de H2, (M)

i
29 Lc; = —[F4].
( ) €1 271.[ A:I
Si A est une connexion sur KI\_/I1 telle que A = A+ a avec a et da € L2, alors
L2¢c; = %[FA]. En particulier si g est une métrique de Kéhler asymptotique au

modele local sur les bouts paraboliques de M, elle induit alors une connexion A9
sur K/ telle que A9 — A € L? d’'ott L?¢; = 5= [Fas].

4.1.2. Un lemme clef. — Le lemme utilisé par Le Brun dans [4] pour démontrer
le théoreme 2.1 a un analogue dans notre contexte de volume fini & condition
de faire des hypotheses de régularité a I'infini sur la solution des équations de
Seiberg-Witten (28).

LEMME 12. — Supposons que les équations de Seiberg- Witten non perturbées
(28) sur M, associées d une métrique asymptotique au modéle local g, admettent
une solution (A, 1)) telle que ) 0, A= A+a, avec a € L?, et € L2. Alors

1 .
W/M SgVOlg Z (L261 )2.

En outre, le cas d’égalité est réalisé si et seulement si Vo =0 et s = Ct® < 0.
Dans ce cas, g est une métrique de Kdhler relativement a une structure complexe
J induite par la métrique g et la forme de Kdhler Ff /v/2|F].
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Démonstration. — Identique & celle a celle des surfaces compactes, basée sur
la formule de Lichnerowicz (cf. [4]), car les hypotheéses de régularité sur (A4, 1)
nous permettent de faire les intégrations par parties. O

4.2. Démonstration du théoréme 2.1. — Dans tout le §4.2, M =P(€)x
est une surface réglée obtenue a partir d’un fibré parabolique £. Pour simplifier,
on supposera que M possede au moins un bout parabolique et on se réferera
a [6] et [4] pour les démonstrations dans le cas compact.

4.2.1. Une antipodie sur M. — Soit h la métrique hermitienne sur £ adaptée
a la structure parabolique qui nous a permis de construire le modele local g. On
en déduit une métrique de Fubini-Study sur chaque fibre de M et une antipodie
&: M — X, qui achaque point d’une fibre de M associe le point diamétralement
opposé. L’antipodie £ est clairement une involution du fibré M — ¥ renversant
I’orientation et une isométrie pour le modele local de métrique g ; on déduit de
cette derniére propriété que si g est asymptotique au modele local, alors £*g
est également asymptotique au modele local et que £ agit donc sur la coho-
mologie H7 , (M).

LEMME 13. — L’antipodie ¢ agit sur H2,(M) en échangeant les facteurs de la
décomposition

H72(M) = Hyp (M) & Hp, (M).

Démonstration. — Comme £ est un difféomorphisme de M qui renverse 'ori-
entation, on en déduit que pour des 2-formes L2, y; et 7o,

/5*71/\5*72:—/ Y1 A Y2.
M M

Donc pour a,b € H%z (M), on a*a-£*b=—a-b; autrement dit £ ne fait que
changer le signe de la forme d’intersection. En utilisant le fait que £ est une
involution, on en déduit que a-£*a = 0. Puisque nous sommes dans la situation
b;’ =b, =1, cette derniere identité implique le lemme. O

COROLLAIRE 7. — Les métrique g et £*g définissent la méme décomposition

H3. (M) = Hy (M) & Hp, ().

Démonstration. — Soit une classe de cohomologie a € Hzg (M). D’apres le

lemme 13, £*a € H §(M); soit v le représentant L?, g-harmonique anti-
autodual de £*a. Alors £*v représente a et c’est une forme L?, £*g-harmonique
autoduale, d’oli a € HZ§ "9(M). Les autres inclusions se démontrent de la méme

facon. O
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4.2.2. Fin de la preuve. — Voici maintenant une proposition essentielle dont
on déduit automatiquement que (M,gX) ~ ¥ x, CP' (cf. [4]). Par le théo-
reme de Mehta-Seshadri, il en résulte que £ est polystable ce qui démontre le
théoreme 2.1.

PROPOSITION 4.1. — Sous les hypothéses du théoréme 2.1, le revétement uni-
versel holomorphe riemannien de (M,g%) donné par H? x CP!, muni de sa
métrique kihlérienne standard a courbure scalaire constante s = 2(c — 1).

Démonstration dans le cas ot s = 0. — On définit le nombre caractéristique

1 K K
- Wy = ——— [tr(RY A RI)].
7 /M Ty 2472 [ex( )]

En dimension 4, on en déduit que

1 K
— +12 _ -2 19
(30) g ML

ot W sont les parties autoduales et anti-autoduales du tenseur de Weyl. Une
surface kihlérienne est anti-autoduale si et seulement si s = 0. Maintenant, il est
facile de calculer o : pour cela, on peut quitte & changer la structure holomorphe
du fibré parabolique £ — 3 supposer que c’est un fibré paraboliquement stable.
On en déduit une métrique de Kéhler § obtenue par construction standard a
courbure scalaire s = 0. Par la formule de transgression, ¢ ne dépend que de
la classe de cohomologie L? représentée par v donc

N N . 1
o= v:/w ol f=-—
/M M 242

Puisque ¢ est un produit local de deux métriques de Kahler de courbure
opposées sur des surface de Riemann, elle est donc conformément plate et
d’apres (30) il en résulte que o = 0. Finalement, on en déduit que W~ = 0
pour la métrique ¢¥ et qu'elle est elle aussi conformément plate. Or une
surface kdhlérienne conformément plate est néessairement un produit local
de deux métriques kéhlériennes a courbures scalaires constantes opposées
(X1,91) X (X2,¢2). En raison du comportement asymptotique de la métrique

[tr(RY A R9)].

'un des facteurs doit étre CP' et Pautre H2. O
Démonstration dans le cas ot s < 0. — On commence par le lemme :
LEMME 14. — Sous les hypothéses du théoréme 2.1 et en supposant que les

équations de Seiberg- Witten non perturbées associées a la métrique g = £*g¥
ont une solution (A,v) avec la régularité spécifiée dans le lemme 12, on en
déduit que le revétement holomorphe riemannien de M est égal o H? x CP*
muni de sa métrique standard.

REMARQUE. — La fin de cet article a pour but de la démontrer ’existence de
la solution (4, ¢) (cf. §4.3 et §4.4).
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La métrique de Kihler a courbure scalaire constante ¢¥ induit une connexion
AX sur le fibré anti-canonique dont la courbure est harmonique et vérifie

1.
—isw,

+
Ft =7

avec w la forme de Kihler de g®; on en déduit que LQCi—gK = g-[w] d’or
+, K 1 K
(L2, %)% = 39,2 /M s2vol! |

Par définition g = £*¢g¥, donc par changement de variable

K
/ szvolgz/ s2vol? ;
M M

en utilisant le corollaire 7
9 FgKyo _ r2 4ene 1 2
(L%¢, 77 )% = (L%, ?) _32772/1\/18 vol? .

En appliquant le lemme 12 dans le cas d’égalité, on en déduit que g est de Kéhler
relativement & une structure complexe J compatible avec ’orientation de M.
En prenant I'image réciproque de ces structures par &, il vient que g% = £*g est
kéhlérienne relativement a une structure complexe J; = £*J compatible avec
I'orientation inverse de M. En notant Jy la structure complexe originelle sur M
qui commute avec J; on définit un automorphisme de carré 1 de T'M donné
par JoJi. On obtient une décomposition parallele de TM en Ly & Lq suivant
les espaces propres de JyJ;. Finalement le revétement universel holomorphe
riemannien de (M, g) est un produit (X1,¢1) X (X2, 9g2). Puisque la courbure
scalaire de g® est constante et que s(x1,22) = s1(21)+52(22), on en déduit que
s1 et sg sont constantes. Maintenant, en raison du comportement asymptotique
de ¢® T'un des deux facteurs doit étre & courbure sectionnelle —1 et l'autre a
courbure sectionnelle c. [l

4.3. Convergence des solutions des équations de Seiberg-Witten

Notre objectif est maintenant d’obtenir une solution non réductible aux
équations de Seiberg-Witten (28) pour une surface complexe réglée a bouts
paraboliques, car c¢’est un outil central dans la démonstration du théoreme 2.1.
Dans cette optique, nous montrons que 1’on sait faire converger une suite de so-
lutions des équations de Seiberg-Witten perturbées (32) pour les métriques gj,
vers une solution des équations non perturbées (28) pour la métrique g = £*g¥.
Plus généralement, le théoreme de convergence 4.2 s’applique a toute métrique
g asymptotique au modele local sur une surface complexe.

Nous supposerons pour donc pour l'instant que M est une surface complexe
a bouts paraboliques vérifiant la condition as — a3 € Q. Nous expliquerons
au §4.4 comment se passer de cette hypothese. Pour simplifier nous supposons
en outre que M possede exactement un bout parabolique, les démonstrations

TOME 130 — 2002 — N© 3



SURFACES KAHLERIENNES DE VOLUME FINI 445

s’étendant trivialement au cas de plusieurs bouts. Soit g une métrique sur M
asymptotique au modele local § et g; sont ses approximations lisses sur la
compactification orbifold M = M U D, ot D = CP'/Z,,.

4.83.1. Compactification du fibré K;j. — Rappelons que pres de D, on a re-
vétement local & ¢ feuillets de M donné par

p?: I /(%) x CP' — I,/(r) x CP*,
(1’ + Zy, [’[L : 17]) — (1‘ + Zy, [ﬂe—ia1$ . {}e—iazm])’

que l'on prolonge en un revétement ramifié p? : A,/ X CP' — B tel que
p?({0} x CP*) = D.

Le fibré en droites complexes [D] associé au diviseur D tel que ¢1([D]) est
le dual de Poincaré de D, est défini classiquement a 'aide de deux ouverts de
trivialisation, I'un au-dessus de M, Pautre au-dessus de A/, X CP! (dans le
cas des orbifolds, il faut se placer sur le revétement local ramifié pour que la
construction ait un sens). En utilisant les coordonnées (¢ = x + iy, [4 : 7]),
on recolle ces deux trivialisations par la fonction de transition p = e’ qui est
invariante sous 'action de Z, et définit ainsi un orbifibré sur M. Notons que le
fibré [D] restreint & M devient évidemment trivial.

On construit sur [D] des connexions définies explicitement, en utilisant les
notations de §3.1, par

(31) Bj = d —ix;(9rp;)do.

Ceci définit bien une connexion lisse sur [D] puisque dyp; = —1 pres de [D]
d’'ou pBjp~! = d prés de D. Alors la 2-forme w; = 5= Fp, représente c1([D])
et par construction, la suite de connexions B; converge sur tout compact de M
vers la connexion triviale.

LEMME 15. — La classe de Chern L? du fibré K]T/[l se décompose en
L261 =cC (Kﬂ%l) + ([D]il)

Plus précisément, la connexion A sur K]T/[l s’écrit sous la forme A=cC+ a,
ot a est une 1-forme L3(g) sur M et C est une connexion lisse sur le fibré
L= Kﬂ%l ® [D]~! dont la courbure vérifie prés de D

. cp!
Fo = —icvol™

avec ¢ la courbure de la métrique de Fubini-Study.

Démonstration. — Dans le revétement p? : A* x CP! — B, la connexion de
Chern sur le fibré anti-canonique se décompose en A2 @ AFS avec A" et AFS
les connexions de Chern sur les fibrés tangents de A* et CP'. Mais on a A2 =

d — dIn(]dz|?) = d — dIn(|z|?) — dIn(In? |z|) et le dernier terme est L3 ; on en
déduit le lemme en utilisant la formule de Poincaré-Lelong. O
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4.3.2. E’quations perturbées pour les métriques g;. — La compactification M
de M est une surface complexe; elle est donc munie d’une structure spin®

canonique de fibré déterminant Ly = K ;Wl avec pour fibrés de spineurs

Wt =AM aA2M et W~ =AM
Notons que cette structure spin® coincide avec celle des équations non perturbée
si on la restreint a M.
Chaque métrique g; sur M induit un opérateur de Dirac modulo le choix
d’une connexion unitaire A sur Lg; on définit alors les équations de Seiberg-
Witten perturbées par

(32) Day =0, (Fa—Fp,)" =q(¥),
ot ¢ € T(W). Le groupe de jauge G = Map(M, S') agit par
df

f(A0) = (A-25 10)

sur ’espace des solutions des équations de Seiberg-Witten. D’apres le lemme 15,
[Fa — Fp,] = —2ime1(Lo ® [D]™') = —2imL2¢y ; c'est précisément pour cette
raison que nous avons perturbé les équations et peut alors extraire une solution
des équations de Seiberg-Witten non perturbées associées a la métrique g grace
au théoreme suivant.

THEOREME 4.2. — Soit g, une métrique asymptotique au modéle local sur M,
et soit g; les métriques sur M qui approziment g. Soit C, la connexion de
référence sur L = Lo ® [D]~" déduite de la connexion A & Uaide du lemme 15.
Supposons donnée une suite (Aj,1);) de solutions des équations de Seiberg-
Witten perturbées (32) associées aux métriques g;. Alors, quitte 4 extraire une
sous-suite et a faire des changements de jauge, les (A;,1;) convergent au sens
C sur tout compact de M wvers une solution (A1) des équations de Seiberg-
Witten non perturbées (28) sur (M, g) telle que :

o A=C+a, ot a est une 1-forme L3(g), vérifiant d*sa = 0.
« ¥ € Li(g).

4.8.8. Contréle CY. — Le premier pas dans la démonstration du théoréme 4.2
est un résultat de controle C° uniforme sur 1, :

LEMME 16. — Il existe une constante K telle que pour tout j et pour toute
solution (A;,v;) des équations de Seiberg- Witten perturbées associées & la mé-
trique gj, on ait |¢;| < K.

Pour le voir il faut analyser la courbure de B; qui est explicite.
LEMME 17. — La courbure de la connexion B; vérifie
(9:&2%0]'

J

FBj :—in dt/\gpjde—kFJb,
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avec |Fj‘?| bornée indépendamment de j.
Démonstration du lemme 16. — Par la formule de Lichnerowicz
. 1 1
Da,wi = Vi, Va, vy + 75705 + 5FL -4,

puis en utilisant les équations de Seiberg-Witten, il vient

LER -y 2a()y =

Rappelons que d’apres les lemmes 2 et 17,

1
(33) quijjwj + ng]¢j +

. 02, 02,
s = s =2 Fpy = iy =

J J

dt A p;df + F},
avec sp’
produit de Clifford sur W7 avec des valeurs propres =i, <pj_1(9t2<pj reste bornée
supérieurement mais pas inférieurement donc 1’équation (33) peut s’écrire sous
la forme

et |F?| uniformément bornées. Par ailleurs (dt A ¢;df)* agit par

* 1
OZV&V&%+PWrH?%+§ﬂ%Ww
ou sur le bout parabolique

1 02 i 0
sz—int . X’t :

27,

(dt A p;d6)T9e);

est un opérateur dont les valeurs propres sont 0 et —90;1 Xj8t2<pj. L’opérateur
linéaire P]b est uniformément borné. Il en résulte que la partie négative de ses
valeurs propres de P; + P]b reste bornée inférieurement.

On peut maintenant démontrer le lemme en utilisant le principe du maxi-
mum : si zy € M un maximum local de [¢;]?, alors A% (|;]?)(zo) > 0.
Or d’apres lidentité A% (|y;|*) = 2Re(Vi Va,¥;,¢5) — 2|Va,¢;[%, on en
déduit qu’il existe une constante x > 0 telle que

2 1 2 1 4
0> —H|¢j($o)| + §<Q(¢j)¢j($o),¢j($o)> = —’ﬂ|¢j($0)| + ZWJ’(%O) )
d’ott |1 (z0)* < 4k. O
4.8.4. Convergence des connexions. — Notons C; = A; ® B;l la suite de

connexions définies sur L. On utilise la jauge donnée par la connexion C' de
«référence » du lemme 15 et on écrit

Cj=C+ﬂj+Mj7

ol 1 est une 1-forme g;-harmonique, et §;, une 1-forme orthogonale aux formes
g;-harmoniques.

BULLETIN DE LA SOCIETE MATHEMATIQUE DE FRANCE



448 ROLLIN (Y.)

Convergence de la partie harmonique. — D’aprés le théoreme des coefficients
universels, valable pour les CW-complexes et en particulier pour les orbifolds,
HY(M,Z) est un réseau de H*(M,R) et finalement le quotient

HY(M,R)/H'(M,Z)

est un tore compact. Par ailleurs, les composantes connexes du groupe de jauge
Map(M, S*) agissent comme le réseau i H' (M, Z) sur les classes de cohomologie
de iH'(M,R). On en déduit que quitte & faire agir le groupe de jauge sur
les solutions des équations de Seiberg-Witten (A;,;), on peut supposer que
les classes de cohomologie définies par p; restent bornées; quitte & extraire
une sous-suite de (A;,1;), on peut donc supposer que [u;] converge. D’apres
la proposition 3.2, il en résulte que y; converge au sens C'°° sur tout compact
de M, vers une forme g-harmonique L?.

Convergence de la partie orthogonale aux formes harmoniques. — Pour com-
mencer on peut quitte a faire des changements de jauge dans la composante
connexe de l'identité, ce qui n’affecte pas I’argument précédent, on peut se pla-
cer dans une jauge de Hodge telle que d*i 3; = 0. Puisque (4;, ;) est solution
des équations de Seiberg-Witten,

Fi? = (Fo + dB)" = q(1y),

d’ott di 8 = q(¢;) — ng. Le lemme 16 donne alors une borne C? sur ¢(¢;) et

1
comme la connexion de référence C' vérifie Fe = AvolF pres de D, elle admet
également une borne C?; en utilisant le fait que le volume des métriques est
uniformément borné par le lemme 3, on en déduit une borne uniforme sur

[|d*9 8] L2(g,)- Sur une variété compacte
20 A% 851172,y = 114851172495
alors, d’apres la proposition 3.3
cllBillZz (g, < 1dBilI72¢g,)-

Finalement, Par conséquent, [|3;[|z2(4,) est uniformément borné et on peut
extraire une limite faible sur tout compact 3 € L#(g) de 3; orthogonale aux
formes g-harmoniques L? et vérifiant d*s3 = 0.

En conclusion, les connexions C; = C'+ u; + 3; convergent au sens L32-faible
sur tout compact de M vers une connexion A = C +a avec a = u+ 3 € L3(g).
Par construction, B; converge vers la connexion triviale sur tout compact de M ;
on en déduit que A; converge également vers C' sur tout compact.

Convergence de la partie spineur. — Comme dans la preuve du lemme 16, on
écrit la formule de Lichnerowicz sous la forme

(34) 0=Da;tp; = Vi, Vat; + (P} + Py + %Q(%)%‘,
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ol ij est un opérateur uniformément borné, et P]b un opérateur dont la partie
négative des valeurs propres est uniformément minorée. Alors, il existe une
constante x > 0 telle que —((P} + Pj);,1;) < kli;|%; en intégrant sur M
la formule (34) contre 1;, on obtient le contréle

1 ,
IVl < Rl = 7 [ 1314 ¥0l% < ol

Des bornes uniformes C° sur ; et sur le volume des métriques g;, on déduit
alors une borne uniforme sur ||V 4,15 12(g,)- On peut donc extraire de 1; une
limite faible sur tout compact v telle que 1, Vot € L2(g). Finalement, (A, 1))
est obtenue comme une limite faible sur tout compact de solutions des équations
de Seiberg-Witten perturbées (A;, ;). Or B; tend vers la connexion triviale
sur tout compact de M il en résulte que (A,1) est solution a la limite des
équations de Seiberg-Witten non perturbées (28).

Une fois ces controles L? obtenus, un procédé classique de bootstraping
utilisant Dellipticité des équations de Seiberg-Witten modulo I'action du groupe
de jauge montre que la convergence est en réalité C'* sur tout compact de M

(¢f. [13]).

4.4. Cas irrationnel. — Nous allons maintenant expliquer comment géné-
raliser le théoreme 2.1 dans le cas d’une métrique asymptotique a un modele
B&1*2 dont les poids sont tels que vérifient ag — a; ¢ Q. Dans ce cas, le re-
vétement p : I, x CP — B ne se factorise pas (cf. lemme 1 et corollaire1), la
compactification naturelle du bout parabolique devrait étre un quotient par Z
sur lequel nous ne disposons pas d’un théoreme de lindice approprié pour dé-
velopper une théorie de Seiberg-Witten (¢f. [10] pour les orbifolds).

Pour éviter ce probleme, nous allons faire « bouger » les poids, afin d’obtenir
des modeles §7 vérifiant la condition de rationalité et qui approximent § sur tout
compact de M. En recollant g aux différents modeles §7, nous en déduirons des
approximations par des métriques g7 ; par ce qui précéde nous pourrons extraire
des solutions des équations de Seiberg-Witten pour ces métriques que nous
ferons converger a leur tour vers une solution des équations pour la métrique g.

4.4.1. Approrimation dans le cas irrationnel. — Rappelons que la construc-
tion du modele local se fait via le choix d’une métrique hermitienne

h= ('Zl)al |z(|)a2)

et il apparait clairement que g dépend de fagon C° du choix des poids sur
un compact de M. On choisit donc une suite de poids («], o) qui tend vers
(a1, az), telle que a—a] € Q et on note §7 le modele local associé. En reprenant
les notations de 3.1.2, on pose

g =1 =x5)9+x;9
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On fait en sorte que les poids convergent suffisamment vite de sorte que les
métriques §7 soient trés proches de § au sens C? sur Panneau j <t < j + 1.

REMARQUE. — La métrique ¢’ est évidemment asymptotique au modele lo-
cal ¢7 et tout ce qui concerne le cas rationnel s’applique a elle. Par ailleurs,
d’apres le corollaire 2, on a les isomorphismes

22(91‘)(M) =~ Hpp (M) = HZZ(Q)(M%
via lesquels L2c; (M, g) = L%¢1 (M, ¢7) = cl(KA%lj ® [D;]71).

4.4.2. Convergence des 1-formes harmoniques. — On a une inégalité de Poin-
caré uniforme pour les fonctions qui est ’analogue du lemme 7 :

LEMME 18. — Il ewiste une constante ¢ > 0, telle que pour toute métrique g’
et toute fonction f € L3(g7) vérifiant [, fvol? =0 on ait

/ |df|2\folgj Zc/ |f|2volgj.
M M

Démonstration. — On refait la démonstration du lemme 7 a lidentique.
Il n’y a que deux points & vérifier pour que les arguments s’appliquent bien : le
lemme 3 est valable pour les métriques ¢’ et les constantes qui interviennent
dans le lemme 4 ne dépendent que de la constante hy qui est la méme pour
toutes les métriques §7, ce qui n’est pas difficile. O

On déduit du lemme 18 par une démonstration presque identique a celle de
la proposition 3.2 'analogue suivant :

PROPOSITION 4.3. — Soit b € HL, (M) et ; la suite de ses représentants g’ -
harmoniques L?. Alors v; converge au sens C° sur tout compact de M, vers
le représentant g-harmonique L? de b.

4.4.8. Inégalité de Poincaré pour les 1-formes. — Afin de généraliser les ré-
sultats de convergence obtenus pour les 1-formes dans le cas rationnel, on com-
mence par montrer que la constante 7' du lemme 9 peut étre choisie indépen-
damment de la métrique §7. Notons ;. les approximations successives suivant
la méthode exposée au §3.1 de chaque métrique §7, on a alors le lemme suivant :

LEMME 19. — Il existe une constante T' suffisamment grande telle que le lem-
me 9 soit vérifié pour toutes les métriques g = §, §’ ou gi.

Démonstration. — La seule modification a apporter dans la démonstration du
lemme 9 concerne I'argument utilisant les séries de Fourier : comme

(@ —a) =" — (az—an) £ Q,
J
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ceci entraine que g; explose; plus géométriquement, les orbites de Xp pour la
métrique ¢ limite ne se referment pas et s’enroulent sur un tore. Nous allons
donc raffiner 'argument en utilisant les séries de Fourier sur le tore.

En reprenant les notations de la démonstration du lemme 9 la métrique g
s’écrit en coordonnées locales sur le bout parabolique

4/c
= dt? + Q*(t)dF?* + ————|du —iaudf|?, ol a=ay —a;.
g ¥ ( ) (1 + |u|2)2| | 2 1
En utilisant les coordonnées polaires u = pe®2, on calcule

4/c
= dt* + e 2 d6* + — == (|dp|* + p*|db2 — adf|?
et Xp = Ogp+a0p, — notons que (db, dp, df2) est une base duale de (Xy, d,, 0p, ).

Les orbites de Xp s’enroulent sur les tores
T (to, po) = {(t,p,9,92); t=tyet p= pg}.
suivant lesquels on écrit la décomposition de f en série de Fourier
[= ch,e(t’ﬂ)ei(keMeg);
ke
on en déduit que
Xo-f=(0g+ads,) f= icke(k+al)e "t
ke

La difficulté dans le cas ou « est irrationnel provient du fait que I’ensemble des
valeurs prises par k + la s’accumule en 0. Notons tout d’abord que

{—o00 et k— oo lorsque k+fa— 0.

REMARQUE. — Dans le cas de la métrique ¢7, on a ag — a{ = = ri/q; —
a & Q. Alors, pour tout K > 0, il existe un € > 0 suffisamment petit, tel que
pour j suffisamment grand on ait |k + a’/|? < € implique k,/ > K. En effet, si
cette assertion était fausse, ceci impliquerait a € QQ, ce qui est contradictoire.
On vérifiera en vertu de cette remarque que tout ce que nous dirons dans la
suite de cette démonstration s’applique également aux métriques §’ et g en
choisissant j et k suffisamment grands.

Maintenant

Op, - [ = Zifck,eei(kwwﬂ
k.l

et puisque dwlf = 0p, - f(db2 — adf) + 0, - fdp est une somme de termes
orthogonaux, on en déduit que que

' 4 4
(35) A% 2 > ~(p+1/p)*|00, - fI* = 100, - fI.
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On décompose 'espace des fonctions sur le tore en 'espace des fonctions
presque invariantes suivant Xy et son orthogonal

Inv, = <ei(k91+692)/|k + al]? <€), Inv: = <€i(k01+692)/6 < |k + al]?).

Pour tout K > 0 il existe un e suffisamment petit, tel que la décomposition de
f € Inve en série de Fourier s’écrive

f= Z o g0 (KOH02)

k>K

d’ott
(36) / |0p, - f|? vol?* > K2/ |f|? vol?t .
N N

Revenouns a 'inégalité (21) de la démonstration du lemme 9 :

/ V5| +Ric? (8, 8) > / Vo B + o Xy - fI> + |0~ Xy - faf?
N N

—4fo07 X - fo) + 1A PP+ [ ol
on voit donc que pour f € Inv, le terme mixte —4(f, o1&y - f2) est controlé

a Paide de |~ X - fo]2 et |[d°P' |2 d’aprés (35) et (36).
Supposons f € Invﬁ. Alors

/|X9~f|VO]th€/ |fI? vol9,
N N

d’olt
/ lo™ 1 Xp - f|vol?* > e<p_2/ | f|? vol9t .
N N

Puisque ¢~2(t) > e?! — 400, on en déduit que pour ¢t > T, suffisamment
grand, le terme mixte est controlé par [ 1Ay - f|? et [ 1Ay - fo]?. O

On en déduit I'analogue de la proposition 3.3 :

PROPOSITION 4.4. — 1[I existe une constante ¢ > 0 telle que pour toutes les
métriques g7, et toute 1-forme 3 € L3(g’), orthogonale aux formes g’-harmo-
niques L2, on ait :

/ |dB)% + |d* B2 vols” > c/ 18| vol? .
M M
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4.4.4. Convergence des 2-formes harmoniques. — Soit une classe de cohomo-
logie b € H2,(M). A Taide du lemme de Poincaré 5, on commence par choisir
un représentant v € L?(g) égal & Avol® sur le bout parabolique. On en déduit
une suite de représentants v; € L?(g’) via 'isomorphisme du du corollaire 2 tels
que H'yj|| L2(g7) soit borné et v; converge vers v au sens C* sur tout compact
de M.

On peut écrire le représentant g’-harmonique w; € L?(g7) de b sous la
forme w; = v, + dg;, ou 3; € L3(g’) est une 1-forme orthogonale aux formes
g’-harmoniques L? qui vérifie d*/3; = 0. Grace a l'inégalité de Poincaré de
la proposition 4.4, on en déduit par une démonstration similaire a celle de la
proposition 3.4 :

PROPOSITION 4.5. — Soit une classe de cohomologie b € Hp2(M). Soit Q; la
suite de ses représentants g’-harmoniques L?. Alors Q; converge au sens C™
sur tout compact de M wvers le représentant g-harmonique L*(g) de b.

Chaque métrique g7 induit une décomposition des formes g’-harmoniques
L? en leur partie autoduale et anti-autoduale,

H3.(M) = Hi: (M) & Hp, (M).
On démontre également facilement 1’analogue du corollaire 6

COROLLAIRE 8. — Soit une classe de cohomologie b € H3,(M), £7 les pro-
jecteurs de H3,(M) associés a la métrique g7 et + ceuz associés d g ; alors

bt — bt et b= — b~ lorsque j tend vers Linfini.

4.4.5. Convergence des solutions des équations de Seiberg- Witten pour les mé-
triques g7. — 1l faut commencer par fixer des connexions de référence C? conve-
nables sur les fibrés
—1 i1—1
Lj = KMj ® [Dj]

Soit A la connexion induite par g sur K ;41 et A7 celles induites par les métri-
ques gj . Alors les connexion A convergent vers A au sens C! sur tout compact
de M par construction de ¢7. D’aprés le lemme 15, on peut donc construire
alors une suite de connexions C7 qui converge sur tout compact M vers la
connexion A, lisses sur L; et telles que || — fleLz(gj) et [[Foi — Faillregg,))
soient bornés.

On démontre alors 'analogue du théoreme 4.2 suivant :

THEOREME 4.6. — Soit (A7,47), une suite de solutions des équations de Sei-
berg- Witten non perturbées associées aur métriques g7 telles que :

e A1 =Ci+al, ona’ € L3(g’) est en jauge de Hodge d*ia’ = 0 et la partie
g7 -harmoniques L? de o’ est uniformément bornée en cohomologie.

o ) € L2(g7) relativement a la connexion C.
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o Y7 est uniformément bornée en norme C°.

Alors, quitte a extraire une sous suite, (A7,17) converge au sens C™ sur tout
compact de M wvers une solution (A,v) des équations de Seiberg- Witten non
perturbées pour la métrique g telle que

e A=C+a, avec d*a =0 et a € L3(g).
o ¢ € L%(g) relativement a C.

Démonstration. — Notons que tout d’abord que la borne C° du lemme 16
ne dépend pas non plus de j pour les métriques gj, car la courbure scalaire
des métriques ¢’ est uniformément bornée. Les hypotheses de régularité sur
(A7 4)7) sont donc justement celles qu’on peut faire si (47,17) a été obtenue &
I’aide du théoreme 4.2.

Par ailleurs, on a une borne uniforme sur [7], ol y/ est la partie g’-
harmonique de a’ car on s’est ramené & un domaine fondamental du tore
HY(MJ,R)/HY(M7,Z) afin de faire converger xj. On peut quitte & extraire
une sous-suite supposer que [?] converge et en déduire que p’ converge vers
une forme g-harmonique L? grace & la proposition 4.5.

Il est facile de faire converger 37 et ¥’ (cf. th. 4.2) maintenant que nous
disposons de l'inégalité de Poincaré de la proposition 4.4 et de connexions de
référence C7 adéquates. O

4.5. Calcul de l’invariant de Seiberg-Witten. — Soit M une surface
complexe réglée obtenue a partir d’un fibré parabolique £. Il nous reste prou-
ver l'existence de solutions des équations de Seiberg-Witten sur les compacti-
fications de M. Pour cela, on commence par choisir une métrique kéhlérienne
particuliére quitte & perturber la structure complexe sur M pour laquelle on sait
que l'espace des module est constitué d’un point sous la condition deg L < 0.
Comme nous somme dans le cas ot b = 1, I'invariant de Seiberg-Witten ne
dépend pas de la métrique sous une « condition de chambre » (38) ce qui nous
permet de trouver une solution des équations pour ces métriques.

4.5.1. Cas rationnel. — Si les poids de la structure parabolique vérifient
la condition de rationnalité, on en déduit une compactification orbifold M.
Comme la condition de stabilité est générique, on peut quitte a perturber la
structure holomorphe de £ le supposer stable. On en déduit une métrique
kéhlérienne § & courbure scalaire constante s = 2(¢c — 1) < 0 définie sur M.
Par construction, les approximations g; de g sont kdhlériennes sur M et on
la méme classe de Kéhler [w]. Comme § est kédhlérienne & courbure scalaire
constante,

(37) L%c; - [w] = 8i7r /w Aw,

donc deg L = L?¢; - [w] < 0 ce entraine que l'espace des modules des équations
de Seiberg-Witten perturbées (32) sur (M, §;) s’identifie & 'espace des modules
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de couples (A%, a) ott A%! est une structure holomorphe sur le fibré Ly et o
une section holomorphe du fibré trivial Lo ® Kj; (voir [16]); la seule solution
est le fibré KJ\_71 avec « la section holomorphe standard du fibré trivial Oj;.

On en déduit que pour toute métrique g sur M vérifiant
(38) L2 . W] <0,

les équations de Seiberg-Witten perturbées on un invariant SW(g) = 1.
Soit ¢® une métrique kihlérienne & courbure scalaire constante s asympto-
tique au modele local § sur M. En notant w’ sa forme de Kibhler,

[e= ]
CP! CP!

en raison du comportement asymptotique de g¥ ; d’apres (37),

R L2 - [w]  L?c; - [w"]
gr WP KPR
ce qui implique [w] = [W¥].

Soit ¢¥ une métrique kihlérienne sur M & courbure scalaire constante s < 0
asymptotique au modele local (dont les poids vérifient la condition de ration-
nalité) Notons g = £*g¥, olt € est lantipodie sur M définie au §4.2 et g; la
suite d’approximations de g. D’apres le corollaire 6 et le lemme 7

; +
L2c1+1 — chf” = L201 a

)

donc d’apres (37) pour j suffisamment grand,

L2 - [w] < 0;
on en déduit que SW(g;) = 1 et que les équations de Seiberg-Witten perturbées
associées & la métrique g; admettent une solution (A;, ;). En utilisant le théo-
reme 4.2, on en déduit la solution recherchée des équation de Seiberg-Witten
non perturbées associées & la métrique g = £*g¥.
4.5.2. Cas irrationnel. — Dans le cas ol le modele local § ne vérifie plus la
condition ap —a € Q, on approxime la métrique g = £*g¥ par les métriques g/
définies au §4.4 qu’on approxime & leur tour par des métriques lisses gj, sur des
compactifications orbifold M suivant le §3.1. D’apres les corollaires 6 et 8,
en notant ii les projecteurs des décompositions de H?,(M) induites par les
métriques gj, on déduit que

J +
chi"_k LQC;‘g — L201 K

pour j et k tendant vers l'infini. On en déduit, en utilisant le §4.5.1 que les
équations de Seiberg-Witten non perturbées associées a la métrique g7 ad-
mettent une solution via le théoréeme 4.2. On fait converger a nouveau cette
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suite vers une solution des équations pour la métrique g = £*g¥ en utilisant le
théoreme 4.6.

1]
2]
8]

[10]
[11]
[12]

[13]
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[16]
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