Bull. Soc. math. France
133 (4), 2005, p. 601-618

REPRESENTATIONS DE DE RHAM ET
NORMES UNIVERSELLES

PAR LAURENT BERGER

RESUME. — On calcule le module des normes universelles pour une représentation
p-adique de de Rham. Le calcul utilise la théorie des (¢,I')-modules (la formule de
réciprocité de Cherbonnier-Colmez) et ’équation différentielle associée & une repré-
sentation de de Rham.

ABSTRACT (De Rham representations and universal norms). — We compute the
module of universal norms for a de Rham p-adic representation. The computation
uses the theory of (¢, I')-modules (Cherbonnier-Colmez’s reciprocity formula) and the
differential equation attached to a de Rham representation.
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Introduction

Dans tout cet article, p est un nombre premier, k est un corps parfait de
caractéristique p, et K est une extension finie du corps des fractions F' de
I'anneau des vecteurs de Witt sur k. On se fixe une cléture algébrique K de K,
et on pose Gx = Gal(K/K). Rappelons qu’en utilisant I’anneau de périodes p-
adiques Bygr, Fontaine a défini la notion de représentation de de Rham de G .
Si V est une telle représentation et si L est une extension finie de K, on définit
H ; (L, V) comme étant I’ensemble des classes de cohomologie qui déterminent
une extension 0 — V — F — Q, — 0 de représentations de G, telle que I est
une représentation de de Rham de Gy..

On écrit p,» C K pour désigner 'ensemble des racines p"-iémes de 1'unité et
on définit K,, = K (p,») ainsi que Koo = U:Z% K,.Onpose Hx = Gal(K/K.)
et 'y = Gal(K«/K). L’algebre d’Iwasawa est 1’algébre de groupe complétée
Ak =7Z,[[I'k]]. La cohomologie d'Iwasawa de V est définie par

Hy, (K, V) = Qp @z, Hiy (K, T)
olt T est un réseau de V stable par Gx et Hy (K,T) = lim H'(K,,T)
est la limite projective pour les applications « corestriction » ce qui fait de
H{ (K,V) un Q, ®z, Ag-module. Par construction, on a des applications
prc, v : Hiy (K, V) — H'(K,,V) et Pobjet de cet article est 'étude du mo-
dule H{, (K, V), des « normes universelles », 'ensemble des y € H{ (K, V) tels
que pour tout n > 0 on ait prg, (y) € Hy(Kn, V).

Si Fil'V est la plus grande sous-représentation de V' dont tous les poids
de Hodge-Tate sont > 1, alors Fil'V est de de Rham et on peut montrer que
HL (K, Fil'V), = HL (K,Fil'V). Le résultat principal de cet article est le
suivant :

THEOREME A. — Si V est une représentation de de Rham, alors :
1) i V n’a pas de sous-quotient fixé par Hy, alors on a
Hllw(Kv V)g = Hllw(Ka F111V),
2) en général, Hi, (K, Fil'V) C HL (K,V), et le quotient est un Q,®z, Ak -
module de torsion (c’est en fait un Qp-espace vectoriel de dimension finie).
La démonstration est tres similaire a celle qu’en a donnée Perrin-Riou
dans [22] pour les représentations cristallines, et dans [23] pour les représen-

tations semi-stables, du groupe de Galois d’un corps non-ramifié mais au lieu
d’utiliser son « exponentielle élargie », on utilise les constructions de [2] (qui
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redonnent ’exponentielle élargie d’ailleurs, comme on le montre dans [3]) et
au lieu d’utiliser des considérations de « cran de la filtration » et d’ordre,
on utilise la théorie des (¢, I')-modules qui encodent toutes ces informations.
Cela simplifie la démonstration de Perrin-Riou et nous permet de plus de
I’étendre au cas des représentations de de Rham du groupe de Galois d’un
corps éventuellement ramifié. Remarquons que ’on n’utilise pas le fait que les
représentations de de Rham sont potentiellement semi-stables.

Indiquons brievement d’ou provient cette conjecture. On renvoie a l'ar-
ticle [22] de Perrin-Riou pour plus d’informations. Si E est une courbe el-
liptique définie sur K, on s’intéresse au module des « normes universelles »
Nk /k(E) = lim F(K>,), limite projective pour les applications Try, /x, -
Le calcul de ce module a été fait (pour une courbe elliptique, une variété
abélienne ou méme un groupe formel, et pour une Z,-extension quelconque)
dans certains cas par Mazur [18], puis par Hazewinkel [14], [15], Schneider [24]
et Perrin-Riou [20] entre autres. Dans [7], Coates et Greenberg ont formulé
une conjecture assez générale décrivant le module des normes universelles. La
formulation du résultat que nous démontrons est due a Nekovar et concerne
les normes universelles dans 1’extension cyclotomique pour une représentation
p-adique de de Rham. Si on I’applique au module de Tate d’une courbe ellip-
tique E, définie sur une extension finie K de @), on retrouve, via la théorie de
Kummer, certains résultats des auteurs cités précédemment : si ¥ est ordinaire,
alors N /i (E) est un Ag-module de rang [K : Q] et si E est supersinguliere,
alors il est nul.

Remerciements. — Je remercie Pierre Colmez pour ses nombreuses sugges-
tions, de la démonstration du théoreme principal a la rédaction finale de cet
article. Je remercie aussi Jan Nekoval pour ses encouragements et ses com-
mentaires, ainsi que le referee pour ses remarques pertinentes qui ont permis
d’améliorer la clarté de cet article.

I. Algebre différentielle des (¢, I')-modules

L’objet de ce premier chapitre est de rappeler et compléter certains points
de la théorie des (p,T')-modules. Ensuite, on résout un probléme d’algebre
différentielle. Dans le deuxiéme chapitre, on verra comment cela s’applique aux
représentations p-adiques.

I.1. Les (¢, I')-modules. — Daus tout cet article, k désigne un corps parfait
de caractéristique p et K est une extension finie de F', le corps des fractions de
I’anneau des vecteurs de Witt sur k. On écrit ppn C K pour désigner 'ensemble
des racines p"-iémes de 'unité et on définit

—+o0
Ky =K(upn), Koo=|J Kn.
n=0
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Soient Gx = Gal(K/K) et Hx = Gal(K/K) le noyau du caractére cyclo-
tomique x : Gx — Z; et I'x = Gk /Hg le groupe de Galois de K. /K, qui
s’identifie via le caractere cyclotomique & un sous-groupe ouvert de Zy. Enfin,
soient I’ I'extension maximale non-ramifiée de F' contenue dans K., et k' le
corps résiduel de F’. On note o le Frobenius absolu (qui releve x +— x? sur k).

Définissons ici quelques anneaux de séries formelles (ces constructions sont
faites en détail dans [9]) : si r est un réel positif, soit B};r lanneau des séries
formelles f(X) = Y,z axX* ol {ar € F}yez est une suite bornée telle que
f(X) converge sur la couronne 0 < v,(X) < 1/r. Cet anneau est muni d’une
action de ', qui est triviale sur les coefficients et donnée par

() = (14+ X PO -1

et on peut définir un Frobenius ¢ : By — B%p " qui est o-semi-linéaire sur les
coefficients et tel que p(X) = (1 + X)? — 1. Le « théoreme de préparation de
Weierstrass » montre que

Bl = | B}

r>0
est un corps. Ce corps n’est pas complet pour la norme de Gauss et on ap-
pelle Br son complété qui est un corps local de dimension 2 dont le corps
résiduel s’identifie & k((X)).

L’extension K, /Fx est une extension finie de degré de ramification ex <
[Koo : Fio] et par la théorie du corps de normes de [13], [25] il lui correspond
une extension séparable k'((Y))/k((X)) de degré [K : Fx] qui nous permet
de définir des extensions non-ramifiées Bx /Bp et B}(/B;, de degré [Ko : Fxl.
On peut montrer que

Bl = By

r>0

ot BE est un Bl"-module libre de rang [Ku. : Fa] qui s’identifie & un an-
neau de séries formelles f(Y) = 3, ., arY" ot {ar € F'}rez est une suite
bornée telle que f(Y) converge sur la couronne 0 < v,(Y) < 1/ekr. L'élé-
ment Y vérifie une équation d’Eisenstein sur &’((X)) qu’on peut relever en une
équation sur Bw ; Paction de I' s’étend naturellement & By de méme que le
Frobenius ¢ : By — kar.

Un (¢,T')-module est un B}(-espace vectoriel D de dimension finie, muni
d’un Frobenius ¢ : Dt — D' et d’une action de T'x qui sont semi-linéaires par
rapport a ceux de BJ}(. On dit que DT est étale si

— T
D—BK@)B}(D

possede un réseau Dy stable par ¢ sur 'anneau des entiers A de By, tel que
©(Dy) engendre Dy sur Ag.
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Définissons l'opérateur ¢ : D — D qui nous servira dans la suite. On
peut montrer que tout élément x € DT s’écrit de maniére unique sous la forme

z =300 (14 X) o().
DEFINITION 1.1.1. — Siz = Zf;ol(l + X)ip(x;), alors on pose ¥ (z) = zo.

Ceci fait de 1 un inverse a gauche de ¢ qui commute a l’action de I' et qui
vérifie Y (p(x)y) = z(y) si z € BTK et y € DY,

Il existe r(K) tel que si p"~(p — 1) > r > r(K), alors on a une application
injective ¢, : B — K, [[t]] (c’est lapplication o~ de [6, § I11.2]). Par exemple
si K = F, alors 1,(X) = ™ exp(t/p") — 1 ot €™ est une racine primitive p"-
ieme de 1 et 1, agit par o~" sur les coeflicients.

On peut montrer (voir pour cela [4]) que ’ensemble des sous By—modules
de type fini M de D' tels que (M) C BTI’(W ®pir M admet un plus grand
élément DT et qu’il existe r(D) que l'on peut supposer > r(K) tel que
sir > r(D), alors

_ mf ,
D' = By @g;» D'
On utilise alors v, pour définir Ky [[t]] @7 ., DF" et K, ((t)) 5, D,
K K
Le lemme suivant sera utile par la suite :

LEMME 1.1.2. — Si y € (DYY=1, alors il existe P(y) € F'['x] tel que
P(y)y =0 si et seulement siy € (D’f)@:l,

Démonstration. — Un petit calcul montre que (DT)?=! est un Q,-espace vec-
toriel de dimension < dim(D') (il suffit de remarquer que des éléments de
(DT)#=1 qui sont liés sur Bl le sont sur Q, = (B}, )#=1) qui est stable par 'k
(puisque ¢ commute & l'action de I'x) et donc qu’il existe P(y) € Q,[['x] en
fait tel que P(v) annule (D1)?=1. Montrons donc la réciproque.

Supposons que (Y a;y')y = 0 est une relation de longueur minimale
avec a; € F’. On peut supposer que 1'un des a; est égal & 1. En appliquant
et en utilisant le fait que d’une part ¢(y) = y et que d’autre part 1) commute
a Paction de I'k et agit par o' sur F’, on voit que a; € Q, pour tout i et on
suppose donc & partir de maintenant que P(vy) € Qp[I'x].

Nous utiliserons ci-dessous le résultat suivant : si P(y) € Q,[['k], alors il
existe une constante C(P,d) telle que pour tout M qui est un K [[t]]-module
libre de rang d, muni d’une action semi-linéaire de I'x par automorphismes,
le F-espace vectoriel MPM=0 ost de dimension < C(P,d).

Fixons r > (D) et considérons, pour n tel que p"~1(p — 1) > r, le K, [[t]]-
module libre K, [[t]] @7 D' de rang d défini ci-dessus. On voit que l'on a
une injection K

r = ln N P(y)=0
(DF7)PO=0 s (Koc[t]) ® 1, 1) Knll] @35 D)
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ce qui fait que (DT’T)P(”):0 est un F-espace vectoriel de dimension < C(P,d)
et donc que (DT)P(M=0 — U@T(D)(DT”“)P(’”:O est un F-espace vectoriel de
dimension < C(P,d). Comme ¢ commute & P(v), (DT)P=0 est un F-espace
vectoriel de dimension finie et stable par ¢, ce qui fait que ¢ : (DT)PM=0
(DTYPM=0 egt bijectif.

Si z appartient & (DT)¥=0:P(M=0_alors on en déduit que z = @(w) pour
un w € (DHPM=0 et donc 0 = ¥(2) = w, ce qui fait que z = 0 et donc
que (DF)¥=0P(M)=0 = ( (ceci généralise un résultat de [5]). Pour conclure,
il suffit de remarquer que si ¥(y) =y et P(v)(y) = 0, alors (1 — p)y = 0 et
donc y = ¢(y). O

I.2. (¢,T')-modules de de Rham. — Dans ce paragraphe, on définit les
(p,T')-modules de de Rham et on rappelle certains des résultats de [2, §5]
a leur sujet.

DEFINITION 1.2.1. — Ondit qu'un (¢, I')-module DT est de de Rham s’il existe
r€R, n €N avecp" (p—1)=r >r(D), tels que le K-espace vectoriel

(Ku((1)) ©ig,,. DT
est de dimension d = dim(D").

Si c’est le cas, alors (Kn((t)) ® 3., Dtr)Tx est de dimension d = dim(D')
K
pour tous les r € R, n € N tels que p"~*(p — 1) > r > r(D).

Nous allons rappeler les résultats de [2, §§4-5] qui permettent de donner
une autre caractérisation des (¢, I')-modules de de Rham. Ces résultats sont
aussi expliqués dans le séminaire Bourbaki [8].

L’anneau BTI;T s’identifiant a un anneau de séries formelles convergeant sur
une couronne, il est naturellement muni d’une topologie de Fréchet, la topologie

de la « convergence compacte », et son complete B x pour cette topologie

rlg
s’identifie & 'anneau de séries formelles f(Y) = >, ., arY" ou {ar € F'}iez
est une suite non nécessairement bornée telle que f(Y) converge sur la cou-
ronne 0 < v,(Y) < 1/eKr Par exemple, si on pose ¢ = log(1 + X), alors ¢

appartient a B" rC Brlg x pour tout r > 0. L’anneau

rig,
Bl = UBlix
r>0

est «'anneau de Robba ». Certaines propriétés de ces anneaux ont été étudiées
dans [2, §4] et nous allons rappeler quelques-uns des résultats qui nous seront
utiles dans la suite.

L’application ¢, se prolonge en une application injective ¢, : Bl . —

rig, K
K, [[t]]- L’action de 'k sur BLg x S’étend en une action de l'algebre de Lie
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de ' donnée par

_ log(v)(f)
Vi = log,,(x(7))
pour v € I'k assez proche de 1. Si f = f(X) € BLg  alors
d
V(f(X))=t1+ X)d)f(

Sife BngK7 on pose I(f) =t~V (f), ce qui fait que si f = f(X) € BII;F
alors
df

I(f(X)) =01+ X)

et que si f € Bilg i Vérifie une équation algebrlque P(f) = 0 sur Brlg P
telle que P’(f) # 0, alors on peut aussi calculer J(f) par la formule
af) = —(GP)(f)/P’(f). En particulier, 9(f) = 0 si et seulement si f € F'.

Si DT est un (¢, T')-module, on définit

T T T, )
Dl =Bl x ®gr D, Dl =Bl \ @i DI,

L’application ¢, : BL’;  — Ky[[t]] nous permet alors de définir ¢, DIlgT

Kallf) &, DV
Enfin, I’algebre de Lie de ' agit naturellement sur DLg par la formule
lo x
e - LEO)@)
log,,(x(7))

pour v € I'x assez proche de 1 et on a donc aussi une application Op =t~ 'Vp :
Djlg — tilD;fig. La proposition suivante se démontre exactement de la méme
maniere que [2, th. 5.10].

PROPOSITION 1.2.2. — Si DT est de de Rham, sir > r(D), et si N, est l’en-
semble des x € DIlgT[l/t] tels que pour tout n tel que p"~(p — 1) > r, on ait
() € Ky[[t]] @k (Kn((t)) ®BT DFEE et si on pose

N = Brig,K ®BL’£K NTa

alors N est un B rig, ic “module libre de rang d stable par les actions induites de ¢
et de 'k, tel que Op(N) C N et tel que N[1/t] = rlg[l/t]

Nous établirons quelques propriétés de N dans le paragraphe II.1.

REMARQUE 1.2.3. — Donnons-nous une variable ¢y sur laquelle on fait agir
v € Tk par y(fy) = ly + log(y(Y)/Y). Si d = dim(D'), alors on dit que
le (¢, T')-module DT est

1) cristallin si (DIlg[l /t)TE est un F-espace vectoriel de dimension d;
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2) semi-stable si (Djlg [fy][1/t]))'% est un F-espace vectoriel de dimension d.

Il n’est pas difficile de voir que « cristallin » implique « semi-stable » et que
« semi-stable » implique « de de Rham »; on a d’ailleurs dans ce cas

— (Bl xltv] @ (Dl [y 101/)7%)

De plus, le théoreme de monodromie p-adique pour les équations différentielles
(démontré indépendamment dans [1], [17], [19]) montre que DT est de de Rham

d/dly=0

si et seulement s’il existe une extension finie L de K telle que BTL Rgt D7 est
K
semi-stable. Nous n’utiliserons pas cela dans le reste de cet article.

1.3. Algebre différentielle. — On aura besoin dans la suite d’un argument
qui est une variante du « déterminant Wronskien » et qui est ’objet de ce
chapitre. Soient H un corps différentiel, dont on notera 0 la dérivation, et k, s, v
trois entiers > 1. On étend naturellement 9 & 9 : HY — H?. On se donne s+ 1

vecteurs x1,...,xs+1 € HY qui satisfont les deux conditions ci-dessous :
1) les s vecteurs X*~! = (zy,0%4,...,0" 1z,) pour 1 < w < s sont
linéairement indépendants sur H ;
2) les s + 1 vecteurs X* = (z,,0zy,...,0%2,) pour 1 < w < s+ 1 sont

linéairement dépendants sur H.

PROPOSITION 1.3.1. — Sous les hypothéses ci-dessus, les s+ 1 vecteurs {X*}
pour 1 < w < s+ 1 sont linéairement dépendants sur HO=0.

Démonstration. — Comme on suppose que les X sont liés sur H, il existe des
éléments A1,..., ;41 € H tels que Zf:;ll AwXE =0, ce qui se traduit par le

fait que pour tout 0 < i < k, on a la relation

s+1

(R;) > Al (zw) =0

Comme on a supposé que les {X*~1}; <, <s sont libres, on voit que Ag41 # 0
et on peut donc supposer que As+1 = 1, ce que 'on fait a partir de maintenant.

Si on dérive R;, on trouve que

s+1 s+1
> A0 (@) + Z )0 () = 0.
w=1
Si0 <7< k—1, alors le premier terme de la relation ci-dessus est nul par R;41

et on trouve que szl O(\)0% (1) = 0 pour 0 < i < k — 1 et donc que

Za )0 (x2) =0
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pour 0 < i < k — 1 puisque Ag11 = 1. Ceci nous donne une relation

> ow)XET =0
w=1

entre les {Xk=1}, <5 et comme on a supposé que ceux-ci sont libres, c’est
que d(Ay) = 0 pour tout 1 < w < s+ 1.

On a donc montré que si les {ij}lgwgsﬂ sont liés sur H, alors ils sont liés
sur H9=0, O

En considérant la premiére « composante » de X, on trouve :

COROLLAIRE 1.3.2. — Sous les hypothéses ci-dessus, il existe des constantes
Aw € H?=O pour 1 < w < s+ 1, non toutes nulles, telles que

s+1

Z AwZw = 0.
w=1

I.4. Normes universelles : (¢, I')-modules positifs. — Dans ce para-
graphe, nous allons montrer la proposition suivante :

PROPOSITION 1.4.1. — Soit Dt un (p,T)-module de de Rham qui vérifie
DY C N et DINtN =0. Siy € D' et k > 0 sont tels que 9%y € tN, alors il
existe P(y) € F'[l'k] tel que P(y)y = 0.

Démonstration. — Si k = 0, alors le fait que D' NtN = 0 implique immé-
diatement que y = 0. On suppose désormais que k > 1 et on se fixe v € 'y
d’ordre infini. Comme D' est un B! x-espace vectoriel de dimension finie, il
existe un entier v > 1 tel que y, v(y) ., 1(y) sont libres sur BTK et tel que
Y, v(Y), ..., 7" (y) sont liés sur BK, ce qui fait que pour tout w > v, il existe
des éléments af ,...,ay_; de B}( tels que

= ayy(y) =afy+--+al 7" ().

Si l'on dérive k fois la relation ci-dessus, on trouve que

D55 (o + S

7=V 1=
Supposons que 'on se donne un entier s = 1 et des éléments py, ..., lyts
de B}( tels que pour tout 0 < ¢ < k —1 et pour tout 0 < 7 < v —1, on
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ait ST0F% (w0 (a¥) = 0. Bien siir, de tels éléments (non tous nuls) existent
si s > 0. On voit alors que

v+s v—1 v+s

(1) > madb (W) = 3 (D mud* (@) ).
w=v 7j=0 w=v
Montrons que cela implique que Zz;':v uwai(a}”) = 0 pour ¢ = k et pour

0 < j < wv—1, ce qui est équivalent au fait que les deux termes de ’équation (1)
ci-dessus sont nuls.

On a 9% (v (y)) = x(7)*v¥ (9% (y)) € tN et le terme de gauche de I'équa-
tion (1) est donc dans tN tandis que le terme de droite est dans DT, ce qui fait
que les deux termes sont nuls puisqu’on a supposé que DT NtN = 0.

Pour w > 1, définissons x,, = (af ™71, ..., a” """ ainsi que XF~1 =
(Twyy .., 08 twy,) et XE = (24,...,0%2,). Si s > 1 est le plus petit entier tel
que les XE=1 pour 1 < w < s sont libres et les X%~ pour 1 < w < s+ 1 sont
liés, alors les calculs précédents montrent qu’en plus, les X* pour 1 < w < s+1
sont euzr aussi liés. On peut alors appliquer le corollaire 1.3.2 pour en déduire

Pexistence de A\, € (Bk)az0 =F' pour 1 <w < s+ 1 tels que

s+1

Z AwZqyw = 0.
w=1

Si l'on combine cela avec le fait que 'on a v*(y) = aly + -+ + a¥_ ;71 (y)
par définition, on trouve que

s+1

D ATy =0

w=1
Ceci montre bien qu'il existe P(vy) € F'[I'k] tel que P(v)(y) = 0. O

II. Représentations p-adiques et normes universelles

L’objet de ce chapitre est de montrer comment le résultat démontré au cha-
pitre précédent (la proposition 1.4.1) implique le théoréme principal de cet ar-
ticle. Pour cela, on rappelle la correspondance entre représentations p-adiques
et (o,T')-modules, puis on utilise la formule de réciprocité de Cherbonnier-
Colmez pour se ramener a la situation du chapitre précédent. On conclut par
un argument de « dévissage ».

I1.1. Représentations p-adiques et (o, T')-modules. — Une représen-
tation p-adique est un Q,-espace vectoriel V' de dimension finie d = dimg, (V'),
muni d’une action linéaire et continue de G g . Afin d’étudier les représentations
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p-adiques, Fontaine a construit (voir [11] par exemple) un certains nombre d’an-
neaux de périodes p-adiques, ce qui conduit a la définition des représentations
cristallines, semi-stables ou de de Rham.

D’autre part, en combinant les constructions de Fontaine [10] et un théoréme
de Cherbonnier-Colmez [5], on définit un foncteur V + DT(V) qui induit une
équivalence de catégories entre la catégorie des représentations p-adiques et
la catégorie des (¢,T')-modules étales. Si par exemple Hg agit trivialement
sur V, alors on a DT(V) = BTK ®q, V et on récupeére V & partir de DT(V)
par V = Df(V)¥=1. En général, la situation est plus compliquée mais on peut
quand méme montrer que I'on a Df(V)?=! = VHx ce dont nous aurons besoin

par la suite. Comme au paragraphe 1.2, on pose Diig(V) = Bjig x ®@gt DI(V).
’ K

Rappelons que pour un (¢, T')-module DY, on a défini au paragraphe 1.1 un
réel (D) tel que si 7 > (D), alors Df = B;( ®gtr DI et on posera dans la
K

suite (V) = r(Df(V)). Cherbonnier et Colmez montrent dans [6] que si V est
une représentation p-adique, et si p"~1(p — 1) = r > r(V), alors
L T r
Dar(V) = (Kal(1)) @i, DI (V)™
et donc que V est de de Rham si et seulement si DT(V) est de de Rham
au sens de la définition 1.2.1. On dispose alors de I’équation différentielle p-
adique Ngr(V) qui est le module N dont on a rappelé la construction dans

la proposition 1.2.2 et donc aussi des applications ¢,, : D™"(V) — K,((t)) ®x
Dar (V).

REMARQUE II.1.1. — On montre par ailleurs dans [2] qu’une représentation
V est cristalline (ou semi-stable) si et seulement si son (¢, I')-module DT(V') est
cristallin (ou semi-stable). On retrouve alors les invariants associés & V par la
théorie de Hodge p-adique de la maniere suivante : D¢,is(V) = (Diig(V) [1/¢])Fx
et Dy (V) = (DL, (V)[ex][1/t]) .

rig

Nous allons avoir besoin de quelques résultats concernant Ngr(V), et on
suppose a partir de maintenant que V est de de Rham. Nous utiliserons ci-
dessous le fait que les poids de Hodge-Tate de V sont positifs si et seulement
si BCJ{R ®q, V C B:{R ®k Dar (V).

LEMME I1.1.2. — 57 V' est une représentation de de Rham, dont les poids
de Hodge-Tate sont > 0, alors DT(V) C Ngr(V) et si DY(V) C t"Ngr(V)
avec h = 0, alors les poids de Hodge-Tate de V' sont > h.

Démonstration. — Etant donnée la construction de N = Ngr (V) que I'on a
donnée dans la proposition 1.2.2, on voit qu’il suffit pour montrer le premier
point de montrer que si 7 > r(V) et y € DM (V) et si p"~l(p — 1) > r,
alors i, (y) € K,[[t]] @k Dar (V). On sait par les constructions de [2, § 5] que
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in(y) € BIR ®q, V et le résultat suit du fait que si les poids de Hodge-Tate
de V sont > 0, alors B:{R ®q, V C B:{R ®k Dar (V).

D’autre part, la démonstration de [2, prop. 5.15] montre que le BIR—module
engendré par ¢, (N,) est BIz ®x Dar (V). De méme, le BJ;-module engendré
par 1,(DT7(V)) est Bl ®g, V et la deuxiéme assertion suit du fait que si
BZ{R ®q, V C 1&"B;{R ®@x Dar(V), alors les poids de Hodge-Tate de V sont > h.

O

LEMME I1.1.3. — StV est une représentation de de Rham dont les poids de
Hodge-Tate sont > 0 et si W est une sous-représentation de V, alors on a

Nar(W) = Dl (W) N Ngr (V).

rig
Démonstration. — On voit que le sous BiigyK-module Diig(W) N Ngr(V) de
D}, (W) est libre de rang dim(W) (parce que Ngr (V)[1/t] = D], (V)[1/1]) et
qu’il est est stable par t =1V (qui coincide avec 'opérateur induit par t=1Vy),
ce qui fait que Ngr(W) = Dl (W) N Nar(V) par définition de Ngr (W)
(voir [2, th. 5.10]). O
Soit Fil" V 1a plus grande sous-représentation de V' dont les poids de Hodge-

Tate sont > h.

LEMME II.1.4. — Si V est une représentation de de Rham dont les poids de
Hodge-Tate sont >0 et h >0, alors DY(V) N t"Nggr(V) = DH(Fil" V).

Démonstration. — Le lemme I1.1.2 appliqué a (Fﬂh V)(—h) implique que on
a DI(Fi"V) ¢ Df(V) N t"Ngr(V). Montrons Pinclusion réciproque. Si z
est dans DT(V) N ¢"Ngr(V), alors on voit que I'intersection DT(z) des sous-
BTK—espaces vectoriels de DT(V) stables par ¢ et ' et contenant z véri-
fie DT(z) C t"Ngr(V). La proposition [10, 1.1.6] implique d’autre part que
Df(z) est un sous-(¢,I')-module étale de DT(V) et donc qu'il existe une re-
présentation p-adique V, C V telle que Df(z) = Df(V,). On voit alors que
D (V.) C t"Ngr(V) N DL (V.) = t"Ngr(V.) par le lemme I1.1.3 et donc

rig
que les poids de Hodge-Tate de V, sont tous > h. Ceci montre bien que
D (V) Nt"Ngr(V) c DF(FI" V). O

Rappelons que l'on a une application ¢, : DP"(V) — K, ((t)) ®x Dar(V)
et on en déduit une application

Sv(—k) O tn : DI (V) — K, @k Dar(V)
ot Oy (—p) : Kn((t)) @k Dar(V) — K, ®x Dar (V) est 'application « coefficient
de tF ».

LEMME I1.1.5. — Si z € Ngr(V) est tel que pour tout n > 0, on ait 1,(z) €
tK,[[t]] @k Dar(V), alors z € tNgr (V). En particulier, si dy o t,(z) = 0 pour
tout n > 0, alors z € tNgr(V).

TOME 133 — 2005 — N°© 4



REPRESENTATIONS DE DE RHAM ET NORMES UNIVERSELLES 613

Démonstration. — Fixons r > 0 tel que z € N,. La démonstration de la
proposition [2, 5.15] montre(”) qu’il existe une base fi,..., fs de N, dont les
images par t, sont une base de K,[[t]] ®x Dar(V) pour tout n > 0. Si Pon
écrit que z = Zle 2ifi et si 1, (2) € tK,[[t] @k Dar(V), alors z;(e™ —1) =0
pour tout n > 0 et donc ¢t = log(1 + X) divise z; dans BiigK ce qui fait
que z € tNgr(V). O

I1.2. Cohomologie galoisienne et représentations de de Rham

Rappelons que Herr a montré dans [16] comment construire les groupes de
cohomologie galoisienne H*(K, V') & partir du (¢, ')-module associé & V. Nous
utiliserons la version qu’en ont donnée Cherbonnier et Colmez dans [6] et que
nous rappelons brievement.

Rappelons que 1'on a défini un opérateur ¢ : D(V) — DT(V) (voir définition
I.1.1). Dans [6, § I.5], Cherbonnier et Colmez construisent pour tout n > 0 une
application

hic, v : DI (V)= — HY(K,,V)
qui est triviale sur (1—~,)DT(V)¥='. Ces applications hj. . donnent lieu (par
un théoréme non publié de Fontaine dont on trouvera une démonstration dans
[6, §11.1]) & un isomorphisme entre DT(V)¥=1 et la cohomologie d'Twasawa
H} (K,V) par passage & la limite sur n. En particulier, si W C V, alors
I'application naturelle HY (K, W) — H} (K, V) est injective.

On suppose a présent que V' est de de Rham et on va voir a quelle condition
hic, v(y) € Hy (K, V) siy € DI(V)¥=L Lopérateur dp que I'on a défini au
paragraphe 1.2 vérifie ¢, o Op = p~ "0y o i, OU

Oy =d/dt®1d : Kn((t)) Rk Dar(V) — Kn((t)) ®k Dar (V).

Si 'on combine le théoreme [6, IV.2.1] avec des propriétés bien connues de
«’exponentielle duale de Bloch-Kato » (le fait que le noyau de exp}nﬁv* (1) st
H)(K,V)) et le fait que dy () = (k!)~ "oy o O% pour k > 0, alors on trouve
que :

PROPOSITION I1.2.1. — Il existe ry(V') que Uon peut supposer = r(V') tel que
sir =1y (V), alors DT (V)¥=1 ¢ DI(V) et siy € DI(V)¥=L, p»~lp—1) >
r = ry(V) et k = 0, alors on a h}(mv(fk)(y(—k)) € H)(K,,V(—k)) si et

seulement si dy o 0% o 1, (y) = 0.
Enfin pour terminer, on calcule la F'[y]-torsion de D (V)¥=1.

LeEMME I11.2.2. — Si y € DY (V)¥=1 alors il existe P(y) € F'[['k] tel que
P(y)y =0 si et seulement si y € VI,

(1) 11 est en fait incorrectement affirmé que tn, est surjective — elle est surjective modulo t%
pour tout w > 0.
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Démonstration. — Etant donné que Df(V)#=! = VHx comme on I'a rappelé
au paragraphe II.1, c’est une conséquence immédiate du lemme 1.1.2. o

REMARQUE I1.2.3. — Perrin-Riou a en fait déterminé (cf. [21] par exemple) la
structure du Q, ®z, A g-module H{, (K, V). Son sous-module de torsion s’iden-
tifie & VI et HY (K, V)/VH est (au moins si K/Q,, est finie) un Q) @z, Ax-
module libre de rang [K : Q,] dim(V).

11.3. Normes universelles. — On montre le théoréme A dans ce para-
graphe. On commence par un résultat un peu plus faible (la proposition I1.3.1
ci-dessous) puis on montre comment en déduire le cas général par un argument
de dévissage.

Si W est une représentation p-adique, soit DT(W);;’:1 I’ensemble des z €
DT (W)¥=! tels que pour tout n > 0, on ait hj y () € H) (K, W).

ProprosITION I1.3.1. — St k > 0 et si V est une représentation de de Rham
dont les poids de Hodge-Tate sont > —k et qui n’admet pas de sous-repré-
sentation dont les poids de Hodge-Tate sont > 1 —k, alors D‘L(V)g’:1 est inclus
dans V& Plus précisément, on a DT(V);f’Zl =0sik=0eDI(V)=! =
VHK sk >1.

Démonstration. — Posons DT = DT(V(k)) et N = Ngr(V(k)). Comme les
poids de Hodge-Tate de V (k) sont > 0, le lemme II.1.2 montre que DLg C N.
D’autre part, le fait que V n’admet pas de sous-représentation dont les poids
de Hodge-Tate sont > 1 — k et le lemme II.1.4 (appliqué a V(k)) montrent
que DT NtN = 0. Enfin, la proposition I11.2.1 montre que si y € DT(V)¥=! est
tel que h}(mv(y) I= H;(Kn, V') pour tout n > 0, alors oy (x) o 6"3(k) otn(y) =0
pour tout n > 0 et donc que dy (k) © tn © 8%(3;) = (0 pour tout n > 0 et le
lemme II.1.5 (appliqué & V(k)) montre que 9% (y) € tN.

On est donc en mesure d’appliquer la proposition 1.4.1, qui montre qu’il
existe P(y) € F'[I'k] tel que P(y)y = 0. Le lemme I1.2.2 montre enfin
que y € VHK  ce qui démontre le premier point.

Ensuite, si k = 0 et y € DT(V)¥=!, alors y appartient & DT NtN = 0 et
donc DT(V)¢=! = 0. Enfin si k > 1 alors 1 — v, est surjectif sur V#% et donc
si y € VI alors on peut écrire y = (1 — v,)yn avec y, € VIE ce qui fait
que hie v(y) = hi, v ((1 = ¥n)yn) = 0 pour tout n > 0 puisque hj . est
triviale sur (1 — v, )Df(V)¥=!. Une extension triviale de représentations de de
Rham étant forcément de de Rham, on a donc dans ce cas DT(V);f’Zl = VHx,

O

Pour terminer, on donne les arguments de dévissage permettant de déduire
le théoréme principal de la proposition I1.3.1.
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LEMME I1.3.2. — Si10 — V' =V — V" — 0 est une suite ezacte de repré-
sentations p-adiques, alors on a une suite exacte

0—DI(V)y=" — DI(V);=" — DI(V")=".
Démonstration. — La théorie des (¢, I')-modules nous donne une suite exacte
0 —DI(V') — D(V) — DI(V") — 0,
et le lemme du serpent implique que l'on a
0 — DI(V')¥=! — D(V)¥=! — DI(v")»=".

Le lemme résulte alors du fait (voir [12, § 3.8, (iii)]) que les sous-quotients des
représentations de Rham sont de de Rham. o

Si W est une représentation de Hodge-Tate et j € Z, soit FilY W la plus
grande sous-représentation de W dont tous les poids sont > j.

LEMME 11.3.3. — On a Fi/ (W/Fil’W) = 0.
Démonstration. — Soit f : W — W/FiVW la projection naturelle. Si X C

w/ Fil? W a tous ses poids > j, alors on a une suite exacte
0—FilW — f74X) — X -0

et donc f~1(X) est une représentation de Hodge-Tate, extension de deux
représentations de Hodge-Tate a poids > j, et donc elle-méme a poids > j,
ce qui fait que f~1(X) = Fi/W et donc que X = 0. O

Nous pouvons enfin montrer le résultat principal de cet article. Pour cela,
rappelons que l'on a un isomorphisme H} (K,V) = DT(V)¥=!
THEOREME 11.3.4. — Si V est une représentation de de Rham, alors

1) i V n’a pas de sous-quotient fizé par Hy , alors

DI (V)¥=! = DI(Fil'V)¥=!,

2) en général, DI (Fil'V)¥=! DT (V)¥=1 et le quotient est un Q, ®z, Ak -
module de torsion.

Démonstration. — Le fait que DT (Fil'V)¥=! est inclus dans D (V)4=! suit du
fait (démontré en [2, lemme 6.5] par exemple) que si W est une représentation
de de Rham dont tous les poids de Hodge-Tate sont > 1, alors toute extension
de Q, par W est elle-méme de de Rham.

Nous allons tout d’abord montrer le 2), ¢’est-a-dire que le Q,, Rz, A g-module
D(V)¥=1/D!(Fil'V)¥=! est de torsion. Par un argument de dev1ssage il suffit
de montrer que DT(Fil=*V) ¥= L/D(Fil'™ kV)w U est un Q, ®z, Ax-module
de torsion pour tout k > 0 ce que nous allons faire maintenant. Par le
lemme I1.3.2, on a une suite exacte

(Sk) 0— DI(Fil'" *V)¥=! — DI (Fil™*"V)¥=! — D(Fil~"V/Fil' “*V)¥=!
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et la représentation Fﬂ*kV/Fill*kV a des poids > —k et n’admet pas de sous-
représentation dont les poids sont > 1 — k par le lemme I1.3.3. La propo-
sition I1.3.1 montre que Df(Fil™"V/Fil' *V)¥=! c (Fil™"V/Fil' *V)Hx et
done que D (Fil~*V)¥=1/D(Fil' *V)¥=! est un Q, ®z, Ax-module de tor-
sion car (Fil *V/Fil' *V)Hx est un Q,-espace vectoriel de dimension finie.
Ceci montre le 2).

Les calculs ci-dessus montrent de plus que si V' n’a pas de sous-quotient
fixé par Hg, alors en fait Df(Fil'V)¥=! = DT(V)¥=! car dans ce cas
on a DF(Fil™*V/Fil' *V)¥=! = 0 pour tout k > 0 et donc Df(Fil *V)¥=! =
D (Fil' *V)¥=! pour tout k > 0. Ceci montre le 1). O

REMARQUE I1.3.5. — Reprenons la démonstration du théoreme I1.3.4 ci-
dessus. L'image de DT(Fil™*V)¥=! dans Df(Fil"*V/Fil'"*V)¥=! gidentifie
A une sous-représentation W_j du groupe T' de (Fil™*V/Fil' TFV)Hx ; cest
donc une représentation de G fixée par Hy et dont le seul poids de Hodge-
Tate est —k (notons aussi que Wy = 0). Comme il n’y a pas d’extensions
non-triviales entre de tels objets qui soit encore fixée par Hgx (ou, ce qui
revient au méme, il n’y a pas d’extensions non-triviales entre de tels objets
chez les Q, ®z, A K-modules)@), on en déduit que si 'on «splice » les suites
exactes (Sy) pour k > 0, on trouve

0 — DI(Fil'V)*=! — DI(V)§=! — PW_4 -0,
k>1

ce qui permet de préciser (au moins en principe) le théoréme A.

Appendice
Liste des notations
Voici une liste des principales notations du texte, dans ’ordre ou elles appa-
raissent :
L1: ka Ka Fa Hpr s K’na Kooa GK; HK) X5 FK) F/a g, BgTa ©s BTF} BF; €K,
B, Bx, BY', D', ¢, r(K), tu, D', (D).
1.2:B" ¢ Bl . Vv, 8, D.. DI Vp, 0p, Ny, N, ly.

rig, K rig, K rig» “rig?
IL1:V,d DHV), DL (V), 7(V), Nar(V), Deris(V), Dse(V), Sy (-

I1.2 : h}(ﬂy‘/, Hllw(K7 V)a aV, rw(V)
IL.3 : Df(V)¥=1, FiK',

(2) Pour voir cela, il suffit de remarquer que si W est une représentation de I'x qui est
une somme directe de tordues par des caractéres d’ordres finis de Qp(k;) avec k; # 0, alors
HY T, W) = 0.
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