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COHOMOLOGIE DES FIBRES EN DROITES SUR LES
VARIETES MAGNIFIQUES DE RANG MINIMAL

PAR ALEXIS TCHOUDJEM

REsuME. — Le théoréme de Borel-Weil-Bott décrit la cohomologie des fibrés en droites
sur les variétés de drapeaux. On généralise ici ce théoréme a une plus grande classe
de variétés projectives : les variétés magnifiques de rang minimal.

ABsTRACT (Cohomology of line bundles over wonderful varieties of minimal rank)

The Borel-Weil-Bott theorem describes the cohomology of line bundles over flag
varieties. Here, one generalizes this theorem to a wider class of projective varieties :
the wonderful varieties of minimal rank.

Introduction

On se place sur un corps k algébriquement clos de caractéristique nulle et
on considére un groupe linéaire G semi-simple et connexe sur k.

Texte regu le 30 novembre 2005, révisé le 6 mars 2007

ALexis TcHOUDJEM, Institut Camille Jordan, Université Claude Bernard Lyon I, Boulevard
du Onze Novembre 1918, 69622 Villeurbanne (France)
E-mail : Alexis.Tchoudjem@math.univ-1lyonl.fr

Classification mathématique par sujets (2000). — 14F10, 14F17, 14140, 14M15, 17B10.

Mots clefs. — Théoréme de Borel-Weil-Bott, cohomologie & support, variétés sphériques,
variétés magnifiques, variétés de drapeaux, complexe de Grothendieck-Cousin, cohomologie
des fibrés en droites, modules de Verma.

BULLETIN DE LA SOCIETE MATHEMATIQUE DE FRANCE 0037-9484/2007/171/% 5.00
© Société Mathématique de France



172 TCHOUDJEM (A.)

On se donne une variété projective X munie d’une action de G et un fibré
en droites ") 7 : L — X. On suppose que 7 est G-linéarisé, i.e. G agit sur L,
m est G-équivariant et action de G est linéaire dans les fibres de 7.

La suite des groupes de cohomologie H%(X, L) (d € Zs() forme alors une
suite de représentations de dimension finie du groupe G.

Quelles sont ces représentations du groupe G 7

En degré d = 0, c’est-a-dire pour ’espace des sections globales, on trouve
dans [5] une description compléte pour le cas ou la variété X est sphérique
(i.e. normale et avec une orbite ouverte d’un sous-groupe de Borel de G). Mais,
en degré d quelconque, il n’y a pas de réponse dans un cadre aussi vaste.

Néanmoins, lorsque X est homogéne, autrement dit une variété de drapeaux,
il y a le théoréme de Borel-Weil-Bott qui décrit trés simplement les groupes
de cohomologie H%(X, L) : ils sont tous nuls sauf au plus en un degré, ot ’'on
obtient une représentation irréductible de G.

On a aussi une description explicite dans le cas des compactifications de
groupes (i.e. des compactifications de I’espace homogéne K x K/K pour un
groupe semi-simple K), cf. [18] et [29].

Le but de cet article est de généraliser le théoréme de Borel-Weil-Bott a la
classe des variétés magnifiques de rang minimal. Celles-ci ont été introduites
dans [14] et [22]; d’apres [22], elles sont toutes sphériques. Les variétés magni-
fiques de rang minimal sont particuliérement étudiées dans [24]. Cette classe de
variétés, dont nous rappellerons la définition, comprend notamment les variétés
de drapeaux et les compactifications magnifiques au sens de [14] des espaces
homogénes K x K/K (K est un groupe adjoint), PGLs,, / PSp,,,, Es/Fy.

Afin d’obtenir la description des groupes de cohomologie des fibrés en droites
sur une variété X magnifique et de rang minimal, on utilise une décomposition
de X en cellules de Bialynicki-Birula. On fait ensuite intervenir un complexe
de Grothendieck-Cousin qui met en jeu des groupes de cohomologie a support.
Si on note g ’algébre de Lie de G, ces groupes de cohomologie & support sont
naturellement des g-modules. L’étude de ces g-modules et de la décomposition
cellulaire de la variété X se trouve simplifiée quand on se place dans le cadre
des variétés magnifiques de rang minimal. Et cela suffit pour arriver au résultat.

Cette méthode est celle utilisée dans [18] et [29] pour obtenir, pour chaque
groupe adjoint K, la cohomologie des fibrés en droites sur la compactification
de V’espace homogeéne K x K/K. On ajoute ici I’étude de certaines courbes
irréductibles sur la variété X (cf. les sections 9 et 10) et cela permet de traiter
ensemble les cas de toutes les variétés magnifiques de rang minimal.

Avant d’énoncer le théoréme principal (le théoréme 3.1) de cet article, on va
introduire quelques notations et rappeler quelques définitions.

(1) En fait, on raisonnera plutét avec des faisceaux inversibles.
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COHOMOLOGIE DES FIBRES EN DROITES 173

1. Notations concernant le groupe

Soit G un groupe algébrique linéaire semi-simple connexe et simplement
connexe sur k, d’algébre de Lie g. On choisit B un de ses sous-groupes de Borel
et T un tore maximal de B; on appelle B~ le sous-groupe de Borel opposé
a B, relativement & T (i.e. tel que B~ N B = T'). Soient ® et W le systéme
de racines et le groupe de Weyl de (G,T). Pour toute racine @ € ®, on note
oV : k¥ — T la coracine correspondante. On notera ®* ’ensemble des racines
positives relativement & B, p la demi-somme des racines positives, et, siw € W,
on pose

wxA:=wA+p)—p
pour tout caractére A de T'. Soient A la base de ® définie par B et £ la fonction
longueur correspondante sur W.

Soit X le réseau des caractéres de T. Etant donnés un caractére A de T et
un sous-groupe a un paramétre v : k¥ — T, on notera (A, v) Punique entier tel
que

Vs ek*, Av(s)) = s,

On dira qu’un caractére A de T est dominant si (\,a¥) > 0 pour toute
racine positive a € ®*, et qu’il est régulier si (\,a") # 0 pour toute racine
positive o € ®T.

Soit (ws)sen la base des poids fondamentaux ; elle est formée des caractéres
de T qui vérifient

1 sid =k,
Vo, e € A, (ws, ') =
0 sinon.

Lorsque A est un caractére de T tel que A + p est régulier, il existe un
unique wy € W tel que wy * A est un caractére dominant. Dans ce cas,

— on note At := w)y * \ ce poids dominant et

— on pose £(A) := £(w)).

Pour tout caractére dominant A de 7', on note L(A) le G-module irréductible
de plus haut poids A.

Enfin, on note (.,.) un produit scalaire W-invariant sur X ®7 Q.

2. Variétés magnifiques

Suivant [22], une variété algébrique X munie d’une action du groupe G est
appelée magnifique si :

1) X est lisse et compléte;
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174 TCHOUDJEM (A.)

2) G posséde une orbite dense X2 dans X dont le bord X\X est une réunion
de diviseurs premiers D;, i € {1,...,r}, lisses, & croisements normaux et
d’intersection non vide ;

3) pour tous points z,2’ € X, si{i: x € D;} = {i: ¢’ € D,;}, alors on a
G z=G 2.

En fait, la G-variété X est entiérement déterminée par son orbite ou-
verte Xg. On dit aussi que X est la compactification magnifique de 1’espace
homogéne X g.

Dans le point 2) de la définition, les D; sont les diviseurs limitrophes de X
et U'entier r est le rang de la variété magnifique X. La variété magnifique X a
exactement 2" orbites de G dont une seule est fermée. Nous noterons F' cette
orbite.

Par exemple, les variétés magnifiques de rang 0 sont les variétés de drapeaux
G/P ou P est un sous-groupe parabolique de G. Une autre famille de variétés
magnifiques est formée par les compactifications magnifiques de groupes ad-
joints construites dans [14, § 3.4]. Dans ce cas le rang r est le rang du groupe.

Les variétés de drapeaux et les compactifications de groupes font partie
d’une classe commune de variétés magnifiques : les variétés magnifiques de
rang minimal. Nous rappelons leur définition ci-dessous.

2.1. Variétés magnifiques de rang minimal. — Soit X une G-variété magnifique.
L’orbite ouverte de G dans X est isomorphe & ’espace homogéne G/H ou H
est un sous-groupe fermé de G. Le rang de X vérifie toujours

r > rang(G) — rang(H)
(ot le rang d’un groupe est la dimension de ses tores maximaux)

DEFINITION 1. — On dit que X est une variété magnifique de rang minimal
lorsque r = rang(G) — rang(H).

Il résulte de la classification de N. Ressayre [24] que toutes les variétés ma-
gnifiques de rang minimal s’obtiennent par produit, par recouvrement fini ou
par induction parabolique (cf. [23, § 3.4] ou la définition 7) & partir des variétés
de drapeaux et des compactifications magnifiques des espaces homogénes

e K x K/K pour un groupe K adjoint;

e PGLy, /PSp,y,, n > 2;

o Eg/Fy;

[ PSOQn/PSOQn_l 3

e SO7 /Gs.

(Pour se ramener au cas simplement connexe, les compactifications de ces es-
paces homogénes sont munies de P’action du revétement universel de G.)
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COHOMOLOGIE DES FIBRES EN DROITES 175

2.2. Racines sphériques. — Soit X une G-variété magnifique. Comme pour le
groupe G, on va fixer quelques notations concernant la variété X, notamment
un sous-groupe parabolique @Qx de G et un ensemble fini X x de caractéres
de T : les racines sphériques de X.

Pour définir Q x et X x, on note z le point-base de X ; c’est 'unique point fixe
du sous-groupe de Borel B~ . Le sous-groupe parabolique @ x est le stabilisateur
de z dans G.

Le point z est dans 'orbite fermée F' de X et si on note T, X et T, F les
espaces tangents en z de X et de F, ¥x est I’ensemble des poids du tore
T C Qx dans le quotient T, X /T, F.

Dorénavant, on notera Q = @ x le sous-groupe parabolique associé & X.

REMARQUE. — En fait, ’ensemble Y x des racines sphériques est une base
d’un systéme de racines (cf. [7, §3.4 et 3.5])

2.3. Groupe de Picard. — Soit X une G-variété magnifique. Rappelons ici com-
ment est associé un caractére du tore a chaque faisceau inversible . sur X.
Un tel faisceau admet une unique G-linéarisation sur X car le groupe G est
simplement connexe (cf. [20, lemme 2.2 et prop. 2.3]).

Le faisceau ¥ étant G-linéarisé, le sous-groupe parabolique @) opére sur la
fibre .Z|, (en le point-base z) via un caractére A : on appelle ce caractére
le poids du faisceau .Z. On notera

pic(X) C X

le sous-réseau des caractéres de T qui sont le poids d’un faisceau inversible
sur X.

REMARQUES

1) Notons Pic(X) et Pic(F') les groupes de Picard de la variété X et de son
orbite fermée F. Si on note Xg C X le réseau des caractéres de (), comme F
est isomorphe & la variété de drapeaux G/@, on a I'isomorphisme

Pic(F) ~ Xq
et pic(X) est 'image de Pic(X) par la restriction
Pic(X) — Pic(F) 2 Xgo C X
De plus, d’aprés [14, prop. 8.1], la restriction Pic(X) — Pic(F') et donc

Pic(X) — pic(X) sont injectives; autrement dit un faisceau inversible sur X
est uniquement déterminé par son poids.

2) Si H est le groupe d’isotropie d’un point de la G-orbite ouverte de X
alors, d’aprés [12, lemme 2.2], pic(X) est le sous-réseau de X engendré par les
caractéres dominants X tels que le G-module simple L(\) ait au moins un H-
vecteur propre.
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3. Cohomologie des fibrés en droites

Maintenant que sont fixées les notations concernant le groupe G, la variété
magnifique X et les faisceaux inversibles sur X, on va énoncer le théoréme
principal de ce texte. Il décrit, pour toutes les variétés magnifiques de rang
minimal, les groupes de cohomologie de tous les faisceaux inversibles.

THEOREME 3.1. — Soit X une variété magnifique de rang minimal. En tout
degré d > 0 et pour tout faisceau inversible £y sur X de poids A € pic(X),
on a un isomorphisme de G-modules

UX, L) ~ @ @ L(p™)

JCEx pe(A+R;)NQy
p+p régulier
L) +1J]=d

ot Yx est l'ensemble (fini) des racines sphériques de X et, pour toute par-

tie J de Xx,
Ry=) Zsov + Y, Z<ov,
yeJ yeXx\J
={pepic(X): {y€Zx: (u+p,7) <0} =J}.
REMARQUES. — Ce théoréme généralise un des résultats de [18] et [29] qui

concerne les compactifications de groupes adjoints. On retrouve aussi quelques
résultats déja connus (dans le cadre plus général des variétés sphériques) :

— en degré 0, H(X, %\) = @, L(p) ot p décrit les poids dominants de
I'ensemble A\ + 3" s Z<oy (cf. [5, prop. 2.4]);

— lorsque A est dominant tous les groupes de cohomologie supérieure (i.e.
en degré d > 0) sont nuls (¢f. [6, §2.1, cor. 1]);

— les multiplicités des G-modules irréductibles qui apparaissent dans les
groupes de cohomologie H?(X,.%)) peuvent étre > 1 (cf [29, §2.2,
rem. 6]) ;

— les multiplicités sont bornées par |W|, indépendamment du faisceau %)
(en effet, si po est un caractére dominant, les caractéres u tels que ™ = g
sont tous dans l'orbite W * ug, cf. aussi [9, th. 3.4]).

Dualité de Serre. — Notons

2px = Z o

a>0
« non racine de Qx

et, pour toute partie J de ¥ x et tout p € pic(X), posons
J =Yx\J et puti=-—p-—2px.
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COHOMOLOGIE DES FIBRES EN DROITES 177

X Gaa

G G

G — orbite ouverte Gad X Gad/Gaa
dim X, rang(X) dim G, rang(G)
Yx {(a,—a): OéEA}
pic(X) B Zlras o)

{p € pic(X) : p+ p régulier} { S e n Ma(Was —wa)
2> wea(ma + Dwa régulier}

longueur Z(ZaEA ma(wa,—wa)) =2£(EaeA mawa)

TABLE 1.

On vérifie la dualité de Serre gréace a 'involution (J, p) — (J*, u*) de ’ensemble
P(Ex) x pic(X).

3.1. Cas particuliers

3.1.1. Variétés de drapeaux. — Dans le cas des variétés de drapeaux X = G/Q,
ou () est un sous-groupe parabolique de G, il n’y a pas de racines sphériques :
ona Xy = @ et donc

L) sib()) =d,

0 sinon.

HYX, ) = {

On retrouve donc le théoréme de Borel-Weil-Bott.

3.1.2. Ezxemples de base. — On appelle ainsi les compactifications magnifiques
des espaces homogeénes cités & la page 174. Pour ces variétés, on a explicité
dans les tables 1 & 4 la plupart des éléments qui apparaissent dans la formule
du théoréme (on note G,q la partie adjointe de G, i.e. le quotient de G par
son centre). Les racines simples et leurs poids fondamentaux sont numérotés
comme dans [4, planches I, I, IV, V].
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178 TCHOUDJEM (A.)
X PGL2, / PSp,,, n > 2
« variété des 2-formes alternées complétes »
G SL2n,

G-orbite ouverte

PGL2, / PSp,,,

dim X, rang(X)

m?—n—-1,n-1

Yx

{a2i—l + 202 +air1: 1 <i<n— 1}

pic(X)

@19571—1 Lwsi

{,u epic(X): p+p régulier} { Z?;ll miwai © S ry (m; + 1)w; régulier }

longueur

(0I5 mawas) = 40( 15 maw)

TaBLE 2. .1 ' (mi + 1)wi et S.r ' miw; sont des combinaisons
linéaires des poids fondamentaux du systéme de racine de type A,_1
dans les deux derniéres lignes de ce tableau.

X Ee/Fy
G Es
G-orbite ouverte Es/Fy
dim X, rang(X) 26, 2

Yx

{2&1 + a2 4+ 2a3 4+ 204 + 05,
as + a3 + 2a4 + 205 + ZCYG}

pic(X)

Zw1 (&) ZUJG

{,u epic(X): p+p régulier}

{mlwl—l-mewe: m1+1,m6+1,m1+m6+27ﬁ0}

longueur

é(mlwl + mst) = SE(mlwl + mG(Uz)

TABLE 3. miwi + mewz est une combinaison linéaire des poids fon-
damentaux du systéme de racines de type As dans la derniére ligne

de ce tableau
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X Pl n >3 P7
G Spin,,,_; Spin,
G-orbite ouverte | P?"~! n >3 P’
dim X, rang(X) 2n—1, 1 7, 1
Tx 2wy 2w3
pic(X) Zw1 Zws
{,uepic(X): {mw1: m < —2n+ 2 {mwgz m < —6
w+p régulier} oum > 0} oum > O}
2n — 2 si .
6 sim < —6,
longueur L(mwy) = m< =2n+2, | £(mws) =
. 0sim>0
0sim>0
TABLE 4.

On en déduit, pour les groupes de cohomologie H(X,.%), de tous les fais-
ceaux inversibles %, les annulations

HYX, ) =0

lorsque X et d sont donnés par la table

X =G d ou dmG—-d=1,2,4

X =PGLy, /PSp,,, | d ou 2n> —n—-1—-d=1,2,3,4,6,7,8

X =Eg¢/Fy d#0,9,17,26

X =p-t d+#0,2n—1

X =P d#0,7
REMARQUE. — Les deux derniéres lignes ne sont pas surprenantes.
Démonstration des annulations. — On montre que certains entiers d ne sont

jamais de la forme ¢(u) + |J| pour une partie J de X x et un poids p € Q. En
effet, d’apreés les tables 1,2,3, 4, les entiers £(u) + |J| sont de la forme

20 (p) + |J|  si X = Gaq,
40'(u) + |J| si X = PGLg, /PSp,,,
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8E() +1J] si X = Bo/Fy,
(2n —2)¢'(w) +|J|  si X =P 1
60/ (u) +|J| si X =P,
pour certains entiers ¢'(u) qui ont pour valeurs maximales
(dimG — rang(G)) si X = Gaq,
n(n —1) si X = PGLsy, / PSp,,,
si X = Eq/Fy,
si X = P27~ ou P7.

1
2
1
2
e:nax =
3
1
On utilise enfin que pour une partie J de Xx et pour un g € Qy, on a les
inégalités

[Tl <(p) <4

max

- [Zx\J|
et les équivalences

Cp)=0 < |J|=0 et l(p) =1L, < |J=|Sx|. O

3.2. Quelques figures en rang petit. — On traite ici le cas des variétés magni-
fiques X, de rang < 2, suivantes :

— (derang 1) 'espace projectif P2*~! yvu comme compactification magnifique
de I’espace homogéne PSOs,, / PSO2, _1 et P7 vu comme compactification
magnifique de 'espace homogeéne SO7 /Gy ;

— (de rang 2) les compactifications magnifiques des variétés symétriques
PGLg X PGLg/PGLg, PGL6/PSp6 et EG/F4.

Sur les figures qui suivent, les poids des ensembles 2; et R; de I’énoncé
du théoréme principal sont représentés avec les notations suivantes (cf.
[30]) :

— pour les cas de rang 1, on a noté v la racine sphérique de X et w le
générateur de pic(X) tel que v = 2&. On a posé

o = _(((gz)) v 1)@ e pic(X)

de sorte que sin € Z, on a
)\04‘71&692)( <— n<0;
— pour les cas de rang 2, on a noté 71,72 les racines sphériques de X et
W1, w2 la base de pic(X) telle que (@;,7y;) > 0 et (@;,y;) = 0sié # j sinon.
Enfin, on a posé

Ao 1= _<(£7pl’7711)) +1)@ - ((g;’jjj) +1)@ € pie(X),
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COHOMOLOGIE DES FIBRES EN DROITES 181

de sorte que si ny,ne € Z, on a
Ao +niwy +news € Qy <= J={y: n; <0}
Pour les compactifications de
PSOs, / PSO2y,—1, SO7 /G2, PGL3 x PGL3 / PGL3, PGLg / PSpg, Es/Fy,

et avec les notations des tables 1,2,3,4, A\g désigne respectivement les poids

—nwy, —4dws, —2(wi,—w1)— 2(we2,—wsz), —3ws—3ws, —bwi— bwsg.
sz Ao + w Qo
--0----@----0----@----0----0----0-----0----O--
Ao Ao +

FIGURE 1. Les ensembles de poids 25 pour les compactifications
magnifiques de PSO2, / PSO2,-1 et SO7 /Ga.

Ry Ry,

Tl o S o S e ST TTT TERI SR S

0~

FIGURE 2. Les ensembles de poids R; pour les compactifications
magnifiques de PSO2, / PSO2,-1 et SO7 /Ga.

On a noté sur chaque figure par des ‘o’ les poids de {1y, et Ry, par des ‘o’
les poids de {2y et Ry, par des ‘+’ les poids de €),, et R,, et par des points
les poids de Q,, et R,,.

Fizons maintenant et jusqu’a la fin une G-variété magnifigue X de rang
minimal et un faisceau inversible £ de poids \.

Les grandes étapes de la démonstration du théoréme principal, sont, d’abord,
la décomposition de la variété X en cellules de Bialynicki-Birula (c¢f. §5.1) et
des cellules en orbites du Borel, ensuite, le calcul de groupes de cohomologie
a support dans les cellules et dans les orbites du Borel, et enfin, pour passer,
de la cohomologie & support a la cohomologie usuelle, la décomposition d’un
complexe : le complexe de Grothendieck-Cousin (cf. la partie 8.1).

Au cours de cette démonstration, on utilisera notamment deux propriétés
importantes des variétés magnifiques de rang minimal :

PROPOSITION 3.1. — La wvariété X n’a qu’un nombre fini de points fixes du
tore T'.
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+ [¢]
+ -
N -
+ + -
+
+
Q’n + Q,Yz
+
+
+ +
+
+
+
+
+
+ o
o
X °

FI1GURE 3. Les ensembles de poids €2; pour les compactifications
magnifiques de PGL3 X PGL3 / PGL3, PGL¢ / PSpy et Fg/Fy.

) . . . ° °
\
\
\
AN L ] L] [ ] L ] L]
!
T2
R’Yz . . . ° . ° REx
-o-—-—-0—-—- -0 - — ¢ —_—— - - - 4 -
!

Ry o ° o © > + + + R+

FIGURE 4. Les ensembles de poids R; pour les compactifications
magnifiques de PGL3 x PGL3 / PGL3, PGL¢ / PSpg et Eg/Fy.

En effet, X n’a qu’un nombre fini de G-orbites et chaque G-orbite contient
un nombre fini de points fixes.

PROPOSITION 3.2. — La variété X n’a qu’un nombre fini de courbes T-inva-
riantes (cf. la partie 10 et le lemme 10.1).

Mais avant cela, nous allons établir un résultat sur les racines sphériques des
variétés magnifiques de rang minimal.
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4. Racines et racines sphériques

Il peut arriver qu’une racine sphérique d’une variété magnifique soit un mul-
tiple d’une racine de (G,T). Nous allons montrer, dans cette section, que cela
est impossible lorsque la variété est de rang minimal. En effet, on a d’abord :

PRrROPOSITION 4.1. — I existe un point y de la G-orbite ouverte de X, de
groupe d’isotropie Gy =: H et P un sous-groupe parabolique de G tels que :

1) le groupe Ng(H)/H est fini;

2) HC P et R,(H)=R,(P);

3y TCP;

4) Dorbite B -y est ouverte dans X ;
)

5) la composante neutre (T N H)° est un tore mazimal de H.

Démonstration. — Soient y un point de la G-orbite ouverte de X et H son
groupe d’isotropie. Comme X est magnifique, d’aprés [13, cor. 5.3], le quotient
Ng(H)/H est fini. D’un autre coté, d’aprés [3, cor. 3.9], il existe un sous-groupe
parabolique P de G tel que

HCP et R,(H)CR,P).
Comme X est aussi de rang minimal, d’aprés [24], on peut choisir P pour que
RU(H ) = Ru(P )

On a obtenu ainsi les propriétés 1) et 2). Mais a priori P ne contient pas T
Or, il existe g € G tel que le sous-groupe parabolique gPg~"! contienne B~. En
remplacant y par g -y, H par gHg™!, P par gPg~!, les propriétés 1), 2) et 3)
sont vérifiées et PB est ouvert dans G.

Puisque la variété homogéne G/H est sphérique de rang minimal, il existe
x € G/B fixé par un tore maximal de H, appelons-le Ty, tel que

H - x est ouvert dans G/B.

Puisque PB/B est un ouvert de G/B stable par H, z est de la forme z =
p~1B/B pour un p € P. Cette fois, en remplacant y par p -y, H par pHp~!,
Ty par pTup~! et en gardant P, les propriétés 1), 2), 3), 4) sont vérifiées avec
de plus Ty C PN B.

11 existe alors a € PN B tel que aTga™! CT.

Finalement, en remplacant y par a -y, H par aHa~! et en gardant P, les

propriétés 1), 2) 3), 4), 5) sont vérifiées. O

On garde H et Ty = (T N H)? comme dans 1’énoncé de la proposition
ci-dessus. En particulier, Ty est non trivial (sauf si G est trivial). On va dé-
montrer :
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LEMME 4.2

i) Sia est une racine de (G,T), alors a|p,, #0;

ii) Si~ est une racine sphérique de X, relativement a B, alors |1, = 0.

Il résulte immédiatement de ce lemme qu’aucune racine n’est combinaison
linéaire de racines sphériques.

Démonstration du lemme

i) Premier cas : si H est réductif. — Dans ce cas, on a Ty = Cgo(Th) le
centralisateur du tore T dans la composante neutre H° de H. Donc, pour tout
x € G/B, d’aprés [25, th. A], le tore Ty agit transitivement sur les composantes
connexes de ’ensemble de points fixes

(HzB/B)™.
L’ensemble (H°xzB/B)TH est par conséquent fini.

Or, puisque H est un sous-groupe de G sphérique et de rang minimal, il
existe z € (G/B)T# tel que H°zB/B est ouvert dans G/B. L’ensemble fini
(H%2B/B)T# est alors un ouvert non vide de (G/B)™#. On en déduit qu’au
moins une composante connexe de (G/B)T# est un point. Ce point est for-
cément laissé fixe par le centralisateur Cg(ThH) qui est connexe. Le groupe
Cq(TH) est en conséquence résoluble. Mais cela n’est possible que si a7, # 0
pour toute racine « de (G, T).

Deuzxiéme cas : si H est quelconque. — On choisit d’abord un sous-groupe
parabolique P de G tel que

TCP, HCP e Ry(H)=R,P)
(¢f. la proposition 4.1). On pose ensuite
L:=P/R,(P) e K:=H/R,(P)

L’espace homogéne L/K est encore sphérique et de rang minimal mais de plus,
L et K sont réductifs.

Le radical R(L) de L est son centre connexe donc : R(L) C Ng(H)/R,(P).
Remarquons que l'on peut considérer R(L) comme un sous-tore de 7' vu que
TN R,(P)={1}; on a donc aussi (R(L) N H)? C Ty /R,(P). Or, le quotient
Ng(H)/H est fini, donc R(L)/(R(L) N H)? est fini.

Etant donnée une racine o de (G, T), deux possibilités se présentent :

— Soit a gy # 0, mais alors, R(L) étant connexe on trouve que l'on a,
avec N := |R(L)/(R(L) N H)°|,

O‘\R(L)#O = NOZ‘R(L)#O = a\(R(L)nH)O#O = Ol‘TH#O.
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— Soit a|p(z)y = 0, mais alors « est en fait une racine de (L,7') et donc

a7, 7 0 grace au premier cas traité.

ii) Une racine sphérique v de X, relativement & B, est en particulier un poids
de B opérant dans ’espace k(X)) des fonctions rationnelles sur X (cf. [23, § 1.3]).
Autrement dit, il existe une fonction f, non nulle, réguliére sur un ouvert B-
stable, V, de X telle que

Voe B, YveV, f(b~' v)=n(b)f(v).
En choisissant v = y comme dans ’énoncé de la proposition 4.1, on a f(y) # 0
et
Vt e Tu, f(y)=F(t™" y) =1(t)f(y)
= VteTy,y(t)=1 = v, =0. O

REMARQUE. — Dans le i), lorsque H est semi-simple, pour toute racine «
de (G,T), ary, est en fait une racine de (H,Ty) (cf. [24, lemme 4.2]).

5. Décomposition cellulaire

Du fait que la variété X est projective et n’a qu’un nombre fini de points fixes
du tore T', on déduit que X s’écrit comme une réunion disjointe finie d’espaces
affines centrés en les points fixes du tore T, les cellules de Bialynicki-Birula.

5.1. Cellules. — Soit z € X7 un point fixe du tore T. Etant donné un sous-
groupe a un paramétre ¢ : k* — T, on notera

Xt(z):={yeX: lin%)g(a)y =z};
c’est la cellule centrée en x.

D’aprés [2], X (z) est une sous-variété localement fermée de X qui est
isomorphe & un espace affine.

Plus précisément, I’espace tangent en x, T, X est un T-module et donc un k-
module via (; il en résulte une décomposition en k*-espaces propres

T.X = P X),
neL
avec (T, X), := {v € T, X : Ya € k¥, ((a) -v=a"v}. On pose alors
(T.X)s = P(TX)n et (T.X)- =P (TX)n

n>0 n<0

Avec ces notations, la sous-variété X (z) est T-isomorphe & ’espace af-
ﬁne (TxX)+

On utilisera surtout des sous-groupes & un paramétre qui ont le moins de
points fixes possibles :
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DEFINITION 2. — On dira d’un sous-groupe a un paramétre ¢ qu’il est
o X-réqulier si X¢(F) = XT et
e dominant si («, () > 0 pour toute racine positive «.

REMARQUES

1) Dans le réseau Hom(k*,T), le complémentaire de ’ensemble des sous-
groupes & un paramétre X-réguliers est une réunion de sous-groupes stricts.
En particulier, il existe toujours des sous-groupes & un paramétre X-réguliers
et dominants.

2) Si, par exemple, X est la variété de drapeaux G/B~, alors ¢ est un sous-
groupe & un paramétre X-régulier si et seulement si (@,() # 0 pour toute
racine o € ®.

Si ¢ est un sous-groupe & un paramétre dominant et X-régulier, on obtient
une décomposition cellulaire finie de X

X=|] X"

dont les cellules Xt (x) sont B-invariantes (car si b € B, alors la limite de
¢(a)b¢(a)~! quand a — 0 appartient a T').

Remarquons que cette décomposition dépend en général du choix du sous-
groupe & un paramétre dominant et X-régulier (.

On va paramétrer ’ensemble X7

5.2. L’ensemble des points fixes du tore. — Rappelons pour commencer une ca-
ractérisation remarquable des variétés magnifiques de rang minimal.

PROPOSITION 5.1 (voir [24, prop. 2.4]). — Une G-variété magnifique X est de
rang minimal si et seulement si les points fixes du tore T sont tous dans la G-
orbite fermée.

On peut donc paramétrer ’ensemble X7 par une partie du groupe de
Weyl W. En effet, soit W le groupe de Weyl de (Q,T) ; on pose

W :={weW: YveWg, {(wo)="~L(w)+Lv)}.

L’ensemble W@ est un systéme de représentants du quotient W/ Wq et para-
métre ’ensemble des points fixes de l'orbite fermée F' ~ G/Q :

XT:{wz: 'wEWQ}
ou z est 'unique point fixe de @) dans X.
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Pour tout w € W, on notera X} := X ¥ (wz) la cellule centrée en wz € X7T.

Alors
x= || xt@=|] x
zeXT weWR
Désormais, un sous-groupe & un parameétre ¢, dominant et X -régulier, est
fizé et lorsqu’on considérera une cellule C, on sous-entendra que C = X} pour
un certain w € W?. En particulier les cellules considérées sont stables par B.

5.3. Codimension des cellules. — C’est le moment de rappeler (cf. [22]) que I’en-
semble ¥ x des racines sphériques de X (cf. 2.2) est en bijection avec ’ensemble
des diviseurs limitrophes D; (les composantes irréductibles de X\ X2).

Plus précisément, pour chaque 1 < ¢ < r, le poids 7; du faisceau inversible
G-linéarisé Ox(D;) est une des racines sphériques; on les obtient toutes ainsi
et les ; sont deux & deux distincts.

DEFINITION 3. — On notera D, le diviseur limitrophe de X correspondant &

la racine sphérique v (le tore maximal T agit donc via le caractére v sur la
fibre Ox(D,),)-

La proposition qui suit donne en particulier la codimension des cellules X}.
PROPOSITION 5.2. — Siw € W€, alors :

i) XH €D, < (wy,{) <0 pour toute racine sphérique v € Xx ;

ii) codimy X = £(w) + H’y €Xx: {wy,() < 0|}

Démonstration. — Posons = := wz et fixons une racine sphérique vy € Xx.

i) L’espace tangent en le point fixe 7 € X7 est un T-module qui se décompose
T X =ToDyy @ T, X/Te Dy = T Dy @ Ox (D),

La T-droite propre Ox(D,,), = Ox(D,),, & pour poids wy selon T car
Ox(D,,), a pour poids v et le faisceau inversible O x (D) est G- linéarisé sur
X. Par conséquent

(T$D’YO)+ Si <’LU’70, C) < 07
(TJCD’YO)-F S OX(D’Yo)x si <’LU’}/0, C) > 0.

Comme X (z) est T-isomorphe a lespace affine (7, X)4, on en déduit que
X} = X*(z) C D,, équivaut a (wyo,¢) <O0.

(TEX)+ =

ii) La codimension de la cellule X est codimx X = codimyx X*(z) =
dim T, X — dim(7, X)+ = dim(7, X)_. Or

(TwX)— = (Ta:F)— & (TwX/TwF)—
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Mais d’une part (T, F)_ = (Ty-F)— est un T-module de dimension ¢(w) et
d’autre part, T, X /T, F est un T-module dont les poids sont exactement les w-,
~ décrivant I’ensemble X x des racines sphériques de X. Donc

dim(T, X) - = £(w) + [{y € Tx : (wy,() < 0}]. O

On va utiliser une stratification de X pour calculer la cohomologie des fibrés
en droites sur X. Malheureusement, en général, la décomposition cellulaire
de X n’est pas une stratification au sens ou ’adhérence d’une cellule n’est
pas toujours une union d’autres cellules. C’est pourquoi on aura besoin d’une
décomposition plus fine de la variété X.

6. Décomposition en orbites du sous-groupe de Borel

6.1. Filtration par une suite de fermés emboités. — On utilise la décomposition
de X en B-orbites. La variété X ne posséde qu’un nombre fini de B-orbites
(¢f. par exemple [22]). De plus, chaque B-orbite est une sous-variété affine. On
pose ensuite pour tout entier ¢

2 B-orbite
codim x (#)>1
Puisque le bord % \ % d’une orbite % est une réunion (finie) d’orbites de
codimension strictement supérieure, les Z; sont des sous-variétés fermées de X
telles que
X=2y27 2

et pour tout 4, Z;\ Z; 41 est une réunion disjointe finie de sous-variétés affines
de méme codimension 3.

6.2. Lien entre les cellules et les orbites du sous-groupe de Borel. — Comme les
cellules de Bialynicki-Birula (pour un sous-groupe & un paramétre dominant
et X-régulier fixé) sont stables par B, chaque B-orbite est contenue dans une
unique cellule.

De plus, on a une paramétrisation des points fixes du tore et donc des cellules
par W. Il en résulte aussi une paramétrisation des B-orbites car d’aprés [11,
§2.1, p. 219 et prop. 2.3], intersection d’une cellule et d’'une G-orbite est soit
vide, soit une B-orbite; on obtient ainsi, de fagon unique, toutes les B-orbites
de X. En résumé, les B-orbites de X sont les intersections non vides parmi les

onxyt,
oll O est une G-orbite et w € W€,
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7. Etude de certains groupes de cohomologie 2 support

Avant de déterminer les groupes de cohomologie H*(X,.%)), on s’intéresse
d’abord, en guise d’approximation, aux groupes de cohomologie a support

Hy(£) et Hu(A)

dans une B-orbite £ et une cellule C' (¢f. [17] pour la définition des groupes
de cohomologie & support dans une sous-variété localement fermée).

Comme le faisceau %) est G-linéarisé sur X, les groupes de cohomologie &
support Hy (%)) et H5 (%)) sont des g-B-modules, ¢’est-a-dire des g-modules
dont ’action de ’algébre de Lie de B s’intégre en une action rationnelle du
groupe B, (cf. [19, lemme 11.1]). On peut définir et calculer leurs multiplicités
selon les g-modules simples de dimension finie.

En effet, soient p € X un caractére dominant, L(u) le g-module simple de
plus haut poids p et x, : Z(g) — k son caractére central (anneau Z(g) est
le centre de I’algébre enveloppante de g). Si M est un g-module, on note M, ,
le sous-espace propre généralisé associé a x, (cf. [16, §7.8.15]). Si M, , est de
longueur finie, on définit la multiplicité de L(u) selon M par

[M : L(p)] == [My, : L(p)].

D’aprés [29, prop. 4.6], les groupes de cohomologie Hi,(£)) et H:(Z)) ont
leur sous-espace propre généralisé associé & x,, de longueur finie. De plus, leur
multiplicité selon le g-module simple L(y) est 0 ou 1 d’aprés le lemme 7.1
qui suit.

Rappelons que pour chaque racine sphérique v € X x, D, désigne le diviseur
limitrophe associé.

Avec ces notations :

LEMME 7.1. — Soient u € X un caractére dominant et L(p) le g-module

simple de plus haut poids p. Soient C une cellule de Bialynicki-Birula et %
une B-orbite de X.

i) Sii # codimx (C), alors H5 (%)) = 0. Si i = codimx (C), alors la multi-
plicité de L(p) dans le g-module H: (%)) est
[He(23) - L(w)] =1
stw (u4p) EXF P+ exy, ccp, L>0Y + X vesy, cgp, L<oy €t
[HE(23) : L(p)] =0
sinon, ot w est I’élément de W tel que C = X}.
ii) 9i i # codimx (%), alors Hy(L\) = 0. Si i = codimx (%), alors la
multiplicité de L(p) dans le g-module H'y(£)) est
[Hiy(2) : L(w)] =1
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stw ' (p+p) €eX+p+ Y vesx, BCD, L0V + X yesy, #gp., LY €t
[H%(fx) : L(M)] =0

sinon, ot w est I’élément de W€ tel que B C X} .

Le point i) découle de [29, th. 4.1 et 4.4]. Le point ii) découle de [29, prop. 4.6
et th. 4.4] et du fait que dans une variété magnifique de rang minimal, tous les
points fixes du tore T" sont dans l'orbite fermée F' de G (cf. la proposition 5.1).

Il s’agit maintenant de passer des groupes de cohomologie & support dans
les B-orbites aux groupes de cohomologie usuels

HY (X, %\).

C’est ’'objet de la prochaine partie.

8. De la cohomologie a support a la cohomologie usuelle

8.1. Complexe de Grothendieck-Cousin. — Reprenons la filtration introduite au
paragraphe 6.1 :
X=2022 2

On va considérer les groupes de cohomologie Hgi\ZHl(.Z,\), 1 > 0 & support
dans les sous-variétés localement fermées Z;\ Z; 1. Le résultat suivant est da a
Kempf :

THEOREME 8.1 (cf. [19, th. 8.7 (b)]). — Il existe un compleze de g-modules

(L) L Hi (L) — -

(1) T HZZi\Z Zit1\Zit2

i+1

dont le i-ieme groupe d’homologie est H'(X,.%\). De plus, pour chaque i, le
i-ieme terme du complexe se décompose :

(2) Hyyz,,, (D) = D HY (L)

2
(somme directe sur les B-orbites 2 de X telles que codimy (#) = 1i). O
REMARQUE. — Si # et %’ sont deux B-orbites de X de codimensions 4

et i+ 1, alors :

e la réunion % L %’ est localement fermée dans X,
o % est ouvert et B’ est fermé dans B LI HA'.
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On en déduit donc (cf. [17, prop. 1.9]) une suite exacte longue

, , A g
3) = Higg (4) — Hy (D) — Hg ' (A) — -
Avec ces notations, dans le théoréme ci-dessus, chaque différentielle

d': P HLL) — P HL (L)
B B’

est donné par une « matrice » (d%y /)% 2 ot B et %' décrivent, respective-
ment, les B-orbites de codimensions i et ¢ + 1 dans X (en fait lorsque %’ n’est
pas contenue dans Padhérence %, on a d 4 = 0).

8.2. La partie finie du complexe de Grothendieck-Cousin. — Les g-modules
HY(X, %)) sont en fait des G-modules car le faisceau %) est G-linéarisé sur
X. C’est pourquoi, dans le complexe de Grothendieck-Cousin

(4) 5C*: - — D HL(L) — -
B

il suffit de ne préter attention qu’aux multiplicités selon les G-modules simples
i.e. selon les g-modules simples de dimension finie.

8.2.1. Décomposition du complexe suivant les caractéres centrauz. — Comme
précédemment, soient p € X un caractére dominant, L(u) le G-module simple
de plus haut poids u et x, son caractére central.

Si M est un g-B-module, on note M, le sous-T-espace propre associé¢ au
caractére p du sous-espace propre généralisé qu(2>~ Le foncteur ainsi défini

M — M,
vérifie :
PROPOSITION 8.2. — Si M’ — M — M" est une suite exacte de g-B-modules,
alors :

1) la suite d’espaces vectoriels M(,u) — M,y — M(’:L) est encore exacte;

ii) si My, est de longueur finie, alors l’espace vectoriel M,y a pour dimen-
sion

dimk M(“) = [M . L(,u)]
la multiplicité de M selon L(u).

(2 Par définition, My = {m € Un>0 ﬂcez(g> ker(c — xu(e))" : Vte T, t-m = u(t)m}.
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Démonstration

i) Cela résulte du fait que M ~— M, est un foncteur exact sur les g-B-
modules (cf. [16, § 7.8.15])

ii) Les g-modules simples qui apparaissent dans une suite de Jordan-Holder
de M, sont tous de la forme L(w * u), w € W, le g-module simple de plus
haut poids w * u.

Or, comme le caractére p est dominant, parmi les g-modules L(w * p), seul
L(p) a une multiplicité non nulle suivant le poids p ; en outre cette multiplicité
vaut 1. D’out dimg (M(,)) = dim(M,, ), = [M,, : L(p)]. O

Par exemple, comme les faisceaux %) sont G-linéarisés sur X, les groupes
de cohomologie & support H%,(.%)) sont bien des g-B-modules. En appliquant
M — M,y au complexe de Grothendieck-Cousin, GC*, on obtient un nouveau
complexe

(5) gcz; ..._,@H;?(gk)(ﬂ)_,...
B

qui est plus simple : on va voir en effet que celui-ci se décompose en une
somme directe de sous-complexes dont on sait calculer ’homologie. De plus, la
dimension du d-iéme groupe d’homologie du complexe SCZ est exactement la
multiplicité du module simple L(u) dans H4(X,.%)).

8.2.2. Décomposition du complexe suivant les cellules. — Pour qu’un morphisme
dig (1) : H(A2) () — HL (L) )

ne soit pas nul, il y a au moins deux conditions nécessaires :

(6) B C A et codimx(#')=codimx(%)+1=i+1
car d%’%, #0 et
(7) Hi( L) #0 et Hg' (D) #0

(cela se transforme en une condition combinatoire sur les poids A et u d’aprés
le lemme 7.1).

En fait, ces deux conditions obligent les deux orbites % et %’ a étre dans
une méme cellule ; autrement dit :

LEMME 8.3. — Soient B et %' deux B-orbites de X. Si B et B’ sont dans
deuz cellules de Bialynicki-Birula distinctes'”), alors Uapplication

dfé,,@/(ﬂ) : H.;?(f)\)(u) I Hitl(iﬂ)\)(u)

est nulle (pour chaque 7).

3) Pour n’importe quelle décomposition cellulaire donnée par un sous-groupe a un paramétre
dominant et X-régulier.
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Ce lemme 8.3 est en fait le lemme clef pour calculer la cohomologie du
faisceau %) ; admettons-le pour le moment. Sa démonstration, que ’on donne
en la section 11.2, repose sur I’étude des courbes irréductibles et T-invariantes,
dans la variété X (cf. les sections 9, 10 et 11).

Un sous-groupe & un paramétre ¢, dominant et X-régulier, étant fixé et
X= || X"
zeXT

étant la décomposition cellulaire correspondante, pour chaque ¢, soit
(8) Z¥ = Z;Nn X" (x)
(c’est la réunion des B-orbites 4 contenues dans la cellule X (z) et telles que
codimx (A) > 1).

On a alors pour tout ¢ une décomposition
9) lei/ZiJrl(gA) = @ HlZf/Ziz+1($>\)'

zeXT

Or, le lemme 8.3 affirme que pour chaque entier ¢, pour chaque point fixe
xz € XT et pour chaque caractére dominant p € X

(10) di(“) (H%f/ZfH(g)\)(M)) < H?g;;/zgc+2 (-iﬂk)(u) i

autrement dit, le complexe

* i A
9011« T HZi/Zi+1 ("zﬂ/\)(#) — HZ—:Jrl/ZHz ("?)\)(M) -
se décompose en une somme directe de complexes
(11) sCr =P sC;..
zeXT

ot pour chaque z € X7, on définit le complexe

, )
* . ) i+1
SCha = Hzzze (D) — Hyz yze (D)) —
Mais, c’est aussi, pour chaque z € X7, la composante suivant le caractére
dominant p du complexe

d
* % z i+1
SCh: - — Hypype (A) —— HyE!

)7z, (&) — -
correspondant & la filtration

X*(a)= 252272
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REMARQUE. — Chaque complexe §C*, a donc pour homologie
(12) H*(SC%) = Hx+(4)(<4)

et ces groupes de cohomologie & support sont donnés par le lemme 7.1.

8.3. Calcul de la cohomologie usuelle. — Etant donné que les groupes de co-
homologie H%(X,.%,) sont non seulement des g-modules mais aussi des G-
modules, il résulte de (11) et (12), en tout degré d et pour tout poids domi-
nant u, 'égalité

(13 X, 2) L] = Y [HLL (%) L(w)].
weWe

Par conséquent, pour terminer la démonstration du théoréme 3.1, il s’agit
maintenant de calculer la multiplicité selon le g-module simple L(u) des g-B-
modules

HY i ().

Fixons un poids g dominant. Rappelons que p désigne la demi-somme des
racines positives. D’aprés le lemme 7.1, si on choisit w € W<, c¢’est-a-dire un
point fixe z = wz € X7, alors, d’une part

(B () : L) =1

si les deux conditions suivantes sont vérifiées :

(14) codimx(X})=d et

(15) wl(ut+p) EXtp + > Zsoy + Y Zeoy
YEX X YET x
xtco, xteo,

et d’autre part, dans tous les autres cas
[H}i{;; (A) : L(w)] =0.
Notons au passage que la condition (15) entraine que w = w, avec
vi=w (u+p) — p € pic(X).

A priori, suivant la proposition 5.2, la codimension de la cellule X et I'in-
clusion (ou non) X C D., dépendent du sous-groupe & un paramétre dominant
et X-régulier ¢ choisi pour définir la décomposition cellulaire. Mais, en fait, ce
n’est pas le cas lorque w est de la forme w, pour un poids v € pic(X). En effet :

PROPOSITION 8.4. — Pour toute racine sphérique v et pour tout v € pic(X),
on a

(w,7,¢) >0 < (v+p,7) >0.
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Démonstration. — Nous verrons plus loin qu’il existe deux racines positives
orthogonales « et [ telles que a + 8 € Zsovy et (v + p,a¥) = (v + p, 8Y) pour
tout v € pic(X) (c¢f. la remarque qui suit le lemme 10.2). D’un co6té, on en
déduit que

(wyy,¢) et (wi(a),¢) + (wu(B),¢)

sont de méme signe. D’un autre c6té, comme le sous-groupe & un paramétre ¢
est dominant et X-régulier, on a les équivalences

(16) (wy(a),¢) >0 <= w,(a) >0,
(17) (w,(8),¢) >0 <= w,(B) > 0.

Mais par définition de w,, w,(v + p) € X est un poids dominant régulier et
donc

(18) w, (@) >0 <= (w,(v+p),w,(a) >0 < (v+p,a)>0.
De méme
(19) wy(8) >0 < (v+p,0) > 0.

Puisque (v+p, ") = (v +p,8"), on a w,(a) > 0 < w,(F) > 0. Il résulte alors
de (16), (17), (18), (19) que

(W,7,0) >0 = (wy(a),¢) + (wu(8),¢) >0
= (w+pa)+v+pB)>0 < W+p,y) >0 O

Un poids dominant & et un élément w de W étant toujours fixés, on garde
la notation v := w1 (u + p) — p.

D’une part v + p est un caractére régulier et d’autre part, si les conditions
(14) et (15) sont remplies alors, d’aprés la proposition 8.4 et avec les notations
de I’énoncé du théoréme principal 3.1, on trouve

V€(>\+RJ)QQJ et K(V)+|J|:d
avec J:={y€Xx: (v+p,y) <0}

Réciproquement, si v € X (tel que v existe, i.e. tel que v + p soit régulier)
est dans un ensemble de poids

A+ R;)NQy
pour une certaine partie J de ¥ x, alors le g-module
HS( (4)

avec d := £(v) + |J| et w := w, € W? a pour multiplicité 1 selon le g-module
simple L(vT).
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La formule du théoréme principal 3.1

Hx s~ O P o

JCEx uE(/\+RJ)mQ_,
p+p régulier
L(p)+]J|=d
découle alors de (13), au début de cette section.

Le théoréme 3.1 est presque démontré. Il ne reste plus, en effet qu’a vérifier
le lemme clef 8.3. Pour cela, on va, dans les deux sections suivantes, d’une part,
relier certains points fixes du tore T par des chaines de courbes T-invariantes
contenues dans la variété X ; et d’autre part étudier ces courbes T-invariantes.

Cela permettra de démontrer le lemme 8.3, dans la section 11.

9. Chaines de courbes qui relient deux points fixes du tore

On suppose seulement dans cette section que X est une variété projective
munie d’une action « linéaire » du tore 7" au sens suivant : il existe un T-module
V tel que X C P(V) et tel que action de T sur X provienne de celle de T
sur P(V).

On rappelle qu'un sous-groupe & un paramétre v : k* — T est X-régulier si
les ensembles de points fixes

v={zeX:Vaek*, v(a)-z=2} e X ={zeX:VteT, t-z=ua}

sont les mémes.

9.1. Orientation des courbes. — Soit v un sous-groupe a un paramétre de T’ qui
est X-régulier.
DEFINITION 4. — Siz,2’ € X7 sont deux points fixes de T', on notera
Cc ! . A
x — ' ou simplement x —

si la variété X contient une courbe c fermée, irréductible, stable par T, « allant
de x a x’ », i.e. il existe y € c tel que

lin}) via)-y=z et lim v(a) -y=2'.

a— 00
Dans cette situation, on notera

c(0):=z et c(o0):=1'.

Ces notations dépendent du sous-groupe & un paramétre X-régulier, v,
choisi : si on remplace v par —v, on échange ¢(0) et ¢(c0).
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EXEMPLE. — Sion prend pour X la variété de drapeaux G /B, les points fixes

du tore T sont les wB~ /B~ ot w € W. Pour un sous-groupe 4 un paramétre v,

dominant et X-régulier (i.e. régulier), et pour w,w’ € W, on a ’équivalence
wB™/B” - w'B7 /BT <= w' =ws,

pour une racine positive « telle que w(a) > 0 (s, € W désigne la réflexion

associée a la racine «). En particulier, si wB~ /B~ — w'B~ /B, alors w’ > w

pour l'ordre de Bruhat sur W.

En effet, les courbes irréductibles et T-invariantes de G/B~ qui passent par
wB~ /B~ sont de la forme wU,B~/B~ ou «a est une racine positive et U,
le sous-groupe unipotent de dimension 1 associé. Or, les T-points fixes de
la courbe wU,B~/B~ sont wB~ /B~ et ws,B~/B~. De plus, si w(a) >0,
alors on a wB~/B~ — ws,B~/B~, tandis que si w(a) < 0, alors on a
wsq B~ /B~ — wB~/B~.

9.2. Liaison entre deux points fixes du tore. — Avec les notations de la section
précédente, on a le résultat suivant.

LEMME 9.1. — Soient V un T-module de dimension finie et X une sous-
variété fermée T'-stable de l’espace projectif P(V). On munit X de laction
de T induite et on suppose que X n’a qu’un nombre fini de points fires pour
cette action. On fize un sous-groupe & un paramétre X -régulier, v. Soient =’ x
deux points fizes de X. Si 2’ est dans l’adhérence de la cellule X T (x), alors il

existe des points fires xg,...,xn dans X tels que
T=x9g— T — - — Ty =1
REMARQUE. — Si X est la variété de drapeaux G/B~ et si on choisit un sous-

groupe & un paramétre v, dominant et régulier, alors

w' B~ /B” € XF = w<w pour l’ordre de Bruhat

=3Jo,...,a, € dT, WL WSy <o+ < WSy, *** Sy, = W'

n

et on a bien une chaine de courbes

wB”/B” — - — w'B”/B".

Démonstration du lemme. — Toute composante irréductible de X+ (x) est
l’adhérence d’une composante irréductible de X (z). En particuler, toutes les

composantes irréductibles de X+ (z) contiennent z. On peut donc supposer

que X = X7*(z), quitte & remplacer X par une composante irréductible de
X*(z) qui contient z’.

Si z est un point fixe de X, on pose

X (2)={yeX: alirgloy(a)~y:z}.
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Etant donnés deux points fixes distincts z, z’, on écrira
z~2 st XT(2)N X (2) # @.

Via le sous-groupe & un paramétre v, le groupe k™ agit sur I’espace vectoriel V
avec des poids entiers que ’on peut ordonner.

Pour un point fixe x de T, notons v, le poids d’un vecteur propre v € V tel
que z = [v] (la classe du vecteur v dans P’espace projectif).

On s’apercoit que si z ~ &', alors v, < v, (il suffit de le vérifier dans P(V)).

On en déduit que dans la sous-variété X de P(V), il n’y a pas de « boucles »,
i.e. 8’il existe une chaine xg ~~ 1 ~~ -+ ~> Ty = xg, alors N = 0.

En particulier, puisque X n’a qu’un nombre fini de points fixes, il existe une
chaine aboutissant & z’ :

(20) To~s Ty =
avec un entier N maximal.
On va montrer que g = x.

Siy € X~ (zo)\{zo}, alors z¢ # lim,_,q v(a)-y ~ ¢, ce qui contredit la maxi-
malité de N. Ainsi, X~ (x9) = {zo}. Or, d’aprés [21, th. 3 et bas de la p. 299],

dim X~ (xg) + dim X" (x¢) > dim X.

Il s’ensuit que dim X ™ (zo) = dim X et donc que X+ (zg) = X. Comme X (z)
et Xt (z) sont ouverts, cela entraine que X *(zg) rencontre X ™ (z) et par consé-
quent que g = .

Montrons maintenant que dans la chaine maximale (20), on a z; — ;41
pour tout 0 < i < N — 1. La courbe k* - y pour un y € X ¥ (z;) N X~ (x;,1) est
bien une courbe allant de z; & x;,1 mais a priori elle n’est que k*-invariante.

Cependant, si z est un point fixe du tore T' dans X+ (z;) N X ~(x;41) alors,
comme z € X1(z;), il existe une chaine partant de x; et aboutissant & z :

et, de méme, comme z € X~ (x;41), il existe une chaine aboutissant & ;11 et
partant de z :
Ve AR 4 ZCH_1.

Par maximalité de la chaine xg ~» -+ ~» z; ~ Zip1 ~ -+ ~» xp, il est
nécessaire que z = x; ou z;4+1. En particulier, il n’y a que deux points fixes
dans X+ (z;) N X~ (x;41). D’aprés [26] ou [2, cor. 1, p. 497], la sous-variété fer-
mée X+ (z;41) N X~ (z;) est donc irréductible et de dimension 1. C’est donc
une courbe fermée allant de z; & x;41 qui, de plus, est T-invariante; on a

ainsi ©; — x;41. O]

On revient maintenant au cas ol la variété X est magnifique et de rang
minimal.
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10. Etude de quelques courbes invariantes par le tore

Dans la variété magnifique de rang minimal, X, il n’y a, en fait, qu’un
nombre fini de courbes T-invariantes (cf. le lemme 10.1 ci-dessous). Parmi ces
courbes, celles qui sont incluses dans la G-orbite fermée F' sont des courbes
T-invariantes d’une variété de drapeaux (courbes bien connues : cf. [28], et
aussi 'exemple de la section 9.1). On va plutdt s’intéresser aux courbes T-in-
variantes de X qui sortent de ’orbite fermée F'; on associera de telles courbes
aux racines sphériques v € Y x. Aprés avoir donné des exemples en rang 1, on
établira quelques propriétés des racines sphériques, importantes pour démontrer
le lemme clef 8.3.

10.1. Finitude des courbes invariantes par le tore. — La variété magnifique X
étant de rang minimal, ses racines sphériques ne sont pas des multiples de ra-
cines (¢f. le lemme 4.2). En particulier, les poids de l’espace tangent T, X sont
deux & deux non proportionnels (en effet, ces poids sont les racines sphériques
v € Xx et certaines racines positives a € ).

Par conséquent, il n’y a qu’un nombre fini de courbes irréductibles et T-
invariantes passant par z; plus précisément :

LEMME 10.1. — Soit A un poids de U’espace tangent T, X . Il existe une unique
courbe Cy dans X irréductible et T-invariante telle que

ze(Cy et T,C\= (TZX))\

l’espace propre de T, X de poids A. De plus, la courbe C) est la composante
conneze de X ker M)’ qui contient z. Enfin, toute courbe T-invariante C' de X
qui contient z est l'une des courbes C, en particulier est lisse.

REMARQUES

i) On a donc une bijection entre les poids de l’espace tangent T, X et les
courbes irréductibles et T-invariantes de X passant par z.

ii) Comme tous les points fixes du tore T sont dans la G-orbite fermée F,
toute courbe irréductible et T-invariante de X est conjuguée par un w € W<
4 une courbe irréductible et T-invariante passant par z.

iii) Dans le cadre des variétés de drapeaux, ce résultat est bien connu (cf.
par exemple [28]) : si X est la variété de drapeaux G/B~, alors les courbes T-
invariantes de X passant par z = B~ /B~ sont les adhérences U, B~/B~, ol «
décrit ensemble des racines positives (U, désigne le sous-groupe unipotent
de G associé a la racine «). En effet, les poids de ’espace tangent T,G /B~
sont exactement les racines positives et, pour toute racine positive «, la va-
riété U, B~ /B~ est de dimension 1 et contenue dans (G/B~)&ere)”,
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Démonstration. — Soit S := (ker \)?; c’est un sous-tore de T' de codimen-
sion 1.

Ezistence. — D’aprés [2], la sous-variété fermée X des points fixes de S est
lisse et pour tout z € X,

T,(X%) = (T,X)  ={veT,X:VseS, s v=n}.

Donc la composante connexe C' de X qui contient z est une variété lisse,
irréductible et T-invariante vérifiant

T.C =T.X% = (I.X)% = @ (T.X);
pneXx

mais, comme S = (ker \)°, pour un caractére y € X
(T2X);; = {0}

si u n’est pas proportionnel a A; comme de plus, A est le seul poids de T, X
proportionnel & A, on trouve

T.C = (T X)x
qui est de dimension 1. Par conséquent, C' est bien une courbe.

Unicité. — Si C est une courbe irréductible et T-invariante qui contient z
et si T,C = (T, X), alors
(T.C%) = (T.0)% = (T. X)5 = (T.X)» = T.C.
Mais alors, C° = C et C C X% : c’est-a-dire C est la composante connexe
de X?° passant par z.

En fait, si C' est une courbe irréductible et T-invariante de X, alors C est
fixée point par point par un sous-tore S de T de codimension 1. Donc si la
courbe C passe par le point z, on a l'inclusion d’espaces tangents

T.C C T, X% = (T, X)".

Comme les poids de T dans T, X sont deux a deux non proportionnels, T,C
est forcément de dimension 1 et en conséquence, C est lisse. O

10.2. Courbes et réflexions associées aux racines sphériques. — Grace au lemme
10.1, on peut poser la définition suivante.

DEFINITION 5. — Pour toute racine sphérique v € X x, soit C, I'unique courbe
irréductible, T-invariante, contenant z, contenue dans X telle que

T.C, = (T X),.
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D’aprés le lemme 10.1, les courbes C, sont exactement les courbes irréduc-
tibles, T-invariantes, passant par z et qui sortent de F'.

D’un autre c6té, chaque courbe C., est lisse, isomorphe & P! et contient
deux points fixes du tore. Cette remarque permet d’associer un élément de W
a chaque racine sphérique.

DEFINITION 6 (I’élément s.). — Pour chaque racine sphérique v € Xx, soit s,
Punique élément de W< tel que z et sz sont les deux points fixes du tore dans
la courbe C.,. On appellera s., une réflexion sphérique.

REMARQUE. — En fait, 1’élément s, n’est pas une réflexion dans W; c’est
seulement une réflexion comme transformation du réseau pic(X). Nous verrons
effectivement plus tard (cf. le lemme 10.2) que sg = 1 et d’un autre c6té que,
pour tout A € pic(X),

(21) SyA— A€ Zn.

En effet, d’apreés [8], proposition p. 377, la différence des poids des fibres en z
et s,z du faisceau inversible ., est un multiple de v, le poids associé a la
courbe C, reliant z & s,z. Or, les droites 2|, et .,Sf,\\swz ont pour poids
respectifs A et sy A, d’ou (21).

10.3. Exemples enrang 1. — On utilisera certaines propriétés des racines sphé-
riques «y et des éléments s., associés (cf. le lemme 10.2 de la section 10.4). Pour
établir ces propriétés, on se rameénera au cas ot X est une variété magnifique de
rang 1, et méme une des variétés magnifiques étudiées en exemple ci-dessous.

10.3.1. Diagrammes. — Parmi les variétés magnifiques de rang 1 de [1], table 2
page 67, celles qui sont de rang minimal correspondent, avec les notations de [1],
aux diagrammes

eD,: @—-F—... %% (3>3) ou Dy: e ‘e

aq [e%) [0 7%:3
e Bg:o—0 = e.

Ces variétés sont munies respectivement de ’action de Spin,,, (k) et de Spin, (k).

REMARQUE. — Les «ronds blancs » des diagrammes correspondent aux racines
simples du groupe réductif Q/R,(Q) (R.(Q) étant le radical unipotent de Q).
En particulier, les ensembles W< sont respectivement

{weW: Vi>2 wl)>0} et W,
{weW: wla) >0, wls) >0}

BULLETIN DE LA SOCIETE MATHEMATIQUE DE FRANCE



202 TCHOUDJEM (A.)

10.3.2. Description de l’action. — Les variétés magnifiques associées aux
diagrammes ci-dessus sont données dans [1, p.66—67]. Dans le cas du dia-
gramme D,,, il s’agit de 1’espace projectif P2"~1 (n > 2) et de la quadrique de
dimension 2n — 1

Dop_1= {[z] e P zg = zn:zlznﬂ}
i=1

munies d’une action du groupe Spin,, (k). Dans le cas du diagramme Bg, il
s’agit de I’espace projectif P7 et de la quadrique 27 (cf. ci-dessus) munies
d’une action du groupe Spin; (k).

Pour décrire les actions, on note Js, la matrice carrée d’ordre 2n
( . )
1 0

{g S SLQn(k) : thgng = Jgn}

qui est isomorphe & SO, (k). Le groupe SO(Ja,) agit sur l'espace projectif
P27—1 yia Paction naturelle de SLy, (k) et sur la quadrique 2,1 par

Vg € SO(Jan), V[zo: 2] € P(k x E*™), g-[20:2] =[20: 9" 2]

et SO(Jay,) le groupe

Comme Spin,,, (k) est le revétement universel de SO(Jay,) =~ SOa, (k) et comme
Spin; (k) C SO(Js) (grace a la représentation spinorielle de dimension 8 de
Spin;(k)), on en déduit les actions de Spin,,, (k) et Spin, (k).

10.3.3. Orbites. — Les variétés magnifiques P2"~1 et 2y,_;, de rang mini-
mal 1, ont chacune exactement deux orbites de G = Spin,,, (k) (ou Spin, (k)
pour P7 et Z5).

— Dans le cas de P2*~!, P’orbite ouverte et Iorbite fermée sont respective-

ment

— N 2n—1 ., " . .

0 = {[z1 : : 2on) €P : Zi:l ZiZnti 7 O},
_ . 2n—1 . " . =

F = {[21 : zon] €P : Zi:l 2iZnai 0}.

— Dans le cas de Z,,,_1, ce sont respectivement

0= {[Zolzl :~-~:Z2n] € Dop_1: Z();AO},
F = {[Z()ZZ]_ Z"':Zzn] € Dop_1: Z():O}

Notons 7 : Spin,,, (k) — SO(J2,) le revétement universel.
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— Pour le type D,,, on prend pour tore maximal le tore
T := 7’_1 (Tgn N SO(JQn))

ot Ty, est le sous-groupe des matrices diagonales de SLy,, (k). Pour sous-
groupe de Borel B, on prend le groupe

r~1 (B, N SO(J2n))

ou B;,, est le sous-groupe des matrices triangulaires inférieures de SLay, (k).
— Pour le type Bs il suffit de remplacer ci-dessus r par 'inclusion

i : Spin, (k) — SO(Jg).

10.3.4. Racines et réflexions sphériques. — Comme les variétés X = P!
ou Zy,_1 sont des G-variétés magnifiques de rang minimal 1 (pour G =
Spin,,, (k) ou Spin;(k) (si n = 3)), elles n’ont qu’une racine sphérique, =.

En particulier, par I'unique point fixe de B~ dans X, noté z, il ne passe
qu’une seule courbe C,, irréductible, T-invariante et non contenue dans I’orbite
fermée F. On explicite C,, dans le cas de P?"~ ! :

07:{[m:0:---:0:y]€P2"_1}
et dans le cas de 25,1 :
Cy={lz:2:0:---:0:y]: 2> =ay}.
La courbe C,, joint le point z au point s,z (ce qui définit ’élément s., € we).

Dans le tableau ci-aprés, on rassemble pour chaque variété magnifique, les
points z et s,z.

diagrammes aal—%2—---f"o_2<g Zn,l("23) ous % T =
G Sping, (k) Spin, (k)
X 0@2”_1 p2n—1 0@7 P7
z 0:---:0:1] | [0:+--:0:1] | [0:---:0:1] |[0:---:0:1]
Sy2 0:1:0:---:0]{ [1:0:---:0] |[0:1:0:---:0]{[1:0:---:0]
10.4. Propriétés des réflexions sphériques. — Dans le lemme suivant, sont ras-

semblées les propriétés des s, (cf. la définition 6) qui serviront plus loin.
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LEMME 10.2. — S%«y est une racine sphérique, alors l’élément s, € W cor-
respondant vérifie :

i) sy = saSg pour certaines racines positives o, 3 telles que (o, 8Y) = 0
eta+ B € Zsov;

ii) s,p € p+Zry.

REMARQUES. — Ce résultat est da a T.A. Springer (cf. [15, p. 293]). L’asser-
tion ii) entraine (p,a”) = (p, BY) car les racines « et 8 ne sont pas proportion-
nelles et

p—8yp=p—3aspp=(p,a’)a+ (p,8")B € Z(a + B).

Si A € pic(X) alors on a aussi (A, @) = (A, 3Y) a cause de (21) (¢f. la remarque
p. 201).

Démonstration. — Soit v une racine sphérique de X. On se raméne d’abord
au cas ou X est de rang 1. On pose

Xl = ﬂDj

(Uintersection transverse de diviseurs limitrophes D; # D.). Remarquons
que X; est encore magnifique de rang minimal car ses points fixes pour T
sont dans lorbite fermée F' (cf. [24, prop. 2.4]). Au lieu de raisonner dans la
variété X, on peut raisonner dans la variété X; qui est de rang 1 et dont ~ est
la racine sphérique. On suppose donc pour la suite de la démonstration que X
est de rang 1.

Premiére étape : quelques cas particuliers. — Le lemme est vérifié pour les
exemples de variétés magnifiques du paragraphe 10.3 :

— D’espace projectif P21 et la quadrique 25, _, munis de I’action naturelle
de Spin,,, (k) ;

— D’espace projectif P7 et la quadrique 27 munis de 1’action naturelle de
Spin, (k).

En effet, voici pour chacun de ces cas 13, dans le tableau suivant (qui com-
pléte le tableau du paragraphe 10.3), s,p — p et deux racines positives «, 8 qui
satisfont le i) du lemme :
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diagrammes | ¢-¢-...2"%" 2 z:_lmzs) ou s % 0T =T
G Spin,,, (k) Spiny (k)
X Don—1 ‘ p2n-t 21 ‘ PY
a a1+t a,_gouasin=2 a1 + a2 + 2a3
o1+ Foag9t+ta,ouan sin=2 oz + a3
Ya+p) | a+f o+ | ats
S Sasp
sp=p |@=2py|  (-my ey [0-np

Maintenant, on va réduire la démonstration du lemme & ces cas particuliers.

Deuziéme étape : induction parabolique. — Rappelons une définition de [23,
paragraphe 3.4].

DEFINITION 7. — Soit P un sous-groupe parabolique de G de radical R(P).
Si X est une P/R(P)-variété magnifique, alors on note G x¥ X la G-variété
algébrique obtenue comme quotient de G x X sous l’action de P donnée par

Vpe P, VgeG, VzeX, p-(g9,2):=(9p ",p-2).

La variété G x¥ X est une G-variété magnifique et on dit qu’elle est obtenue
par induction parabolique de X a travers P.

REMARQUES
1) En ce qui concerne le rang, on a 1’équivalence
G x¥ X est de rang r (resp. de rang minimal)

<= X est de rang r (resp. de rang minimal).
2) En fait X est une sous-variété fermée de G x¥ X car pour le morphisme
6:GxFX —G/P, (g9,) mod P+ g mod P,
X =60-Y(P/P).
Nous allons voir que 'induction parabolique conserve les propriétés i), i%).

Considérons donc une variété magnifique X de rang minimal 1 et supposons
que X = G x9 X pour un certain parabolique Q' de G. D’abord, quitte a
conjuguer @’ par un élément de G, on peut exiger que @ C Q'. En effet, I'exis-
tence d’un morphisme G-équivariant X = G xQ X -G /@’ montre que G/Q’
contient un point fixe pour Q.
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On va montrer que si X vérifie le lemme 10.2, alors X aussi. Fixons pour
cela les notations suivantes concernant X : soit R(Q’) le radical de @’ et

G:=Q/RQ), T:=T/RQ)NT, B:=B/RQ)NB,
B~ =B /RQ)NB~, Q:=Q/RQ)NQ, W :=Wgq = Ng(T)/T.

Dans G, B est un sous-groupe de Borel et T un tore maximal. Notons & le
systéme de racines correspondant avec ses racines positives ®T et ses racines
simples A. On a alors les inclusions

dCPH ST CPT, ACA.

REMARQUE. — Le groupe de Weyl de (G,T) est W qui est un sous-groupe
de W et on a aussi W% C W€.

Enfin, notons % 'unique racine sphérique de X (il n’y en a qu’une car X est
de rang 1). En fait 5 = +, la racine sphérique de X.

En effet, si on note F 'unique G-orbite fermée de X et F' I'unique G-orbite
fermée de X, alors d’une part ¥ est le poids de T dans Tz X /T5F (ol Z est
I'unique point fixe de B~ dans X ) et d’autre part, 7y est le poids de T" dans
T.X/T.F (ou z est 'unique point fixe de B~ dans X). Mais puisque 1’on
a supposé que X = G x Q' X,onaz=1 xQZz et F = G x9F et donc
I'isomorphisme de T-modules

T:X/TsF ~T,X/T,F.

Maintenant, vu que ¥ = 7, les courbes irréductibles associées a v dans X
et 4 ¥ dans X coincident (puisque R(P) agit trivialement sur X, la courbe
irréductible associée a 7 est aussi T-stable). On a par conséquent

s,Y:.SVEWQQWQ.

Puisque ®* C &%, si X vérifie le point i) du lemme 10.2, alors X aussi.

Pour le point ii), c’est moins immédiat. On va utiliser les poids fondamentaux
(ws)sea. Comme A C A, on peut écrire :

PZZW5=ZW5+ Z ws=p+m
dea seA seA\A

ot p est la demi-somme des racines positives de ® et ot 7 := D osc A\A W5 On a
alors
sy(p) —p=155(p) —p=s5(p) — p+ s5(m) — .
Mais pour chaque a € A,
Sqm =7 — (m,aV)a=m — Z (ws,aVYa = .
SEA\A
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Donc, pour tout w € W, wr = 7 et en particulier ST = T car sy € W. Ainsi,
on trouve que

$40 = p = 550 — p.
Finalement, si X vérifie ii), alors X aussi.

Pour conclure cette démonstration : soit H un sous-groupe d’isotropie gé-
nérique de X (de sorte que la G-orbite ouverte de X soit isomorphe & G/H).
Soit P un sous-groupe parabolique de G tel que R(P) C H C P (par exemple
P = H) et dont la dimension est minimale pour cette propriété. Alors d’aprés
[30, lemme 2.2], X est isomorphe & I'induction parabolique G x* X ot X est
une P/R(P) variété magnifique de rang 1 et d’orbite ouverte P/H. La variété

magnifique X est encore de rang 1 car
rang(G) — rang(H) = rang(P) — rang(H) = rang P/R(P) — rang H/R(P).

De plus, par minimalité de la dimension de P, on peut montrer que X est une
variété premiére au sens de [30, déf. 2.3]. Or les variétés magnifiques premiéres
de rang 1 sont caractérisées (& isomorphisme prés) par leur racine sphérique
et leur dimension (cf. [30, rem. 2.4]) et leur liste est donnée dans [30, table 1,
p. 381].

Dans cette table les seules variétés de rang minimal sont les exemples étudiés
ci-dessus P?2"~! ou 2,,,_; munie de I’action de Spin,,, (k), ou encore P” ou 27
munie de action de Spin, (k). O

11. Retour sur le lemme clef

Rappelons qu’est fixé un sous-groupe & un paramétre ¢ : k* — T dominant

et X-régulier de sorte que
X¢=XxT

et les cellules positives X (), z € X7, sont toutes B-stables.
11.1. Rappel des hypothéses. — La situation qui nous intéresse (cf. la condi-
tion (6)) est celle de deux B-orbites & et #’ dans X dans la position relative
(22) B CA et codimxy B =codimx B+1=i+1
et on supppose de plus que le morphisme suivant est non nul :
(23) dig oo (1) : H(A2\) () — HL (L) ()-

Notre objectif est de démontrer le lemme clef 8.3, c’est-a-dire que % et %’
sont deux B-orbites de la méme cellule. Pour cela, on note &, 0"’ les G-orbites
de B, B et w,w' les éléments de W€ tels que

B=XIno e B =X n0o
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Rappelons que X, et X ju', sont les cellules centrées en les points T-fixes wz

et w'z. Il s’agit donc de démontrer que w = w’ si les hypothéses (22) et (23)
sont vérifiées.

11.2. Démonstration du lemme clef. — On va procéder en plusieurs étapes.
Comme &' C A, on a forcément w’ € X;5. Or :

PROPOSITION 11.1. — Soient w,w’ € W@. Siw'z € XTJLC, alors
L(w') > b(w).
REMARQUE. — Cela est bien connu dans le cas des variétés de drapeaux.

Démonstration. — D’aprés [10, théoréme 1.4 (ii)], X intersecte F, l'orbite
fermée de X, proprement dans G - XT}E , c’est-a-dire toutes les composantes
irréductibles de
X4 NF
sont de dimension dimXi;r +dimF —dimG - XTLF .
Or, X5 N F est une de ces composantes (car X;5 N F est une B-orbite donc
un ouvert irréductible de X; N F). Donc

dim X N F = dim X N F = dim Bwz.
D’un autre coté w'z € Xi{l',r implique Bw’z C Xiqj', N F d’ou dim Buw'z <
dim Bwz. O

En utilisant que %' C % et aussi que codimx(%’') = codimx % + 1, on
trouve :

ProPOSITION 11.2. — On a l'alternative suivante :

(24) l(w')=Ll(w)+1 et dim0 =dimO

ou bien

(25) l(w') =Ll(w) et dim0' +1=dim0.

Démonstration. — Puisque & = X N ¢ et comme X intersecte propre-

ment F dans & (cf. [10, th. 1.4 (ii)]), on a les égalités
dim % = dim 0 — codimg (%) = dim & — codimp (X} N F)
= dim & — codimp(Bwz) = dim & — £(w)
et de méme dim %’ = dim &’ — ¢(w’), d’on
dim 0 — dim 0" + ¢(w') — £(w) = 1.
Or, d’une part l'inclusion ¢’ = G - ' C G - # = 0 entraine que
dim & — dim 6" > 0

TOME 135 — 2007 — N° 2



COHOMOLOGIE DES FIBRES EN DROITES 209

et d’autre part, d’aprés la proposition 11.1, £(w’) — £(w) > 0. O

Pour les deux derniéres propositions, on a seulement utilisé I’hypothése
B C B et codimy B = codimy B+ 1.

Continuons : puisque w'z € X, il existe d’aprés le lemme 9.1, dans la
variété X, une chaine de courbes, ¢;, T-invariantes, irréductibles (et fermées)
qui relient wz & w'z :

Co C1 cN ’
(26) WZ=Tg —— T — - TN — TNy = W 2.

Cette notation signifie que les courbes ¢; « vont toutes dans le méme sens », i.e.
Vi, ¢;(0) = z; et ¢;(00) = T441

(ot 'on rappelle que pour un point quelconque y € ¢;\c! , ¢;(0) := lim, o ((a)-y
et ¢;(00) := lim,— o0 ((a) - y pour le sous-groupe & un paramétre ¢ qui a servi
a définir la décomposition cellulaire X = | |, cywe X).

Comme tout point fixe z € X7 s’écrit de maniére unique z = oz pour un
certain o € W9, on notera dorénavant

£(z) := codimp (B - z) = {(0).
On aura besoin du résultat suivant :

PROPOSITION 11.3. — Soit X une variété magnifique de rang minimal. Alors,
pour tout A € pic(X) tel que A+ p est régulier et pour toute racine sphérique v
de X, on a

(27) [€(wx) — L(wxrsy)| = [€(A) — £(sy * A)| > 2.
Démonstration. — La premiére égalité a lieu par définition de ¢(A). On va

démontrer la minoration. D’aprés le lemme 10.2, il existe deux racines positives
et orthogonales a et 3 telles que

a+ B ELy et sy =5,53.

Or on sait que, pour tout A € pic(X), syA — A € Zvy et que syp — p € Zy (cf.
la relation (21) et le lemme 10.2, ii)). Donc

sy ¥ A=A=5,A+p)=A=p=—(A+p,a)a—(A+p,B")3 € ZLr.
Mais, on a forcément (cf. la remarque qui suit le lemme 10.2)
(28) A+pa”)=A+p,B7).

En outre, (A + p,a¥) > 0 ou (A + p,a¥) < 0 puisque X + p est un caractére
régulier. Mais alors, le premier cas entraine

U(sy % X) = £((sasp) % A) > L(sg * X) > £(N)

BULLETIN DE LA SOCIETE MATHEMATIQUE DE FRANCE



210 TCHOUDJEM (A.)

et le deuxiéme entraine
U(syx X) = L((sasp) x A) < L(sgx ) < L(N).
On conclut, dans tous les cas, que |£(s, * X) — £(\)] > 2. O

On va utiliser maintenant ’hypothése
H%(XA)(H) #0 et H{gl(f)\)(u) #0.

On raisonne par ’absurde : on suppose que w # w’, i.e. la chaine (26) est non
triviale (N > 0). Il ne reste plus que trois étapes :

1) Dans la chaine (26), la courbe ¢y est contenue dans l'orbite fermée F'.

2) Dans la chaine (26), on a N = 0.

3) Contradiction !

Premiere étape. — Pour la suite de points fixes de la chaine de courbes (26),
on a grace aux propositions 11.1 et 11.2 les inégalités

(29)  L(w) = Ll(zg) < b(x1) < -+ <L(zn) < Lazn41) = L(w') < L(w) + 1.
11 découle alors de (29) que
(30) 0 S f(iL‘l) — f(.ro) S 1.

Si la courbe ¢y, qui relie zo & x1, n’est pas contenue dans l'orbite fermée F,
alors, d’aprés le paragraphe 10.2, il existe une racine sphérique g telle que

co = wCy,
(C, est la courbe irréductible et T-invariante associée & ). Donc
(31) To=wz et T3 = WSy 2.

Or, ce w tel que ¢ = wz n’est pas un élément quelconque de W<. En effet,
pour que la composante Hf%(,,%\)( u) e soit pas nulle (i.e. pour que le g-module
simple L(p) ait une multiplicité non nulle dans le g-module H,(.%))), il est
nécessaire, selon le lemme 7.1, que

M+p=w()\+p+2n7'y)
¥

ou ). n,7 est une combinaison linéaire & coefficients entiers de racines sphé-
riques. En particulier, w est de la forme w = wy pour un certain X =
A+ 37, nyy € pic(X) tel que A’ + p est régulier (rappelons que pour un tel \’,
wy est le seul élément de W pour lequel wy: (N + p) est dominant et régulier).
On en déduit que

WSy, = WSy, € we.
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En effet, si @ € ®T est aussi une racine de @, alors
Wy Sy (@) >0 <= (1 + p,wr sy, () >0
<= (wxy (N 4 p), wasy,(a)) >0
= (N +p,89(@) >0
<= (59N, @) + (p, 840 (a)) > 0.

Mais d’une part, comme s, A" € pic(X) (cf. (21) dans la remarque p. 201),
Sy, est un caractére de @ (et pas seulement de T') et donc (s,,\',a) = 0.
D’autre part, par définition

590 EWE = 5,(a) >0 = (p,54,(a)) > 0.

Ainsi, on a montré que ws,, (@) > 0 pour toute racine positive o qui est
aussi racine de @, i.e.

(32) ws,, € W.
11 résulte alors de (31) et de (32) que
w0 —£(@1)| = () ~Ews.)| = [wn)—Ewrrsn,)] = [6N)~E(sy )| 2 2

comme le montre la proposition 11.3, car X’ + p est régulier. Cela contredit (30)
et en conséquence, la courbe ¢ est contenue dans I'orbite fermée F'.

Deuzieme étape : N = 0. — On déduit de la premiére étape que
dimB-zg #dim B -zy, id.e  £(xg) # £(z1)

car maintenant, xy et x; sont les deux points fixes d’une courbe T-invariante
dans F' qui est une variété de drapeaux et B - 27 C B - xy. En conséquence,

£(z1) — £(z0) = 1.
Pour les mémes raisons, la courbe cy est incluse dans F' et
Lzn) —L(zny1) = 1.
Mais d’aprés les inégalités (29), cela n’est possible que si N = 0.

Troisiéeme étape : forcément w = w’. — D’aprés la deuxiéme étape, tout se
passe dans la variété de drapeaux F ~ G/Q ou z est le point Q/Q et

zo=wz, z1=wz Lw)=~0H(w)+1

et surtout, les points wz et w’z sont reliés par une courbe irréductible et T-
invariante de G/Q. Comme dans G/Q, les cellules de Bialynicki-Birula et les
B-orbites coincident, on en déduit que Bw’z est une B-orbite de codimension 1
dans Bwz. Il existe par conséquent une racine o € ® telle que

(33) w' = ws,.
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Or, puisque la composante H,(£)(,) est non nulle, d’aprés le lemme 7.1,
il existe un certain poids a € ), ¢y, Zv, combinaison & coefficients entiers de
racines sphériques, tel que
(34) w(p+p)=A+p+a.

N / P /
De méme, w’ vérifie, pour un @’ € ). o5, Z,

(35) w' N (utp) =A+p+d.
En faisant la différence (35) — (34) et en utilisant (33), on trouve
sew H(utp)—w H(utp)=d —a,
i.e. {u+ p, (wa)")a=d —a, dou
(36) aed Qy
YEX X
car, le caractére u + p étant dominant régulier, (u + p, wa) # 0.

Mais cela est impossible! Car comme X est magnifique de rang minimal,
on a

®N Z Qv | =2
YEX X
(cf. le lemme 4.2 de la section 4). O
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