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Résumé. — Soit Γ un sous-groupe de rang maximal d’un corps de nombres k. On
montre qu’une fonction entière, envoyant Γ dans l’anneau des entiers d’une extension
finie de k, de croissance analytique et arithmétique faibles est un polynôme. Ce résultat
étend un théorème bien connu de Pólya. On montre également que ce résultat est à
constante près optimal.

Abstract (Entire functions with values in a number field). — Let Γ be a subgroup
of maximal rank in a number field k. We prove that any entire function on Γ with
integer values in an finite extension of k which has slow analytic and arithmetic growth
is a polynomial. This extends the well-known Pólya’s theorem. We show also that this
result is optimal up to a constant.

1. Introduction

En 1915, G. Pólya [7] montra grâce à une méthode d’interpolation qu’une
fonction entière f vérifiant f(N) ⊂ Z et dont la croissance est plus faible que
la fonction z → 2z est un polynôme.
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244 M. ABLY

En 1978, M. Waldschmidt [10] introduisit les méthodes de transcendance
dans l’étude des fonctions entières à valeurs entières et redémontra en particu-
lier une version non optimale du résultat de Pólya ci-dessus.

En développant la preuve de Waldschmidt, F. Gramain [4] améliora en 1980

les résultats antérieurs sur l’analogue du résultat de Pólya pour les entiers de
Gauss. Si K est un corps quadratique imaginaire et ZK l’anneau des entiers
de K, il montra qu’une fonction entière f d’ordre de croissance ≤ 2 de type
de croissance suffisamment petit en fonction du discriminant de K et vérifiant
f(ZK) ⊂ ZK est un polynôme.

Par ailleurs, d’après un résultat de P. Stäckel [8] que F. Gramain a étendu
dans [5], si S est une partie dénombrable de C (resp. R) et T une partie dense
dans C (resp. R), alors il existe une fonction entière d’ordre de croissance
arbitrairement petit qui envoie S dans T .

Dans le cadre général d’un corps de nombres K, exceptés les cas K = Q

et K quadratique imaginaire, le groupe ZK considéré plongé dans C est dense
dans R ou C selon que K est réel ou complexe. Alors, en dehors de ces cas
exceptionnels, vu le résultat de Stäckel, si f est une fonction entière laissant
stable ZK, une hypothèse de nature analytique portant sur la croissance de f
ne suffit pas pour montrer que f est algébrique.

Ce problème a été traité dans [1] par une méthode d’interpolation polyno-
miale.

Dans ce texte, nous obtenons, en utilisant une méthode de transcendance
un résultat qui raffine et généralise les résultats antérieurs dans ce domaine.

Soient k un corps de nombres de degré n ≥ 2 sur Q et K une extension
finie de k. Soient ZK l’anneau des entiers de K et SK,∞ l’ensemble des places
archimédiennes de K. Pour v ∈ SK,∞, on note nv = 1 (resp. 2) si v est réelle
(resp. complexe) et σv un plongement associé à v.

Soit Γ un sous-groupe de k de rang n sur Z. On identifie Γ (voir le paragraphe
2) à un réseau de Rn et on désigne par D(Γ) le déterminant de ce réseau. On
note ν(Γ) = π

n
2

Γ(n2 +1)D(Γ) , où Γ est la fonction Gamma d’Euler.

La norme euclidienne ‖.‖ sur Rn est définie sur Γ via l’identification de Γ à
un réseau de Rn.

Si f est une fonction entière, on note |f |R = sup|z|=R |f(z)|.
On obtient comme corollaire du théorème 5.1 de ce texte, le résultat suivant :

Corollaire 1.1. — Soient k un corps de nombres de degré n ≥ 2 sur Q et
K une extension finie de k que l’on considère plongée dans C par σv0 . Soit Γ

un sous-groupe de k de rang n sur Z. Soient f une fonction entière telle que
f(Γ) ⊂ ZK et (αv)v∈SK,∞

des nombres réels > 0 satisfaisant les conditions
suivantes :
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(1) e
n(2−nv0 )

(n−1)nv0 αv0
∏

v∈SK,∞
v 6=v0

e
nnvαv
ν(Γ)nv0 <

ν(Γ)

ne
,

(2) lim supR→+∞
log |f |R
Rn ≤ αv0 ,

(3) pour tout v ∈ SK,∞ \ {v0} et tout nombre réel r assez grand,

max
x∈Γ
‖x‖≤r

log |σv(f(x))| ≤ αvrn.

Alors f est un polynôme.

Si le corps K est quadratique, ce corollaire s’énonce selon que K est imagi-
naire ou réel de la manière suivante :

Corollaire 1.2. — Soient K un corps quadratique imaginaire que l’on consi-
dère plongé dans C et Γ un sous-groupe de K de rang 2. Soit f une fonction
entière telle que f(Γ) ⊂ ZK et satisfaisant la condition

lim sup
R→+∞

log |f |R
R2

<
π

2D(Γ)e
.

Alors f est un polynôme.

Ainsi, quand Γ est l’anneau des entiers de K, on retrouve le résultat de F.
Gramain cité ci-dessus.

Corollaire 1.3. — Soient K un corps quadratique réel, que l’on considère
plongé dans C par σv0 et Γ un sous-groupe de K de rang 2. Soit σv1 l’autre
plongement de K dans C. Soient f une fonction entière telle que f(Γ) ⊂ ZK

et α0, α1 deux nombres réels positifs satisfaisant les conditions :

(i) α0 exp( 2D(Γ)α1

π ) < πe−3

2D(Γ) ,

(ii) lim supR→+∞
log |f |R
R2 ≤ α0,

(iii) pour tout nombre réel r assez grand,

max
u∈Γ
‖u‖≤r

log |σv1(f(u))| ≤ α1r
2.

Alors f est un polynôme.

Dans le cas où k est un corps cyclotomique premier, on obtient le corollaire
suivant :
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246 M. ABLY

Corollaire 1.4. — Soit p un nombre premier 6= 2. Soient ζ une racine pri-
mitive pième de 1 et K un corps de nombres contenant ζ que l’on considère
plongé dans C par σv0 . On pose :

κ = (2π)
1−p
2 (

p− 1

2
)!(p− 1)p

p−2
2 .

Soient f une fonction entière telle que f(Z[ζ]) ⊂ ZK et (αv)v∈SK,∞
des

nombres réels positifs satisfaisant les conditions :

(i) αv0
∏

v∈SK,∞
v 6=v0

eκαv <
1

κe
,

(ii) lim supR→+∞
log |f |R
Rp−1 ≤ αv0 ,

(iii) pour tout v ∈ SK,∞ \ {v0} et tout nombre réel r assez grand,

max u∈Γ
‖u‖≤r

log |σv(f(u))| ≤ αvrp−1.

Alors f est un polynôme.

D’autre part, le théorème 5.2 (voir le paragraphe 5) montre que le théorème
5.1 est à constante près optimal. Une version simplifiée du théorème 5.2 est le
corollaire suivant :

Corollaire 1.5. — Soient k un corps de nombres de degré n ≥ 2 sur Q et
K une extension finie de k, non quadratique imaginaire, que l’on considère
plongée dans C par σv0 . Soit Γ un ordre de k. Alors, il existe une fonction
entière non polynomiale f, une constante C = C(k,K,Γ) > ν(Γ)

ne effectivement
calculable et des nombres réels positifs (αv)v∈SK,∞ satisfaisant :

e
n(2−nv0 )

(n−1)nv0 αv0
∏

v∈SK,∞
v 6=v0

e
nnvαv
ν(Γ)nv0 ≤ C

et tels que l’on ait les propriétés suivantes :

(i) f(Γ) ⊂ ZK,
(ii) lim supR→+∞

log |f |R
Rn ≤ αv0

(iii) pour tout v ∈ SK,∞ \ {v0} et tout nombre réel r assez grand,

max
x∈Γ
‖x‖≤r

log |σv(f(x))| ≤ αvrn.

La preuve du théorème 5.1 relève d’une méthode de transcendance. On
montre selon une idée de F.Gramain qu’une fonction satisfaisant les condi-
tions du corollaire 1.1 vérifie des équations aux différences finies. Cela permet
de montrer qu’elle est de croissance suffisamment lente pour conclure qu’elle
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est polynomiale. La partie analytique de la preuve est basée sur l’utilisation
des polynômes d’interpolation sur Γ étudiés dans la section 3 de ce texte.

Le plan de ce texte est le suivant : dans la section 2, on présente les notations
et les lemmes auxiliaires. Dans la section 3, on définit des polynômes d’inter-
polation sur Γ. Dans la section 4, on étudie les séries d’interpolation, selon
une base formée de polynômes d’interpolation sur Γ, associées à une fonction
entière. La section 5 est consacrée à la preuve des énoncés ci-dessus.

2. Notations et lemmes auxiliaires

On note SK l’ensemble des places v de K normalisées de telle sorte qu’on
ait : si v est archimédienne, |x|v = |x| pour x ∈ Q et si v est p-adique, |p|v = 1

p .
On désigne par Kv le complété de K pour la valeur absolue | |v et on pose :
nv = [Kv : Qv]. Ainsi, pour tout x ∈ K \ {0}, on a la formule du produit :∏
v∈SK

|x|nvv = 1.

Pour v ∈ Sk,∞, on considère, selon que v est réelle ou complexe, le plonge-
ment de k dans C associé à v ou l’un des deux plongements conjugués associés
à v qu’on note σv et pour x dans k, on pose :

xv =

{(
Re(σv(x)), Im(σv(x))

)
si v est complexe

σv(x) si v est réelle.

On désigne par x le vecteur (xv)v∈Sk,∞ de Rn et par ‖x‖ la norme euclidienne
de ce vecteur.

Soit (γ1, . . . , γn) une base de Γ sur Z. On a : k = Q(γ1, . . . , γn). Les vecteurs
γ

1
, . . . , γ

n
forment une base de l’espace vectoriel Rn. Notons RΓ le réseau

Zγ
1

+ · · ·+ Zγ
n
de Rn.

Les matrices de changement de bases de Γ étant unimodulaires, la valeur
absolue du déterminant de (γ

1
, . . . , γ

n
) ne dépend pas de la base de Γ choisie,

c’est le déterminant du réseau RΓ. Notons D(Γ) ce déterminant.

Soient Dk le discriminant du corps k et σ1, . . . , σn les n plongements de k

dans C. Par multilinéarité, on a :

|det
(
σi(γj)1≤i,j≤n

)
| = 2s|det(γ

1
, . . . , γ

n
)|

où s désigne le nombre de places complexes de k.

Ainsi, dans le cas particulier où Γ est l’anneau des entiers de k, on a :

|Dk| =
(
2sD(Γ)

)2
.(2.1)
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En identifiant C à R2 par le morphisme z 7→ (Re(z), Im(z)), on identifie
l’espace

∏
v∈Sk,∞

kv à l’espace Rn. Pour v ∈ Sk,∞, on associe la projection

Rn → kv

t 7→ tv.

Dans ce paragraphe, si f et g sont deux fonctions réelles positives, on note
f � g s’il existe une constante C > 0 ne dépendant que de K et Γ tel que pour
tout nombre réel x assez grand, on ait f(x) ≤ Cg(x).

On utilisera aussi les symboles o et O de Landau.
Soit F le domaine fondamental du réseau RΓ relatif à la base (γ

1
, . . . , γ

n
).

On note Fx le translaté de F par le vecteur x de Rn et V (F ) = D(Γ) son
volume. On pose δ = maxt,t′∈F

t 6=t′
‖t− t′‖.

On note B(0, R) la boule euclidienne fermée de centre 0 et de rayon R de
Rn. Si Γ′ est une partie de Γ, on note Γ′R = ψ(Γ′) ∩ B(0, R) \ {0}, où ψ est
l’isomorphisme de groupes

Γ =
∑
i Zγi → RΓ∑

i λiγi 7→
∑
i λiγi.

Comme RΓ est un réseau de Rn, on a :

Card(ΓR) = ν(Γ)Rn +O(Rn−1).(2.2)

Le lemme suivant permet de ramener l’estimation asymptotique de cer-
taines sommes discrètes portant sur ΓR à l’estimation de sommes continues
sur B(0, R).

Lemme 2.1. — Soit Γ′ une partie de Γ. Soit f : Rn → R une fonction locale-
ment intégrable au sens de Lebesgue.

Soient h et g : Rn → R des fonctions positives telles que la fonction g soit
localement intégrable au sens de Lebesgue et telles que les conditions suivantes
soient satisfaites ∑

x∈Γ′
R

h(x) = o(Rn)(2.3)

∫
B(0,R+δ)

g(t)dt = o(Rn).(2.4)

(i) On suppose que pour tout x ∈ Γ′R, pour presque (au sens de Lebesgue)
tout t ∈ Fx,

f(x)− h(x) ≤ f(t) + g(t)
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et on suppose en plus que l’une des conditions suivantes est satisfaite∫
B(0,R+δ)\

⋃
x∈Γ′

R

Fx

|f(t)|dt = o(Rn)(2.5)

f est positive sur B(0, R+ δ).(2.6)

Alors on a : ∑
x∈Γ′

R

f(x) ≤ 1

D(Γ)

∫
B(0,R+δ)

f(t)dt+ o(Rn).

(ii) Réciproquement, si pour tout x ∈ Γ′R, pour presque tout t ∈ Fx,

f(t)− g(t) ≤ f(x) + h(x)

et si en plus la condition (2.5) est satisfaite, alors on a :
1

D(Γ)

∫
B(0,R+δ)

f(t)dt ≤
∑
x∈Γ′

R

f(x) + o(Rn).

Démonstration. — (i) Pour x ∈ Γ′R, on a :

f(x)

∫
Fx

dt ≤
∫
Fx

f(t)dt+

∫
Fx

g(t)dt+ h(x)

∫
Fx

dt.

Comme la réunion
⋃
x∈Γ′

R
Fx est disjointe et

⋃
x∈Γ′

R
Fx ⊂ B(0, R + δ), on

obtient ∑
x∈Γ′

R

f(x) ≤ 1
V (F )

∫⋃
x∈Γ′

R

Fx

f(t)dt+
1

V (F )

∫
B(0,R+δ)

g(t)dt

+
∑
x∈Γ′

R

h(x).

Les conditions (2.3), (2.4), (2.5) (ou (2.6)) étant satisfaites, on en déduit que∑
x∈Γ′

R

f(x) ≤ 1

V (F )

∫
B(0,R+δ)

f(t)dt+ o(Rn).

(ii) Dans l’autre sens, on a :
1

V (F )

∫⋃
x∈Γ′

R

Fx

f(t
)
dt) ≤

∑
x∈Γ′

R

f(x) +
1

V (F )

∫
B(0,R+δ)

g(t)dt

+
∑
x∈Γ′

R

h(x)

≤
∑
x∈Γ′

R

f(x) + o(Rn).
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Cette inégalité jointe à la condition (2.5) entraîne

1

V (F )

∫
B(0,R+δ)

f(t)dt) ≤
∑
x∈Γ′

R

f(x) + o(Rn).

L’objet du lemme suivant est de calculer
∫
B(0,R)

log | z−tvtv
|dt, pour un nombre

complexe z et une place complexe v. Le calcul de cette intégrale fait intervenir
la fonction réelle définie par :

φ0(x) =

∫ x

0

1− (1− y2)
n
2

y
dy.

On pose : φ0(1) = c0(n).

Lemme 2.2. — Soient R > 0 un nombre réel, z 6= 0 un nombre complexe et v
une place complexe. Alors, on a :

(i) si |z| ≥ R,
∫
B(0,R)

log | z−tvtv
|dt = π

n
2

Γ(n2 +1) R
n
(
log |z|R + c0(n)

)
(ii) si |z| ≤ R,

∫
B(0,R)

log | z−tvtv
|dt = π

n
2

Γ(n2 +1)R
nφ0( |z|R )

Démonstration. — Notons Vn(ρ) le volume de la boule euclidienne de Rn de
rayon ρ. On a :∫

B(0,R)

log |z − tv
tv
|dt =

∫ R

0

∫ 2π

0

ρVn−2(
√
R2 − ρ2) log

|z − ρeiθ|
ρ

dρdθ.

La formule de Jensen ([9], 1.5.3) entraîne∫ 2π

0

log |z − ρeiθ|dθ = 2πmax(log |z|, log ρ).

Par conséquent, si |z| ≥ R, on a :∫
B(0,R)

log |z − tv
tv
|dt = 2π

∫ R

0

ρVn−2(
√
R2 − ρ2) log |z

ρ
|dρ

=
2π

n
2

Γ(n2 )
Rn
∫ 1

0

x(1− x2)
n−2

2 log
|z|
Rx

dx.

Si |z| ≤ R, on a :∫
B(0,R)

log |z − tv
tv
|dt = 2π

∫ |z|
0

ρVn−2(
√
R2 − ρ2) log |z

ρ
|dρ

=
2π

n
2

Γ(n2 )
Rn
∫ |z|

R

0

x(1− x2)
n−2

2 log
|z|
Rx

dx.
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Or, pour un nombre réel α > 0, on a :∫ α

0

x(1− x2)
n−2

2 dx =
1

n

(
1− (1− α2)

n
2

)
.

D’autre part, à l’aide d’une intégration par parties, on a :

−
∫ α

0

x(1− x2)
n−2

2 log xdx =
1

n

∫ α

0

1− (1− x2)
n
2

x
dx+

1

n

(
(1− α2)

n
2 − 1

)
logα.

Ainsi, en tenant compte de l’égalité n
2 Γ(n2 ) = Γ(n2 + 1), on obtient :

si |z| ≥ R,
∫
B(0,R)

log |z − tv
tv
|dt =

π
n
2

Γ(n2 + 1)
Rn
(

log
|z|
R

+ c0(n)
)

et

si |z| ≤ R,
∫
B(0,R)

log |z − tv
tv
|dt =

π
n
2

Γ(n2 + 1)
Rnφ0(

|z|
R

).

Dans le cas où v est réelle, pour avoir un énoncé analogue au précédent, on
introduit la fonction réelle définie par

φ1(x) =
Γ(n2 + 1)
√
πΓ(n+1

2 )

∫ 1

0

(1− y2)
n−1

2 log(
x2 + y2

y2
)dy.

L’estimation de cette intégrale fait intervenir la fonction Bêta d’Euler qui
est définie par

B(α, λ) =

∫ 1

0

xα−1(1− x)λ−1dx ; α > 0, λ > 0.

On rappelle que cette fonction est liée à la fonction Gamma par la formule
d’Euler ([3], p. 128) suivante

B(α, λ) =
Γ(α)Γ(λ)

Γ(α+ λ)
.(2.7)

On pose : c1(n) = φ1(1).

Lemme 2.3. — Soient R > 0 un nombre réel, z 6= 0 un nombre complexe non
nul et v est une place réelle. Alors, on a :

(1) ∫
B(0,R)

log |z − tv
tv
|dt ≤ π

n
2

Γ(n2 + 1)
Rnφ1(

|z|
R

).

De plus, on a :
(i) si |z| ≤ R,

∫
B(0,R)

log | z−tvtv
|dt ≤ π

n
2

Γ(n2 +1) c1(n)Rn

(ii) si |z| ≥ R,
∫
B(0,R)

log | z−tvtv
|dt ≤ π

n
2

Γ(n2 +1) R
n
(
c1(n) + log |z|R

)
.
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(2) Si |z| ≥ R, on a :∫
B(0,R)

log |z − tv
tv
|dt ≥ π

n
2

Γ(n2 + 1)
Rn
(
c1(n) + log

|z|
R
− 1

n− 1

)
.

Démonstration. — En utilisant le changement de variable tv → −tv quand
tv < 0, on obtient :∫

B(0,R)

log |z − tv
tv
|dt =

∫ R

0

Vn−1

(√
R2 − tv2

)
log
|z2 − tv2|

tv
2 dt(2.8)

=
π
n−1

2

Γ(n+1
2 )

Rn
∫ 1

0

(1− y2)
n−1

2 log
|z2 −R2y2|

R2y2
dy

Donc, on a : ∫
B(0,R)

log |z − tv
tv
|dt ≤ π

n
2

Γ(n2 + 1)
Rnφ1(

|z|
R

).

De plus, si |z| ≤ R, on a : φ1( |z|R ) ≤ φ1(1), d’où le résultat (i).
Si |z| ≥ R, on a :

φ1(
|z|
R

) ≤ φ1(1) +A log
|z|
R
,

où A =
2Γ(n2 +1)
√
πΓ(n+1

2 )

∫ 1

0
(1− y2)

n−1
2 dy.

Or, on a :∫ 1

0

(1− y2)
n−1

2 dy =
1

2

∫ 1

0

(1− x)
n−1

2 x
−1
2 dx =

1

2
B(

n+ 1

2
,

1

2
)

et on déduit de (2.7) que A = 1. Ainsi on a le résultat (ii).
Si |z| ≥ R, on a :∫ 1

0

(1− y2)
n−1

2 log
|z2 −R2y2|

R2y2
dy ≥ log

|z2|
R2

∫ 1

0

(1− y2)
n−1

2 dy +

+

∫ 1

0

(1− y2)
n−1

2 log(
1− y2

y2
)dy

Afin de pouvoir comparer avec la majoration obtenue dans la première partie
de ce lemme, on remarque que∫ 1

0

(1− y2)
n−1

2 log(
1− y2

y2
)dy ≥

∫ 1

0

(1− y2)
n−1

2 log(
1 + y2

y2
)dy

+

∫ 1

0

(1− y2)
n−1

2 log(1− 2y2

1 + y2
)dy.
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Or, pour un nombre réel x tel que 0 ≤ x < 1, on a : log(1− x) ≥ −x
1−x , donc∫ 1

0

(1− y2)
n−1

2 log(1− 2y2

1 + y2
)dy ≥ −2

∫ 1

0

(1− y2)
n−3

2 y2dy ≥ −B(
n− 1

2
,

3

2
).

Par conséquent, on déduit de (2.8) que :∫
B(0,R)

log |z − tv
tv
|dt ≥ π

n
2

Γ(n2 + 1)
Rn
(
A log

|z|
R

+φ(1)−
Γ(n2 + 1)
√
πΓ(n+1

2 )
B(

n− 1

2
,

3

2
)
)
.

D’après (2.7), on a :

Γ(n2 + 1)
√
πΓ(n+1

2 )
B(

n− 1

2
,

3

2
) =

Γ(n−1
2 )

2Γ(n+1
2 )

=
1

n− 1
.

Ainsi, on obtient le résultat (2) du lemme.

3. Polynômes d’interpolation

Dans ce paragraphe, nous allons exhiber une famille de polynômes d’interpo-
lation sur Γ qui constitue une base de polynômes et montrer que ces polynômes
vérifient certaines estimations asymptotiques.

Le groupe Γ étant dénombrable, on note (xi)i∈N∗ les éléments de Γ \ {0}
rangés par norme euclidienne croissante puis par arguments en coordonnées
sphériques successifs croissants.

Considérons les polynômes de k[X] suivants :

P0(X) = 1, Pk(X) =
∏
i≤k

X − xi
xi

si k ≥ 1.

Pour une place archimédienne v de k, notons Pk,v(X) les polynôme de
σv(k)[X] suivants :

P0,v(X) = 1, Pk,v(X) =
∏

1≤i≤k

X − xi,v
xi,v

; k ≥ 1.

Le polynôme Pk,v étant de degré k, la famille (Pk,v)k∈N forme une base de
polynômes de σv(k)[X] sur le corps σv(k).

Remarquons que, vu l’ordre défini sur Γ, on a :

{xi , 1 ≤ i ≤ k} = {x ∈ Γ \ {0}; ‖x‖ ≤ ‖xk‖} \ {xi; i > k, ‖xi‖ = ‖xk‖}

et d’après (2.2), on obtient :

k = ν(Γ)‖xk‖n +O(‖xk‖n−1).(3.1)
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Afin de donner un énoncé commun aux cas v complexe ou réelle, on note

ψv :=

{
φ0 si v est complexe
φ1 si v est réelle

et on pose cv(n) = ψv(1).

Proposition 3.1. — Soient v une place archimédienne de k et z 6= 0 un
nombre complexe. Alors, on a les estimations asymptotiques, où les restes
o(‖xk‖n) sont uniformes en z, suivantes :

(i) Si |z| ≥ ‖xk‖+ δ,

log |Pk,v(z)| ≤ ν(Γ)
(
‖xk‖+ δ

)n
log(

|z|
‖xk‖

) + cv(n)ν(Γ)‖xk‖n + o(‖xk‖n).

(ii) Si |z| ≤ ‖xk‖+ δ,

log |Pk,v(z)| ≤ ν(Γ)‖xk‖nψv
( |z|
‖xk‖+ δ

)
+ o(‖xk‖n)

≤ cv(n)ν(Γ)‖xk‖n + o(‖xk‖n)

(iii) Soient E > 1 une constante et z un nombre complexe tel que
|z| = E‖xk‖. Alors, si v est complexe, on a :

log |Pk,v(z)| = ν(Γ)
(

logE + cv(n)
)
‖xk‖n + o(‖xk‖n)

et si v est réelle, on a :

log |Pk,v(z)| ≥ ν(Γ)
(

logE + cv(n)− 1

n− 1

)
‖xk‖n + o(‖xk‖n).

Démonstration. — Soient z un nombre complexe non nul et v une place archi-
médienne de k. Soient Γ′ = Γ \ {{x ∈ Γ;xv = z} ∪ {0}} et fz : Rn → R la
fonction définie par :

fz(t) = log |z − tv
tv
|.

On a :
{xi; i ≤ k, xi,v 6= z} = Γ′‖xk‖ \ {xi; i > k, ‖xi‖ = ‖xk‖},

donc ∑
x∈Γ′‖xk‖

fz(x) = log |Pk(z)|+
∑
i>k

‖xi‖=‖xk‖

fz(xi).(3.2)

Notons que, pour tout k assez grand et tout x ∈ Γ′‖xk‖, on a :

log |x|v � − log ‖xk‖,
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en effet ; soient (γ1, . . . , γn) une base de Γ sur Z et d un dénominateur commun
de γ1, . . . , γn. Alors, dx est un entier non nul de k et d’après la formule du
produit, on obtient

|xv|nv ≥ d−[k:Q]
∏

w∈Sk,∞
w 6=v

|xw|−nw ≥ d−[k:Q]‖xk‖nv−[k:Q]
.

Si |z| ≤ 2‖xk‖, on en déduit l’estimation∑
i>k

‖xi‖=‖xk‖

|fz(xi)| � ‖xk‖n−1
log ‖xk‖.

Par ailleurs, si |z| > 2‖xk‖, alors pour tout x ∈ Γ′‖xk‖, on a fz(x) ≥ 0.

Par suite, on déduit de (3.2) que

log |Pk(z)| ≤
∑

x∈Γ′‖xk‖

fz(x) + o(‖xk‖n),(3.3)

où o(‖xk‖n) est uniforme en z.

Pour un nombre complexe z tel que |z| = E‖xk‖, avec E une constante > 1,
on a : ∑

i>k
‖xi‖=‖xk‖

|fz(xi)| � ‖xk‖n−1
log ‖xk‖

et dans ce cas on déduit de (3.2) l’égalité

log |Pk,v(z)| =
∑

x∈Γ′‖xk‖

fz(x) + o(‖xk‖n).(3.4)

Nous allons estimer
∑
x∈Γ′

R
fz(x) pour R assez grand, à l’aide du lemme 2.1

appliqué aux fonctions suivantes :

gz(t) = log
(
1 +

δ

|z − tv|
)
, h(t) = log

(
1 +

δ

|tv|
)
.

Pour x ∈ Γ′R et t ∈ Fx \ {0} tel que tv 6= z, on a :

fz(x) ≤ fz(t) + log
|tv|
|xv|

+ log
|z − xv|
|z − tv|

≤ fz(t) + h(x) + gz(t).

La fonction h satisfait la condition (2.3) du lemme 2.1 ; en effet, si x vérifie
|xv| > 3δ, pour tout t ∈ Fx \ {0}, on a :

|tv| ≥ |xv| − δ > 2δ, |xv| ≥ |tv| − δ,
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on en déduit que∑
x∈Γ′R
|xv|>3δ

h(x) ≤ 1

V (F )

∫
B∗(0,R+δ)

log
(
1 +

δ

|tv| − δ
)
dt

� (R+ δ)n log(1 +
δ

R
)

où B∗(0, R+ δ) = B(0, R+ δ)\{t ∈ B(0, R+ δ); |tv| ≤ 2δ}.
Par ailleurs, pour x ∈ Γ′R, grâce à la formule du produit, on obtient

log |xv| � − logR

et par suite ∑
x∈Γ′R
|xv|≤3δ

h(x)�
∑
x∈Γ′R
|xv|≤3δ

logR� Rn−nv logR.

Ainsi, on a : ∑
x∈Γ′

R

h(x) = o(Rn).

D’autre part, selon que |z| ≥ 2(R+ δ) ou |z| < 2(R+ δ), on a :∫
B(0,R+δ)

gz(t)dt ≤
∫
B(0,R+δ)

log(1 +
δ

R
)dt� Rn log

(
1 +

δ

R

)
ou∫

B(0,R+δ)

gz(t)dt� Rn−nv
∫ 3(R+δ)

0

ρnv−1 log
(
1 +

δ

ρ

)
dρ� Rn log

(
1 +

δ

R

)
.

Donc on a : ∫
B(0,R+δ)

gz(t)dt = o(Rn),

où o(Rn) est uniforme en z.
Par ailleurs, selon que |z| > 2(R + δ) ou |z| ≤ 2(R + δ), la fonction fz est

positive sur B(0, R+ δ) ou on a l’estimation suivante :∫
B(0,R+δ)\∪x∈Γ′

R
Fx

|fz(t)|dt ≤ logR

∫
B(0,R+δ)\B(0,R−δ)

dt

� Rn−1 logR

Donc la fonction fz satisfait la condition la condition (2.6) ou (2.5) du lemme
2.1. Alors, grâce à la partie (i) du lemme 2.1, on obtient∑

x∈Γ′
R

fz(x) ≤ 1

D(Γ)

∫
B(0,R+δ)

fz(t) + o(Rn),(3.5)

où o(Rn) est uniforme en z.
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Soit z un nombre complexe tel que |z| = ER, avec E > 1 un réel indépendant
de R. Pour x ∈ Γ′R et t ∈ Fx \ {0}, on a l’inégalité dans l’autre sens

fz(t) ≤ fz(x) + log
|xv|
|tv|

+ log
|z − tv|
|z − xv|

≤ fz(x) + h(t) + log(1 +
δ

(E − 1)R
).

La fonction h satisfait l’estimation (2.4) du lemme 2.1 car∫
B(0,R+δ)

h(t)dt� Rn log(1 +
δ

R
).

D’autre part, la condition (2.3) du lemme 2.1 est satisfaite puisque∑
x∈Γ′

R

log(1 +
δ

(E − 1)R
) = o(Rn).

La fonction fz satisfait la condition (2.5) du lemme 2.1 car∫
B(0,R+δ)\

⋃
x∈Γ′

R

Fx

|fz(t)| � logR

∫
B(0,R+δ)\B(0,R−δ)

dt� Rn−1 logR.

Par conséquent, dans ce cas, on déduit de la partie (ii) du lemme 2.1, l’in-
égalité

1

D(Γ)

∫
B(0,R+δ)

fz(t)dt ≤
∑
x∈Γ′

R

fz(x) + o(Rn).(3.6)

En définitive, les estimations (3.3) et (3.5) jointes au lemme 2.2 si v est
complexe (resp. au lemme 2.3 si v est réelle) entraînent les estimations (i) et
(ii) de la proposition 3.1.

Les estimations (3.4), (3.5) et (3.6) jointes au lemme 2.2 si v est complexe
(resp. au lemme 2.3 si v est réelle) entraînent l’estimation (iii) de la proposition
3.1.

Remarque 3.1. — Dans la section 5, on est amené à utiliser l’inégalité

cv(n) ≥ 1

n
.

L’objet de cette remarque est de montrer cette minoration.

Si v est une place complexe, cv(n) := c0(n) =
∫ 1

0
1−(1−t2)

n
2

t . Donc, on a :

c0(n) ≥
∫ 1

0

1− (1− t2)

t
≥ 1

2
.

Si v est une place réelle,

cv(n) := c1(n) =
Γ(n2 + 1)
√
πΓ(n+1

2 )

∫ 1

0

(1− t2)
n−1

2 log (1 +
1

t2
)dt.
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Or, on a :∫ 1

0

(1− t2)
n−1

2 log (1 +
1

t2
)dt ≥ log 2

∫ 1

0

(1− t2)
n−1

2 dt

≥ log 2

2
B(

n+ 1

2
,

1

2
)

et grâce à (2.7), on obtient

c1(n) ≥ log 2

2
.

Donc, si n ≥ 3, la minoration est satisfaite.
Par ailleurs, quand n = 2, on a :

c1(2) ≥ − 2

π

∫ 1

0

(1− t2)
1
2 log t2dt ≥ − 4

π

∫ 1

0

(1− t) log tdt

≥ 3

π
. �

4. Séries d’interpolation

A une fonction entière f et une place archimédienne v de K, on associe la
série d’interpolation S(f, v) définie par

S(f, v)(z) =
∑
k∈N

bk,vPk,v(z),

où la suite (bk,v)k∈N des coefficients d’interpolation associée à la fonction f et
à la place v est définie par : bk,v = 1

2iπxk+1,v

∫
Ck

f(ζ)
Pk+1,v(ζ)dζ et où Ck est un

cercle de centre 0 et de rayon rk > ‖xk+1‖.
Par ailleurs, à une suite de nombres complexes (ak)k∈N et une place archi-

médienne v de K, on associe la série formelle S((ak), v)) =
∑
k∈N akPk,v.

Proposition 4.1. — (1) Soit (ak)k∈N une suite de nombres complexes telle
que :

lim sup
k→+∞

log |ak|
k

= a < −cv(n).(4.1)

Alors, la série S((ak), v) converge uniformément sur tout compact de C. La
somme gv de cette série satisfait

lim sup
r→+∞

log |gv|r
rn

≤ ν(Γ)

n
exp
(
n
(
cv(n) + a

)
− 1
)
.

De plus, la suite des coefficients d’interpolation associée à la fonction gv et
la place v est la suite (ak)k∈N.
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(2) Soient v ∈ SK,∞ et f une fonction entière telles que :

(4.2) lim sup
r→+∞

log |f |r
rn

= ρ <
ν(Γ)

n
exp
(
−1− n(2− nv)

n− 1

)
.

Alors, la série d’interpolation S(f, v) converge uniformément sur tout com-
pact vers f . De plus, la suite (bk,v)k∈N des coefficients d’interpolation associée
à f et v satisfait

lim sup
k→+∞

log
|bk,v|
k
≤ 1

n

(
1 + log(

nρ

ν(Γ
)
)
− cv(n).

Démonstration. — (1) Soit (ak)k∈N une suite de nombres complexes satisfai-
sant (4.1). Soit a′ un nombre réel tel que a < a′ < −cv(n). Alors, il existe un
entier k0 tel que pour tout k ≥ k0, on ait |ak| ≤ ea

′k.
Soient v ∈ SK,∞ et r un nombre réel suffisamment grand par rapport à k0.

Soit αv un nombre réel > 0 tel que ψv(αv) < ψv(1). Rappelons que ψv(1) =

cv(n).

Puisque, la fonction ψv est strictement croissante, on a : αv < 1.

Si ‖xk‖ + δ ≥ r
αv

, on déduit de l’estimation (ii) de la proposition 3.1 et de
l’égalité (3.1) que

log |akPk,v|r ≤ ν(Γ)
(
ψv(αv

)
+ a′)‖xk‖n + o(‖xk‖n)

≤
(
ψv(αv

)
+ a′)k + o(k)

comme ψ(αv)+a
′ < cv(n)+a′ < 0, la série

∑
k∈N akPk,v converge uniformément

sur le disque complexe fermé D(0, r). Notons gv la somme de cette série.
On a :

|gv|r ≤
∑
k

‖xk‖+δ< r
αv

|akPk,v|r +
∑
k

‖xk‖+δ≥ r
αv

|akPk,v|r.

L’estimation (ii) de la proposition 3.1 et l’estimation (3.1) entraînent∑
r<‖xk‖+δ≤ r

αv

|akPk,v|r ≤
∑

r<‖xk‖+δ≤ r
αv

exp{ν(Γ)‖xk‖n
(
ψv(

r

‖xk‖+ δ
) + a′

)
+ o(‖xk‖n)}.

Dans cette somme, on a : ψv( r
‖xk‖+δ ) + a′ < ψv(1) + a′ < 0.

D’autre part, l’estimation (i) de la proposition 3.1 et l’estimation (3.1) en-
traînent∑
‖xk‖+δ≤r
k≥k0

|akPk,v|r ≤
∑

‖xk‖+δ≤r
k≥k0

exp{ν(Γ)‖xk‖n
(

log
r

‖xk‖
+ cv(n) + a′

)
+ o(rn)}.

La fonction hv définie par

hv(t) :=

{
tn
(
log 1

t + cv(n) + a′
)
si t 6= 0

0 si t = 0
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atteint son maximum en t = exp
(
a′ + cv(n)− 1/n

)
sur l’intervalle [0, 1].

Par conséquent, on a :
log |gv|r
rn

≤ ν(Γ)

n
exp
(
n
(
cv(n) + a′

)
− 1
)

+
o(rn)

rn
.

On obtient, par passage à la limite, l’estimation du type de croissance de gv.
En utilisant la formule des résidus, on montre que (ak) est la suite des

coefficients d’interpolation associée à la fonction gv et la place v.

(2) Soient v une place dans SK,∞ et f une fonction entière satisfaisant (4.2).
Soit (bk,v)k∈N la suite des coefficients d’interpolation associée à f et v définie
au début de ce paragraphe.

Soit E une constante > 1 que l’on précisera dans la suite. Notons Ck(E) le
cercle de centre 0 et de rayon E‖xk+1‖.

Par définition, on a : bk,v = 1
2πixk+1,v

∫
Ck(E)

f(ζ)
Pk+1,v(ζ)dζ.

Posons :
c′v(n) = cv(n)− 2− nv

n− 1
.

Soit ρ′ tel que : ρ < ρ′ < ν(Γ)
n exp

(
−1− n(nv−2)

n−1

)
.

L’estimation (iii) de la proposition 3.1 jointe à l’égalité (3.1) entraîne

|Pk+1,v|E‖xk+1‖ ≥ exp{k
(
logE + c′v(n)

)
+ o(k)}.

D’où
|bk,v| ≤ exp{

( ρ′

ν(Γ)
En − logE − c′v(n)

)
k + o(k)}.

La fonction t→ ρ′

ν(Γ) t
n − log t− c′v(n) atteint son minimum en t = ( ν(Γ)

nρ′ )
1
n

qui est > 1 par hypothèse. Par conséquent, par passage à la limite, on obtient :

lim sup
k→+∞

log |bk,v|
k

≤ 1

n

(
1 + log

nρ

ν(Γ)

)
− c′v(n).

Or, ρ < ν(Γ)
n exp

(
−1− n(2−nv)

n−1

)
, donc on a :

lim sup
k→+∞

log |bk,v|
k

< −cv(n).

Par suite, d’après la partie 1 de la proposition 4.1, la somme gv(z) de la série∑
k∈N bk,vPk,v(z) est une fonction entière satisfaisant :

lim sup
k→+∞

log |gv|r
rn

≤ ν(Γ)

ne
.

Pour achever la preuve, nous allons montrer que : f = gv. La fonction f −gv
s’annule évidemment sur Γ\{0}.

Si n ≥ 3 alors le groupe Γ n’est pas discret donc il est dense dans R ou C

selon qu’il est réel ou complexe, par conséquent on a f = gv.
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Si n = 2 et Γ ⊂ R, alors Γ est dense dans R et par conséquent f = gv.
Considérons le cas n = 2 et Γ complexe. Dans ce cas, on a :

lim sup
r→+∞

log |f − gv|r
r2

≤ ν(Γ)

2e
≤ π

2eD(Γ)
.(4.3)

D’autre part, la fonction f−gv s’annule sur Γr qui est contenu dans le disque
complexe D(0, r).

Si f − gv est non nulle on déduit de la formule de Jensen ([9], 1.5.3) que
pour r assez grand, on a :

log |f − gv|r ≥
∑
x∈Γr

log
r

|xv|
.

Nous allons estimer cette somme en utilisant le lemme 2.1. Pour x ∈ Γ \ {0}
et t ∈ Fx, on a :

log
r

|tv|
≤ log

r

|xv|
+ log(1 +

δ

|tv|
)

Les conditions de la partie (ii) du lemme 2.1 sont satisfaites. On en déduit
que

1

D(Γ)

∫
B(0,r)

log
r

|tv|
dt ≤

∑
x∈Γr

log
r

|xv|
+ o(r2),

donc
πr2

2D(Γ)
≤
∑
x∈Γr

log
r

|xv|
+ o(r2),

cela contredit l’inégalité (4.3).

Les deux lemmes qui suivent sont dus à F. Gramain et M. Mignotte. Nous les
énonçons ici avec les données et les notations de notre problème. On remplace
notamment les notions de mesures |x| ouM(x) d’un entier x de K utilisés dans
[6] par la mesure équivalente maxv∈SK,∞ |x|v. On remplace aussi l’ensemble
Γ(r) = {k1γ1 + · · ·+ k1γn, ki ∈ Z, |ki| ≤ r} dépendant d’une base (γ1, . . . , γn)

de Γ sur Z considéré dans [6] et [4] par l’ensemble Γr = {u ∈ Γ, ‖u‖ ≤ r}
vu qu’il existe des constantes c1 = c1(γ1, . . . , γn) > 0, c2 = c2(γ1, . . . , γn) > 0

telles qu’on ait : Γc1r ⊂ Γ(r) ⊂ Γc2r.

Lemme 4.1. — Soient K un corps de nombres de degré ≥ 2 sur Q, que l’on
considère plongé dans C et ZK l’anneau des entiers de K. Soient Γ un sous-
groupe de K de rang n sur Z et (γ1, . . . , γn) une base de Γ sur Z. Soit f une
fonction définie sur C tel que f(Γ) ⊂ ZK et satisfont n équations fonctionnelles
de la forme ∑

0≤j≤Ni

Qi,j(z)f(z + jγi) = 0 ; i = 1, . . . , n.
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où pour tout i fixé, les Qi,j sont des polynômes non tous nuls à coefficients
dans Z.

Alors, on a : max u∈Γr
v∈SK,∞

log |f(u)|v � r log r.

De plus, si Γ est un sous-groupe complexe de rang 2, alors

log |f |R � R logR.

Démonstration. — La première estimation du lemme découle de la proposition
A2 de [6].

Dans le cas où Γ est un sous-groupe complexe de rang 2, si (γ1, γ2) est une
une base de Γ sur Z, alors γ1 et γ2 sont linéairement indépendants sur R et on
applique le lemme 5 de [4] pour obtenir la majoration annoncée de log |f |R.

Lemme 4.2. — Soient K un corps de nombres de degré ≥ 2 sur Q, que l’on
considère plongé dans C et ZK l’anneau des entiers de K. Soit Γ un sous-groupe
de K de rang n ≥ 2. Soit f une fonction entière qui satisfait les conditions :
(i) f(Γ) ⊂ ZK

(ii)

{
log |f |R � RlogR si n = 2 et Γ est complexe
log |f |R � Rn sinon

(iii) max u∈Γr
v∈SK,∞

log |f(u)|v � r log r.

Alors f est un polynôme.

Démonstration. — Si Γ n’est pas discret le lemme découle de la proposition
A3 de [6].

Si le groupe Γ est discret, alors n = 2 et Γ est complexe, dans ce cas la
preuve est la même que celle du théorème 2 de [10].

5. Résultats

Rappelons qu’on note (xk)k∈N∗ les éléments de Γ \ {0} rangés dans l’ordre
croissant (en coordonnées sphériques dans Rn) et pour v ∈ SK,∞, on note
xk,v := σv(xk) où σv est un plongement de K dans C associé à v.

On considère K plongé dans C par σv0 . Soit f : C→ C une fonction entière
telle que

f(Γ) ⊂ ZK et lim sup
R→+∞

log |f |R
Rn

<
ν(Γ)

n
exp
(
−1− n(2− nv0)

n− 1

)
.

On omet dans les notations, quand il n’y a pas d’ambiguïté, les indices
relatifs à la place privilégiée v0.

D’après la proposition 4.1, la fonction f est la somme de la série S(f, v0)(z) =∑
k∈N bkPk(z), où bk = 1

2iπxk+1

∫
Ck

f(ζ)
Pk+1(ζ)dζ.
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On déduit de la formule des résidus que bk ∈ K. Ainsi, pour v ∈ SK,∞,
on note Sv(f) la série formelle

∑
k∈N σv(bk)Pk,v(z). On a : Sv(f)(σv(xs)) =∑

k≤s σv(bk)Pk,v(σv(xs)) =
∑
k≤s σv(bkPk(xs)) = σv(f(xs)) donc Sv(f) est

bien définie sur σv(Γ) et Sv(f)(σv(Γ)) ⊂ σv(ZK).
Pour une partie non vide I de SK,∞, on note r I le nombre de places réelles

contenues dans I et n I =
∑
v∈ I nv.

Théorème 5.1. — Soient k un corps de nombres de degré n ≥ 2 sur Q et K

une extension finie de k que l’on considère plongé dans C par σv0 . Soit Γ un
sous-groupe de k de rang n sur Z.

Soit I une partie de SK,∞ contenant v0. Soient f : C → C une fonction
entière telle que f(Γ) ⊂ ZK et (αv)v∈SK,∞

des nombres réels > 0 satisfaisant
les conditions :
(i) maxv∈ I αv <

ν(Γ)
n ,

(ii) e
nr I

(n−1)n I
∏
v∈ I αv

nv
n I
∏
v∈SK,∞\ I e

nnvαv
ν(Γ)n I < ν(Γ)

ne ,
(iii) pour tout v ∈ I , la série Sv(f) se prolonge en une fonction entière notée

fv satisfaisant lim supR→+∞
log |fv|R
Rn ≤ αv

(iv) pour tout v ∈ SK,∞ \ I et tout nombre réel r assez grand

max
x∈Γ
‖x‖≤r

log |σv(f(x))| ≤ αvrn.

Alors f est un polynôme.

Remarque 5.1. — Les conditions (iii) et (iv) ne sont pas de la même nature. La
première est de nature analytique portant sur le type de croissance de la somme
de la série entière Sv(f) pour v ∈ I . La seconde est de type arithmétique. Pour
v ∈ SK,∞ \ I , on n’exige même pas que la série Sv(f) soit définie en dehors de
σv(Γ).

La preuve du théorème repose sur la proposition suivante.

Proposition 5.1. — Soit (γ1, . . . , γn) une base de Γ sur Z. Sous les hypo-
thèses du théorème 5.1, il existe un entier N > 1 et une place v dans I tels que
pour tout i = 1, . . . , n, il existe des polynômes (Qi,j)≤j≤N à coefficients dans
Z non tous nuls tels que :∑

0≤j≤N
Qi,j(z)fv(z + jγi,v) = 0.

Preuve de la proposition 5.1. — Soient (αv)v∈SK,∞
des nombres réels > 0 vé-

rifiant les conditions du théorème. Soient (α̃v)v∈ I des nombres réels tels que :
pour tout v ∈ I , α̃v > αv et tels que les conditions suivantes soient satisfaites :

max
v∈ I

α̃v <
ν(Γ)

n
(5.1)
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et

e
nr I

(n−1)n I

∏
v∈ I

α̃
nv
n I
v

∏
v∈SK,∞\ I

e
nnvαv
ν(Γ)n I <

ν(Γ)

ne
.(5.2)

Pour homogénéiser les notations, si v ∈ SK,∞ \ I , on pose : α̃v = αv.
Premier pas. Soit γ l’un des γi. Soit S0 un réel assez grand, posons :

M := M(S0) = [Sn0 /(logS0)
2
], N := N(S0) = [(logS0)

5
].

Il existe des entiers qj,k(0 ≤ j < N, 0 ≤ k < M) non tous nuls de valeurs
absolues majorées par exp

(
S0
n

logS0

)
et tels que la fonction définie par

F (z) =
∑
j<N
k<M

qj,kz
kf(z + jγ)

soit identiquement nulle sur ΓS0 . En effet, si d est le dénominateur commun
de γ1, . . . , γn, cela revient à résoudre le système : {dMF (u) = 0;u ∈ ΓS0

}. Ce
système en les inconnues qj,k est un système linéaire homogène à K := NM

inconnues et dont le nombre d’équations L vérifie L = card(ΓS0) ≤ 2ν(Γ)Sn0 .

Les coefficients dMukf(u+ jγ) de ce système sont dans ZK. On déduit des
conditions (iii) et (iv) du théorème 5.1 que

max
v∈SK,∞
‖u‖≤S0

∑
j<N
k<M

|σv(dMukf(u+ jγ))| ≤ A

où A = exp{logNM +M log dS0 + (S0 +N‖γ‖)n maxv∈SK,∞ |α̃v|}.
Comme S0 est assez grand, on a K > nL et on déduit du lemme de Siegel

([9], lemme 1.3.1) qu’il existe une solution non nulle (qj,k) dans ZMN vérifiant :

maxj,k |qj,k| ≤ (
√

2A)
nL

K−nL .
Vu le choix des paramètres, on en déduit que

log max
j,k
|qj,k| ≤

S0
n

logS0
.

Second pas. Pour v ∈ I , posons

Fv(z) =
∑
j≤N
k≤M

qj,kz
kfv(z + jγv).

Par définition Fv0 = F . Pour tout u ∈ Γ, on a Fv(uv) = σv(F (u)), par
conséquent Fv est nulle sur σv(ΓS0).

Considérons alors les propositions suivantes :

P1(S) : F est nulle sur ΓS

P2(S) : log |Fv|S ≤
ν(Γ)

n

(
1+log

α̃vn

ν(Γ)
+
n(2− nv)
n− 1

)
Sn+o(Sn), pour tout v ∈ I .
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Montrons d’abord que pour S ≥ S0 : P1(S)⇒ P2(S + 1).
Notons : dS = card(Γ ∩B(0, S)), on a : dS = ν(Γ)Sn + o(Sn).

Or, d’après (3.1), on a :

dS = ν(Γ)‖xdS‖
n

+ o(‖xdS‖
n
).

D’où

‖xdS‖ = S + o(S).(5.3)

Pour v ∈ I , posons : Gv(z) = Fv(z)
PdS,v(z) ,

Si P1(S) est satisfaite alors Fv est nulle sur σv(Γ∩B(0, S)) donc Gv est une
fonction entière.

Soit E > 1 une constante que l’on précisera dans la suite. Comme S0 est
assez grand, on a : S + 1 ≤ E‖xdS‖. Le principe du maximum appliqué à Gv
montre que :

|Gv|(S+1) ≤ |Gv|E‖xdS ‖.(5.4)

Or, on a :

|Fv|E‖xdS ‖ ≤ NM exp
( S0

n

logS0
+M log(E‖xdS‖) + α̃v

(
E‖xdS‖+N‖γ‖

)n)
.

D’où

|Fv|E‖xdS ‖ ≤ exp
(
α̃v(ES)n + o(Sn)

)
.

D’autre part, les estimations de la proposition 3.1 jointes à (5.3) entraînent
les inégalités

log |PdS ,v|S+1 ≤ ν(Γ)cv(n)Sn + o(Sn)

et pour tout nombre complexe z tel que |z| = E‖xdS‖,

log |PdS ,v(z)| ≥ ν(Γ)Sn
(

logE + cv(n)− 2− nv
n− 1

)
+ o(Sn).

Par suite, on déduit de (5.4) que

log |Fv|S+1 ≤
(
−ν(Γ) logE + α̃vE

n +
ν(Γ)(2− nv)

n− 1

)
Sn + o(Sn).

La fonction h(x) = −ν(Γ) log x+ α̃vx
n+ ν(Γ)(2−nv)

n−1 atteint son minimum en
x = (ν(Γ)

nα̃v
)

1
n qui est > 1 d’après la condition (5.1). Par conséquent, on obtient

P2(S + 1).

Montrons que P2(S) ⇒ P1(S). Supposons que P2(S) est satisfaite et qu’il
existe u ∈ Γ tel que ‖u‖ ≤ S et F (u) 6= 0.
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Pour v ∈ SK,∞ \ I et u ∈ Γ, posons Fv(uv) = σv
(
F (u)

)
. On déduit de la

condition (iv) du théorème 5.1 l’inégalité

log |Fv(uv)| ≤ log(NM) +
S0

n

logS0
+M logS + α̃v(S +N‖γ‖)n

≤ α̃vS
n + o(Sn).

D’autre part, d’après P2(S), on a pour tout v ∈ I

log |Fv(uv)| ≤
ν(Γ)

n

(
1 +

n(2− nv)
n− 1

+ log
α̃vn

ν(Γ)

)
Sn + o(Sn).

Or, le nombre dMF (u) est un entier non nul de K, donc d’après la formule
du produit, on a : ∏

v∈SK,∞

|dMFv(uv)|
nv ≥ 1.

Cette inégalité jointe aux estimations de |Fv(uv)| précédentes entraîne :

e
nr I

(n−1)n I

∏
v∈ I

α̃
nv
n I

∏
v∈SK,∞\ I

e
nnv

ν(Γ)n I
α̃v ≥ ν(Γ)

ne
.

Cela contredit la condition(5.2).
On en déduit que pour tout S ≥ S0, F s’annule sur ΓS .

Si Γ en tant que sous-groupe de C n’est pas discret, alors il est dense dans
R ou C selon que Γ est réel ou non. Dans ce cas la fonction F est la fonction
nulle donc la proposition 5.1 est vérifiée par fv0 .

Si Γ est discret, alors n = 2 et Γ est un groupe complexe. Dans ce cas, toutes
les places archimédiennes de K sont complexes et la condition (5.2) entraîne∏

v∈ I

α̃v < (
ν(Γ)

ne
)# I .

Par suite, il existe w ∈ I tel que α̃w < ν(Γ)
ne et on déduit de P2(S) que la

fonction entière Fw est bornée donc elle est constante d’après le théorème de
Liouville. Comme elle s’annule, elle est identiquement nulle, donc dans ce cas
la proposition 5.1 est vérifiée par fw.

Preuve du théorème 5.1. — Sous les hypothèses du théorème 5.1, on déduit de
la proposition 5.1 qu’il existe une place v dans I tel que fv vérifie n équations
fonctionnelles non triviales∑

0≤j≤N
Qi,j(z)fv(z + jγi,v) = 0, i = 1, . . . , n

où les Qi,j sont des polynômes à coefficients entiers rationnels.
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Par suite, le lemme 4.1 appliqué à la fonction fv et au sous-groupe σv(Γ) du
corps σv(K) donne

max
u∈σv(Γ),‖u‖≤r
w∈Sσv(K),∞

{log(|fv(u)|w)} � r log r.

De plus, si Γ est un sous-groupe complexe de rang 2, le lemme 4.1 montre
l’inégalité

log |fv|R � R logR.

La fonction fv satisfait alors les conditions du lemme 4.2, donc fv est un
polynôme et par suite f est un polynôme.

Preuve des corollaires

Corollaire 1.1. — On prend I = {v0}. On a : r I = 2 − nv0 , n I = nv0 . La
condition (iii) du théorème 5.1 se traduit dans ce cas par la condition 1 de ce
corollaire. La condition (i) du théorème 5.1 est contenue dans cette condition 1.

Corollaires 1.2 et 1.3. — Les corollaires 1.2 et 1.3 se déduisent du corollaire 1.1
de la façon suivante : Quand K est quadratique imaginaire, l’ensemble SK,∞
est réduit à une seule place complexe v0. On a : nv0 = 2 et la condition 3 du
corollaire 1.1 dans ce cas est vide.

Quand K est quadratique réel, on a : SK,∞ = {v0, v1} et nv0 = nv1 = 1.

Corollaire 1.4. — Dans le cas cyclotomique, on prend Γ = Z[ζ] l’anneau des
entiers du corps k = Q(ζ).

D’après (2.1), on a :
D(Γ)2 = 21−p|Dk|

et
|Dk| = |Nk/Q(P ′(ζ))| = pp−2,

où P (X) est le polynôme P (X) = Xp−1 +Xp−2 + · · ·+X + 1.

Donc on a :

D(Γ) = 2
1−p
2 p

p−2
2 et ν(Γ) =

(2π)
p−1
2

(p−1
2 )!p

p−2
2

.

Si K est une extension de k, pour tout v ∈ SK,∞, on a : nv = 2. On obtient
le résultat en appliquant le corollaire 1.1.

Pour illustrer un exemple d’application du théorème 5.1, lorsque l’ensemble
I n’est pas réduit à une place, on considère le cas cyclotomique ci- dessus. On
a, dans ce cas, r I = 0 et n I = 2card ( I ) et les conditions (i) et (ii) du théorème
5.1 s’écrivent :

max
v∈ I

αv <
ν(Γ)

p− 1
,
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∏
v∈ I

αv
∏

v∈SK,∞\ I

e
(p−1)αv
ν(Γ) < (

ν(Γ)

(p− 1)e
)card ( I ).

Théorème 5.2. — Soient k un corps de nombres de degré n ≥ 2 sur Q et
K une extension finie de k, non quadratique imaginaire, que l’on considère
plongée dans C par σv0 .

Soient Γ un ordre de k et I ( SK,∞ un ensemble de places contenant
v0. Alors, il existe une fonction entière non polynomiale f et une constante
C = C(k,K,Γ) > ν(Γ)

ne effectivement calculable et des nombres réels positifs
(αv)v∈SK,∞ satisfaisant :

max
v∈ I

αv <
ν(Γ)

n
,

e
nr I

(n−1)n I

∏
v∈ I

αv
nv
n I

∏
v∈SK,∞\ I

e
nnvαv
ν(Γ)n I ≤ C

et tels qu’on ait les propriétés suivantes :
(i) f(Γ) ⊂ ZK

(ii) pour tout v ∈ I , la série Sv(f) se prolonge en une fonction entière fv
satisfaisant lim supR→+∞

log |fv|R
Rn ≤ αv

(iii) pour tout v ∈ SK,∞ \ I et tout nombre réel r assez grand,

max
x∈Γ
‖x‖≤r

log |σv(f(x))| ≤ αvrn.

Démonstration. — On reprend les notations du paragraphe 3 ; en particulier
on note (xi)i∈N∗ les éléments de Γ \ {0} rangés par norme euclidienne crois-
sante puis par arguments en coordonnées sphériques successifs croissants et on
considère de nouveau la base (Pk) de polynômes d’interpolation sur Γ définie
dans le paragraphe 3. Notons δk le dénominateur commun des nombres

{Pk(xi); i ≤ k}.

On montre ([1], proposition 4.1 (iii) que pour k ≥ k0, on a :

δk ≤ eck

où c est un réel positif ne dépendant que de k et Γ.

Soit ε > 0. On déduit du lemme de Minkowski sur les ensembles convexes
([2] theorem 4, ch. 2) que pour tout entier k ∈ N, il existe a′k ∈ ZK \ {0}
satisfaisant :

|a′k|
nv
v ≤ e

−nv
(
c+cv(n)+ε

)
k ; v ∈ I(5.5)

et

( max
v∈SK,∞\ I

|a′k|v
nv )card(SK,∞\ I ) ≤ Ak(ε),(5.6)
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où Ak(ε) = ( 4
π )sDK exp

(
k
∑
w∈ I nw

(
c + cw(n) + ε

))
, s étant le nombre de

places complexes de K et DK le discriminant de K.
Posons ak = δka

′
k. On déduit de l’inégalité (5.5) que, pour tout v ∈ I ,

lim sup
k→+∞

log |ak|v
k

< −cv(n).

Par suite, la proposition 4.1 montre que pour tout v ∈ I , la série∑
k ak,vPk,v(z) se prolonge en une fonction entière fv satisfaisant :

lim sup
R→+∞

log |fv|R
Rn

≤ ν(Γ)

ne
.

Posons alors αv = ν(Γ)
ne , pour v ∈ I . Notons f la fonction fv0 .

D’autre part, pour v ∈ SK,∞ \ I , posons :

βv = lim sup
k→+∞

log |ak,v|
k

On déduit de l’estimation (3.1) que :lim sup‖xk‖→+∞
log |ak,v|
‖xk‖n = ν(Γ)βv.

Par ailleurs, on a : σv(f(xk)) =
∑
i≤k ai,vPi,v(xk,v). Donc, on a :

|σv(f(xk)| ≤
∑
i≤k

|xk,v|≤‖xi‖+δ

|ai,vPi,v(xk,v)|+
∑
i≤k

‖xi‖+δ<|xk,v|

|ai,vPi,v(xk,v)|.

On majore les valeurs |Pi,v(xk,v)| dans le premier terme de cette somme à
l’aide de l’estimation (ii) de la proposition 3.1, en tenant compte de l’inéga-
lité ‖xi‖ ≤ ‖xk‖ puis dans le second terme à l’aide de l’estimation (i) de la
proposition 3.1, on obtient :

|σv(f(xk)| ≤ exp
(
ν(Γ)cv(n)‖xk‖n + o(‖xk‖n)

) ∑
i≤k

|xk,v|≤‖xi‖+δ

|ai,v|

+
∑
i≤k

‖xi‖+δ<|xk,v|

|ai,v| exp
(
ν(Γ)‖xi‖n

(
cv(n) + log

|xk,v|
‖xi‖

)
+ o(‖xk‖n)

)
.

Considérons la fonction définie sur l’intervalle [0, |xk,v|] par :

hv(t) = tn
(
log(
|xk,v|
t

) + cv(n)
)
.

Vu la remarque 3.1, on a : cv(n) ≥ 1
n , donc h

′
v(t) ≥ 0, d’où :

hv(t) ≤ cv(n)|xk,v|n.
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On en déduit que pour v ∈ SK,∞ \ I ,

lim sup
‖xk‖→+∞

log |σv(f)(xk)|
‖xk‖n

≤ ν(Γ)(βv + cv(n)).

On déduit de l’inégalité (5.6) que

card(SK,∞ \ I )× max
v∈SK,∞\ I

(nvβv) ≤ 2c+ n I (c+ ε) +
∑
w∈ I

nwcw(n).

Pour v ∈ SK,∞ \ I , posons : αv = ν(Γ)(βv + cv(n) + ε).

Les nombres (αv) satisfont alors la condition

e
nr I

(n−1)n I

∏
v∈ I

αv
nv
n I

∏
v∈SK,∞\ I

e
nnvαv
ν(Γ)n I ≤ C(ε)

où C(ε) = ν(Γ)
ne exp

(
nr I

(n−1)n I
+ 2nc

n I
+ nc+ n

n I

∑
v∈SK,∞

nvcv(n) + 2nε
)
.

La fonction f n’est pas un polynôme car les coefficients ak ne sont pas nuls.
D’où le théorème 5.2.

On obtient le corollaire 1.5 à partir du théorème 5.1 en prenant I = {v0}.
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