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Sur les équations différentielles linéaires du quatrième ordre,
dont les intégrales vérifient une relation homogène du se-
cond degré; par M. GOURSAT.

(Séance du 20 juillet i883.)

\. Les intégrales (Tane équation linéaire (Tordre m sont carac-
térisées par cette propriété que, entre m intégrales, formant un
système fondamental, il ne peut exister aucune relation linéaire
et homogène ; mais il peut y avoir entre ces intégrales une relation
homogène d^un degré supérieur.

Dans un récent Mémoire {Acta mathematica, t. I, p. 3ai) ,
M. Fuchs a étudié les équations du .troisième ordre à coefficients
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rationnels dont les intégrales vérifient une relation de cette na-
ture; Fémment géomètre a montré que, si la relation est d'un
degré supérieur au second, l'intégrale générale peut s'exprimer au
moyen de fonctions algébriques. Dans le cas particulier où la rela-
tion est du second degré, les, intégrales de Inéquation proposée
sont les carrés des intégrales d'une équation du second ordre à
coefficients rationnels (1 ). Je me propose de montrer qu'il existe
un cas de réduction analogue pour les équations linéaires du qua-
trième ordre. La méthode que j'emploie s'appliquant avec une
égale facilité aux équations du troisième ordre, je commencerai
par l'indiquer en quelques mots.

2. Soit
. d3 u - -. <a?2 u - - du -(1) -7-r +3B—, 4 - 3 C , - + D M = odx^ dxî dx

une équation linéaire du troisième ordre ou, pour plus de généra-
lité, je suppose que B, G, D soient des fonctions uniformes d'un
point analytique (^?, y), y étant lié à x par la relation algébrique
f (x-) y) == °* ç>tl! exlste entre les intégrales de l'équation (i) une
relation homogène du second degré à coefficients constants, cette
relation pourra être mise sous la forme

u^ -+- u| -4- izj == o,

ou, ce qui revient au même, sous la forme

(2) ^==^3,

^o ^29 Vs désignant trois intégrales linéairement distinctes. D'ail-
leurs, il est clair que, entre les intégrales (^, ^2? ^s? il "e saurait
exister d'autre relation homogène différente de l'équation (a)
Cela posé, faisons décrire un cycle à la variable x\ v^ v^ ^3 se
changent respectivement en

avt -t- bv^ -(- cps,
a'PI -4- b'Vt -+- c'v^
a'Vi -h b" v^ -+- ̂ 3,

( • ) Voir, à ce sujet, LAGUERRE, Comptes rendus de l'Académie des Sciences,
t. LXXXVIII, p. 12^ et 216; APPELL, Annales de l'École Normale, 1881, p. 4i3.

XI. 10
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a b c
a b' c'

a" V c"

étant essentiellement différent de zéro.
On devra encore avoir

(api+6p2-4-c(^)2 =(a^i -}-bf^^-cf^)(afrVt 4- b"^ 4- c" ^3),

ou bien
("n api •+- bv^ -<- ̂  _ nv^ -̂  6^ -+- 0*^3

a'vi 4- 6^2 +c^3 ~ avi -h ̂ -^-c^T*

La relation (3) doit être identique avec la relation (2), c'est-
à-dire que si, entre (2) et (3), on élimine une des quantités ^, v^
(^3, le résultat devra être identiquement nul. Pour faire cette éli-
mination, posons

^=^=<o ;
^2 V\

on en tire
^==(0^, Vï-==.U^V^

et la relation (3) peut s'écrire

a (x) -+- b -4- c t»)2 a"(o-h &*'-+-c^o)»(4) a' (x) -»- 6' 4- c' (o^ a œ-+• 6-h c to2

et cette égalité doit avoir lieu pour toute valeur de û).
Les trois quantités c, c', c" ne pouvant être nulles en même

temps, puisque A est différent de zéro, l'une, au moins, des deux
fractions sera du second degré. D'un autre côté, les numérateurs
et les dénominateurs de ces deux fractions ne peuvent être iden-
tiques à un facteur constant près ; ce qui entraînerait A == o. Pour
que l'égalité (4) ait lieu pour toute valeur de <o, il faudra donc
que les deux termes de chacune de ces fractions présentent un
facteur commun du premier degré, si elles sont toutes deux du
second degré, ou que cela ait lieu pour l'une d'elles, s'il n'y en a
qu'une du second degré. Dans les deux cas, par la suppression
de ce facteur commun, les deux fractions se réduisent au premier
degré, et l'on a identiquement

a<x) -+- b -+- ci»)2 a" tu 4- b" •+• c" uft \(û -+• u,
a' (o 4- b' -i- c' (o^ ~ ao) -+- b 4- c&o2 ~ v(x)-+-p '
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î., (JL, v, p désignant des quantités constantes. lien résulte que tout
cycle décrit par la variable change <o en une expression de la forme
———*-• Posons, en général,
Mfti -1- ft 7 0 'vu) + p

u'" 3 /^V
îî(u) = — — - ( — ) ,

N U 1 \ U f

u désignant une fonction quelconque de x\ on a, quelles que
soient les constantes ^, (JL, v, p,

H/^jx\^ ^
V V M + P / v /

Z^a fonction H((o) e^ rfo/ic ^ne fonction uniforme du point
analytique (.r, y).

Soit H(o>) == P(«r, y); considérons maintenant l'équation du
second ordre

d^z dz
'dxi^fdx^^

où p et y sont des fonctions uniformes du même point analy-
tique (a*, y). Le rapport f\ de deux intégrales de cette équation
satisfait, comme on sait, à l'équation du troisième ordre

3/T^V dp i ,si — _ _ _ _ - _ _
•t\' 2\^7 ^ 2- ( -7 ) = -y- — - P2 — 2^ îi\f\/ dx 2' ï

on peut prendre p et y, et cela, d^ne infinité de manières, de
façon que l'on ait

^_^-^=P(^).
Il suffira de prendre, par exemple, p = o, q === — - P(.r, y).

L'équation

(5) ^+^P(^^=o

admettra deux intégrales dont le rapport sera précisément égal
à (o; il suffira de prendre les trois constantes arbitraires qui en-
trent dans l'expression de r\, de façon que T\ et ses deux premières
dérivées prennent les mêmes valeurs que <o et ses deux premières
dérivées pour une valeur particulière de la variable. Soient z^
et z-s les deux intégrales dont le rapport est égal à <o; on peut
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écrire

— îl — ^î _ ^1^2
(0~ /52 ~ ^1^2 ~ ^

et^ par suite,
^1 ^ ̂  ̂  ^1.

51^2 "' ̂  ~~ S\

Imaginons que Von ait formé l'équation linéaire du troisième
ordre qui admet pour intégrales les carrés des intégrales de Inéqua-
tion (5) et soit F(Z)==o cette équation. Ses coefficients seront
aussi des fonctions uniformes du point analytique (.r, y ) et un
système fondamental d^inlégrales sera constitué par z^z^z^j -5^-

Désignons par ———. la valeur commune des rapports précé-

dents, si dans l'équation F(Z)== o on fait la transformation

Z==<p(a-,y)M,

on devra retrouver l'équation (i). Il en résulte que <p(.r, y ) devra
être de la forme

<p(.r, y)== e5^^^,

^(x, y) désignant une fonction uniforme du point analytique
(•^j)-

Les intégrales de l'équation (i) seront donc

^2 ç-S^x,y)dx^ ^ ̂  e-f^y)^ ^j e-^( ,̂y)r/.r.

En posant dans l'équation (5)

^e^^Y,

on aura une équation de même forme en Y, dont les carrés des
intégrales seront précisément les intégrales de l'équation (i).

Soit
dîz o
-7-Ï ^P^dx^

une équation du second ordre; formons l'équation du troisième
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ordre en u == z'1. On a

du dz
dx dx9

d^u /dzy
^^(dS)-21^

^8p^ .p ,p^ ;
dxî dx

Pélimination de z2, z -,-» ( -,- ) entre ces quatre équations, con-
duit à Inéquation

(6) ^^^p^.p-^o.dx^ dx

Si l'on pose ensuite u ==<?(;%•) U, on aura la forme générale
d'une équation du troisième ordre dont les intégrales vérifient
une relation homogène du second degré; elle contient deux fonc-
tions arbitraires P et <p(^*). Étant donnée une équation linéaire
quelconque, on sait qu'on peut, par un changement de fonction,
faire disparaître le second terme et cela d'une seule manière. Pour
qu'une équation du troisième ordre appartienne à la catégorie
précédente, il faudra que, cette transformation effectuée, elle soit
de la forme (6), et l'on a immédiatement la valeur correspon-
dante de P.

3. Je considère maintenant une équation linéaire du quatrième
ordre, et je suppose d'abord que les coefficients soient uniformes

, . d> u , - d3 u . ̂  dîu , - du ,-,
<7) ^+4B^+6c<fcî+4D^+EK=: :o•

S'il existe entre les intégrales de cette équation une relation
homogène du second degré, on sait, d'après la théorie des formes
quadratiques, que celte relation pourra toujours être mise sous la
forme

(8) aMf-+-?M|-hYMJ+8^î=o,

^\i ^2î U3f u^ désignant quatre intégrales formant un système
fondamental et a, P, y, ô des quantités constantes. Deux de ces
coefficients ne peuvent être nuls en même temps, mais nous
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aurons deux cas à distinguer suivant qu'aucun d'eux n'est nul ou
que l'un d'eux est égal à zéro.

4. Je prends d'abord le cas où a, [3, y, S sont tous différents
de zéro. La relation précédente pourra s'écrire

(sy U iU4=u ,U3 ,
en posant

Ui = Ui /a 4-^2 /— p,

U^ = M! /a — MÎ V^^P,

Uî = M3 V^^^T -̂  ̂  V^
^3 = Us /— -y — M4 /8;

Ui, Us, Ua, U4 forment encore un système fondamental.
Désignons par (Ui/, (Ua)', (U^)', (€4)' les valeurs nouvelles

de ces intégrales après que la variable a décrit un contour fermé ;
on aura

( U i y = a U i -+-6U2 -hcU3 -WUt,
(U îy=eUi 4-/U2-+-^U3 -hÀU^,
(U3/=^U,-4-/ 'U2+^U3-+-^U4,

( Ut y = a' Ui -+- ̂  Ug -+- c'Vs -+• d1 U^,

a, b, c, ... étant des constantes dont le déterminant

a b c d
_ a' b' c' d'
^ e f g h

e1 f g' h-

est différent de zéro. Les intégrales (U,/, (Ua/, (Ua)', (U^y
doivent encore vérifier la relation (8/; ce qui peut s'écrire

(9)
aUi+&Us+cU3-h^U» _ e'Vt-^fVî-^^V^h'V^
^Ul-+-/U2-+-^U3-t-ÀU4 '"' a'Ul-4-^U2-+-C /U3-+-^U4'

De plus, s'il n'existe pas entre les intégrales de l'équation (^)
de relation homogène du second degré différente de la rela-
tion (8)', comme nous le supposons, les équations (8/ et (9)
devront revenir l'une à l'autre. Si l'on élimine entre elles une
des intégrales Ui, Ua, Ua, IL», le résultat devra être identiquement
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nul. Pour l'aire celle éliminalion, posons

Ul U3~1 — ~î
Jl'Ut'
u, u,

"^u^u;'

^V^V,'

l'équation (9) devient

, ., (afa)i -h 6)fa)j -4- ctoi -T- c? __ (e" (QI-4-/r) fa)2-4-^fa)i-4- A'
(^^i+y )<*>!-+- ^'0)1-4- A (a/fa)l-^- 6')a)î4- c'a)i4- d'9

et cette nouvelle relation devra être satisfaite, quelles que soient
les quantités bi, 0)2. Les quatre coefficients a, a', <?, e'ne peuvent
être nuls à la fois; l'une au moins des deux fractions contiendra
un terme en (1)1(02. D'autre part, les numérateurs et les dénomi-
nateurs des deux fractions ne peuvent être identiques à un fac-
teur constant près, car il s'ensuivrait que A est nul. Il faut donc,
pour que l'égalité (9)' ait lieu, quels que soient (Oi, (Oa? que les
deux termes de chacune des deux fractions présentent un facteur
commun du premier degré en (Oi, (Oa sl elles sont toutes deux du
second degré ou que cela ait lieu pour l'une d'elles au moins, s'il
n'y en a qu'une du second degré. Supposons, par exemple,
a 7^ o ; l'expression aco» tû2~+~ ^(02 + c^i + d ne peut se décom-
poser qu^en un produit de deux facteurs tels que {l^\ -4- m),
(/?(02+y).

La suppression d'un facteur commun du premier degré au
numérateur et au dénominateur de

a(0iù)i-h ét0î-+- ctrii-4- d
e (DI <x>i -h/toa -4- g o»i + h

ramènera cette fraction à l'une des deux formes

Àfa)t-^ p. Xifa)g4- {Jii,
V(0l-h p y VilOî-t- ?! f

de même la fraction

( a (ûf -+- b )(rfj -4- c (x) i -4- d
(^(Ol-t-/r)a)2-^-^(Ol4-À'

devra se réduire à l'une des denx formes

V (Oi -+- ?.' \\ (Jùç •+- (JL\

^'(Oi+ p' ? VitOg-^ Pi
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Mais il est à remarquer que si la première fraction se réduit

, À(0t-}- U , -1 J • X'(0ï-t- fJL', .9 ———L, la seconde devient ——'-——- et inversement.
v œ i + p ^(Og-t-pt
Nous voyons donc que, la variable décrivant un contour fermé

quelconque, on a soit

Àtrii-hfJL )/. 0)2-4-U/.(toiy=—î——L, ((oy=:__2——LJ,
^(Ol-hp ^2-4-Pi

soit
/ V ^1^2-^- ^1 / Y ^COi-h ^
( t0. ) == ——————————9 (t0o) == —;———————-•

^l^-t-Pl vt0 i -4-p

Posons comme plus haut H(^) === — — - ( - 7 ) ^ la variable x' x / IA •î \u )
décrivant un contour fermé quelconque, les fonctions H((O<) ,
H((02) ne peuvent que revenir à leurs valeurs initiales ou s'échan-
ger entre elles. Donc :

Les/onctions H(co< ), H(co2) sont racines d'une équation qua-
dratique à coefficients uniformes

(io) H2-+-2<î>(a')H4- lF(.^•) =o.

Soient HI, Ha les deux racines de cette équation; considérons
les deux équations linéaires

( i i )

d^y \ „
^+ .H^= 0-
dîz I u
-7-- -t- - H^Z == 0.
dx^ 2

Soient y ^ , y^ un système fondamental d'intégrales de la pre-
mière, et z^ ^2 un système fondamental d'intégrales de la
seconde : les produits y\ z < , y \z^ y 2^1, y^z^ constituent un sys-
tème fondamental d^intégrales d^une équation linéaire du qua-
trième ordre à coefficients uniformes. En effet, la variable
décrivant un contour fermé quelconque, les racines Hi, Ha de
l'équation (io) reviennent à leurs valeurs initiales ou s'échangent
entre elles. En désignant par (j^/, (^2/5 (^i)'? (^2)' les valeurs
finales des fonctions y < , y^ z^ z^ on a, dans le premier cas.,

(.r^^co.yi+cij^
(^2)'= coYi+^iya,
( ^ ^ ) ' == doZi -+- d^z^
(^3 y == ^Q^i-+- ^1^2?
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et, clans le second cas,

(71)'= d^Zi-^-diZ^
(yî)'= d'QZf+'d'^z^
(^y==coyi-+-ciy2»
(^y=coji+cïyî;

dans les deux cas les valeurs finales des produits y ̂ y^ y^z^
y^z^ y ^ z ' i s'expriment par des formules linéaires et homogènes à
coefficients constants au moyen des valeurs initiales,

Supposons, comme on l'a expliqué tout à l'heure (n° 2), qu'on
ait choisi les intégrales y^ y^ z^ z^ de façon que le rapport yl

•/ *
soit égal à (1)1 et le rapport ZL à 0)2, et soit F(P)== o Péquation

du quatrième ordre à coefficients uniformes qui admet pour inté-
grales les produits des intégrales des deux équations (n). Des
relations

yi Ui Us
^y^îJ^iî.5

z, Ui Us
^•z; "îî;-^'

on tire facilement
Ui Us U, L\

y 1^1 yî^i y 1^2 72^2

Désignons par —,—r la valeur commune des rapports précédents ;

si, dans l'équation F(P) == o, on pose

P=^(x)u,

on devra retrouver l'équation (•j). Il en résulte que<p(^) sera de
la forme

ff(x)=e^^,

^(.r) étant une fonction uniforme de x, et l'équation (7) aura pour
intégrales

71 z^e^'W^, y^z^e-^^^, y^e-5^^, y^^e-S^dx,

Soient maintenant T:, (.r), T:.^( .r) deux fondions uniformes de x,
telles que 7^(^)4-7^(.r)=A(.r) . Si dans les équations (i i) on
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^==e^i^^Y,
z == e-^-^^Z,

les intégrales de l'équation proposée (7) seront précisément les
produits des intégrales des deux équations du second ordre en Y
et en Z. On a donc le théorème suivant :

THÉORÈME I. — Si les intégrales d^une équation linéaire
du quatrième ordre à coefficients uniformes vérifient une rela-
tion homogène du second degré et une seule, cette relation
pouvant être mise sous la form^(Syy les intégrales de cette
équation sont les produits des intégrales de deux équations
linéaires du second ordre dont les coefficients sont racines
d^équations quadratiques à coefficients uniformes.

Remarque I. — On peut prendre pour TC( et ^2 des fonction^
quelconques de x^ assujetties à la seule condition

Wi(.2*)-t-TC2(a?)==<)/(;r).

Si l'on prend, comme nous l'avons supposé, des fonctions uni-
J'V Jrv

formes, les coefficients de ,- et de .- seront uniformes, et lés

coefficients de Y et de Z seront racines d'une équation du second
degré à coefficients uniformes, comme H< et Hg.

Remarque I I . — II peut arriver que dans Inéquation (10)
<I»2—\p soit un carré parfait; dans ce cas, les équations en Y et
en Z seront elles-mêmes à coefficients uniformes et absolument
distinctes l'une de l'autre.

Remarque I I I . — Supposons que l'équation (7) ait toutes ses
intégrales régulières; H(h)i), H((02) présentent pour toute valeur
de x le caractère de fonctions algébriques, et, par suite, ^(x)^
W(x) seront des fonctions rationnelles de la variable. On pourra
prendre pour H(<o) une fonction rationnelle de x et de v, v étant
liée à x par une équation du second degré. On peut, de plus, recon-

naître facilement que les produits {x — a()2H((o), -^ H(co) restent

finis pour x •==• ai et pour x = oo . Il en résulte que les intégrales
des équations en y et en z sont également régulières.
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J'ai admis, pour faire le raisonnement, que les coefficients B, G,

D, E étaient uniformes; mais il est bien aisé de voir que la
méthode et les résultats subsistent si ces coefficients sont des fonc-

n

tions uniformes d'un point analytique (x,y). Il n'j a qu'à rem-
placer partout fonctions uniformes d'une variable par fonctions
uniformes d'un point analytique {x,y) et contour fermé par
cycle.

S. Voici comment on pourra former l'équation générale du
quatrième ordre dont les intégrales vérifient la relation (8/. Con-
sidérons les deux équations du second ordre

s-"/.
dïz - Kz—5—a '—' •"v'6»dx^

qui donnent comme conséquences

ë-»^»'^.
^-(H.+H-^H^,

d3z K^-^K^-,— = K -,—-+- K s,dx^ dz

d^ 2 / - s r a vru^ -sri ^2^=(K^K^+2K^,

et posons u =yz- On aura successivement

du _ dy dz
dx dx dx7

^u ,,, -.. dy ds^=(H+K)^+.^^,

^=(H'+K')^+(3K+H)^g+(3H+^g,

^ == (H»+ W+ K*-+- K'+ 6KH)7.s + a(H'-+- iK)s ̂

^(.H'+K')^4(H-^K)||^;

l'élimination de y z , y —9 z —9 —^ — entre ces cinq équations
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conduit à l'équation linéaire du quatrième ordre

(12)

d^u K ' - ï l ' d ^ u ^ iî ^
d^ ~ K^H" d^ ~ <2(K ̂  ") ̂

f 5(1110- Kir)-+- HH^- KK^] ̂
"4" K — H ^y

[K'2 _ H'2 1-î- -^-^+(K-H)^(K f f+H f f)Ja=o.

Si l'on fait ensuite la transformation ^==: (p(.z*)U, on aura la
forme la plus générale des équations demandées; elle contient,
comme on voit, trois fonctions arbitraires K, H et y(^*).

6. Supposons en second lieu que l'un des coefficients a, ?,
y, S de la relation (8) soit nul, par exemple 5 === o. Cette relation
pourra alors s'écrire

(i3) U Î = U 2 U 3 ,

en posant
Ui= y/a^i,
1:2 == V/^~p^2-4-/YM3,

Us = \/— ? u". — V/Y Us-

Soient toujours ( U i V ? (Ua/, (l^)', (U.,/ les valeurs que
prennent ces intégrales après que la variable a décrit un contour
fermé. On devra donc avoir

<u,y»=(u,y(U3y,
c'est-à-dire

aUi-h6U^-4-cU3+^U4 ^ e'U^f'V^^Vs-^h'V^
( I 4 ) eUi -+- /U2+^U3-+-AU4 "' a U i + 6 U 2 - h c U 3 - h ^ U 4 ;

et s'il n'existe pas, comme nous le supposons, d'autre relation
homogène du second degré entre les intégrales de l'équation (7),
les équations (i3) et (i4) devront revenir l'une à l'autre.

Si l'on élimine entre ces deux équations une des quantités Ui,
Ua, Ù3, le résultat devra être identiquement nul. Pour faire celte
élimination, je pose

Ui Us V,
^i^Ui' ^m9
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Inéquation (i4) devient

awi -+- 6 -+- cœ2 + rf(x)2 e'coi-t-./'+ ̂ '^î -h A'to^
eœi-t-y-4-^"(o^-L-Aco» at0i4- ^ 4- C(o^+ û?(02

et cette nouvelle égalité doit être vérifiée pour toute valeur de (1)1
et de (Ça, sans que cependant les numérateurs et les dénomina-
teurs des deux fractions soient identiques à un facteur constant
près. Il faudra donc que l'une au moins des deux fractions soit du
second degré et que les deux termes de cette fraction se décom-
posent en un produit de deux facteurs du premier degré et aient
un facteur commun.

Supposons, par exemple, c^é o; la fonction aco^ -(- b 4- c<o^+ rfûûg
ne pourra se décomposer en un prodait de facteurs du premier
degré si rf==o. De même, si ^^o, le dénominateur de cette
fraction ne pourra se décomposer en un produit de deux facteurs
que si h = o. Si ^ == o, le trinôme eu), 4-/-4- AtOg ne pourra
entrer en facteur dans 0(1)1 4- b -+- c^of que si A == o.

On aura donc dans tous les cas d === o, h == o, et, par suite, h' == o.
Il suit de là que Ui, Ua^ Ua constituent un système fondamental
d'intégrales d'une équation linéaire du troisième ordre à coeffi-
cients uniformes et, comme elles vérifient la relation (i3), d'après
ce qui a été démontré antérieurement, on a le théorème suivant :

THÉOHÈME II. — S i les intégrales d'une équation linéaire
du quatrième ordre à coefficients uniformes vérifient une rela-
tion homogène du second degré et une seule, cette relation
pouvant être mise sous la forme (i3), cette équation admet
comme intégrales les carrés des intégrales d'une équation
linéaire du second ordre à coefficients uniformes.

On voit par là que l'équation (7) ne sera pas irréductible. Si
¥(u) = o est l'équation générale du troisième ordre dont les inté-
grales vérifient la relation (i3), l'équation (7) sera de la forme

d¥(u)
dx

.PF( iz)=o,

P désignant une fonction de x.

7. Je suppose maintenant que les intégrales de l'équation (7)
vérifient deux relations analogues à l'équation (8). Il est com-
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mode, pour faciliter le raisonnement, d'employer le langage géo-
métrique, qui n'est en définitive qu'une interprétation de faits
algébriques, indépendants des conditions de réalité des quantités
qui y figurent. Ainsi U<, Ua, Un, U4 désignant des quantités ima-
ginaires quelconques, on peut définir ces quantités comme les
coordonnées homogènes d'un point; l'ensemble des systèmes de
valeurs qui vérifient une relation homogène du second degré, telle
que

(l5) F(Ml,^2,M3,M4)=A^-4-A r^4-A<rM|+...=0

sera dite une surface du second degré. A ce point de vue-là, le
problème que nous venons de traiter revient à la recherche des
transformations linéaires qui font revenir sur elle-même une sur-
face du second degré. Si maintenant on prend pourU^, Ug? Ua,
Û4 quatre intégrales de l'équation (7) formant un système fonda-
mental, et si ces intégrales vérifient deux relations analogues à la
relation (i5), on peut, toujours dans cet ordre d'idées, considérer
U\, Uîî Ua, U4 comme les coordonnées homogènes d'un point
d'une courbe intersection de deux surfaces du second degré. La
variable x décrivant un contour fermé quelconque, Ui, Us, U.3, IJ4
sont remplacées par des combinaisons linéaires et homogènes de
ces intégrales. Mais les deux nouvelles relations analogues à l'équa-
tion (i5) doivent admettre les mêmes solutions que les premières,
de sorte que la question revient à chercher les transformations
linéaires qui font revenir sur elle-même la courbe d'intersection
de deux surfaces du second degré.

Nous devons évidemment écarter le cas où cette intersection se
décomposerait en deux courbes planes, et nous n'avons qu'à exa-
miner les cas où cette intersection est une véritable biquadratique
gauche ou se compose d'une ligne droite et d'une cubique gauche.

8. Prenons d'abord le cas où l'intersection se compose d'une
biquadratique gauche, et supposons qu'elle n'admet ni point
double, ni point de rebroussement. On sait qu'il existe quatre
cônes du second degré, et quatre seulement, passant par cette
courbe, les sommets formant les quatre sommets d'un tétraèdre.
Imaginons qu'on ait pris ce tétraèdre pour tétraèdre de référence;
les équations de la biquadratique pourront être prises sous la
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U ; + U ^ = U j ,
U î + a U ^ = = U ^ ;

et celles-ci entraînent les suivantes :

(16)
( a - i ) U j + U S = U ^
( a - i ) U î + U Î = = a U j ;

ce qui revient à prendre convenablement les intégrales U<, Ua,
Ua, U^ formant un système fondamental. Toute transformation
linéaire qui fait revenir la biquadratique gauche sur elle-même ne
doit pas changer le tétraèdre de référence ; les faces de ce tétraèdre
se correspondront à elles-mêmes à moins de s'échanger entre elles.
Il en résulte qu'après un contour fermé décrit par la variable, la
valeur finale de U < , par exemple, aura Fune des formes suivantes,
où \^ Î.2? ^3? \ son^ constants :

X i U i , ^Us, XaUa, X^,

et ainsi des autres. Si nous considérons les dérivées logarith-
miques

i ^Ui j_ dVî _L ^U» J_ ûnj*
UT ~dx7 XTî ~dx' Ua dx ) U* dx ?

ces quatre fonctions ne pourront que reprendre leurs valeurs ini-
tiales ou s'échanger entre elles; cesont donc les racines d'une
équation du quatrième degré à coefficients uniformes.

Pour examiner de plus près les transformations possibles, je
remarque que le nombre des cas à examiner est égal au nombre des
permutations de quatre lettres, c'est-à-dire vingt-quatre. Les con-
sidérations salivantes donnent presque immédiatement celles qui
sont possibles. Je remarque que le rapport anharmonique des
quatre plans passant par une tangente à la courbe gauche et par
les quatre sommets du tétraèdre de référence est constant et a
l'une des valeur suivantes :

i i a a— id, i — ci, — ? ——— ? ——'— ? ——— •1 a i — a a —i a

Les vingt-quatre permutations des lettres U», V^ Us, U4 se
partagent en six groupes de quatre permutations, le rapport
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anharmonique conservant la même valeur pour un même groupe.
Telles sont les quatre permutations

Ui, Uî, Ua, U4,
U», Ui, Ut, Us,
Ua, Û4, Ui, Uî,
Û4, Us, Uî, Ui.

11 en résulte un certain nombre de transformations linéaires qui
laissent invariable la biquadratique et qui sont de l'une des formes
suivantes :

U i = X U 2 , Us==txUi , U 3 = v U 4 , U 4 = p U 3 ,
U l = = X U 3 , U2=ÎJLU,, U 3 = = V U , , U 4 = = p U 2 ,

U i = X U 4 , U^P.US, U 3 = v U î , U 4 = p L i ;

pour la première, par exemple, il suffira de prendre

^ == a (JL* == — av2 = — p2,

et l^n a des conditions analogues pour les autres. Ces transforma-
tions existent toujours, quel que soit a. Au contraire, pour qu^il
existe une transformation linéaire telle que

U l = = X U 2 , U2= tXU3 , U 3 = = V U 4 , U 4 = = p U i ,

qui change en elle-même la biquadratique gauche, comme le rap-
port anharmonique de quatre plans n'est pas changé par une
transformation de ce genre, il faudra que les rapports anharmo-
niques correspondant aux deux permutations

Ui, U,, U3, U4,
U,, Us, ^, U,

aient la même valeur ou bien i — a = a, c^est-à-dire a == ^, et,
si cette condition est remplie, il suffira de prendre pour \, [JL, v, p
des coefficients satisfaisant aux conditions

X î ^ — — ^ ==- ̂  =- 2
"~ ï ~ 2 ~ r '

Tout pareillement, pour qu^il existe d^autres transformations
que celles dont on vient de parler, ih faut et il suffit que deux des
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rapports anharmoniques précédents aient la même valeur ou que
a ait l'une des valeurs

i i , /—s '2 ' a^--;î
/3.
2

En résumé, les transformations linéaires qui reproduisent une
biquadratique gauche sont en nombre limité, en considérant
comme identiques les transformations qui ne diffèrent que par
un facteur constant. Soit U une intégrale quelconque de Inéqua-
tion (7)

U = Ci Ui-t- CîUî-h CaUa-h C^;

les valeurs que pourra prendre cette intégrale pour une valeur
donnée de la variable s'obtiendront en multipliant un nombre fini
d'entre elles par des facteurs constants. Il en résulte que la dérivée
logarithmique

jr^ d\]
U ~dx

n'admet, pour chaque valeur de .r, qu'un nombre limité de valeurs.
Cela posé, soient maintenant u^ u^y ^3, Us, quatre intégrales quel-
conques de l'équation (7), formant un système fondamental; on
a entre ces intégrales la relation

(*7)

supposons qu'o
tion (17) pourr

(17 y u^u^i

d3 Ut d2 Ut dût
d^ dxï dx ul

d3 Uî dî Uî duî
dx^ dx^ dx uz

d3 Us dî Mg dus
dx^ dx^ dx u3

d3^ d^Uf, du^
dx

n ait
as'é

'3^

3 dx^ dx *

L fait disparaître
crire

i d3Ut i d2Ut
ui dx^ Ut dxî ui dx '
i d3 u^

Us da-s ï

i d3^
u;, dx^ l

== ç,ef-^tix

e second t(

ï du

»

erme B; la rela

= G.

XI. 11
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On vient de voir que les fonctions -^ ̂ 1, -!- duî, ... admellentMI aa* ^2 aa? ?

pour chaque valeur de *r, un nombre limité de valeurs. Posons,
pour abréger, ;; s -/w.
on en déduit successivement

^S—^)-^)2 -M^

i S ̂ (^/WiO^/^);

il en résulte que, pour une valeur donnée de .r, le déterminant pré-
cédent n'admet qu'un nombre limité de valeurs; et, par suite, il
en est de même du produit u^u^u^u^. Si le produit de quatre
intégrales quelconques n'admet en chaque point qu'un nombre
limité de valeurs, il en est de même du quotient de deux inté-
grales quelconques et, par suite, d'une intégrale quelconque. On
a donc le théorème suivant ;

THÉORÈME III. — Si les intégrales d^une équation linéaire
du quatrième ordre à coefficients uniformes vérifient deux
relations homogènes du second degré, pouvant être mises sous
la forme (i5), une intégrale quelconque sera racine d'une
équation entière à coefficients uniformes, pourvu qu'on fasse
disparaître le second terme dans l9 équation (7).

Si l'équation (7) a toutes ses intégrales régulières, l'intégrale
générale s'exprimera au moyen de fonctions algébriques.

9. Je suppose en second lieu que la biquadratique gauche ait un
point double; il existe seulement trois cônes distincts du second
degré passant par la courbe gauche.

L'un de ces cônes Si a son commet au point double, les deux
autres Sa, Sa passent par ce point double sans être tangents en ce
point au cône Si. Imaginons qu'on ait pris le tétraèdre de réfé-
rence de la manière suivante : le plan Ui == o sera le plan passant
par les sommets des trois cônes S,, Sa, Sa; le sommet opposé sera
pris sur le diamètre conjugué du plan Ui par rapport au cône S,.
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Enfin, les plans Ua, IJ3, U.i seront les plans passant par ce sommet
et par les trois côtés du triangle ayant pour sommets les sommets
des cônes Si, Sa, Sa. On pourra mettre les équations de ces cônes
sous les formes suivantes :

Si : U?-hU |+U |=o ,
82: U?-+-aUj-+- îilJiU^o,
83: ( a - i ) U î + a U j - 2 U i U 4 = o .

Toute transformation linéaire qui fait revenir la courbe sur
elle-même ne doit pas changer le cône Si, et les cônes 83 et 83 ne
doivent pas être changés non plus, à moins de se permuter. Il en
résulte que le plan Ui == o doit être invariable par toute substi-
tution de cette nature; les plans U2==o, U3==o doivent aussi
être invariables, à moins de se permuter entre eux, et le plan
U4===o doit se changer en un plan passant par l'intersection des
plans U< == o, U4===.o. Toutes les substitutions possibles sont
comprises dans le Tableau suivant :

U i = X U i , Uî=±:XU2, U3==±XU3, U 4 = = X U 4 ,

U i = = X U i , U2=±).U3, U 3 = = f c X U 2 , U4= ^ ( a — a ^ i — X l ^ ,

fêtant une constante arbitraire. Toutes ces substitutions changent
en elles-mêmes la relation U f + U j + U ^ = = o, qui peut s'écrire

(18) U?=ViV2 ,

en posant
v^Uîv^+n»,
V2=V2/=~T-U3;

il en résulte que V<, Va sont les carrés des intégrales d'une équa-
tion linéaire du second ordre à coefficients uniformes (n° 2); on
aura

V — y2v! —y^
V,=yj,
Ui-^i.72.

La variable x décrivant un contour fermé quelconque, nous
savons que les valeurs finales de Vi, V^ seront de l'une des for-
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mules

(Viy==xvi, (VaV^A^ ,
(Vi)'=XVi, (V2V=-).V2,
(Viy=xv2, (v^xvi,
(Viy==xv2, (V2y=~xvi;

par suite, les valeurs finales de y^ y\ seront de même forme. Tl on
résulte que les dérivées logarithmiques

_i_ dy^ i dYï
yt dx ? y 2 dx

seront racines d^une équation du second degré à coefficients uni-
formes. Cela posé, supposons que dans Inéquation du second ordre
qui admet pour intégrales y ^ y y^ on ait fait disparaître le coeffi-

cient de -:7; la relationdx
dy^ dy, __yi ~dx ~~yî ~dx ~c

peut s? écrire
y,y,(±±l^±±î\ -> / l• / 2 \y, dx ^ d x ] ~==C;

elle montre que le produit y \y^ ne peut prendre que deux valeurs
égales et de signes contraires; donc le produityfj^ est une fonc-
tion uniforme de la variable. D^un autre côté, puisque, par un
contour fermé décrit par x^ y\ se change en \y\ ou ^y^, et de
même y\ en '^i\y\ ou ± ̂ J^, le produit y\y\ se change en
dLz^j^y^. Comme le produit y\ y\ est uniforme, on aura
^==±1; il suit de là que y\ et y\ sont racines d'une équation
quadratique à coefficients uniformes. Si donc on posejr8:^:^,
z sera donné par une équation telle que

(19) ^4.p^+Q4=o,

P et Q étant des fonctions uniformes, puisque le produit y\ y\ est
uniforme. Un système fondamental d'intégrales de Inéquation (7)
sera formé par

y\. y\. y 1^2,
y'*_ y'*
' \ J 2

yij'î
10. La biquadra tique gauche peut avoir un point de rcbrous-
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sèment; il n'existe alors que deux cônes du second degré passant
par cette courbe : l'un d'eux S< ayant son sommet au point de
rebroussement, le second Sa passant par ce même point et tangent
en ce point au premier. Je prendrai un tétraèdre de référence
formé de la manière suivante : soit U< le plan tangent commun
aux deux cônes. J'appelle Ua le second plan tangent mené par le
sommet de Sa au cône Si. Je prendrai pour Us le plan des deux
génératrices de contact du cône S< avec les plans Ui et Ua, et pour
IJ4 le plan tangent à Sa le long de la seconde génératrice d'inter-
section de ce cône avec Ua. Les équations de la biquadratique
gauche pourront être mises sous la forme

(20)
U|-UiU3=o,
U^-UiU,=o .

Toute transformation qui fait revenir la biquadratique gauche
sur elle-même ne doit pas changer les cônes Si et Sa, ni par suite
les plans Ui, Ua, €3, LL» qui sont liés invariablement à ces deux
cônes. Il en résulte que ces transformations seront de la forme

U i = X U i , U 2 = ( A U 2 , U a = v U 3 , U 4 = p U 4 ;

inversement toute transformation de cette nature n'altère pas la
biquadratique pourvu que les constantes \^ [JL, v, p vérifient les
relations

\»»==X(A, (J.2=Xp.

On voit que les quatre dérivées logarithmiques

i JUi i dVî i dVs _ï_ d\J,,
Ui ~ d x ' U; ' J x ' \ ^ ' d x ' U,; ~dx

seront des fonctions uniformes de la variable /i (.c), /y {x), /a {x ,
f^(^)i et l'on aura

Ui == e-^t^ dx, U2 = e^^ dx, Ua == e^a^ dx, U^ = e^^^.

Les relations (20) deviennent

( ^(^^/i-^,
^1 ) \.AW-f^-^

l'éciproqucincnl si j\, /^, /;{, /''. soni (|iiatrc fonctions uniformes
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vérifiant les relations (21), il est clair que L^, Ua, Ua, U, sont
quatre intégrales (Tune équation du quatrième ordre à coefficients
uniformes, vérifiant les relations (20).

H. Je suppose en dernier lieu que la courbe d'intersection se
compose d'une génératrice commune et d'une cubique gauche.
Faisant abstraction de la génératrice, la question revient à trouver
les transformations linéaires qui font revenir sur elle-même une
cubique gauche. J'emploierai, pour traiter ce dernier problème, le
raisonnement employé aux n°» 2 et 3. Il existe, comme on sait, une
infinité de cônes du second degré passant par la cubique; soient
Si cl 83 deux de ces cônes et Li la génératrice commune. Soit Us
le plan tangent à S< le long de L< et La la seconde génératrice
d'intersection de Ug avec 82 ; soit de même Us le plan tangent à Sa
le long de L< et Ls la seconde génératrice d'intersection de U3
avec S<. Soient encore U< le plan tangent à Sa le long de La et 1:4
le plan tangent à S< le long de L3. En prenant pour tétraèdre de
référence le tétraèdre formé par les quatre plans U < ; Ua, Ua, U^,
les équations de la cubique ou les relations entre un système fon-
damental de l'équation (7) pourront s'écrire

(...) JUJ=U,U3,
( U J = U 2 U 4 ;

soient, comme plus haut, (U^/ , (Ua/, (U,,)', (U^/les valeurs que
prennent ces intégrales après que la variable a décrit un contour
fermé; les relations

(.3) (W=U,U-3,
( (Uay^-u^u,

devront être des conséquences des relations (22). En éliminant
entre les équations (22) et une des nouvelles équations (23) deux
des quantités U < , Ua, Us, U.,, on devra être conduit à une identité.
Pour faire celle élimination, je pose

on en lire

U 2 _ _ U 3 _ U , .
U , - U ; - Î Î 3 -

11,= (,)l;ï, U3=-(o2[^ l^=(^ll,;
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la première des relations (a3) devient

( (A(tf3-|-^(o»-4-/to -he)»
( = (rf(tf34-c(os+&(x)4-a)(^'œ3+^(x)l-^-/y(o•4-^),

et doit être satisfaite pour toute valeur de (o. Les quantités d, A,
rf', A'ne pouvant être nulles en même temps, supposons h 7^0;
on aura aussi h1-^ o, d-^-o. Supposons d'abord

A(x)3 -t-^fa)2 •+• /(o -h e == A((O — a)((o — p)((j» -—Y),

a, (3, Y étant trois nombres différents. Les polynômes qui figurent
dans le second membre de la relation (a4) ne peuvent contenir les
trois facteurs simples <o — a, 10 — (3, a) — y; car ces polynômes
seraient identiques à un facteur constant près, et l'on aurait A == o.
Il faudra donc que chacun d'eux contienne un facteur double et
un facteur simple ; on aura, par exemple,

c?fa)1 -hco)1 4- btû 4- a == û?(fa)—a^fa)—?),

^o)3 4- ^fa)1 -+-/'(*) 4-^= ^(o)—p)»( to—Y)2

et, par suite,

(Ut Y _ Aœ3 4- ^o)8 •+• /(x) -̂  g _ ^ ( t o — Y )
(Ui)' ~" dw3 +c(x) 24-6(o+<% — rf((o — a ) '

Si Au)3 4-^(o2 + /(o -t- <? est le produit d'un facteur double
(o — a par un facteur simple <o — jî, Fun des polynômes du second
membre de (a4) contiendra un facteur tri pie et l'autre un facteur
double et un facteur simple, ou bien tous les deux contiendront
un facteur double et un facteur simple. Ce dernier cas est à re-
jeter, car les deux polynômes seraient identiques. Dans le premier
cas, on aura

d^ + Cû)2 -+-ôû) -}-a==d(ià—a)3,
^'(o3 4- ̂ 2 4-/'to + ̂ = h\tù — a>((o — p)2,

et le produit ̂  se réduit à h^=^-1 (Ui) û?((o—a)
Enfin, si Ao)3 -4-g^ -^r f^ + ^ contenait un facteur triple, les

trois polynômes seraient identiques. En résumé, dans tous les
cas qui peuvent se présenter, lorsque la variable décrit un contou
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fermé, (o se change en une expression de la forme

Xo) 4- pi
V(0 -I- p

^5 i^î v» P étant des constantes qiii ne dépendent que du chemin
suivi par la variable. Il en résulte, en employant toujours la
même notation, que H((o) est une fonction uniforme de la va-
riable. Soit P(.z*) cette fonction; considérons l'équation linéaire

(25) g-^P(,)^<,;

on pourra choisir deux intégrales y ^ , y^ telles que leur rapport
soit égal à co. On aura

ou bien

^ _ Uî ^ Ua _ ï^
yi ~" Ui U., Us

îll^.-il2- = ^3 ^ U4
7Î ^î72 yiyj ^'

Soit F(Z) == o Féquation linéaire du quatrième ordre à coeffi-
cients uniformes qui admet pour intégrales les cubes des intégrales
de l'équation (a5); un sy sterne ̂ fondamental d'intégrales de cette
équation sera formé par

y\. y\y^ y\y^ ri'

On passera de l'équation F(Z)== o à l'équation (7) en posant

^^
îp(^) étant de la forme ^.W^)^ où ^(•^O est une fonction uni-
forme.

Les intégrales de l'équation (7) seront

y3^(;c}rf^ yïy^e5^x)(iX^ y^yîçS^X}dx^ y3 çS^x}(lX ^

Si dans l'équation (20) on pose y == ^—===5, les intégrales de
v?^)

l'équation (7) seront les cubes des intégrales de l'équation en ^.
Donc :
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THÉORÈME IV. — Si les intégrales d'une équation linéaire du

quatrième ordre à coefficients uniformes vérifient deux rela-
tions homogènes du second degré, pouvant être mises sous la
forme (22), les intégrales de cette équation, sont les cubes des
intégrales d'une équation linéaire du second ordre à coeffi-
cients uniformes.

12. Voici comment on pourra former Inéquation générale du
quatrième ordre de cette nature. Soit Inéquation linéaire

^ -Hydx^ - n y i

en posant u=y3, on aura successivement

S=3^'
Ê^H^e^y,
Ê-^'—H^o^y,
ë = O11'-1- "H.)y3 +3oH'̂  4- 6oH^(^)2;

en éliminant entre ces cinq équations^'», J^ 2 —^» y i - f ^ ) ' (-r)3'
on aboutit à l'équation suivante :

(î6) ^--"ë-1011'^112-311')1-0-

Pour obtenir inéquation la plus générale du type demandé, il
suffira de "faire la transformation u == (p(;r)U, <p(^) étant une
fonction quelconque de .y, elle contiendra deux fonctions arbi-
traires H et y(^). Pour qu'une équation du quatrième ordre ré-
ponde à la question, il suffira qu'elle soit de la forme (26), quand
on aura fait disparaître le second terme, et l'on a tout de suite la
valeur correspondante de H.

13. J'ai déjà fait remarquer que le problème traité revient à la
recherche des substitutions linéaires qui font revenir sur elle-
même, soit une surface du second dc^ré, soit une biquadratiquc



— no —
ou une cubique gauche. On voit par là de quelle importance est,
dans la théorie des équations linéaires, l'étude des substitutions
linéaires qui reproduisent une forme donnée. Sans aborder ici cette
élude dans toute sa généralité, il est bien aisé de mettre en évi-
dence le lien intime qui existe entre ces deux questions. Soit
F(y)===o une équation différentielle linéaire d'ordre m à coeffi-
cients uniformes et

(^7) f(yt, y^ ,..,^)=o

une relalîon homogène d'ordre n entre m intégrales y^ y^ ...,
y» armant un système fondamental. Supposons qu'entre ces inté-
grales H n'existe pas d^autre relation homogène de même degré.
Soienty o^, .*,,j^ les valeurs nouvelles de ces intégrales
après un conAow fermé décrit par la variable ; la relation

/(Yl» Vî» .,.»^m)=0

devra être identique avec la relation (2^). Le groupe de l'équa-
tion F (y) == o ne contiendra donc que des substitutions reprodui-
sant la forme homogène /(y<, y^ ..., y m). Si ces dernières
substitutions sont en nombre limité, en considérant comme iden-
tiques celles qui ne diffèrent que par un facteur constant, on en
conclura comme au n° 8 que la dérivée logarithmique d'une inté-
grale quelconque n'admet, pour chaque valeur de la variable,
qu'un nombre limité de valeurs ; puis, si l'on fait disparaître le

coefficient de ^ dans l'équation proposée, le même raisonne-

ment montre que chaque intégrale n'admettra, pour une valeur
particulière de la variable, qu'un nombre limité de valeurs diffé-
rentes.

Si l'équation F (y) === o a toutes ses intégrales régulières, on voit
que l'intégrale générale s'exprimera au moyen de fonctions algé-
briques.

Plus généralement, supposons que les intégrales y^ y^^ • • • ,
y m vérifient une relation algébrique de degré n\ celle relation
pourra s'écrire, en groupant ensemble les termes de même de-
gré :

(28) ^n(yi, j'2,...,.r/»)-+-?^-i(yi^'2^---^'w)-+-...-+-<p/»0'i?r2,...,^w)=o
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S'il n'existe entre ces intégrales aucune autre relation de degré

égal ou inférieur à n, la relation obtenue en remplaçant y ^ , y^ ...,
y m par y\, y^ ..., y^ devra être identique à (28). Il en résulte
que les groupes homogènes <?„, y^-n • • • 5 ç/» devront se reproduire
identiquement, et le groupe de l'équation ne contiendra que des
substitutions linéaires qui reproduisent à la fois les formes homo-
gènes y^,, ..., y/i_<, <pw Si le nombre des substitutions qui repro-
duisent l'une de ces formes est limité, on en tirera les mêmes con-
séquences que tout à l'heure.

Si l'équation F(y)==oest du troisième ordre, toute relation
homogène de degré n entre les intégrales f{y\j y^ y ^ ) == o peut
être regardée comme l'équation, en coordonnées homogènes, d'une
courbe plane et l'on se trouve amené à la recherche des substitu-
tions linéaires qui n'altèrent pas une courbe plane. Le cas d'une
conique est celui qui a été traité antérieurement (n° 2); il y a une
infinité de substitutions répondant à la question. Mais, si

/(7lî72»y3)==0

représente une courbe indécomposable d'un degré supérieur au
second, il est bien aisé de voir qu'il n'y a, en général, qu'un
nombre fini de substitutions linéaires reproduisant cette courbe.
Il suffit d'employer un raisonnement analogue à celui qui a été
employé par M. Peincaré, dans le cas des cubiques (Journalde
V École Polytechnique, L® Cahier). On saif^ttSt existe loujôurs,
pour une courbe plane d^n degré supérieur au second, un certain
nombre de points singuliers et de droites singulières : points
doubles, points d'inflexion, points de rebroussement, tangentes
doubles. ToMte substitution linéaire qui reproduit la courbe de-
vant changer un point singulier en un point singulier de même
nature, il s'ensuit que le nombre des substitutions possibles est
forcément limité. Le résultat auquel on se trouve conduit est
précisément le résultat qui a été obtenu par M. Fuchs.

Il faut pourtant remarquer que, si l'on a une courbe ayant des
singularités élevées, il peut en être autrement. Considérons, par
exemple,-une cubique ayant un point de rebroussement. Prenons
pour côtés du triangle de référence les tangentes au point de re-
bronssement e{ fui point d'inflexion la droite qui joint ces deux
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points; l'équation de la cubique sera delà forme

a?3 — y^z = o.

Il y a une infinité de substitutions linéaires qui reproduisent
cette courbe et qui sont de la forme

.y== XX, y==(JiY, ^=vZ ,

avec la condition X3 == [j^v. On en conclut, comme au n° 10, que
toute équation du troisième ordre à coefficients uniformes, dont les
intégrales vérifient la relation

I^=U|U3,

admet un système fondamental d^intégrales

Ui = e^f^^, Ua = ^'A(^)^, Us = e^W ,̂

où f^x\ f^x\ fï(^) sont des fonctions uniformes vérifiant la
relation

3/1 (37) =2/2 (a?)+/3 (.2?).

Ce cas est analogue, comme on voit, au cas d^une biquadratique
gauche ayant un point de rebroussement.

Tout pareillement, si les intégrales d^une équation linéaire du
quatrième ordre à coefficients uniformes vérifient une relation
homogène d'ordre n

/(yi»y2,j3,y4)=o,

et une seule, le groupe de Inéquation ne contiendra que des sub-
stitutions linéaires reproduisant la surface représentée par Inéqua-
tion/(y,, ya.» J'3? Y h ) = o. Si cette relation est du second degré,
on a vu que ces substitutions étaient en nombre infini. Dans le
cas où l'équation est de degré supérieur au second, on déduit de
considérations géométriques analogues aux précédentes que ces
substitutions seront en nombre limité, sauf dans certains cas que
Pon peut regarder comme exceptionnels.


