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Sur les équations différentielles linéaires du quatriéme ordre,
dont les intégrales vérifient une relation homogeéne du se-
cond degré; par M. Gounsar.

(Séance du 20 juillet 1883.)

1. Les intégrales d’une équation linéaire d’ordre m sont carac-
térisées par cette propriété que, entre m intégrales, formant un
systéme fondamental, il ne peut exister aucune relation linéaire
et homogéne; mais il peut y avoir entre ces intégrales une relation
homogéne d’un degré supérieur.

Dans un récent Mémoire (Acta mathematica, t. 1, p. 321),
M. Fuchs a étudié les équations du troisiétme ordre a coefficients
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rationnels dont les intégrales vérifient une relation de cette na-
ture; 'éminent géométre a montré que, si la relation est d’un
degré supérieur au second, 'intégrale générale peut s’exprimer au
moyen de fonctions algébriques. Dans le cas particulier ou la rela-
tion est du second degré, les intégrales de I'équation proposée
sont les carrés des intégrales d’une équation du second ordre a
coefficients rationnels (*). Je me propose de montrer qu’il existe
un cas de réduction analogue pour les équations linéaires du qua-
triéme ordre. La méthode que j’emploie s’appliquant avec une
égale facilité aux équations du troisiéme ordre, je commencerai
par l'indiquer en quelques mots.

2. Soit

diu d’u du
une équation linéaire du troisiéme ordre ou, pour plus de généra-
lité, je suppose que B, C, D soient des fonctions uniformes d'un
point analytique (z, »), » étant lié & z par la relation algébrique
f(z, y)=o0. 8l existe entre les intégrales de I'équation (1) une
relation homogéne du second degré a coefficients constants, cette
relation pourra étre mise sous la forme

2 2 2 —
ul +ul+ul=o,
ou, ce quirevient au méme, sous la forme
(2) v} = 0y03,

V1, Va, v3 désignant trois intégrales linéairement distinctes. D’ail-
leurs, il est clair que, entre les intégrales ¢y, ¢s, 03, il ne saurait
exister d’autre relation homogéne différente de I'équation (2)
Cela posé, faisons décrire un cycle a la variable z; v,, ¢,, ¢; se
changent respectivement en

avy +bvy 4+ cvs,
a'vy 4+ b'vy -+ o3,

a’ vy + b"vy + vy,

(') Voir, a ce sujet, LAcuerre, Comptes rendus de U’Académie des Sciences,
t. LXXXVII, p. 124 et 216; ArpeLL, Annales de I’Ecole Normale, 1881, p. 413.
XI. 10
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le déterminant

a b ¢
A=|a b ¢
a U

étant essentiellement différent de zéro.
On devra encore avoir

(avy+ bog+ cv3)2 = (a'vy + b'vp + c’v;)(d”v. + b"vg -+ c"0y),
ou bien

(3)

avy -+ boe 4+ coy "oy 4+ "0 4 " vy
0/91 -+ b'Vg -+ 0'93 - avy + bv: + Ccv3

La relation (3) doit étre identique avec la relation (2), c’est-
a-dire que si, entre (2) et (3), on élimine une des quantités ¢,, v,
¢v3, le résultat devra étre identiquement nul. Pour faire cette éli-
mination, posons

(2 v
—5=-—3=w,
2] 91

on en tire
PL=wey, ¢3=wlp,,

et la relation (3) peut s’écrire

aw+b+cw?  a'w+ b+
dw+b64+cwt uw-+b+4cwt

(4)

b

et cette égalité doit avoir lieu pour toute valeur de w.

Les trois quantités c, ¢/, ¢’ ne pouvant étre nulles en méme
temps, puisque A est différent de zéro, 1'une, au moins, des deux
fractions sera du second degré. D’un autre cété, les numérateurs
et les dénominateurs de ces deux fractions ne peuvent étre iden-
tiques & un facteur constant prés; ce qui entrainerait A = o. Pour
que I'égalité (4) ait lieu pour toute valeur de w, il faudra donc
que les deux termes de chacune de ces fractions présentent un
facteur commun du premier degré, si elles sont toutes deux du
second degré, ou que cela ait lieu pour I'une d’elles, s'il n’y en a
qu’une du second degré. Dans les deux cas, par la suppressmn
de ce facteur commun, les deux fractions se réduisent au premier
degré, et I'on a identiquement

faw+btcwr  a'w+b +cwr )\m+p.
do+b+cdor aw+brcwr vw—\—p
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A, i, v, p désignant des quantités constantes. Il en résulte que tout
cycle décrit par la variable change w en une expression de la forme

Aw + o
= B. Posons, en général,
v +p )

« désignant une fonction quelconque de z; on a, quelles que
soient les constantes A, p, v, p,

H(“‘**‘) = H(a).

yu-—+p

La fonction H(w) est donc une fonction uniforme du point
analytique (z, y).

Soit H(w)="P(z, y); considérons maintenant I’équation du
second ordre
diz dsz

T P I
ou p et g sont des fonctions uniformes du méme point analy-
tique (z, y). Le rapport n de deux intégrales de cette équation
satisfait, comme on sait, & 'équation du troisiéme ordre
" _3 (’1’)’__ dp

1_;—

n v,

on peut prendre p et g, et cela, d’une infinité de maniéres, de
fagon que l'on ait

%—5 — -;— pr—2q9 =P(z,y).
Il suffira de prendre, par exemple, p =0, g = — iP(x, ¥)
L’équation
5 Bz 1 P(z,y)s=0
(%) i T P@y)s=

admettra deux intégrales dont le rapport sera précisément égal
a w; il suffira de prendre les trois constantes arbitraires qui en-
trent dans 'expression de 7, de fagcon que 7 et ses deux premiéres
dérivées prennent les mémes valeurs que w et ses deux premiéres
dérivées pour une valeur particuliére de la variable. Soient 3,
ct 5, les deux intégrales dont le rapport est égal a w; on peut



écrire
- 2 -
=1 _ %1 _ A5
53 3159 E-H
ct, par suite,
Y1 _ V2 Y3
S1433 - z; - .Zz

Imaginons que l'on ait formé 1’équation linéaire du troisicme
ordre qui admet pour intégrales les carrés des intégrales de I'équa-
tion (5) et soit F(Z) = o cette équation. Ses coefficients seront
aussi des fonctions uniformes du point analytique (z, ') et un
systéme fondamental d’intégrales sera constitué par 37, 5 52, 53-

Désignons par (z' ) la valeur commune des rapports précé-
)
dents; si dans l’ équation F(Z)= o on fait la transformation

Z=9(z,y)y
on devra retrouver 'équation (1). Il en résulte que ¢(z, y) devra
étre de la forme

¢(z, y) = eS¥aydz,

$(x, ) désignant une fonction uniforme du point analytique
(.Z‘, J’)
Les intégrales de I’équation (1) seront donc

z% e——f'il(z,y)dx’ 2133 e—I\P(x,y)dx’ z: e—f’*‘(z‘,y)!].l‘_
En posant dans I’équation (5)

1
s fY(z, yd
z=e,l+ry) rY’

on aura une équation de méme forme en Y, dont les carrés des
intégrales seront précisément les intégrales de P’équation (1).
Soit

%;—z,zpz

une équation du second ordre; formons I’équation du troisiéme
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ordre en « = z%. On a

u =32
du ds
d_.z' =223 'd_.z"
dru ds\* .
=\ &) T2
diu dz
—— =8P5 — + 2P'32;
an 8P o “+ 2P’ 32;
T ., _dz (dz\? , .
I'élimination de 5%, 5 =, (=) entre ces quatre équations, con-
duit a 'équation
du . du b
(6) —%—413%-—21’11,—-0.

Si I'on pose ensuite u=¢(z)U, on aura la forme généralc
d’une équation du troisitme ordre dont les intégrales vérifient
une relation homogéne du second degré; elle contient deux fonc-
tions arbitraires P et ¢(z). Etant donnée une équation linéaire
quelconque, on sait qu’on peut, par un changement de fonction,
faire disparaitre le second terme et cela d’une seule maniére. Pour
qu’une équation du troisiéme ordre appartienne a la catégorie
précédente, il faudra que, cette transformation effectuée, elle soit
de la forme (6), et 'on a immédiatement la valeur correspon-
dante de P.

3. Je considére maintenant une équation linéaire du quatriéme
ordre, et je suppose d’abord que les coefficients soient uniformes

diu

d3u diu du
(7) e —-=

+6GC +4D—5+Eu=o.

+4B 5 i Z

S'il existe entre les intégrales de cette équation une relation
homogéne du second degré, on sait, d’aprés la théoric des formes
quadratiques, que cette relation pourra toujours étre mise sous la
forme

(8) aul+ Bul+yui+dui=o,
Wy, Us, us, uy désignant quatre intégrales formant un systémc

fondamental et a, 3, v, 6 des quantités constantes. Dcux de ces
cocfficicnts ne pcuvent étrc nuls en méme tcmps, mais nous
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aurons deux cas a distinguer suivant qu’aucun d’eux n’est nul ou
que I'un d’eux est égal a zéro.

4. Je prends d’abord le cas ou a, 83, y, & sont tous différents
de zéro. La relation précédente pourra s’écrire

(8Y Ui Uy=TU,U,,

en posant
U= ul\/; +u:\/:T§1
U=u Vo —usy/—B,
Us = us V= + u, /7,
Us=usV— 7 — s /3

U,, U,, U,, U, forment encore un syst¢éme fondamental.
Désignons par (U,Y, (Ua), (Us)Y, (Ui) les valeurs nouvelles

de ces intégrales aprés que la variable a décrit un contour fermé;
on aura

(UyY =aU; +bU; +cU; +dU,,

(UsY =eUy +fU; +gUs + AU,

(Us)=€Uy+ f'Us+ g'Us+ AUy,

(UyY = @' Uy+ 8" Uy + ¢'Uy + d'U,,

a, b, ¢, ... étant des constantes dont le déterminant
a b ¢ d
a b d d
e f g h
e f g w

est différent de zéro. Les intégrales (U,Y, (U,), (Us)Y, (Uy)
doivent encore vérifier la relation (8); ce qui peut s’écrire

A=

( ) aU1+bUg+ CU3+dU‘ _ 6’U|+f'Ug+ g’U3+ h’Ub
9 eUi+fUs+gUs+ 20,  @U;i+ 60+ Uy d U,

De plus, s’il n’existe pas entre les intégrales de I'équation (7)
de relation homogéne du second degré différente de la rela-
tion (8)’, comme nous le supposous, les équations (8) et (9)
devront revenir I'une & l'autre. Si 'on élimine entre elles unc
des intégrales Uy, U,, Us, Uy, le résultat devra étre identiquement
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nul. Pour faire cettc élimination, posons

U _Us
“=g, =0
U U,
©=g, T O

I'équation (g) devient

(awi+b)wy+co+d (€4 fws+ g+ A

U
(9) (ewi+flug+ g+ h  (@w+ b)wg+cw+d~

et cette nouvelle relation devra étre satisfaite, quelles que soient
les quantités b, w,. Les quatre coefficients a, d/, e, ¢’ ne peuvent
étre nuls a la fois; I'une au moins des deux fractions contiendra
un terme en w, w,. D'autre part, les numérateurs et les dénomi-
nateurs des deux fractions ne peuvent étre identiques a un fac-
teur constant preés, car il s’ensuivrait que A est nul. Il faut done,
pour que l'égalité () ait lieu, quels que soient w,, w,, que les
deux termes de chacune des deux fractions présentent un facteur
commun du premier degré en w,, w, si elles sont toutes deux du
second degré ou que cela ait lien pour 'une d’elles au moins, s'il
n’y en a qu'une du second degré. Supposons, par exemple,
a# o; U'expression aw,w; + bw, + cw, + d ne peut se décom-
poser qu'en un produit de deux facteurs tels que (lw,+ m),
(pw2+q).

La suppression d'un facteur commun du premier degré au
numérateur et au dénominateur de

awy g+ bt!)g-l— 00)|+d
ewywy+ fwy+ gwi+ h

raménera cette fraction a 'une des deux formes

l(l)i-l— > )\‘ We - 21 .
VO1+p  Viwa+pr’

de méme la fraction

(awy+ blwg+coy+d
(e'w.+f’)w,+ g’on+ A

devra se réduire a I'une des deux formes

N g+ p." Ny ws + .
Viar+p'l viwg+p)




— 152 —

Mais il est & remarquer que si la premiére fraction sc réduit
. A4 @ . Ny ws 4 1 .

"t B Ja seconde devient ——2"' e inversement.
YW+ p Viwe— Py
Nous voyons donc que, la variabl: décrivant un contour fermé

quelconque, on a soit

hwy 4+ Nywg+
(o) ="2E (=222l
vwg+ @ Viwe—+ Py
so1t
, )\l(l)z—l'—' e ) }’0}1—’— P.’
(o)) = ———> ()= F——=-
ViWa - Py vV w+p

m ”\ 2 .
Posons comme plus haut H(z) = = — % (;:-,) ; la variable z

décrivant un contour fermé quelconque, les fonctions H(w,),

H(w;) ne peuvent que revenir a leurs valeurs initiales ou s’échan-
ger entre elles. Donc :

Les fonctions H(w,), H(w,) sont racines d’une équation qua-
dratique & coefficients uniformes

(10) H2 4+ 2®(x)H+ ¥(z) =o0.

Soient H,, H, les deux racines de cettc équation; considérons
les deux équations linéaires
Aty 1
— -Hyy=o0
dri T3 Y ’
(11)

I
—d_z'i -+ ;_H,z = 0.

Soient yy, ¥, un systéme fondamental d’intégrales de la pre-
miére, et z,, 5, un systtme fondamental d’intégrales de la
seconde : les produits ¥,3, ¥152, ¥251, ¥2 52 constituent un sys-
téme fondamental d’intégrales d’une équation linéaire du qua-
triéme ordre a coefficients uniformes. En effet, la variable
décrivant un contour fermé quelconque, les racines H,, H, de
I’équation (10) reviennent & leurs valeurs initiales ou s’échangent
entre elles. En désignant par (), (72), (51), (52) les valeurs
finales des fonctions ¥y, ¥, 3, 52, on a, dans le premier cas,

(1) =coyr1+c1ys,
(72) = coy1+ ¢y s,
(31) = doz1 + dy 2,
(32)' = dy 51+ d) 53,
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et, dans le second cas,

(1) = dy3y + dy 2,
(y2) = dy 31+ dy 7,
(51) = coy1+ €1 )1,
(82) = o1+ ciya;

dans les deux cas les valeurs finales des produits y,y., ¥ 52,
Y2531, Y23, s'expriment par des formules linéaires et homogénes i
coefficients constants au moyen des valeurs initiales.

Supposons, comme on I’a expliqué tout a I'heure (n° 2), qu’on

ait choisi les intégrales y,, ¥2, 2y, 3, de facon que le rapport ?

2

soit égal & w, et le rapport :—' A w,, et soit F(P)= o I’équation
2

du quatriéme ordre a coefficients uniformes qui admet pour inté-
grales les produits des intégrales des deux équations (11). Des
relations

o= 20 = U1 _ Us,
! Y U, U,
® 21 _9—’__Ug
T U U
on tire facilement
U, _ Ua-= U, U,

Y131 Y241 Y132 Y232

Désignons par ‘P_l— la valeur commune des rapports précédents;

()
si, dans I'équation F(P) = o, on pose

P= cp(.z‘)u,

on devra retrouver I'équation (7). Il en résulte quep(z) sera de
la forme
(P(a;) = efdlx) d.‘l."

¢(x) étant une fonction uniforme de z, et I'équation (7) aura pour
intégrales

Y15, e~ dir, Y133 e—Jdx) d . Y25 e~Jdx) dur, Yas e—J¥(x) dx,

Solent maintenant =, (), ws( ) deux fonctions uniformes de z,
telles que wi (&) + = (x) =4 (). Si dans les équations (11) on
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y= eJm(x)dx Y,
5 = efmlxldx ],

les intégrales de I’équation proposée (7) seront précisément les
produits des intégrales des deux équations du second ordre en Y
et en Z. On a donc le théoréme suivant :

Tutoreme I. — Si les intégrales d’une équation linéaire
du quatriéme ordre a coefficients uniformes vérifient une rela-
tion homogéne du second degré et une seule, cette relation
pouvant étre mise sous la formd (8), les intégrales de cette
équation sont les produits des in}égrales de deux équations
linéaires du second ordre dont les coefficients sont racines
d’équations quadratiques a coefficients uniformes.

Remarque I. — On peut prendre pour =, et «, des fonctions
quelconques de z, assujetties a la seule condition

™ (2) + ®a (2) = $(@)-

Si I'on prend, comme nous l'avons supposé, des fonctions uni-

. 74 ¢ dZ .
formes, les coefficients de 7 €t de = seront uniformes, et les

coefficients de Y et de Z seront racines d’une équation du second
degré a coefficients uniformes, comme H, ‘et H,.

Remarque I1I. — 11 peut arriver que dans 1’équation (10)
®2 — ¥ soit un carré parfait; dans ce cas, les équations en Y et

en Z seront elles-mémes a coefficients uniformes et absolument
distinctes 'une de ’autre.

Remarque III. — Supposons que I'équation (7) ait toutes ses
intégrales réguliéres; H(w,), H(w,) présentent pour toute valeur
de z le caractére de fonctions algébriques, et, par suite, ®(z),
W (z) seront des fonctions rationnelles de la variable. On pourra
prendre pour H(w) une fonction rationnelle de z et de ¢, v étant
liée & z par une équation du second degré. On peut, de plus, recon-
naitre facilement que les produits (x — a;)*H(w), ;I; H(w) restent

.
finis pour £ =a; et pour x = . Il en résulte que les intégrales
des équations en ) et en z sont également réguliéres.
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J’ai admis, pour faire le raisonnement, que les coefficients B, C,
D, E étaient uniformes; mais il est bien aisé¢ de voir que la
méthode et les résultats subsistent si ces coefficients sont des fonc-
tions uniformes d’un pointoanalytique (z,y). Il n’y a qu’a rem-
placer partout fonctions uniformes d’une variable par fonctions
uniformes d’un point analytique (z,y) et contour fermé par
cycle.

5. Voici comment on pourra former I'équation générale du
quatri¢me ordre dont les intégrales vérifient la relation (8). Con-
sidérons les deux équations du second ordre

et = W,
d?
= ke

qui donnent comme conséquences

By o
as “Hg 17
"
37{ =(H=+H')y+zﬂ'%,
d3z dsz ,
a;’- =K22+KZ,
dvz

m = (K’—'— K’)Z-FZK,’i—;)

et posons « = yz. On aura successivement

du dy ds

T =AY

diu dy dz
a—x?_(H—o—K)yz-l—-z——-la—;,

Lr_ HK SK+H)s 2 +BH+K)y B
7o = (H+K)yz+( 3K+ o + Ky 70
DU (Hig B+ K3+ K'+ 6KH)yz + a(H'+ 2K')z 4
dx* dz-

+z(zu'+K')yi—i+4(H+K)i—‘; .‘%;‘

R dz _dy dy dz ., .
I’élimination de y3, y 7’ ® ds’ 4z 4w €btre ces cing équations
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conduit a ’équation linéaire du quatriéme ordre

Cdiu K—H diu d2u
K= d» Ko
+ [5(HK' — KH') 4+ HH' — KK’] du

(12) ‘ K—H az

" H2
- ['KK__'%— +(K—H)?— (K'+ H”)] u=o.

Si l'on fait ensuite la transformation = ¢ (z)U, on aura la
forme la plus générale des équations demandées; elle contient,
comme on voit, trois fonctions arbitraires K, H et ¢(z).

6. Supposons en second licu que I'un des coefficients «, 3,
Y, ¢ de la relation (8) soit nul, par exemple ¢ = o. Celte relation
pourra alors s’écrire

(l3) U: = Uz Ug,
en posant
U= \/;uh
Ui = \/—_ﬁuz'F ‘/guih
U3= /:T%ug— \/*7u3.
Soient toujours (U,), (U,), (Us), (Us) les valeurs que

prennent ces intégrales aprés que la variable a décrit un contour
fermé. On devra donc avoir

(U1)2=(Us)'(Us),
c’est-a-dire

aU1+bUg+ CU3+de, . e’U|+f'Ug+g'U3+h’U,,_
eUj+ fUs+gUs+ AU, = aU+bUs+cUy+dU, ’

(14)

et s'il n’existe pas, comme nous le supposons, d’autre relation
homogéne du second degré entre les intégrales de I'équation (7),
les équations (13) et (14) devront revenir 'une a I'autre.

Sil'on élimine entre ces deux équations une des quantités Uy,
U,, U, le résultat devra étre identiquement nul. Pour faire cette
¢limination, je pose
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P'équation (14) devient

awi+b+colt-dwy, w4+ g ol w,
3 = 3 M
ew;+ f+ gwi+ hw, aw;+ b+ cwj+ dw,

et cette nouvelle égalité doit étre vérifiée pour toute valeur de v,
et de w,, sans que cependant les numérateurs et les dénomina-
teurs des deux fractions soient identiques & un facteur constant
prés. Il faudra donc que I'une au moins des deux fractions soit du
second degré et que les deux termes de cette fraction se décom-
posent en un produit de deux facteurs du premier degré et aient
un facteur commun.

Supposons, par exemple, ¢ £ o; la fonction aw,+ b + cwi+dw,
ne pourra se décomposer en un produit de facteurs du premier
degré si d =o0. De méme, si g3 o, le dénominateur de cette
fraction ne pourra se décomposer en un produit de deux facteurs
que si h=o0. Si g=o, le trindme ew,+ f+ hw, ne pourra
entrer en facteur dans aw, + b 4+ cw} que si-h = o.

On aura donc dans tous les cas d = o, i = o, et, par suite, A’ =o.
11 suit de 13 que U,, U,, U, constituent un systéme fondamental
d’intégrales d’une équation linéaire du troisiéme ordre a coeffi-
cients uniformes et, comme elles vérifient la relation (13), d’aprés
ce qui a été démontré antérieurement, on a le théoréme suivant :

Tuatorkme II. — Si les intégrales d’une équation linéaire
du quatriéme ordre a coefficients uniformes vérifient une rela-
tion homogéne du second degré et une seule, cette relation
pouvant étre mise sous la forme (13), cette équation admet
comme intégrales les carrés des intégrales d’une équation
linéaire du second ordre a coefficients uniformes.

On voit par la que 'équation (7) ne sera pas irréductible. Si
F(u) = o est I'équation générale du troisiéme ordre dont les inté-
grales vérifient la relation (13), I'équation (7) sera de la forme

dF(u)

= —PF(u)=o,

P désignant une fonction de x.

7. Je suppose maintenant que les intégrales de I'équation (7)
vérifient deux relations analogues a l'équation (8). Il est com-
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mode, pour faciliter le raisonnement, d’employer le langage géo-
métrique, qui n’est en définitive qu'une interprétation de faits
algébriques, indépendants des conditions de réalité des quantités
qui y figurent. Ainsi U,, Us, Uy, U, désignant des quantités ima-
ginaires quelconques, on peut définir ces quantités comme les
coordonnées homogeénes d'un point; I'ensemble des systémes de
valeurs qui vérifient une relation homogéne du second degré, telle
que

(15) F(uy, usyug, wy) = Aul+Aul+A'ul+...=o0

sera dite une surface du second degré. A ce point de vue-la, le

probléme que nous venons de traiter revient a la recherche des

transformations linéaires qui font revenir sur elle-méme une sur-

face du second degré. Si maintenant on prend pour U,, U,, Us,

U, quatre intégrales de I'équation (7) formant un systéme fonda-

mental, et si ces intégrales vérifient deux relations analogues a la

relation (15), on peut, toujours dans cet ordre d’idées, considérer
U,, U,, Us, U, comme les coordonnées homogénes d’un point

d’une courbe intersection de deux surfaces du second degré. La

variable z décrivant un contour fermé quelconque, U,, U,, U,, U,

sont remplacées par des combinaisons linéaires et homogénes de -
ces intégrales. Mais les deux nouvelles relations analogues 4 1’équa-

tion (15) doivent admelttre les mémes solutions que les premiéres,

de sorte que la question revient a chercher les transformations

linéaires qui font revenir sur elle-méme la courbe d’intersection

de deux surfaces du second degré.

Nous devons évidemment écarter le cas ol cette intersection se
décomposerait en deux courbes planes, et nous n’avons qu’a exa-
miner les cas ou cette inlersection est une véritable biquadratique
gauche ou se compose d'une ligne droite et d’une cubique gauche.

8. Prenons d’abord le cas ol l'intersection se compose d’une
biquadratique gauche, et supposons qu’elle n’admet ni point
double, ni point de rebroussement. On sait qu’il existe quatre
cones du second degré, et quatre seulement, passant par cette
courbe, les sommets formant les quatre sommets d’un tétraédre.
Imaginons qu’on ait pris ce tétraédre pour tétraédre de référence;
les équations de la biquadratique pourront étre prises sous la
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forme suivante :

(15
) | Ul+aU}=U};

et celles-ci entrainent les suivantes :

(a—1)Ui+ U=},

(16) .
(ea—1Ui+Ui=al};

ce qui revient i prendre convenablement les intégrales U,, U,,
Us, U, formant un systéme fondamental. Toute transformation
linéaire qui fait revenir la biquadratique gauche sur elle-méme ne
doit pas changer le tétraédre de référence; les faces de ce tétraédre
se correspondront i elles-mémes 4 moins de s’échanger entre elles.
Il en résulte qu’aprés un contour fermé décrit par la variable, la
valeur finale de U,, par exemple, aura 'une des formes suivantes,
ol Ay, kg, A3, A, sont constants :

)‘th )\tUh )\3U3; )‘6U57

et ainsi des autres. Si nous considérons les dérivées logarith-
miques

1 dU, 1 dU, 1 dU, 1 dU,

U, dz’ U, dz’ U, dz’ U, dz’
ces quatre fonctions ne pourront que reprendre leurs valeurs ini-
tiales ou s’échanger entre elles; ce sont donc les racines d’une
équation du quatriéme degré a coefficients uniformes.

Pour examiner de plus prés les transformations possibles, je
remarque que le nombre des cas a examiner est égal au nombre des
permutations de quatre lettres, c’est-d-dire vingt-quatre. Les con-
sidérations spivantes donnent presque immédiatement celles qui
sont possibles. Je remarque que le rapport anharmonique des
quatre plans passant par une tangente a la courbe gauche et par
les quatre sommets du tétraédre de référence est constant et a

I'une des valeur suivantes :

I
a, 1—a, -— ’ ’
a I1—a a—1 a

Les vingt-quatre permutations des lettres U,, U,, Us, U, se
partagent en six groupes de quatre permutations, le. rapport
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anharmonique conservant la méme valcur pour un méme groupe.
Telles sont les quatre permutations

Uy, Us, Us, Uy,
U, Uy, Uy, Us,
Us, Uy, Uy, Uy,
Us, Uy, Uy, Uy

11 en résulte un certain nombre de transformations linéaires qui
laissent invariable la biquadratique et qui sont de I'une des formes
suivantes :

Uy=2AU,, Uy=pU;, Uy=vU,, U,=pU;s,
Ui=2U;, U= P-Urn Us=vU;, Uz=PUz,
U1=)\U5, U’= HU;, Ua-——‘ VU,, U;'—‘PU:;

pour la premiére, par exemple, il suffira de prendre
PR ap.’:— avd=— P’y

et I’on a des conditions analogues pour les autres. Ces transforma-
Lions existent toujours, quel que soit @. Au contraire, pour qu’il
existe une transformation linéaire telle que

Ui=2U;, Up= U, Us=vU,, Ui=pU,

qui change en elle-méme la biquadratique gauche, comme le rap-
port anharmonique de quatre plans n’est pas changé par une
transformation de ce genre, il faudra que les rapports anharmo-
niques correspondant aux deux permutations

Ui, Uh U3, Uh

Uly Ua, Uby Ul
aient la méme valeur ou bien 1 — a =a, c'est-d-dire « =1, et,
si cette condition est remplie, il suffira de prendre pour A, u, v, o
des coefficients satisfaisant aux conditions

p v2
2= T = =02
A ” > 2.

Tout pareillement, pour qu’il existe d’autres transformations
que celles dont on vient de parler, il faut et il suffit que deux des
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rapports anharmoniques précédents aient la méme valeur ou que
a ait 'une des valeurs

En résumé, les transformations linéaires qui reproduisent une
biquadratique gauche sont en rombre limité, en considérant
comme identiques les transformations qui ne différent que par
un facteur constant. Soit U une intégrale quelconque de I'équa-

tion (7)
U=0GC U+ CUys+ C:;Ua—i— CLUL;

les valeurs que pourra prendre cette intégrale pour une valeur
donnée de la variable s’obtiendront en multipliant un nombre firi

d’entre elles par des facteurs constants. Il en résulte que la dérivée
logarithmique

af=
M
c

dz

n’admet, pour chaque valeur de 2, qu'un nombre limité de valeurs.
Cela posé, soient maintenant u,, u,, u,, & quatre intégrales quel-

conques de ’équation (7), formant un systéme fondamental; on
a entre ces intégrales la relation

dBuy diuy ciu_,

dz® dot dz M
d3 Usg d? Us dug

dz8 dx* dz @
ds Us a2 Us du3

dz® dot dw ©
ds3 Uy d? Uy du.,

dz3 dz® dzx “

=3 Cef—!.l)dx;

supposons qu’on ait fait disparaitre le second terme B; la rela-
tion (17) pourra s’écrire

1 dduy 1 duy 1 du
uy, dz® uy dr: uy dx
1 d3u,
(7)) Ul Uz Uy | Us dzy

1 ddu,

—— —— s et e e

u, dz3

XI. I



— 162 —

On vient de voir que les fonctions — ! ‘2’: u‘ %, ... admetlent,
Uy 2
pour chaque valeur de z, un nombre limité de valeurs. Posons,
pour abréger,
1 du

Uy

on en déduit successivement

LEN ey er s
o T8 = fil@) + f(@) ful@) = fale);

il en résulte que, pour une valeur donnée de z, le déterminant pré-
cédent n’admet qu'un nombre limité de valeurs; et, par suite, il
en est de méme du produit‘ uyususuy. Si le produit de quatre
intégrales quelconques n’admet en chaque point qu'un nombre
limité de valeurs, il en est de méme du quotient de deux inté-
grales quelconques et, par suite, d’une intégrale quelconque. On
a donc le théoréme suivant ;

Tatorkme II. — Si les intégrales d’une équation linéaire
du quatriéme ordre a coefficients uniformes vérifient deux
relations homogénes du second degré, pouvant étre mises sous
la forme (15), une intégrale quelconque sera racine d’une
équation entiére a coefficients uniformes, pourvu qu’on fasse
disparalitre le second terme dans U’équation (7).

Si I’équation (7) a toutes ses intégrales réguliéres, 'intégrale
générale s’exprimera au moyen de fonctions algébriques.

9. Je suppose en second lieu que la biquadratique gauche ait un
point double; il existe seulement trois cones distincts du second
degré passant par la courbe gauche.

L'un de ces cdnes S, a son sommet au point double, les deux
autres S,, S, passent par ce pomt double sans &tre tangents en ce
point au céne S,. Imaginons qu’on ait pris le tetraédre de réfé-
rence de la maniére suivante : le plan U, = o sera le plan passant
par les sommets des trois cénes S, S, Sy; le sommet opposé sera
pris sur le diamétre conjugué du plan U, par rapport au céne S,.
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Enfin, les plans U,, U,, U, seront les plans passant par ce sommet
et par les trois cotés du triangle ayant pour sommets les sommets
des cones S, S,, S3. On pourra mettre les équations de ces cones
sous les formes suivantes :

S| . Uz"‘f— Ug—%—UZ:O,
S, & U%—}‘-GU:-F— 2U; U, =o,
S3:(a—1Ul+aU;—2U,U,=o.

Toute transformation linéaire qui fait revenir la courbe sur
elle-méme ne doit pas changer le cone S, et les cones S, et S, ne
doivent pas étre changés non plus, & moins de se permuter. Il en
résulte que le plan U, = o doit étre invariable par toute substi-
tution de cette nature; les plans U,=o0, U;=o0 doivent aussi
étre invariables, & moins de se permuter entre eux, et le plan
U; =0 doit se changer en un plan passant par I'intersection des
plans U, =o, U,=o0. Toutes les substitutions possibles sont
comprises dans le Tableau suivant :

Up=AU;, Us==£1U,;, Us==%1dU; U,=1U,,

U|=AU|, Ug:ian, Uazi)\Uz, U‘=§(a——2)U,—-7\U5,
) étant une constante arbitraire. Toutes ces substitutions changent
en elles-mémes la relation Ui+ Uj+ U= o, qui peut s’écrire
(18) Ul =V,V,,

en posant
V1= Ug V—1-+ U;,
Vz= V,V— [—'Ug;
il en résulte que V, V, sont les carrés des intégrales d’une équa-

tion linéaire du second ordre a coefficients uniformes (n° 2); on
aura

Vi =.7:!
Vz=)';7
Ui=y1)2

La variable x décrivant un contour fermé quelconque, nous
savons que les valeurs finales de V,, V; seront de I'une des for-
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mules
(Vi) =2V, (Vo) =1aVy,
(Vi)=2AVy, (Vo) =—2AV,,
(Vi)Y =2V, (Vo) =12V,
(Vi)' =2Vy, (Vi) =—2Vy;

par suite, les valeurs finales de »3, y} seront de méme forme. Tl en
résulte que les dérivées logarithmiques

1 dyy 1 dys

y1 dz’ yy dx
seront racines d’une équation du second degré a coefficients uni-
formes. Cela posé, supposons que dans 1’équation du second ordre
qui admet pour intégrales y,, ¥, on ait fait disparaitre le coeffi-

cient de ﬂ; la relation
dx

d_}’g d}"_
Nde P dr T

peut s’écrire
71 (l by L dy’) =C;
1

elle montre que le produit y, > ne peut prendre que deux valeurs
égales et de signes contraires; donc le produit ¥} ¥3 est une fonc-
tion uniforme de la variable. D'un autre c6té, puisque, par un
contour fermé décrit par x, y} se change en XA y? ou X yZ, ct de
méme y; en =Xy} ou = Ayj, le produit ¥} y} se change en
#+=Ay?y2 Comme le produit yf ¥> est uniforme, on aura
A=ct1; il suit de la que y% et »} sont racines d’une équation

quadratique & coefficients uniformes. Si donc on pose y®=z,
s sera donné par une équation telle que

(19) 22+ Ps+ Qt=o,

P et Q étant des fonctions uniformes, puisque le produit y§ y3 est
uniforme. Un systéme fondamental d'intégrales de 1'équation (7)
sera formé par

-

ri=y
Yi)e

o

¥, 0: e

10. La biquadratique gauche peut avoir un point de rcbrous-
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sement; il n’existe alors que deux cones du second degré passant
par cette courbe : I'un d’eux S, ayant son sommet au point de
rebroussement, le second S, passant par ce méme point et tangent
en ce point au premier. Je prendrai un tétraédre de référence
formé de la maniére suivante : soit U, le plan tangent commun
aux deux cdnes. J'appelle U, le second plan tangent mené par le
sommet de S; au cone S,. Je prendrai pour Uj; le plan des deux
génératrices de contact du céne S, avec les plans U, et U,, et pour
U, le plan tangent & S, le long de la seconde génératrice d’inter-
section de ce cone avec U,. Les équations de la biquadratique
gauche pourront étre mises sous la forme

U;—UiUQ‘: o,

(20) U— U, U, =o.

Toute transformation qui fait revenir la biquadratique gauche
sur elle-méme ne doit pas changer les cOnes S, et S,, ni par suite
les plans U,, U,, U,, U, qui sont liés invariablement a ces deux
cones. Il en résulte que ces transformations seront de la forme

Uy=12Uy, Uy=pU,, Us=vU; U,=pU;

inversement toute transformation de cette nature n’aliére pas la
biquadratique pourvu que les constantes A, w, v, p vérifient les
relations

vi=Ap, pi=dp.

On voit que les quatre dérivées logarithmiques

LUy dly o dUy o dU
U, dz’ U, dz’ U, dz’ TU, dz

seront des fonctions uniformes de la variable f, (), fo(z), fs(x
fi(z), et 'on aura '

U= elfilmldz, Uy= elfilxldx, Uz= elfaixldx [, = elfuxidr,

Les relations (20) deviennent

{ 2/f5(x) = fr+ fo

(21) | o fala) = fi-- fos

véciproquement si fy, fa. [y, [y sont quatre fonctions uniformes
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vérifiant les relations (21), il est clair que U,, U,, U, U, sont

quatre intégrales d'une équation du quatri¢me ordre a coefficients
uniformes, vérifiant les relations (20).

11. Je suppose en dernier lieu que la courbe d’intersection se
compose d’une génératrice commune et d'une cubique gauche.
Faisant abstraction de la génératrice, la question revient a trouver
les transformations linéaires qui font revenir sur elle-méme une
cubique gauche. J’emploierai, pour traiter ce dernier probléme, le
raisonnement employé aux n** 2 et 3. Il existe, comme on sait, une
infinité de coénes du second degré passant par la cubique; soient
S, et S; deux de ces cones et L, la génératrice commune. Soit U,
le plan tangent 4 S, le long de L, et L, la seconde génératrice
d’intersection de U, avec S ; soit de méme Us le plan tangent 3 S,
le long de L, et Ly la seconde génératrice d’intersection de U,
avec S,. Soient encore U, le plan tangent a S, le long de L, et U,
le plan tangent a S, le long de L;. En prenant pour tétraédre de
référence le tétraédre formé par les quatre plans U, U,, U, Uy,
les équations de la cubique ou les relations entre un systéme fon-
damental de I’équation (7) pourront s’écrire

Ui=U,U
(22) ‘ : 1 Y3
| Ui=U,U,;
soient, comme plus haut, (U,), (U.), (Us), (U, les valeurs que
prennent ces intégrales aprés que la variable a décrit un contour

fermé; les relations

(Up)2= U3 U,

(%) (Uyy2= U, U,

devront étre des conséquences des relations (22). En ¢éliminant
entre les équations (22) et une des nouvelles équations (23) deux
des quantités U,, U,, Us, Uy, on devra étre conduit a une identité.
Pour faire cette élimination, je pose

on en tire

Ug =l Ir = w2 Ug Ug = w? Ul :
1, 3 ’
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la premiére des relations (23) devient

(A3 gw?+ fuw + e)?

(24) = (dwd+ cwl+ bw + a) (A i+ g wl+flo +¢),

et doit étre satisfaite pour loute valeur de w. Les quantités d, h,
d', k' ne pouvant étre nulles en méme temps, supposons k%o ;
on aura aussi A5 0, d 3£ o. Supposons d’abord

hod + gw? + fu+e= h(mv__ a)(w — B)(w_.(),'

a, 3, y étant trois nombres différents. Les polynémes qui figurent
dans le second membre de la relation (24) ne peuvent contenir les
trois facteurs simples w — «, w — 3, w — ; car ces polynémes
seraient identiques a un facteur constant prés, et 'on aurait A = o.
Il faudra donc que chacun d’eux contienne un facteur double et
un facteur simple; on aura, par exemple,

dw? +cw? +~bw +a =d(w—a)(w—f),
K3+ got+ flo+e =kw—F)2 w—1y)

et, par suite,

(U,)’_hw’+gw’+fm+e h(w-—y)
(U;)  dwd+cw?+bw+a d(w—a)

Si hw?+ gw?+ fw—+ e est le produit d’un facteur double
© — a par un facteur simple w — {3, I'un des polynémes du second
membre de (24) contiendra un facteur triple et I'autre un facteur
~ double et un facteur simple, ou bien tous les deux contiendront

“un facteur double et un facteur simple. Ce dernier cas est a re-
jeter, car les deux polyndmes seraient identiques. Dans le premier
cas, on aura .

dwd +co? +bo +a=d(w—a)?
Aol + g'wr+ flw+e'=h(o—a)w—p)

(Uy) h(w—8)
(Uy) dlw—a)

Enfin, si hw? 4 gw? + fo +e contenalt un facl.eur triple, les
trois polynémes seraient identiques. En résumé, dans tous les

cas qui peuvent se présenter, lorsque la variable décrit un contou

et le pi'odmt =2 se rvéduit a



— 168 —

fermé, w se change en une cxpression de la forme

)\w-i-(.l.
vw—i—p,

A, s v p étant des constantes qui ne dépendent que du chemin
suivi par la variable. 11 en résulte, en employant toujours la
méme notation, que H(w) est une fonction uniforme de la va- -
riable. Soit P(x) cette fonction; considérons I’équation linéaire

a
(25) dz{ + 1 P(z)y =o;

on pourra choisir deux intégrales y,, y, telles que leur rapport
soit égal 4 w. On aura

7 _U_U_U
71 U U Ua
ou bien
E_‘ Uy Uy U‘-
2oyl oyl oy

Soit F(Z) = o I'équation linéaire du quatri¢me ordre a coeffi-
cients uniformes qui admet pour intégrales les cubes des intégrales

de ’équation (25); un systtme*fondamental d’intégrales de cette
équation sera formé par

P rive nrh v
On passera de I'équation F(Z)= o a 'équation (7) en posant

I
Z_(P(_Z'ju

¢(x) étant de la forme ef#=)4z, ou {(x) est une fonction uni-
forme.

Les intégrales de 'équation (77) seront

P ! \/ 'y \)
3 eltxldx, Y2y elvadz, r? efYdx, 3 el x)dx,

Si dans I'équation (25) on pose y = 3 3, les intégrales de

i/c?(
I’équation (7) seront les cubes des intégrales de I'équation en z.
Donc :
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Tutoreme IV. — Si les intégrales d’une équation linéaire du
quatriéme ordre a coefficients uniformes vérifient deux rela-
tions homogénes du second degré, pouvant étre mises sous la
Jorme (22), les intégrales de cette équation sont les cubes des
intégrales d’une équation linéaire du second ordre a coeffi-
cients uniformes.

12. Voici comment on pourra former ’équation générale du
quatriéme ordre de cette nature. Soit I’équation linéaire

en posant # = y2, on aura successivement

21 _snys s o(2),
= (3H"+21H2)y3+3°H’y’j§+6°“y(fg>

, (DN (Y
cn éliminant entre ces c1nq equauons,}’ .}’2 o J’( ) <d.z‘)

on aboutit 4 I’équation suivante :

(26) %—Ioﬂ?—;—loﬂlg— “+(gH2 —3H")u =o.

Pour obtenir I'équation la plus générale du type demandé, il
suffira de faire la transformation u =¢(x)U, ¢(x) étant une
fonction quelconque de z, elle contiendra deux fonctions arbi-
traires H et ¢(z). Pour qu'une équation du quatriéme ordre ré-
ponde 4 la question, il suffira qu’elle soit de la forme (26), quand
on aura fait disparaitre le second terme, et I'on a tout de suite la
valeur correspondante de H.

13. J’ai déja fait remarquer que le probléeme traité revient a la
recherche des substitutions linéaires qui font revenir sur elle-
méme, soit unc surface du second degré, soit unc biquadratique
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ou une cubique gauche. On voit par 1a de quelle importance est,
dans la théorie des équations linéaires, 1'étude des substitutions
linéaires qui reproduisent une forme donnée. Sans aborder ici cette
étude dans toute sa généralité, il est bien aisé de mettre en évi-
dence le lien intime qui existe entre ces deux questions. Soit
F(y)= o une équation différentielle linéaire d’ordre m a coeffi-
cients uniformes et

(27) o SQuyy e ym)=o0

une relation homogéne d’exrdre n entre m intégrales y,, y3, ...,
Y formant un systéme fondamental. Supposons qu’entre ces inté-
grales il n’existe pas d’autre relation homogéne de méme degré.
Soient ¥}, ¥4, -+ +y ¥ les valeurs nouvelles de ces intégrales
aprés un contour fermé décrit par la variable; la relation

S Ve s }'lm)_=°

devra étre identique avec la relation (27). Le groupe de I'équa-
tion F(y) = o ne contiendra donc que des substitutions reprodui-
sant la forme homogéne f(yy, ¥2, -+, ¥m). Si ces derniéres
substitutions sont en nombre limité, en considérant comme iden-
tiques celles qui ne différent que par un facteur constant, on en
conclura comme au n° 8 que la dérivée logarithmique d’une inté-
grale quelconque n’admet, pour chaque valeur de la variable,

qu’'un nombre limité de valeurs; puis, si 'on fait disparaitre le

. -1 . A .
coefficient de sz;’: dans I’équation proposée, le méme raisonne-

ment montre que chaque intégrale n’admettra, pour une valeur
particuliére de la variable, qu'un nombre limité de valeurs diffé-
. rentes.

Si I’équation F(y) = o a toutes ses inlégrales réguliéres, on voit
que l'intégrale générale s’exprimera au moyen de fonctions algé-
briques.

Plus généralement, supposons que les intégrales )y, ¥a, - -,
¥m vérifient une relation algébrique de degré n; cetle relation
pourra s’écrire, en groupant ensemble les termes de méme de-
gré:

(28) ?n(}’h Y2y ooy }’m)““ CPn—l()'ly )'27‘---1)'111)'*‘-'-‘*' 'Pp(]'h Yay ey ,}’m)zo
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S’il n’existe entre ces intégrales aucune autre relation de degré
égal ou inférieur a n, la relation obtenue en remplacant y,, y,, ...,
Ym par ¥y, ¥y, o ooy ¥ devra étre identique a (28). Il en résulte
que les groupes homogénes Pns Pa—ts ---y §p devront se reproduire
identiquement, et le groupe de I'équation ne contiendra que des
substitutions linéaires qui reproduisent 4 la fois les formes homo-
genes $p, « .., Pp_y, Pn. Si le nombre des substitutions qui repro-
duisent l'une de ces formes est limité, on en tirera les mémes con-
séquences que tout a I'heure. '

Si I'équation F(y)=o0 est du troisitme ordre, toute relation
homogéne de degré n entre les intégrales f(y4, ¥2, ¥s) = o peut
étre regardée comme I’équation, en coordonnées homogénes, d’une
courbe plane et I'on se trouve amené a la recherche des substitu-
tions linéaires qui n’altérent pas une courbe plane. Le cas d’une
conique est celui qui a été traité antérieurement (n° 2); il y a une
infinité de substitutions répondant 4 la question. Mais, si

f(}’h}'z,)’a)=0

représente une courbe indécomposable d'un degré supérieur au
second, il est bien aisé¢ de voir qu’il n’y a, en général, qu'um
nombre fini de substitutions linéaires reproduisant cette courbe.
11 suffit d’employer un raisonnement analogue A celui qui a été
employé par M. Peincaré, dans le cas des cubiques (Journal de
UEcole Polytechnrigue, L¢ Cahier). On sait'qu’il existe toujours,
pour une courbe plane d'un degré supérieur au second, un certain
nombre de points singuliers et de droites singuliéres : points
doubles, points d'inflexion, points de rebroussement, tangentes
doubles. Toute substitution linéaire qui reproduit la courbe de-
vant changer un point singulier en un point singulier de méme
nature, il s’ensuit que le nombre des substitutions possibles est
forcément limité. Le résultat auquel on se trouve conduit est
précisément le résultat qui a été obtenu par M. Fuchs.

Il faut pourtant remarquer que, si I'on a une courbe ayant des
singularités élevées, il peut en étre autrement. Considérons, par
-exemple, une cubique ayant un point de rebroussement. Prenons
pour cotés du triangle de référence les tangentes au point de re-
broussement el au point d'inflexion la droite qui joint ces deux
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points; I'équation de la cubique sera dela forme
x3— y2z=o.

Il y a une infinité de substitutions linéaires qui reproduisent
cette courbe et qui sont de la forme

z=AX, y=pY, z=vZ,

avec la condition A3 = u?v. On en conclut, comme au n° 10, que
toute équation du troisiéme ordre a coefficients uniformes, dont les
intégrales vérifient la relation

U3 = U2,
admet un systéme fondamental d’intégrales

Uy = e/Nwdz, Uy = el @)z, Uy = el /a(xde,

ou fi(z), fo(z), f3(z) sont des fonctions uniformes vérifiant la
relation

3f1(@) = 2 fa(@) + fa(®).

Ce cas est analogue, comme on voit, au cas d’une biquadratique
gauche ayant un point de rebroussement.
Tout pareillement, si les intégrales d’une équation linéaire du

quatriéme ordre a coefficients uniformes vérifient une relation
homogeéne d’ordre r

Sy y) =o,

7

et une seule, le groupe de I’équation ne contiendra que des sub-
stitutions linéaires reproduisant la surface représentée par 'équa-
tion (¥4, ¥2» ¥s» ¥4) = 0. Si cette relation est du sccond degré,
on a vu que ces substitutions étaient en nombre infini. Dans le
cas ou I’équation est de degré supérieur au second, on déduit de
considérations géométriques analogucs aux précédentes que ces
substitutions seront en nombre limit¢, sauf dans certains cas que
'on peut regarder comme exceptionnels.



