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Sur les transformations invariantes des digèrent telles
elliptiques; par M. Louis RAFFY.

(Séance du 4 avril 188}.)

1. Dé/initions. — Soi t/(.r) une fonction rationnelle, et R(^)
un polynôme entier du troisième ou du quatrième degré. Nous
dirons que la différentielle elliptique

f(x)dx
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est susceptible d'une transformation invariante, s'il existe une
fonction y de x^ telle qu'on ait

/(^)=-/(7),
ainsi que

dx _ <^
/K(ï) ~ /R(y)

La transformation invariante consiste dans le changement de
variable qui substitue y à x\ elle est déterminée par l'équation
qui définit y comme fonction de x.

2. THÉORÈME I. — Toute différentielle elliptique, susceptible
d'une transformation invariante, s'intègre en termes finis.

D'après leur définition même, les transformations invariantes
de la différentielle

fWdx
/R(ï)

sont toutes (si elles existent) des solutions de l'équation d'Euler,

dx _ dy
^R(.r)""~V/R775*

Si donc on pose
RO) = a + ̂ x -h Y.ys _(_ §^3 _^ ç^

elles sont comprises parmi les fonctions y, que définit, pour les
diverses valeurs de l'arbitraire G, la relation

| P2—4aG+(2pY—4aS—2?G)(a7+y)-^(Y2—4a£—2YG+G2)(.z•2+^2)

( 4-2(Y2-4a£—!3o--G2).yy+2(Y8-2p£-8G)(.r+7).r7+(§2-4ÊG).y2^2=o,

intégrale générale de l'équation d'Euler (1). Soit y l'une d'elles.
On a

/(^--An,
d'où résulte

^^^^ ^_^
./D / ̂ \ '-v ' ' •/ v•/ /J /r» / ,-\

( ') roi/' LAGRANGE, Œuvres complètes, t. If, p. 18. (^M/- l'intégration de
quelques équations différentielles.}



- 33 -

Or la différence f{x) —/(y) est égale aa produit de x—y
'par une fonction symétrique de x et de y, c'est-à-dire par une
fonction rationnelle de x-^-y et de xy. Posons

s ==a-4-y, p^=xy\
il vient

/(^)-/(7)==(^-7)?(^),
y désignant une fonction rationnelle de s et de p . Par suite, on a

f(x) dx x — y
2——==- = ^{s,p)dx.

/R(ï) /R"(ï)

Mais l'intégrale générale de l'équation d'Euler peut se mettre
sous l'une des deux formes ( { )

dx dxV/R(d7)-h/R(y) ===(a7—y)^G+8(a7-+-y)-h£(.r-4-y)2, pour

/R(.y) - v^R(y) = (x—y) y^G + 6(^ +y) 4- ̂  +7)2, pou r -^===-^
V/R(.y) \/R(y,

Dans les deux cas, on peut écrire, en divisant les deux membres
par v/R(*z-),

ï -h^= 3-—— /G+â(^+y)+£(^4-7)2.a>r yR(^)

De cette relation, on tire, en écrivant s à la place de (x + y\

^—r T / j i ^rV
/R^) ^/G 4- ^S -t- 6^2 \ d x /

Substituant dans l'expression de la différentielle proposée, il
vient

^f(x)dx ^ ^p) ^^^^ ^p)ds ^
/R(ï) /G+ 85 4-852 ^G-+- ^s 4- £^2

Notre théorème sera évidemment prouvé si nous montrons que

(* ) Voir LAGRANGE, loc. cit., p. 17-18. Signalons quelques fautes (Timpression
dans ce passage; dans toutes les équations des pages 17 et 18 (sauf les deux der-
nières de là page 18), il faut partout lire G au lieu de G2. Dans les deux der-
nières équations de la page 18, le coefficient du terme en x + y doit être pris
égal à

( 2 p Y - 4 a p - 2 p G ) ,
et non pas à

(2^Y- i - . / ^a§- .spG) .
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p est une fonction rationnelle de s et du radical \/Q 4- 06 -|- eA*2

Pour le faire voir, reprenons l'intégrale de l'équation d'Eulcr,"
sous la première forme citée plus haut, et introduisons s et p à la
place de (.^+y) et de xy. Nous trouvons, après avoir ordonné,

( (§2_4gG)^_î j [ (G-Y)8+2p£]^4-^G(G-Y)+pSi7?
) + [ ( G — Y ) 2 — 4 a £ ] 5 2 — 2 [ 2 a S 4 - ( G — Y ) ? ] 5 + p 2 _ 4 a G = o ;

d'où l'on tire

/ 3 x ^^ [(G—Y)8^2^^2^0—^)^^^9^^0-4-^^-^
/ ' ————————————————W-^G

en posant

\ ==G[ (G—Y) 2 —4a£] -^ (G—Y)p84-a82-^ -ep2 .

Ainsi/? est bien une fonction rationnelle de s et de ^/G +§5 4- S5'2,
ce qui démontre notre théorème. Si S2 — 4e G était nul, p serait
une fonction rationnelle de s : d'où la même conclusion.

3. Remarque. •— Les raisonnements précédents tombent en
défaut lorsque la transformation invariante est définie par l'équa-
tion

x -\-y = s === c.onst. = G.

Dans ce cas, le polynôme R(^*) ne peut être que du quatrième
degré, comme nous l'établirons un peu plus loin. De plus, nous
verrons que, si l'on pose

^)=(x-a){x-b)(x-c){x-d),

la transformation invariante en question ne peut être que la sui-
vante :

x -\-y =a-^-b==c-{-cl.

Alors on a

r / a-h6\2 , /^+^\ 2^^/ a+6\2 , fa^-b\^\R(.)= [(——) +^-(-ï-) J [("--r-} -{-cd-(—) J-
. , /a-}-b\ï / a-^-b\î

p=xy=x(a-¥-b-x)-= \——^-) ~\xf~~^^) 9

/ r N / a-\-b\,r — y == T —(a•-{- b — r) == a l x — ——— r?
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en sorte que la différentielle considérée prend la forme

^ .(-̂ [«•.(̂ •-(-••^y'hfRW VK-'T'y^-m'i [(-" '̂̂ -( '̂j
Elle devient immédiatement intégrable en prenant pour nouvelle

. „ / a^-hyvariable ( x — —;— j •

4. THÉOKÈME II. — Pour qu'une différentielle elliptique

f(x) dx __ _____f(x)dx______
/K(ï) v/a+ jî;r-+-Y;y2-^-8;r3-^-£.z^

soit susceptible (Vune transformation invariante, il faut et il
suffit ;

Ou bien que l'équation
/(^)+/(j)=o,

mise sous la forme entière
F(jo,5)=o, ( p = x y , s=x-^-y),

ait son premier membre divisible par

(§2 -- 4&G)/? - [(G - Y)S + 2pe]5 -- [îG(G - y) + P^],

G étant Vune des racines de Inéquation
X(G) = G[(G—Y)2 — 4as]-+-(G~Y)p8-+-aâ» + ep2 = o;

Ou bien qu^on puisse disposer de G, de manière que le pre-
mier membre de Inéquation F(/>, s) == o devienne divisible par
le premier membre de Inéquation

(82—4&G)/?» — 2[(G — ^)8 -4- ï^]ps -4- [(G — y)2 — 4a&'|^
—2[2G(G—Y)4 -pS ]p—2[2a8+ (G—Y)p ]5 •4 -P 2 —4aG==o .(2)

En effet, soit y une solution de Féquation (i), telle qu'on ait
/*(.r) 4-y(y) == o. Cette fonction y est une solution commune
aux deux équations (i) et f(x) 4- f(y) = o. Le premier membre
de Féquation/(.r)+/(y) == o est donc divisible par celui de
Féquation (i), si cette dernière est irréductible, ou par l'un des
facteurs de ce premier membre, si l'équation (i) représente une
courbe décomposable.
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Voyons ce qui arrive dans ce dernier cas. Pour que l'équation ( i )
se décompose, il faut et il suffit visiblement qu'il en soit de même
de Inéquation (2), c'est-à-dire qu'on ait

À(G)=o ;

mais alors l'équation (2) a pour premier membre le carré de

T=(82_4£G)/?~[(G-Y)§-4-2p£]5- [2G(G—Y)-+-p5] ,

et, comme le premier membre de l'équation f{x) 4- f(y) = o est
divisible par ce que devient le trinôme linéaire T quand on y rem-
place p par xy et s par x -t-y, le premier membre de l'équation
F(/?,^)===:o est divisible par ce trinôme lui-même, comme nous
l'avions annoncé, sous la condition ^(Gr) = o.

Si l'équation (i) est irréductible, son premier membre divise le
premier membre de l'équation f{x) -\-f(y) === o, ce qui revient
à dire que le premier membre de l'équation (2) divise le premier
membre de l'équation F(/?, s) =.= o quand on attribue à G la va-
leur particulière qui donne la transformation invariante que nous
considérons.

Réciproquement, si l'une des conditions dont nous venons
d'établir la nécessité est réalisée, il existe une transformation
invariante. En effet, dire que le premier membre de l'équation
F(^o, s) = o est divisible par le trinôme T ou par le premier
membre de l'équation (a), c'est dire que f{x) -hf(y) s'annule
quand on y remplace y par sa valeur tirée soit de l'équation T==o,
soit de l'équation (2). Dans le premier cas, l'équation T== o dé-
finit une transformation invariante ; dans le second, l'équation (2)
en définit aussi une. La proposition énoncée est donc établie.

8. Elle fournit, comme on le voit immédiatement, une méthode
régulière pour reconnaître si une différentielle elliptique donnée
admet ou n'admet pas de transformation invariante. En appliquant
celle méthode à une différentielle convenablement choisie,

x — \ d x « , (x —i)2

—j— /-—— = 1^^ tang————=1271-2 yx3 — i 3 ^x^ — i

par exemple, on s'assure qu'une différentielle elliptique peut être
intégrable en termes finis, sans être susceptible d'aucune trans-
formation invariante.



- 57 -

Ce qui fait l'intérêt des transformations invariantes, c'est
qu'elles permettent d'indiquer des classes très étendues d'inté-
grales pseudo-elliptiques, et de retrouver, en les généralisant,
certains exemples connus de différentielles en apparence ellip-
tiques, qui s'intègrent en termes finis. Nous allons faire connaître
les types les plus simples, ceux qui se rattachent aux transfor-
mations invariantes du premier ordre.

A cet effet, nous chercherons toutes les transformations du pre-
mier ordre, qui reproduisent, au signe près, la différentielle ellip-
tique de première espèce, en supposant successivement que le
radical porte sur un polynôme du troisième et sur un polynôme du
quatrième degré.

6. Proposons-nous de trouver toutes les transformations du
premier ordre, qui reproduisent, au signe près, la différentielle

dz
^/(z-a)(z-b)(z-c)

Nous savons que la nouvelle variable t est liée à z par une équa-
tion symétrique en z et t. Soit

N ^ = L ( < - h ^ ) - + - M

la relation qui définit t. On en tire

__ Lt-^-m
^ - N ^ - L *

Substituons cette valeur dans la différentielle proposée; il vient

_____________________(L^-+-MN)^_____________________
—(^t—L^ /(^•—No'^'^L^+M ( L — N 6 ) ^ + L 6 - h M ) (L — N c)t -4-Lc -TM

\/ N ï — L N < — L N ( — L

ou bien, en faisant abstraction du signe,

_____________________(L»+MN)^____________________^
V / ( N r - - L ) [ ( L — J M a ) ï + L a - 4 - M j [ ( L — J N 6 ) < - + - L 6 4 - M j [ ( L — N c ) ^ - h L c + M J

Je dis d'abord que cette expression ne peut être identique à

dt
^(T—a)(t—b)(t—c)
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si N est nul. En effet, elle prend alors la forme

L^dt
^_L*^+... '

Mais, dans ce cas, on peut, sans restreindre la généralité de la
transformation, supposer L réel et, par suite, L2 positif. En divi-
sant haut et bas par L2, on trouve

dt
\/—t3 -+-...

Cette différentielle ne peut jamais être rendue identique à

______dt_____ _ dt
\/(t—a)(t—b)(t—c) ~~ v/-K3+...

N étant différent de zéro, nous pouvons désormais le supposer
égal à i. Il vient alors
_________________(Lï-^-M)dt__________________
^(<—L)[ (L—a)<- i -La-hM][ (L—&)<- t -L64-M][ (L-c )<+Lc-4-MJ '

Pour que cette expression soît identique à

dt
^(t-a)(t-b)(t-c)

il faut d'abord que la quantité sous le radical s'abaisse au troisième
degré, c'est-à-dire que L ait une des trois valeurs a, &, c. Prenons
L == a, ce qui donne

________________(aï-}-M)dt__________
/ ( a» -4-M)(<—a)[ (a—6)^+a6-+-M][ (a—c)^-+-ac+M]

II faut encore que le produit

[(a — b)t -4- ab •+- M] [(a — c) t + ac + M]

s'annule pour t == b et pour t = c, et que son terme en t2 ait pour
coefficient (a2 4- M), afin que le facteur (a2 4- M) Soit commun
aux deux termes de la fraction. Cette dernière condition s'exprime
par la relation

( C T — 6 ) ( a — c ) = C T 2 - h M
ou bien

(a — k)c -\- ab -+- M ==o,
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équatîon en vertu de laquelle le facteur binôme

^a—b)t-}-ab-^-M]

s'annule pour t=c. Il reste donc à exprimer que le facteur bi-
nôme

[(a—c)f4-ac-hM]

s'annule pour t = 6; d'où la relation

(a — c)b + ac -+- M == o,

qui n'est autre que la précédente.
Ainsi la condition nécessaire et suffisante pour que la différen-

tielle proposée se reproduise, au signe près, par la transformation

_ at—M
^-T=~a'

est qu'on prenne pour M la valeur

M = bc— a(6-i-c).

La transformation cherchée est donc entièrement connue. On
en déduira deux autres en permutant les trois lettres a, 6, c.

En résumé, l'on a
dz ± dt

^(js-a)(z-b)(z-c) " ̂ (t^-a)t-b)(t-c)

si l'on prend
at -+- bc — a(b -+- c)

t—a
ou bien

ou encore

bt -+- ça — b(c •+• a)
z=————T^b————

— ct•^~ a^ — c(a-^- b}z~~ ——r=~c——;

et ce sont là, d'après ce qui précède, les trois seules transforma-
tions du premier degré qui répondent à la question.

Si l'une des racines a, 6, c était nulle, c par exemple, la trans-
formation correspondante serait

ab
T'
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et les deux autres transformations seraient

t—b
z = a

z=b

t—a

t—a
t—b

7. Remarque. — Considérons maintenant la différentielle
dz dz

V/a+P^24-Y^2-+-^3 v/R(.s/

et soit ^ Fune des racines, supposées distinctes, de Péquation
R(-s) == o. Un calcul facile donne, pour les trois transformations
du premier ordre qui reproduisent, au signe près, la différentielle
proposée, cette expression générale

r-————-^ frW-^l-s ^-O^L' V î / J

Si Féquation B-(^) == o admet une racine nulle, la transforma-
tion correspondante est "ê-

8. Proposons-nous maintenant de trouver toutes les transfor-
mations du premier ordre, qui reproduisent, au signe près, la dif-
férentielle

dx dx
^x—a)(x—b){x—c')(x—d) /R(a")

Soit

N y — L

une telle transformation. Elle change la différentielle proposée
dx en

-(L2+M)^y
/[(L—Na)y+La+M][(L—N6)7+L6-+-M][(L—Nc)y+Lcd-M][(L—Nûî)y+Lâ?-+-M.I

Supposons d'abord que N ne soit pas nul, et prenons N== i, ce
qui donne

- (L2+MN)^y __________
^[(L—a)y+Lrt4-M]l(L—6)y+L6+MJ[(L—c)r+(Lc-4-M)j[(L--^)y-+-L^4-MJ
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Pour que cette différentielle soit identique à

_________±dy_________

\/{y—a)(y—b)(y^-c)(y—d)'

il faut d'abord qu'on ait

( L 2 + M ) 2 = = = ( L — a ) ( L — 6 ) ( L - c ) ( L — r f ) .

Il faut ensuite que les racines du polynôme sous le radical soient
a, 6, c, d.

Examinons si le premier binôme peut s'annuler pour y == a.
Posons

L a + M
y = ———,— = a.v a—L

La racine a de l'équation R(*y) = o vérifie la relation

• r 2 — i L y — M = o.

On ne peut pas admettre que la même relation soit vérifiée par
plus de deux racines de l'équation R(a?)==o; car alors les deux
équations

R(; r )==o, xï—i\^x—M == o

auraient en commun plus de deux racines, ce qui est impossible,
puisque la première est supposée avoir toutes ses racines distinctes.

Supposons maintenant que la relation

.r2 — a La? — M = o

soit vérifiée seulement par deux des racines a, b de l'équation
R(.r) = o. On aura

L^^-t6, M=-ab.
1

Substituons ces valeurs dans la première condition

( L 2 - + - M ) 2 = ( L — a ) ( L - - 6 ) ( L — c ) ( L — r f ) ;

elle devient

l a — ô\ 4 _ _ [ a — b ^ a-^-b — ac a -+• b —arf
^ î / ~ " \ 2 / 2 ï

ou bien, en supprimant le facteur ————» q"1 n'est pas nul,

(a — &)2 ==— (a 4- b)2 -+- 2(0 -4- b)(c -+- d) -+- 4 cd.,



ou encore
al-{-bï—îed=(a-^-b)(c-\-d).

Mais il faut en outre que la troisième racine c ' ^ , du radical soit" c — L
égale à d, et la quatrième ,_, égale à c; ces deux condition»
s'expriment par la seule équation

L(c-4-r f )=cû?—M,
ou bien

(a -+- b)(c -+- d) = i(ab 4- cd).

Comparant cette condition avec celle qui vient d'être obtenue, on
trouve

(a—&)«=o.

Ainsi l'hypothèse présente doit être rejetée; il est impossible que
deux racines de l'équation R(a*)==o appartiennent à l'équation
a . 2 — a L . r — M = = o .

Mais je dis même qu'on ne peut pas supposer qu'une seule ra-
cine a soit commune à ces deux équations; car, si l'on prend égale

à c la seconde racine > _ r > de l'égalité

_ Lb^-M

on déduit) en résolvant par rapport à 6,

Lc+Mb= c — L

c'est-à-dire que la troisième racine du radical est égale à 6; il
T ^7 i fus

faudrait donc que la quatrième , _ f û t égale à d. Alors deux
racines a et d vérifieraient l'équation x^ — 2 La? — M == o, ce qui
est contre l'hypothèse.

On ne peut donc obtenir l'identification cherchée qu'en grou-
pant les quatre racines a, 6, c, d par groupes de deux, tels

que si x est une des racines du groupe, x'__ est l'autre. Soient

a et b les deux racines qui composent un tel groupe. On a, par
hypothèse, les deux relations

La 4- M _ L64-M _
a-L - ' h - I. - aî
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qiii reviennent à la condition unique

M = = â f 6 — L ( a - 4 - 6 ) .
De là résulte

L2 4-M = L» — (a-+-6)L-+-a6 == (L--a)(L — 6).

Portons cette valeur dans Inéquation où figure L2 + M; il vient

(L — aY(L — by = ( L — a) (L — b) (L — c) (L — d),

ou bien

d'où l'on tire
( L — a ) ( L — 6 ) = ( L - c ) ( L - û O ,

ab — cdL= (a-h b) —(c -^-d)9

par suite, on obtient
— . . - - (a-4- b)cd—(c-}-d)abM = ab — (a -+- 6)L = ——————-———— •v / (a-^-b)—(c^-d)

Diaprés cela, la transformation cherchée ne peut être que

(ab— cd)y -h (a 4- b)cd—(c-\-d)ab
'r== [(a-+-6)—(c4-rf)Jy—(a6—cû?)

Il faut encore vérifier que, si Pon y fait y === c, on trouve x =d.
C'est ce qui a lieu. La symétrie de la formule montre alors que,
en y faisant y = rf, on trouvera x = c.

Ainsi les seules transformations du premier ordre, qui repro-

duisent, au siffne près, la différentielle —===? sont les trois trans-ft r ) ^ V/ROr)
formations que fournit la formule précédente quand on y prend
successivement, pour a et 6, deux quelconques des quatre racines
de Péquation R(.^) === o, et, par conséquent, pour c et d les deux
autres.

9. Il reste pourtant à examiner l'hypothèse N =^ o. Dans ce cas,
L ne peut être nul ; nous prendrons L == i, ce qui donne

x -\-y -+- M = o,
et, par suite,

dx —dy ___
^(T—a}(v—b)(x—c){x—d) \/(y-^a-{-M)(y-{- 64-M)(74-c4-M)(y4-rf-hM)
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On ne peut supposer
a-h M =— a.

Car il faudrait qu'un des trois autres binômes b 4- M, c-4-M,
r f+M fût égal à son premier terme changé de signe, et qu'on
eût, par exemple,

6 + M = — 6 ,
d'où résulterait

M = ib = 20.

Inéquation R(a?)==o aurait deux racines égales, contrairement à
nos hypothèses.

Soit donc
a-4-M =— 6;

on déduit de là
M = = — ( C T - h 6 )

et
6 - + - M = — a .6 - + - M = — a .

c -4- M = — û?, û? + M = — c,

M = — ( c + ^ ) .

Il faut encore
c -4- M = — d, d -+- M = — c,

c'est-à-dire

De la comparaison des deux valeurs trouvées pour M résulte la
condition

a -h b = c •+- d.

Ainsi il n'y a de transformation du type

a?-h^4-M = o

que quand les racines de Féquation R(;2*) == o vérifient la relation

a -+- b = c + d,

et alors on a
M = = — (04-6) =—(<;-+- d).

Il n'y a visiblement qu'une seule transformation de ce type
N == o ; car les deux formules

x -\-y=a-}-b, x-\-y^c-\-d

ne donnent qu'une seule et même transformation, et il est impos-
sible qu'on ait à la fois

a-\-b=c-}-d, a-\- c == b 4-</,
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car de ces deux équations résulterait

20 — ici.

Voyons ce que devient, pour les différentielles de l'espèce par-
ticulière qui nous occupe, la transformation trouvée dans le cas
général. Introduisant l'hypothèse c -4- d= a 4- 6, on trouve

,_ (ab - cd)y - (a + b)(ab - cd)x-——————_^__^———————^a^-h-y^

ce qui n'est autre chose que la transformation spéciale à ce ça?.
Le type général

^ _ (ab — cd)y -+ -(a -^ b)cd — (c -^ d)ab
[ { - ^ - b ) — ( c - + - d ) ] y — { a b — c d )

comprend donc toutes les transformations du premier ordre, qui

reproduisent, au signe près, la différentielle d x ' . .

En particulier, pour la différentielle

____dx_____ __ __________dx
^\ï—xî)(î—kîxî) , / 7 i , / ———?y (.-,)(.+,)(.-^(.^

on trouve les trois transformations

^=—7, a 7 = 1 , .r=:—-L.
ky ky

10. Étant donnée une différentielle dx , où R(x) est un polv-
/iï(ï) v / r -

nome du troisième ou du quatrième degré, nous pouvons désor-
mais considérer comme connues les trois transformations du pre-
mier ordre, qui reproduisent, au signe près, cette différentielle,
et nous les représenterons par

_ L y - M
y — L

L et M ayant les valeurs données précédemment.
Il est aisé de voir que les deux fractions

x — L -^- y/L^ ̂  M ^-^a^.r—L) ^- M
x — L — /L2 + M' ^—aL^-- VI ~ ?

xn. 5
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dont la seconde .contient un coefficient g^ complètement arbi-
traire, se reproduisent, changées de signe, quand on y fait

^ - L y + M"--T-^T-
D^près cela, si Fon désigne par P(^) et Q(^) deux polynômes
entiers en u de degré ïn et ne contenant que des puissances
paires de u^ mais à coefficients quelconques, les deux fonctions

___ /^—L+y/Ï7TM\
L -h /L2 4- M V.g—L—\/L2-+-M7

/ . y _ L - ^ ^ / L 2 _ 4 _ M \
\.y — L — v/L2 + JVV

_ .r — L -h /L^ 4- M V . 2 - — L — V / L 2 - + - M ,
• / l x ~ .y „ L — y/lÂ-4- M /.r — L + y/JJT'MN

\ . y — L — v / L 2 + M ,

a?—L4- i
a^^a^( ; r—L)+M \ . y — L — / L « + M /

/2('r) "' ^ - 2 L . y - ~ M / ^ _ L ^ . / L ^ - M ^
V.r — L + /Lî-hM/

se reproduiront, changées de signe, par la transformation

Ly-4-M
37 == —————„•— •

y-L

Par suite, les deux différentielles

f^dx Mx)dx

V/R(ï) î v/^^J

admettront la transformation invariante

I<T+M
^-T^r-

La fonction/! (.r) est le quotient de deux polynômes d^ordre impair
2^ -t- i ; la seconde f^x)\e quotient de deux polynômes d'ordre
pair 271+2. Nous arrivons donc à cette conclusion :

THÉORÈME III. — Étant donnée la différentielle elliptique
, il existe toujours une infinité de fractions rationnelles

^{X)

f{x) de degré donné m pair ou impair, telles que la différen-
tielle v ' x admette une transformation invariante du pré-

/KW .
mier ordre.
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II n'v a d'exception que pour m •===. i. On ne trouve, pour
m = i , que les six différentielles

x — L ± /L2 4- M rfa-
.r — L q= V/L+MÎ v/R(î)

H. Nous allons compléter ces résultats en faisant connaître
toutes les différentielles dépendant d'un radical elliptique donné
^R(.z?) ,qui admettent des transformations invariantes du premier
ordre, et conséquemment s'intègrent en termes finis.

THÉORÈME IV. — Étant donnée une différentielle elliptique

, > toutes les différentielles de la forme Jv x. qui ad-
^t^(x) w J v/R(^)
mettent une transformation invariante du premier ordre, sont
comprises dans le type

( L . r - 4 - M \ , / L.r-+-M\ dx
^--Ï^M^^L-)^'

le symbole ^ désignant une fonction rationnelle quelconque, et
Ly-t-M

37= -J-—————y-L
étant l'une des trois transformations du premier ordre, qui
reproduisent, au signe près, la différentielle x -

yR(^)
En effet, la transformation invariante qu'admet la différentielle

'T\X) ne peut être qu'une des trois transformations
^(x) r

La? -4- My=-1^ï^f

dont nous avons appris à calculer les coefficients. Mais on a, en
général, pour l'expression de la fonction f(x)^

2/(^) ==/(^) —/(y) = (.y~y)?(.z- +y, xy\
ainsi que nous l'avons montré à propos du théorème I. Or comme
ici l'on a

ay= L(;r+y)-hM,
il vient

a/(.r) == (v -y) <p[a? -t-^, L( x^-y) -^ M],
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ce qu'on peut écrire

f(x) == (x —y) ^(.r +7).

Le théorème est ainsi démontré.

Remarque 7. — II est aisé de voir que les différentielles qui
font l'objet du théorème précédent peuvent aussi être mises sous
la forme équivalente

x — L -+- /L2 4- M / a -g -4 -M\ dx
. y — L — v / L î + M l • y — ^ / /R(ï)'

Remarque 77. — Si l'équation R(.^) == o est telle que les ra-
cines a, 6, c, rf vérifient la relation

a + 6 = c + d,

il faut adjoindre aux deux types dérivés de la relation

^ / ( x ) = ( x —y) ?1> -+-^> ̂  4-^) -h M]
le type signalé dans la remarque du n° 3.

12. Applications. —Nous allons retrouver et généraliser cer-
tains résultats connus concernant les intégrales pseudo-elliptiques :

1° Considérons la différentielle —' La valeur de
yz{z — a)(z — b)

L relative à la racine nulle du radical est L == o ; la valeur cor-
respondante de M est M === ab. Donc, d^près ce qu'on vient de
voir, toutes les différentielles de la forme

js± y/q6, /zï^-'ab\ _____dz_____
jszç:\/ab \ z ) ^z(z—a)(z—b)

s'intègrent en termes finis, quelle que soit la fonction rationnelle <^.
En prenant avec les signes supérieurs ^ == i, on retrouve un ré-
sultat donné dans le Recueil complémentaire ^exercices sur le
Calcul infinitésimal de M. Tisserand, p. 127..

Pareillement, les deux différentielles

z—a^-^/a^a—b) /z^—ab\ dz

^^a-\/a(a-b) \ z - a. ) ^z(z - a)(z-b)'

z —b -\- ^b{b — a) /̂ î ^^ _____^_____
z — b — \/b(b—a) \ z — b ) \/z(z—a)(z—b)

s'intègrent en termes finis, quelle que soit la fonction rationnelle ^.
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2° Considérons la différentielle x —' On
/a 4- [S ̂  4-y a?2 4- P.y3 4- a^4

voit immédiatement, sans recourir aux formiiles établies plus haut,

qu'elle se reproduit, au signe près, quand on y changea: en — • Donc,

si on la multiplie par une fonction rationnelle quelconque chan-

geant de signe quand on change x en - » on aura une différentielle

intégrable en termes finis. La différentielle

l rh x " ' dx
i =p x"' ^/a 4- P.y 4- ̂ xî 4- jî.y3 4- arc4

signalée par M.Réalis (1 ), est une des différentielles de celte classe
qu'il serait facile d'étendre encore.

13. Voici, pour terminer, une proposition qui va nous per-
mettre, connaissant une différentielle elliptique susceptible d'une
transformation invariante, d'en déduire une infinité d'autres jouis-
sant de la même propriété, et qui, par suite, s'intégreront en
termes finis.

Si, dans une intégrale pseudo-elliptique, on remplace la variable
par une fonction rationnelle quelconque, on obtient encore une
intégrale qui s'exprime en termes finis; mais elle a en général
l'apparence d'une intégrale hyperelliptique. Si l'on effectue le
changement de variable spécial auquel on donne, d'après Jacobi
et Abel, le nom de transformation, l'intégrale pseudo-elliptique
se change en une autre intégrale pseado-elliptique.

Si l'on effectue une transformation d'ordre quelconque sur
une différentielle elliptique susceptible d'une transformation in-
variante , on obtiendra une nouvelle différentielle , également
elliptique et également intégrable en termes finis. Nous allons voir
qu'elle est également susceptible d'une transformation invariante.

THÉORÈME V. — Toute transformation (au sens de Jacobi),
effectuée sur une différentielle elliptique susceptible d'une
transformation invariante, donne une différentielle elliptique
susceptible d^une transformation invariante.

(') Nouvelles Annales de Mathémati<iues, p. 389; i88a.
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^olt i/RT~} une difïérentielle elliptique que la transformation

^(.r) change en dx

Cette même transformation changera la différentielle ^(_z>)d^. en
/[^)1^ ^/R(^ "

/ÎMÏ)

La transformation ^ = = < L ( y ) changera dt en ^y
et

Aû^/lteflÀ t/lw •̂
/R(0 ^(r)

Donc, si l'on suppose t tel que Pon ait

/(^)+/(Q=o

avec
^

/R(i)
^

on aura, par suite,

ainsi que

/R(0

/[^(^)]+/[<Ky)]==o,

^ = ± _ ^ _ .
•RI (a?) •Ri(7)'

Donc, si z et ( sont liés par la relation y(<s, l) = o, la relation
îp[^(.r), <^(^)]===o définira une transformation invariante de la
différentielle •^W^.

VRT(Ï)

Application. — II résulte des formules du n° 6 que la diffé-

rentielle — • = admet les trois transformations inva-

t/^-^-è)
riantes

i i—k^t ï—t
;' 's= îîT-——Tv» ^ ==A:^7 "-^(i-o7 "-T^^-

Considérons maintenant la différentielle

f(z)dz
du

^[/z(z-l)(z--^)
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Si l'on a

^)=-^<•î),

la différentielle admet la transformation invariante z == .,, •

Si l'on a
r i—A».a -|

•4j^T=r?jJ=-^-
j _ y^.2 (

la différentielle admet la transformation invariante z == ^(i-t)
Si l'on a

f[,~z^)=~f( ̂

la différentielle admet la transformation invariante z = _ , _ '
Effectuons maintenant la transformation

z==v\

II vient
^^__^d x

^i_a.2)(i--^2a.2)

Donc, si la fonction f(^2) vérifie l'une des trois relations

^)—^ AVT^S,]- -fw- /(r-^)--/<->-
la différentielle du s'intègre en termes finis. C'est là le résullat
donné par M. Hermite dans son Mémoire Sur une formule
d^Euler (Journal de Liouvilley 1880).

L'intégrale générale de l'équation
dx _ dy______=:±.

/(l—^)(i__^2) •(I—.^KI—Â:^)

est
— 4 G + [(Â:2 —— i)2 + 2(^2 + ï) G -+- G2] (a'2 4-y2)

-+-2[(A:2 —1)2 — G»]ay — 4Â:2G.r2^2 = o.

Les trois transformations invariantes, considérées par M. Her-
mite, s'en déduisent, la première en faisant G = = — ( k ± i ) 2 , la
deuxième en faisant G == k2 — i, la troisième en faisant G == i — A'2.


