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BULLETIN

DE L À

SOCIÉTÉ MATHÉMATIQUE DE FRANCE.

MÉMOIRES ET COMMUNICATIONS.

Essai de théorie complète du système de deux formes ternaires
quadratiques; par M. R. PERKIN.

La théorie du système simultané de deux formes ternaires qua-
dratiques, au point de vue des propriétés des formations inva-
riantes qui s'y rattachent, équivaut à celle des propriétés projec-
tives du système de deux coniques; elle n'e?t pas d'une moindre
utilité lorsqu'on s'occupe des propriétés de toute nature d'une
seule conique, puisqu'il suffit alors de particulariser convenable-
ment une des deux formes fondamentales. L'importance de cette
théorie est donc incontestable, au point de vue des applications
géométriques, et cependant elle ne peut être considérée comme
achevée. Si M. Gordan a établi ( l ) le système complet des for-
mations invariantes distinctes, au nombre de vingt, avec leur ex-
pression symbolique; si l'on sait ramener à ces formations celles
qui se présentent dans un certain nombre de questions géomé-
triques; si, enfin, on connaît la signification géométrique de
l'évanouissement des invariants, ainsi que des covariants princi-
paux et de quelques-unes des expressions composées avec ces

( f ) Voir CLEBSCH, Leçons de Géométrie, Tome I.



diverses format ions , on ignore, .d'autre part, quelles relations
(syzvgies) peuvent exister entre les vingt formations distinctes, et
à plus forte raison quelles conclusions peuvent être tirées de
telles syzygies; on ne possède pas de formule simple pour passer
de Inéquation ponctuelle à l'équation tangentielle des courbes
covariantes du système, ou inversement, etc. L'objet du présent
travail est de contribuer à combler ces lacunes, en adoptant une
marche systématique dont j'ai indiqué le principe dans une série
de Notes ( 1 ) ; c'est-à-dire en partant du système de quatre formes
binaires (deux linéaires et deux quadratiques) dont les invariants,
ainsi que je l'ai montré, fournissent exclusivement et complète-
ment, par un traitement convenablement dirigé, les sources de
toutes les formations invariantes distinctes que possède le système
de deux formes ternaires quadratiques. En suivant cette marche,
les syzygies qui relîent les invariants dans le domaine binaire
fournissent ipso facto entre les formations ternaires obtenues un
égal nombre de syzygies, que l'on peut alors prendre comme
point de départ pour en établir de nouvelles.

Entre autres résultats qui ressortiront de cette étude, je signa-
lerai notamment :

i° L'existence d'une symétrie croisée particulièrement simple
entre les éléments ponctuels et tangentiels relatifs aux deux co-
niques fondamentales;

a° La possibilité de représenter toutes les formations en em-
ployant comme seules variables (lesquelles figurent des coordon-
nées tantôt ponctuelles, tantôt tangentielles, et quelquefois l'un
ou l'autre à volonté dans une même formule) trois covariants
mixtes linéo-lînéaires (dont l'un est le covariant identique), avec
des coefficients où n'entrent que les invariants et les contreva-
riants, si ces variables spéciales fonctionnent comme coordonnées
poncluelles; que les invariants et les covariants purs, si elles
fonctionnent comme coordonnées tangentielles; enfin que les in-
variants seuls, si elles peuvent fonctionner des deux manières :
d<1 tel le sorte que ces covariants mixtes jouent dans la théorie dont
i l s'agit le même rôle que les covariants linéaires dans celle des

( ' ) Coin/îles rendus, 10. >.'\ cl .'u junvicr iSfS^.
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formes binaires d'ordre impair, et y apportent un genre analogue
de simplifications;

3° L'existence d'une curieuse formule mixte, doublement sy-
métrique, qui fournit l'équation de tous les groupes possibles de
droites ou de points liés symétriquement aux deux coniques par
une condition projective donnée, d'ailleurs quelconque ; savoir,
d'une manière immédiate lorsque ces droites ou ces points sont au
nombre de quatre seulement, et par l'intermédiaire d'un calcul
d'élimination facile, lorsque le nombre en est supérieur à quatre.

Le premier Chapitre de ce travail sera purement algébrique et
consacré à établir le système complet des formations ternaires in-
variantes, avec les syzygies qui les relient, le tout en partant des
théories du domaine'binaire, comme il a été dit ci-dessus. Dans
le second Chapitre, je déduirai des résultats ainsi obtenus un cer-
tain nombre de relations nouvelles, dont j'étudierai, chemin fai-
sant, la signification et les applications les plus immédiates au
point de vue géométrique.

I.

1. Soient deux formes ternaires quadratiques simultanées

s == axï -+- hy2 -h cz2 -+- ïfyz •+- igzx -h ihry,
s'= a'x^-^r- b'y2-}- c'z^-^- ïf'yz -+- ̂ g' zx -+- ih'xy.

Proposons-nous tout d'abord d'obtenir le système complet des
invariants et covariants purs de ces deux formes.

Il suffira pour cela, ainsi que je l'ai démontré dans le travail
cité plus haut : i° d^eflectùer la substitution

y = X — A Y — ^ Z , ^=aY,

ce qui donne pour s et sf les expressions

j==a(X2+V),
^^(Xs+aUX+V),

U, V, V étant trois formes binaires aux variables Y, Z (savoir
une linéaire U, et deux quadratiques, V et V7); 2° de construire
les invariants du système des trois formes binaires simultanées U,
V, V, 3° de combiner ces invariants entre eux et avec a, a\
traités comme invariants auxiliaires, de manière à diviser par a le
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plus possible ; les expressions ainsi obtenues qui ne seront plus
réductibles par le même procédé à d'autres plus simples, seront,
soit des invariants •du système ternaire {5, s ' ) , soit des péninva-
riants purs (coefficients de la plus haute puissance de x dans des
covariants purs) de ce système, et fourniront la totalité des inva-
riants et péninvariants purs distincts qui lui appartiennent,

Or on a immédiatement

U =(ahf—hat)\-}-(a^—^al)7.,
V = (ab — Aî)Y2-t- i(af— ^À)YZ -+- (ac - ̂ )Z^
V = ( a2 V — i ahh' -+- A2 a' ) Y2 -+- 2 ( a^f — ah g' — agh -4- gha ) YZ

+(CTÎC'—aa^-h ̂ âQZî,

ce qui peut s'écrire

|U==au'—a'M,
(i) V = a p — M 2 ,

V'= a2?'— iauu' -\- a'u2,

en désignant par u^ u1\ ^, v1 les quatre formes binaires suivantes :

W

l u ^ h X - ^ - g Z ,
\ u'-=. K\-^ g'ï,

4 v =6Y24-2/YZ-hc Zs,
v' =6 /Y2+2/ /YZ-4-c'Z2.

II s'agit de former les invariants du système binaire triple
(U, V, V); rien n'empêche de prendre U, V, V sous la forme
(i), et d'exprimer les invariants cherchés en fonction explicite de
a, a', et des invariants du système quadruple (^, u1, v^ v'). Comme
les coefficients des formes u, u!\ v^ v9 sont indépendants les uns
des autres ainsi que de a, a ', ces deux dernières lettres se trou-
veront mises en évidence, et les calculs ultérieurs en seront nota-
blement simplifiés.

Mais le problème qui consiste à former les invariants du système
binaire quadruple (</, u', v^ ^/), et à exprimer en fonction de ces
invariants ceux du système triple (U, V, V), a été traité et com-
plètement résolu dans un travail antérieur [Sur le système de
quatre/ormes binaires simultanées, etc. ( Bulletin de la Société
Mathématique de France, t. XV, p. 45)]- J1811 établi dans ce
Mémoire : 1° que le système quadruple (^, vl\ v^ v') possède
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i3 invariants, dont les expressions, données par les formules (68)
du Mémoire, deviennent, quand on prend pour formes fondamen-
tales celles que définissent les équations (2) ci-dessus :

A == b^ — ifgh -h cÀ2, A' == b'^ — îf'^h -+- c'h1,
C = b^—ifg'h-^ ch'\ . C'= Vg^— ifg'h'-^ c'h'-\

B == bgg1 -f{gh' -t- h g ' ) -h chh',
B' =. V g g ' -/'(^4- hg1) -+- c^A',

(3) D = = 6 c — / 2 , I==6c r—2//• r-+.c6 / , D'^b'c'—f^,
T^h^fc' -cf'^ghÇcb1 ^bc')-^^/' -fb1),
r===^ r2(/c /-c/ f)-+-^^ /(c6 r-6c /)4-^(y-/&'),

A=^-^,
À^ îhh^fc^ cf) 4- (^-h A^)(c^ - 6e') •+. igg'W—fb').

2° Que le système triple (U, V, V7) possède six invariants, dont
les expressions en fonction des précédents, données par les for-
mules (72) du Mémoire, deviennent, quand on définit U, V, V,
par les équations (i) ci-dessus :

Jl, =a (a2 G —îaa'B -r-a^A — a A2),
J^=a2(a2C /--2aa'B'-+-a'2A /--a'A2),
(D = a ( a D — A ) ,

(4) 5 =a[a2!— ̂ A'-hîB^a'A],
CD' = a2(a2D'— aaB'4- a'A'— A2),
g = ^[a2^— aa^A'-^- a^T -+- a(B'— C)A 4- a'(B — A')A 4- AS].

Ces formules (4) fournissent donc immédiatement une série de
six invariants ou péninvariants du système ternaire (s, s ' ) ^ savoir

(5) ^ ̂ ', >, ^, ^(Q', ^g.
On sait d^ailleurs que, pour un système de formes ternaires res-

pectivement d'ordres n, n', n11^ ..., l'ordre du covariantpur ayant
pour source un péninvariant donné de poids TC et de degrés 0, 9',
O^, ... par rapport aux coefficients des diverses formes, a pour va-
leur /î9-f- ^O'+^Ô^+.-.—ITC. Pour le système (jf, 5'), l'ordre
du covariant pur ayant pour source un péninvariant donné de
degré total 9 et de poids TT est donc 28 — ̂ (les coefficients a, a!,
devant d^ailleurs être regardés, pour le calcul de TC, comme de
poids o ; g, A, g7, A', comme de poids i ; &y 6', c, c7, /, /', comme
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de poids 2). En tenant compte de cette règle et des formules (3)
et(4)^ on trouve dès lors que, des six péninvariants de la série
(5), les deux premiers sont les sources des deux covariants biqua-
dratiques, le troisième est un invariant, le quatrième et le cin-
quième sont les sources de deux covariants quadratiques, le
sixième la source d'un covariant cubique. En ce qui concerne
l'invariant, il n'y a évidemment aucune réduction ultérieure à
chercher ; désignons-le par (D), nous aurons

(6) ( D ) = = Q = = a D — A = = a 6 c + 2 / ^ À — a / 2 — ^ » — c A 2 .

Pour réduire les autres péninvarianis aux formes les plus sim-
ples possibles, écrivons la série des résidus des péninvariants (5)
pour a = o

a'2A; a^a'A—A2); — A ; a'A; a'A'—A2; a^r+a^B—A^A+Aî;

A l'inspection de ces résidus, on aperçoit qu'il suffit d'ajouter
au premier et au quatrième péninvariant le troisième multiplié
par df'2 et a', et au second le cinquième multiplié par — a', pour
pouvoir diviser par a ; la série (5) peut donc être remplacée par
la série plus simple

, , Jl,-+-af2(D cV—aW Œ) ^-^-a'dE) (D1 Q
(7) ——aï——' ——aï——? ~a9 ~aT~9 a^ ai*

La seconde de ces expressions ('7) fournit un invariant symé-
trique de (D), et que j'appellerai (D'),

(8) (D')= ̂ ^7 ftv ̂ a'^'-C^a'b'c'^if'g'h'—a'f^—b'^-c'h1^

La quatrième fournit aussi un invariant, que je désignerai
par (I), savoir

( ( ! ) = = ̂ ^=01+0-0-^-^
(9) \ ==a r(6c—/2)-^-6 f(ac—^)•4-c /(a6-^2)

\ ^^f\gh-af)^is\fh-bg)^iK{fg-ch),

La première et la cinquième fourniraient des sources de cova-
riants quadratiques ; mais, comme leurs résidus pour CT== a sont



respectivement a ^ D — a a ' B — A 2 , a'A'—A2, il est évidemment
possible de les combiner entre elles et avec la quatrième (dont le
résidu est a ' D — A ' — a B ) , de manière à pouvoir diviser encore
une fois par a : on obtient ainsi, à la place d'un de ces deux co-
variants quadratiques, un invariant, savoir le symétrique de l'in-
variant (I) trouvé ci-dessus

(10) .(r)^^^""^ == a'i -+- aï)'- G— 2B'= a(b'c'— f'^ -+-....\ / / ^3 \ ^ .

Il reste une source de covariant quadratique ; on peut lui don-
ner, en combinant convenablement la première et la quatrième
des expressions ('j), une forme symétrique par rapport aux coef-
ficients de s et s', et récrire

(iQ
i ^ == af^ ^ ^ = aa'l -aC— a'A/-+- AS

i = (ac — ^)(a!b'— h^) + (a6 — A2)(^c/_ ^2)
f ^^h-af^'h'-o^').

WQ sera la source d'un covariant quadratique w.
Je désignerai enfin par t le covariant cubique irréductible qui a

pour source —3 Ç ; on aura donc

( 4 = - I - (7=a 2 ^ '—aa 'A f +a / 2^ -+-a (B f —C)A-^a f (B—A / )A+A 3
Os l

=(À^-^)34-(^f-^/)(a^-^)(^-^+/A/-À/')
(I2) 1 +W'^fbl){ag'-ga'^

^ ^-(hg'-gh'yah'-ha'^hc'-ch'^-f^-gf1)
\ -^-(fct—cf')(a/^t—ha')2-{-(cbl—bc")(ah'—ha')(ag•l—ffal}.

Les résidus, pour a == o, des six invariants ou péninvariants
définis par les formules (6), (8), (g), (10), (n)et (12) sont res-
pectivement

— A , a 'D'—Cy, a ' D — A ' — î B , a ' I — C — i B ' , ^ — a ' A ' ,
AS-}- a'(B — A^A -r- a^F.

Admettons pour un instant que le système (^, s ' ) possède des
invariants ou des péninvariants purs distincts des six déjà trou-
vés. On devra dès lors pouvoir former des fondions des six ré-
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sidus écrits ci-dessus, qui s'évanouissent identiquement lorsqu'on
y remplace les invariants binaires par leurs valeurs (3); et, si l'on
suppose ces fonctions ordonnées par rapport à a', le coefficient
de chacune des puissances de a! devra s^évanouir séparément, soit
Identiquement par rapport aux invariants binaires qui y entrent,
soit en vertu des syzygies qui relient ces invariants (syzygies qui
sont au nombre de vingt, comme je l'ai montré dans le Mémoire
cité plus haut). Considérons en particulier le terme indépendant
de a! : il devra exister, toujours dans l'hypothèse admise, des
fonctions de quelques-uns au moins des invariants binaires

A, G', A'+îB, C-r-^B', AS, A3,

qui se réduisent à des identités ou s'évanouissent en vertu de
syzygies. La seule identité possible est évidemment

(A3)2-(A2)3=0;

et en effet nous verrons tout à l'heure que t^—w^ peut s'ex-
primer en fonction des autres péninvariants, mais sans avoir be-
soin d'introduire des formations nouvelles. Quant à former des
syzygies entre les six quantités écrites ci-dessus, on vérifie sans
peine, en se reportant aux syzygies données dans le Mémoire
précité (et que j'aurai d'ailleurs occasion de reproduire plus loin
in extenso) (1), que la chose n'est pas possible. Le système ter-
naire (.?, s ' ) ne possède donc pas d'autres invariants ou covariants
purs distincts que ceux que nous avons obtenus, savoir :

i° Les quatre invariants (D), (1), (F), (D7), dont les degrés par
rapport aux coefficients de s et sf sont respectivement (3,o),
(2,1), (1,2), (o,3);je les écrirai désormais D, I, 1'. D', les inva-
riants binaires précédemment désignés par ces lettres ne devant
plus reparaître dans la suite de ce travail;

2° Le covariant quadratique w, de degré (2,2) ;
3° Le covariant cubique t, de degré (3,3).
J'ai dit que t^— w^ peut s'exprimer en fonction des péninva-

riants du système. En effet, les six invariants binaires Jt, A/, (D,

( ' ) Formules (32) .
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(£/, 5, Ç? sont liés (voir le Mémoire déjà cité) par une syzygie et
une seule, savoir

Ç2 = J^5 _ Jt2CO'——^2(0.

Or, des formules (6), (9), (i i), (10), (8), (12), on tire succes-
sivement

Œ)=aD,
5 ===a 2 !—a ' (Q = a(aI-aD),
<Jl)== a'.5 — a2wo == a(aa'I — a^D — «Wo),
(î/= a a r + o ^ — a ^ =c^(a\'—WQ\
^V=aW—a t D / =a 2 (aaT—a'Wo—^ 2 D') ,
Ç^a^ fo .

Portant ces valeurs dans la syzygie binaire, on trouve, toutes
réductions faites,

(2 == ^—(ar+a^wS+taSID'+aa^i r—âDD^+aîrDjwo
~a 3 DD'2+aWD'(2^D—I2)-+-CTa f 2D(2ID '—r2)—a / 3 D2D\

De cette relation entre les péninvariants et invariants ternaires,
on conclut immédiatement qu^il existe entre les invariants et co-
variants purs du système (^, s ' ) la syzygie suivante :

\ tï=w^—(rs-}-îs)wï-^-[ÎDfs^-+-(\V—3DDf)ss-+-ltDsfï]w
' ) ( — DD'2^+D'(2rD — 12)52^-+-D(2ÏD'-r2)^2—D2D'53 .

Cette syzygie, d'ailleurs bien connue, est la seule qui relie ces
formations, puisque les invariants binaires dont elles dérivent
n'étaient liés eux-mêmes que par une seule syzygie : elle est bien
de la forme prévue plus haut d'après la considération des résidus.

Les résultats auxquels nous venons de parvenir n'ont évidem-
ment rien de neuf; mais il était utile, ne fût-ce que pour légitimer
plus complètement la méthode employée dans tout le cours de ce
travail, de montrer comment cette méthode permet d'y arriver en
utilisant exclusivement les données fournies par les théories du
domaine binaire, sans faire intervenir aucune considération de
variables ternaires contragrédientes.

2. Occupons-nous maintenant de la recherche des contreva-
riants et des covariants mixtes appartenant au système (s, 5').
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Nous avons, pour cela, d'après les principes rappelés au début
de ce travail, à adjoindre aux trois formes binaires U, V, V, dé-
finies par les formules (i), une quatrième forme, savoir

(H) U'=(aïî-AOY-4-(aÇ-^)Z,

où Ç, y», ̂  sont trois variables contragrédientes à .r,y, z\ à former
les invariants communs à la forme U', traitée comme si ses coef-
ficients étaient des constantes, et au système (U, V, V7); enfin, à
combiner ces invariants entre eux et avec a, a\ Ç, traités comme
invariants auxiliaires, de manière à diviser par a le plus possible :
toutes les expressions ainsi obtenues, qui ne seront plus réducti-
bles par le même procédé à d^autres plus simples, seront soit des
contrevariants, soit des sources de covariants mixtes du système
(^, 5'), et fourniront la totalité des contrevariants et péninvariants
mixtes distincts que possède ce système.

Ainsi qu'il a été dit plus haut, le système binaire (U, U', V, V)
possède treize invariants, dont six, où centrent pas les coefficients
de IP, ont déjà été écrits [formules (4)], et ont servi à trouver les
invariants et péninvariants purs du système ternaire (s, s ' ) . Les sept
autres sont les analogues, pour le système ternaire (U, U1, V, V^),
de ceux que j'ai appelés B, B', C, G', F', À, A' [formules (3)], pour
le système (</, u\ ^, v1) : je les désignerai respectivement par les
lettres ^, itb7, C, C7, ^, ^, ̂ : et je les calculerai successivement
au moyen des formules (68) du Mémoire déjà cité, en faisant
simplement dans ces formules

do == ah'— ha\ Oy = a,f\ — ÀÇ,
a^^ag'—ga' ci\=a^—g^
bo == ab—A2, b'Q == a^b'—i ahh' + A2^,
61 === af— gh, b\ = a2/' — a(gH •+• hg')-^- gha1',
b^ == ac—^2, b^^a^c'—'î.agg1-\~ g^a!.

Il est avantageux, dans ces calculs, de prendre a comme lettre
ordonnatrice, afin d'apercevoir immédiatement les réductions pos-
sibles, et de calculer au préalable les quatre quantités auxiliaires

ô == <ZQ d\ -4- 04 OQ , X == b^ b'Q — bo b\,
À' =- b\ b\ — b^ b\, À" == bo b\ — b\ 6p.
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dont l'introduction permet d'écrire ainsi les expressions des sept
invariants à calculer

ifc = a^a\ 6o-(- aoa'Qb^— 661,
^ = ai a\ h', 4- a^a!, b\ - 6 b\,
© =al26o—2aoal6l-^•ao262,
©' = a'i2 60 — 2 a'o ai 61 -+- a;2 6,,
y^ao^+aoa^+ai2^,
•Ç^ = ao a^ — ai a'Q,
^f = aaoaoX'+OX+îaïa iX" .

Je poserai, en outre, pour abréger l'écriture

(i5)
A = bc -/2, F = ^A - a/,
B = = a c — ^ 2 , G^fh—bg,
C=ab-h\ H=/^-cA;

et de même A', B', G7, F', G', H', avec les lettres accentuées ; ce
qui permet d'écrire ainsi les invariants et péninvariants déjà
trouvés

D = = A a - + - G ^ + H A = B 6 - + - F / + H A = Cc+G^-+-F/,
1 = Aa'+ B^ Cc'-{- iVf14- 2G^+ aHAS

(16) wo == BC^ OB'— aFF',
^ =(B / / l4-H ra4-F^)(C^+F^ /-^-Ga f)

—(BA'-+-Ha /4-F^)(C r^4-F /^-^-Gya),

et d'écrire les identités

(i7)
A ^ + G c + H / = o, AÀ+G/ -+ -H6 = o,
B /+Fc -+ -H^==o , B / i + F ^ + H a = o ,
G/ + F 6 + G ^ = o , C^4-FÀ-4-Ga==o ,

ainsi que celles qui s'en déduisent en accentuant toutes les
lettres.

Il convient enfin de rappeler qu'étant donné un péninvariant
mixte du système {5, 5'), de degré total 9 par rapport aux coeffi-
cients de s et de 5', de classe 97 (degré par rapport aux variables
ç, f\^ Ç), et de poids TT par rapport à x (en considérant S comme
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de poids o, y, et Ç comme de poids i), Fordre du covariant mixte
correspondant sera 2 9 + 9'— j -rc.

Cela posé, calculons d'abord l'invariant le plus simple, .Ç_. On
trouve

^=a[a(A'î-^70+(À^-^)^^(^-AÇ],

- -Ç^ est donc la source d'un covariant mixte de classe r , que la

règle rappelée ci-dessus nous apprend être du second ordre en .r,
y, z. Je le désignerai par S; sa source 5o s'écrira plus symétri-
quement

(18) So = ̂  = (h^'- ̂ )Ç -+. (^a'- 0^)7) + ( ah' - ha'^.

Le calcul de.rinvariant 'in> donne

Ift, = a 1 ̂ [ch'-f^ 4- (^-/^)Ç]
+ a^(H/l /4- G^)$-+- Ha^ + Ga'Ç 4-(A^- gh')(^ - ÀÇ)]

4- a^(^2+ cA2— 2/^/1) j.

Si l'on ajoute au péninvariant mixte - iPe) le pénin variant mixte

composé a'ÇD, il est clair qu^on pourra diviser par a, et rempla-

cer - i)l) par un péninvariant plus simple, que je désignerai par ao,

et dont l'expression est

(i9)
ao= -^ ( i fb-haa 'ÇD)

=(Aa'-h G^-+- HA')^ -h(Ha'-+- F^+ B^)^
-^(Ga'+C^+FA')^

Ce péninvariant étant de degré (2, i), de classe i et de poids 4i
le covariant mixte correspondant a est linéaire en x ^ y ^ z, comme
en Ç, TI, ^.

Le calcul de l'invariant 0 donne

© = a j a 2 ( 6 Ç 2 - 2 / ^ Ç + c 7 ) 2 ) 4 - a [ 2 G ^ 4 - 2 H ^ — r ^ 7 ) — A 0 2 ]
4-(^2+CÀ2_2/^)Ç2J.

En ajoutant au péninvariant mixte — 0 le péninvariant mixte

composé DÇ2, on pourra évidemment diviser encore par a, ce qui
donnera un péninvariani mixte plus simple, de degré (2, o )^de
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classe 2, de poids 4, et correspondant, par suite, à un covariant
d'ordre o en .r, y, z ; ce sera donc un contrevariant, que je dési-
gnerai par (T, savoir

(î0) (T= e"+"^D^ =AS2-+-BT)2-+-CÇî .4 -2Fr^- t -2GÇÇ-4-2HÇï l .

Le calcul de l'invariant i(1/ donne

in/= a21 — a^H^ 4- G';) + a[(G^ -+- H'A^— (F^+ B'A)^ —(F 'A -+- C'^)Ç]
-4-S(C'é r2-+-B f/l2-^2F'^7l)j.

Si l'on ajoute au péninvariant mixte —^^\>1 le péninvariant mixte

composé Çwo? on pourra évidemment diviser encore para, ce qui
donnera un péninvariant mixte de degré (i, 2), classe i, de poids 4?
et, par conséquent, un covariant mixte linéaire en a:, y, z comme
en Ç, T(, Ç. Pour que l'expression de ce péninvariant corresponde
exactement à <Xo [formule (19)] par simple permutation des ac-
cents, il suffit, comme on le vérifie sans peine, de le prendre eu
signe contraire et d'ajouter le péninvariant composé l'ç. On peut
donc poser

. , -,. 1)l r-^-a2WoS( -21 ) a,=rç-——^—-*
^(A'a+G^+H'A^^H'a^F^+B' /OTî^G'aH-C^+F'A); ;

a' sera un covariant mixte linéo-linéaire, symétrique de a.
Le calcul de l'invariant 3' donne

e^a^aS^r^-V^Ç+^^+^^/'-A^^+rV-^^-^^-AO^Ti-A^
+(^b'- ighf^- h^c1)^^- ̂ gh - hg')W - ̂ )^ 4- a\^ -h^\.

Pour simplifier le péninvariant mixte fourni par -^ C', on peut

tout d'abord y ajouter a ' v , ce qui rend tous les termes divisi-
bles soit par a, soit par ç; puis ajouter le péninvariant composé
— aaoS, ce qui ne laisse subsister que des termes divisibles para
ou par ç2. Le coefficient de Ç2 devenant ainsi

b'^^c'h^—ïf'^h—Aa'—ïG^—inh',

on voit, en se reportant à la formule (9), qu'il suffit d'ajouter en-
core IÇ2 pour ne plus laisser subsister que des termes divisibles
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par a. Effectuant la division, on arrive à un péninvariant de degré
(i, i), de classe 2, de poids 4? correspondant, par suite, à un co-
variant mixte d'ordre o ; c'est donc un contrevariant de classe 2,
que je désignerai par y. On trouve, pour son expression qui est
sjmétrique par rapport aux coefficients de s et de s^

{ _ ^'-^a2(a'7—tiOL^•+-î^)
? - ^ - - — — — — —

(11) < ^[(bc'-^cb'—ïff'^-^Çca^ac'—igg')^
( + (W4- ab'—ihh')^+ 2(^-+- hg'-^ af'—fa')^
\ + 2(/^-h gf- ch'- hc')^ -+- 2(/^+ hf - bg1- gb')^

Le calcul de Pinvariant ff donne

y= 02 j a3 [(/c'- c//)T,2+ (c^- bc'^-^Çbf'-fb')^}
-{- a2[(c^-+- CÀ^'-+- gîf-ghc1- 2/^)^2

+ (h2^— ^•26'+ ibgg'— ichh')^
-+- (g-hb'-+- îfhh'— bgh'— bhg'— h^f')^
-4- ( 2 cV — 2 /•Ac^ + bgc' — cgV ) ̂

4- {ifgV— 26^//4- ^Ac'— chb')y,}
+ a [(fh^c'— ch2/'-^ cg-hb'— bghc'+ bg^f—fg^b'^

4- (f^a'— cgha'-^- ^kg'— gï h')^
-h ( bgha! — /A2 a' -+- h^ g ' — gh^ h' ) Ç2

-+- (^^2c'-^- ^b'— ibg^g1— ich^g— ^^hf'-^- ^fghg')^
4- (2^2/l/4- 2^/^2//-4- 2C/l2^ /— g^hb'— h^c'— (\fghh) ̂

-{-(c/iSa'— b^a'-^-igîhh' — igh^g')^}
+ (^— ^')(b^+ ch^— ifgh)^ +a^(^2+ cÀ2— ifgh^g^ — 7^){.

A l'inspection des termes de ̂  Cj', qui ne sont pas divisibles par

a, onvoit immédiatement qu'il suffit d'à jouterle péninvariantDSoS,
pour les faire disparaître en totalité. Divisant alors par a, on ob-
tient un péninvariant de degré (3, i), de classe 2, de poids 6, cor-
respondant, par conséquent, à un covariant mixte linéaire en
x. y, z. Comme il n'est pas possible de construire, avec les for-
mations déjà trouvées, un péninvariant composé de même degré
et de même classe, il est inutile de chercher une réduction plus
complète. Je désignerai donc par ? le covariant mixte linéaire
dont il s 'ngit ; sa source ?o aura pour expression, tous calculs
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faits,

(23)

Q = g^21^1 0 as
=i[A(^-^)-+-G(Acf-^/f)4-H(^/r-^')]^

-4- [B(^- a/') + F(^- ac') -+- H(^a'- a^)jï,2
-r- [G (af1- hg') + ¥(abt— hh')+ G(ah'— ha'}]^
-+- [^(ab'^-ba'—îhh!) — C^ŒC'-h- ça'— 2^)]ï]Ç
+ IB(V- ̂ ) + A(^a'- a^)-4- G(^- ac')

+ H (h^-. af) + F ( hc1 - ̂ /' )] $7)
+ [C^— ̂ /') + A(a^— W) + H(a^— M')

\ + G(a/' - À^) +F(A//-^)]^.

Enfin le calcul de l'invariant J^ donne

^=a2( a^cb'g'^ bc'^'+ifc'h'—icfh1)^
-+- (cb'h'— bc'h'-^ ibf'g1— îfb^') Ç]

-4- a2 j(6Ac'^— c^b'h'-^- bgc' h' — ifhc1 h1

4- ̂ chfthr-chbl^-+- ̂ fsb'g^ibgf'g1^
+[c^(2^'2—a'6')4-6^(2^2+^c')—2/Aa /c'+2CÀay /

4-^C'^-2^CfAr-4/^^4-^(2/^'-6'^)]Ti

+[^>/l(a'c'—2^2)__c^(^^^2Àr2)4-2/^a6'—2^ay /

-4- h^c'h'- if g1) - ̂ b'h'^- ighVg1^ ^fhg'h'}^
4-ât j [—2H^a'6 /+2G/^a'c /-+-2(^2—cA2)a'/ /—^•2A(6^ r+2/'^ f)

-^gh^c'h'^-ifg'^^b'h'-h^c'g1}^
+[2H^•a f^'+^3(a '^—2^'2)4_^2(a /c f—2^2)

+(4/^-c/i2-3^2)^^4-2^2A(2^A,'-a7')]y,
-r- [— iGha'g1-^ A3(2^2_ ̂ ^) -»- ̂ h(îh^— a'b')

+ (^-t- ̂ ch^-^fgh^a'h'-^igh^a'f—^'h1)^ \
4- ̂ (c/^ ̂ 2_ ifgh)[W - ̂ )Ç + ̂ r, - WÇ).

A l'inspection de cette formule, on voit immédiatement qu'en
pr

ajoutant au péninvariant -^ le péninvariant composé Da'So, le

résultat'sera divisible par a\ ce qui donnera un péninvariant mixte
de degré (3, 2), de classe i, de poids 6, correspondant, par suite,
à un covariant mixte d^ordre 2 en *r, y, z. Pour obtenir une ex-
pression plus simple, j'ajouterai encore — I 8 o ? ce qui permettra
de diviser par 2. Désignant ce nouveau covariant mixte par e,
nous aurons, pour l'expression de sa source SQ, tous calculs faits,

(20
^^Da2a^-Ia350^[(H^F^^B^(G^F^

'i. Cl-'

-(G^4-£',r-4-F'//)(HS4-fiy,4-FO].
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3. En résumé, les treize invariants du système binaire^U'.V.V')

nous ont fourni, pour le système ternaire (^, 5'), quatre invariants,
deux covariants purs, deux contrevariants et cinq covariants
mixtes. Les sept dernières de ces formations se répartissent comme
suit, au point de vue de leur degré, classe et ordre respectifs :

Degré par rapport
aux coefficients Classe. Ordre.

de s. de s ' .
^ ' 2 0 2 0
? i i 2 o

Contrevariants

a 2 l i i
y.' i 2 i i

Covariants mixtes . . . ^ (3 3 i i \
8 I I I 2

£ 3 ï i i

11 ressort immédiatement de ce tableau que le système des con-
trevariants et des covariants mixtes n'est pas encore complet : car
le contrevariant <r et les covariants mixtes [3, s, ne sont pas symé-
triques par rapport à s et 5', et leurs symétriques, que nous pou-
vons désigner d'avance paro-', jî', e', ne figurent pas dans le tableau.
Nous devons donc nous attendre, en poursuivant l'application de
notre méthode, c'est-à-dire en combinant convenablement entre
elles les formations déjà trouvées, en vue de diviser le plus pos-
sible par a, à rencontrer au moins les trois formations nou-
velles <r', j3', £', reliées chacune aux formations antérieures par
une syzygie qui sera la traduction immédiate de la combinaison
qui leur aura donné naissance. C'est la recherche que nous allons
maintenant aborder.

Pour cela, écrivons, en les distinguant par un astérisque, les
résidus pour a = o des invariants, contrevariants et péninvariants
obtenus jusqu'ici :

* D = G ^ +HÀ,
*I = Aa' -+-2G^-4-2 H A'— (6^2-»- c ' A»— ïfgh\
"r^B'b-^-C'C -^2F //-^-2G^-4-2^^^,

*D':=A'a'-+-G^ -+-IT/^
*»-o = - ( C^+ îF'^h 4- B'AÎ),
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% = ̂ [g\bf'-fb') 4- gh{cb'~ bc1) 4- A2^— c/')] 4- (A^- ^7Q3

4-af(A^- gh')(bgg'^- chh'-^ tghf- g^b'- h^c'—fgh'-fhg'),
*So =(^-^)$+^(^^-^0,
*ao =a\AÇ+HTi+G04-(G^+HA^4-(^-^)(^-AO,
*Œ =AS2+2GSÇ4-2H^-(^-A02,
*ao == (G^ 4- H70Ç 4- (F^ + B'À)7)+(C^ + F^)^
*(p==(^+c6:-2///)^-4-ar(c^_^ç+6^)-.î(^r,-Aî)(^-AfO

+ 2(/^+ ̂ - Ac'- CA^ÇTÎ -+- 2(/À'+ Vr- 6^- ̂ f)^,
*?, == Ç2[A(^-^)+H(A/-^)+G(/lc-^)]+(A^-^/)(^^-/^0»

-^-a r[H^2-GÀÇ2+(G^-HA)^+AS(^7l- /<0]
+ ̂ [^(^~ ̂ ) + ̂ r2^- ̂ ) + ̂ ^(U'-§f)}
4- ^[A2(cA'— Ac') + ̂ (bh'— hb1) 4- ighW-fh')},

^=(F^4-B r^)[GÇ4-^(^-AO]~(G^4-F rA)[Ht-^(^-AO].

En examinant ces expressioris, on remarque tout (Tabord que,
dans le produit ^So^o» les coefficients de r^2, T^, Ç2 ne diffèrent
que par le facteur a! de leurs valeurs dans *j3o- Donc

a'*po—*8o'ao

est divisible par ç. Si Fon effectue la division, on trouve pour quo-
tient *£()• Donc

^'*po— *ao*5o—S*£o= o,
et, par suite,

a' po— ^o ûo— ^o

est divisible par a, ce qui fournil un nouveau pénin variant, de
degré (2, a), de classe 2, de poids 6, correspondant par consé-
quent à un covariant mixte linéaire en *r, y, -s, irréductible aux
formations précédentes, et que je désignerai par y. La syzygie qui
le définit est, diaprés ce qui précède,

(a5) s ^ = = s ' ^ — a 8 — £ T C .

(Je désignerai désormais par TC le covariant identique

Ç.r^-TQy4-Ç^,

dont la source est Ç.) On trouve pour expression de sa source yo?
tous calculs faits,

/ Yo=(HG'--GH /)S24-(BF'-.FB f)ï)24-(FC'—CF')Ï2
(•26) { 4-(HG'—CH'4-FGy-GF')SÇ

.^(HF^— FIT 4- BG'— GB )^ 4- (BC'— CB')^.



On voit que yo ne t^i1 q116 changer de signe (comme ôo et <o)
quand on permute les coefficients de s et ceux de s ' . La même
opération laisse évidemment TC invariable, et change a, p, e en
leurs symétriques a', j3', £' ; si donc on l'applique à la syzygie
(a5), ce qui doit donner encore une syzygie en raison de la symé-
trie évidente du système par rapport aux deux formes fondamen-
tales 5, s ' , on obtient cette nouvelle syzygie

(%7) ^ j3 '=—s '^—a'Ô+s 'TC,

laquelle renferme les deux covariants non encore rencontrés ^
et e', et nous apprend, dès à présent, comment (3^ pourra être
obtenu par Inapplication de notre méthode, lorsque nous aurons
obtenu e^.

Pour obtenir e^, il suffit de remarquer que, si Fon forme

a'*s.o-{-*WQ*^Q,

les coefficients de 'f\ et Ç s^vanouissent, et celui de ç se réduit à
*te. Donc a 'Êo-4-WoSo—^oS est divisible par a, et, en effectuant
cette opération, on trouve précisément e^, ç^est-à-dire ce qui de-
vient £o quand on y permute les coefficients de s et ceux de ^.
On a donc, pour rattacher s' aux formations déjà rencontrées, la
syzygie
(28) ^£'== . $ ' £ - + - W O — — ^ T C ,

qui est symétrique par rapport à s et 5'.
On voit encore immédiatement que *§;;-(-a72 *<r est divisible

par Ç, et qu'en y ajoutant — 20^*00, il ne subsiste plus que des
termes en Ç2 ; on vérifie sans peine que Fensemble de ces termes se
réduit à (*Wo— a'*!)^; par conséquent

8 2 -^-a '2Œ—aa'aoÇ-^-( Ia ' - -wo)^

e&t divisible par a. En effectuant la division, on trouve, pour
expression du quotient,

6^2-4-c//2—2/^^')S2-+-(^2-^•^2—2^a'^)y^
_+. (aÀ/.2+ W2— lha'h')^ -+- i(ga'h' 4- ha'g1 — ag1 h — fa^)-r^
-^'î.^gg'h'—h^—ca'h'-^-fa1^1)^
-^^h^h'—gh'^ ba's'-^-fa'h')^

En y ajoutant —a'y, 11 ne subsistera évidemment plus dans
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cette expression que des termes divisibles soit par <7, soit par Ç,
et l'on reconnaît sans peine qu'en y ajoutant encore Fi;2 elle se
réduit à ^ a ^ ç — ct7\ en appelant comme ci-dessus <r' le contreva-
riant symétrique de T. Ce contre variant, dont il est inutile décrire
l'expression, est donc relié aux formations antérieures par la
syzygie

(29) o2-}- s2^-^- S'^Q — ss' ̂  — i TtÇso.' -4- s'a) 4- ̂ (îs'-t- V s— w) == o.

Nous avons ainsi obtenu, en appliquant notre méthode géné-
rale, les formations p^, e', </, dont l'existence était prévue, et de
plus la formation y, symétrique (au signe près), par rapport aux
deux séries de coefficients. Pour avoir le système complet, tel que
l'a établi M. Gordan, il ne nous reste plus à obtenir qu'un con-
trevariant de degré (3,3) et de classe 3, qui corresponde dualisti-
quement au covariant cubique pur désigné ci-dessus par t.

Pour obtenir ce contrevariant, que rappellerai T, il suffit de
remarquer que si l'on forme *aQ*j3o+*ao*Yoî les termes en y,3,
T»2^, y^2, Ç3 disparaissent d'eux-mêmes; en divisant par Ç, on
trouve *I*yo-+-*D*(By; de telle sorte que

a o P o + a o Y o — S ( l T o - + - D p o )

est divisible par a, ce qui donne un péninvariant de degré (3,3),
de classe 3, de poids 10, correspondant par suite à un covariant
mixte d'ordre o; en d'autres termes, un contrevariant précisément
de même degré et classe que T et qui ne peut être que T lui-même,
car les contrevariants déjà trouvés étant tous de classe paire, au-
cune combinaison formée avec eux ne pourrait fournir un con-
trevariant de classe impaire. Nous avons donc, pour relier T aux
autres formations, la syzygie

(30) .ÇT ==a^+a / i3 - - < ^: ( IY-+-Dp / ) .

II est inutile de donner l'expression complète de T ( 1 ) ; elle
change de signe quand on permute s et s ' . En effectuant celle
permutation dans la syzygie (3o), on obtient la nouvelle sy-

(1) On l'obtiendrait d'ailleurs en permutant les lettres majuscules avec les
minuscules dans l'expression de /, dont la source ^a été donnée ci-dessus [for-
mule ( i < 3 ) ^ .
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zygie

(3i) == a 'Y—0^—71(1^—D'p) .

4. Nous sommes maintenant en possession du système complet
des formations invariantes, avec les sept syzygies (i3), (a5), (27),
(a8), (29), (3o) et ( 31) qui les relient entre elles. Voici le Tableau
de ces formations, avec la notation de Clebsch en regard :

4 invariants

4 covariants purs

4 contrevanants ^

Degré
dans

les coefficients. Notation
rir

D . . . . . .
I.. . . . . .
r. . . . . .
D'
s.......
w......
s ' . . . . . .t ......
a . . . . . .
0.. . . . .

^
T . . . . . .

( T t . . . . . .

a'......p . . . . . .^. . . . . .p'......
£.. . . . . .

S'......

8 ......

de ^.
3
2

I

0

1

2

0

3
i
i
0

3
0

2

I

. 3
i
i
3
a

. i

de s ' .
0

i
î
3
0

2

I .

3
0

i
2

3
0

I

2

I

2.

3
2

3
i

Classe.
0

0

0

0

0

0

0

0

2

2

2

3
I

I

I

2

2

2

I

I

t

Ordre. Clebsch.
o Ain
o Ans
0 Ai22

0 Â222

/
2 «î»i2

2 /'
3 A
0 FH

0 Fi2

0 FSÎ
o D

2 I\

2 F2

2 N

I Ma;
1 BI
i B,
î C,
i Stt,
i G,

9 covariants j ^
mixtes i '

P

Les formations f, T, jî, jî', y, 8, e, e' sont gauches, c'est-à-dire
changent de signe par une substitution de déterminant — i ,
comme les invariants binaires dont elles dérivent.

Proposons-nous de former de nouvelles syzygies, en transpor-
tant dans le domaine ternaire celles qui existent entre les treize
invariants binaires dont nous sommes partis.

D'après les résultats obtenus dans le Mémoire déjà cité plu-



sieurs fois, ces treize invariants binaires sont reliés parvingl syzy-
gies distinctes, dont voici le Tableau :

W

ff2^

I.

{ IL

III.

(J'2=

^2=

()Ç'=
ç-C-
î)'<=
()-C=
y-c=
•c-c-
(0^2=

(©'^2=

5^=

/

.vy+a'g—^y^^o,

cJU^—JLW
33'5 —32(3^
-9(Jl,3'-4-C.A/
lP./OÎ/<5—l)l)2 cô'
JUÎ/--'l)l»Jl/,
^8' — Oijî,',

'5(l)lo,V+Jl>lU/
^(i^-helU/)
Jios^ — <»^û/v) ^

<Jl)3 —^î>2,
^ 3 ' ^ / 2 ^

j^a'+e^—îijî)^';
^y+ oçj— ^C ==o,

^ç'-©?+
A'ç'-©'g+
.M-C-3-0^
^'(•C+a-o-
©(-C+5-C)-
©'(•C-ao-

—-.V2(D,
—a'2^,
+ a^W) — 4(^V3 f(D -+-
—ilb^dE),

) — 2(oMÎ)CD'+ <A/^/(Ô),
-2(.^©(D' +1n)r3'(©),

(2'OÎ)'(Ô— 5^>) <,=<),

(^^ —2^C0r)^=0,

h2(^(&^— idÇ) =0,

-2(cJWD^4-ilî/Ç) ==0,
- 2(0' (0 -̂4- ̂ Ç') =-=0,

4-2(ecE)'^-'Dî)/g')=o.

Dl2^),

Le groupe 1 donne l'expression des carrés et produits deux à
deux des invariants'binaires gauches (à l'exception du seul carré
.Ç2) en fonction des invariants droits; nous pouvons donc nous
attendre à obtenir les expressions des carrés et produits deux à
deux des formations ternaires gauches <?, S, (3, e, à l'exception de
S2, en fonction des formations droites : il n'y aura même plus
d'exception pour S2, que la syzygie (29) exprime précisément de
cette manière. Le groupe II ne contenant que J^ comme invariant
gauche nous donnera des syzygies entre formes droites. Enfin le
groupe III fournira des syzygies gauches, c'est-à-dire dans chaque
terme desquelles entre une formation gauche, et une seule.

Pour transporter toutes ces syzygies dans le domaine ter-
naire, il suffit d'y remplacer chaque invariant binaire par son
expression en fonction des péninvariants ternaires, d'effectuer les
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simplifications qiii se présentent par la suppression des puissances
de a qui apparaissent en facteur commun ou par l'emploi de syzy-
gies déjà connues, enfin de remplacer les péninvariânts ternaires
par les covariants dont ils sont respectivement les sources. Les
expressions de (©, (©', 5, <A>, .V, (? ont déjà été données plus haut;
celles des sept autres invariants binaires se déduisent facilement
de proche en proche des formules (18), (19), (so), (21), (aa),
(2.3) et (a4). Je les écris toutes ci-dessous, en y remplaçant
d'avance, pour plus de commodité, les péninvariânts ternaires
par les covariants correspondants :

(D=D5, (^==^(1^--^), ^ = s ( l s — D s ' ) ,
.1, ^sÇîss'—sw —Ds'-i), ^'=sî({fss'—s'w—D's2),

<J==A-^, <=5$, l\^==s(soc—Dst^.),
3 == S (SU—— DTT^ ^/^ ^2(_ soi'-^- Î'S^—— WTC),

8'= .^(.^ — ^cr — aar: — IIT^), y== ^(A^S — D$TT),

J ^ = = 5 2 ( 2 5 £ — D 5 ' 0 4 - l 5 5 ) .

Commençons par les syzvgies du groupe I. La première a déjà
élé utilisée et nous a donné la syzygie (i3). La cinquième donne la
relation symétrique que voici:

( 3 3 ) t^ == (D^2__ l ' s s ' - } - WÀ-^a-l- ( D s ' ' 2 — î s s ' - r - ws)v.'

-r- [(ir— DD')^— w(I^4- 1^) + ^}-K.

La sixième donne, en tenant compte de (29)

.„,, po ==(59—^<j)a-+- saa'
( j i )

PO = (59 — 5'(J)a -+- svix'

4- [2a2-+- W7——5(D(T '4 - r7)]7: -h (Da'— Ia)TC2;4- [îa2-^- WT — ^(Da

d^où l^on conclut, par symétrie,

P'O = — S' <S' 0. •+- (s 7'— S'Q)OL'

— [la.12— w^— s ' ( D ' y -+- IŒ')]^ + (ra7— D'a)^.
(35)

La neuvième peut s'écrire, à cause de la troisième du groupe II,

-Cœ-- -K) = 2(^>'- e^).
et donne par suite

^ / , - ( 5î==(D'.?2+.?'w—I^^)îr—5aa'
i -^-[(^.î—w)3H-D5 /a']7c—DD'^;
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cTon Fon conclut, par symétrie,

8^== (W— D^— ̂ y-t- s'aa'
<37) -4- [(^ — I^a'— D's3i]-K + DD^Tt2.

La deuxième donne, en tenant compte de (29) et de (34),

( p2= (w— ls'—î's)^-r-(îs-{-Ds')^7— Ds(p2
) ( 4 - 2 7 ^ [ ( I ( T — D c ; > ) a + D 7 a ' ] + T C 2 ( f D o — I 2 ( T — D 2 < T f ) ;

d^où, par symétrie,

P'S = (w — 1^— r^^-r- (r^+ D^)^'— D^'(32

(39) -h Ï ' K [ ( I ' ( s ' — D^a'-h D'ï'a] 4- ̂ (l'D^ — î^v — D^j).

La quatrième donne, en tenant compte de (33),

f îp =(w—I f 5)a 2 4- (D^—Is)aa r —D5a ' 2 -4 - [ ( I r -+- DD'^—IwjaT:
(40) | - + - D ( 2 ^ 5 — ^ } a f • ^ : - ^ - D ( r w — D D f 5 f — I ' 2 s ) ^ ^ 2 ;

d^où, par symétrie,

< P f = ( I 5 f — w ) a r 2 + ( r ^ — D ^ ) a a f 4 - D / ^ a 2

(41) +[rw—(II /-4-DD')5 /]a '•^:+D'(w—21^)071
4- Dr(I25'4- Ws — Iw)-îr2.

La septième donne, en tenant compte de (33),

(42)
tz ==(—ID'52+DD f55 f4-^5w—w2)a-+-(—DD r52+I'D^—D5 rw]a r

4-[^DD r 5 2 -^-D(JD'—^ 2 )5^+D 2 D^ f 2 —DD r 5w+^D5 f w]^T;

d^où, par symétrie.,

( t^=={DDIs'2-îDfssf-+-î)fsw)ai-{-(îtDsfî—T)Dfss'—ls'w-^wï)ai
(43) ( ^[-iDD'^—D^rD—12)^-4-DD r2^-+-DD^ fw—ID r5w]TC.

La huitième peut s^écrire, en tenant compte de la sixième,

ff^—SJ^) = 2(50^—^3(^+1(1/0^),

et donne par suite, en tenant compte de (36),

( pÊ===(w—r.? )oa -+- (D<p- î^sa'
<44} ( -+- [Daa'-H w — rs)(D(p — r<r)-+- DD^^ÎT — D»D'7c3 ;

d'où, par symétrie,

( p '5 / =(w—^^)<T 'a / +(D f <p-^y)^a
( 4 . ) ( -^-fD faa r-+-(w--l5 r)(D^—r<J')+DD f . î f<T' |7:-DD'^3.
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Enfin la troisième peut s'écrire, en tenant compte de la der-
nière du groupe II,

(•C-4-5^)«;~5^)=4[^(^^--1(î>(£)')-<&.ve/],
et donne alors, en tenant compte de (36),

(46) £2= (w--^5)(»24- D^y—I^<T)4-D'52(D<p—I(T)-{-DD'<^;(•25a—D5'1T);

d'où, par symétrie,

( £'2 == (w--I5'}(a / 2-+-D^o—IW)
(47) 1 -4- D^D'cp - l ' y ' ) -+- DD'7T:(25Y- D^TT).

Passons maintenant aux syzygies binaires du groupe II. En les
transportant dans le domaine ternaire, avec le secours de (29),
on obtient les trois importantes relations

(48) a2= D 7 ^ - 4 - ( l Œ — D ( p ) s ' ~ ( T w — 2 D a ' T C + r D 7 c 2 ,

(49) a'2 = D / T S / - ^ - ( ^ ( T ' — D / ( f > ) ^ — T ' w — 2 D ' a T C - ^ - ID'TT2,

2aa'= (D 'Œ— 1^)8 -+- (Dd'— î ' ^ s ' - ^ - çpw
^0) + 2(Fa -̂ - la^TT -- (ir+ DD')7r2,

dont les deux premières sont symétriques l'une de l'autre; la troi-
sième est sa propre symétrique. Ces trois syzygies ne renferment,
comme il avait été prévu, que des formes droites ; elles peuvent
servir à ramener toutes les expressions à ne contenir a et cd qu'au
premier degré.

Transportons enfin dans le domaine ternaire les huit syzygies
binaires du groupe III. Le calcul ne présente aucune difficulté, en
s'aidant des syzygies (a5), (27), (28), (3o) et (3i). Voici le
groupe de syzygies gauches auxquelles on est finalement conduit :

(5i) ( I s ' — w ) p — D^Y — Ia8 — aas-h DTC£'-I- vt = o,

i (rsf—Dfs^-{-(Dsf—ls)y—îw^
(32) ( -^(a'— r7r )£ -4 - (DD'—ir )TC8-h-2 ( lTC—a)£ '+y^== o,

(53) D ( D ' s — î ' s ' ) ^ - { - ( w — I^)£4- D^£'4-a<== o,

(54) a'— I 'TT)? -+- Dirp'-hÏTCY -+- FfrS 4- (p£ — (T£' = o,

(55) ap—D7CY- t - (Dcp—Iar )8 - -<T£="o ,

(56) D^Ds'— ï s ) 8— D'5£-h( Vs—w)€-^v:t=o,
(5y) D(a '—l 'Tt )^ — ae 4-DîTE'-t-7< == o,

(58) f(DLV-h I I ' ) 7 T — I a ' — ^ a ] 8 - ^ - ( I r ^ T — a f ) £ - (ITT — a) £ ' — 9 ^ ='o,'
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(59) D^-4-(l5'-w)Y-^DD /7^:$-a£ /=o,
(60) ( I ^ — w ^ ' + D ^ Y + r a ^ — î a V + D ^ — Œ ^ ^ o ,
(61) : ( a — I 7 ^ ) P ' + D ^ 8 — T ^ ^ Y — I ( T / 8 + c p £ / — Œ ' £ = o ,
(62) a'p'-h. D^Y -h (1^- D'9)8 — v ' ^ = o,
(63) D'(a — lTi)8 -4- a^'— D'w -+- v ' t == o,
(64) D^l î -^w—r^Y—DD^—a^:^ .

Les huit premières de ces syzygies [(5i) à (58)] proviennent
respectivement des première, deuxième, cinquième, huitième,
septième, sixième, troisième et quatrième syzygies binaires
du groupe III (3a). La syzygie (5g) s'obtient en divisant par s la
combinaison suivante des syzygies (a5), (27), (28), (5i), (53),
(57), où tous les ter^nes non divisibles par s disparaissent d'eux-
mêmes,

( w — l 5 ' ) [ 5 Y — ^ p - f - a S - + - 7 T £ ] — D 5 ' [ s p ' + s 7 Y 4 - a / 8 — 7 ^ £ f ]
-4- a [ s £' — s' £ — w 8 4- TC t ]

0= — ^ [ ( I ^ — w ^ — D ^ Y — I a S — î c f ô + D T O ' + f f ^ ]
— TT^D^ - r5')8 4- (w - I^)£ + D^^-h a^]
4-^[D(a f—I'^T)S—a£4-D'JT£ '4-(I^] .

Enfin les syzygies (6o) à (64) se déduisent respectivement par
symétrie des syzygies (5i), (54), (55), (07), (5g). Les syzygies
(5s) et (58) sont leurs propres symétriques ; (53) a pour symé-
trique (56).

5. Nous avons obtenu précédemment dix-sept syzygies don-
nant l'expression de carrés ou de doubles produits de formes
gauches en fonction des formes droites,savoir (i3), (29) et (33)
à (47)* J6 vals maintenant calculer les expressions analogues
pour tous les autres carrés ou doubles produits de formes gau-
ches, en formant méthodiquement dix-neuf syzygies nouvelles
par le procédé suivant.

Je multiplie la syzygie (a5) successivement par ^, 8, [î, e ; je
remplace dans le second membre les doubles produits ou carrés
de formes gauches par leurs expressions en fonction des formes
droites, connues en vertu des syzygies antérieures ; en utilisant au
besoin les syzygies (48), (49) et (5o), il est facile de faire dispa-
raître les termes non divisibles par s ' y effectuant la division, j'ob-
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tiens dans le premier membre v^, YO, Y^, Y£, elle second membre
donne, pour ce double produit, l'expression demandée. Connais-
sant ainsi vu, yp, ye, il suffit de multiplier (28) par Y et d'opérer
de la même manière pour obtenir l'expression de Y2. J'opère
ensuite de même sur la syzygie (28), puis sur (27), enfin sur (3o),
en profitant d'ailleurs de la loi de symétrie pour éviter quelques-
uns de ces calculs. Les résultats que fournit cette méthode sont
donnés par le Tableau ci-dessous, dans l'ordre même où on les
obtient :

(65)
( t^ ==—D^a2— woiOt'—Ds'oi'2-^ D ' ( î s 4- Ds')^
} -4- D(r5'4- î)'s)y.'Tt 4- DD'(w — l s ' — l's)T^,

(66) 78 = sv'oi -+- s'aoi'— (aa/+ D^^d- D'sv)^ -4- DD ,̂

PY ==— î's'v2-}- Ds'w— Dsv^ 4- w<Tcp—-(Taa /-^-(IŒ-^- Dcp)^
4- (îl'ï — D(T')a7r— ir<m:̂(67)

(68)
P'Y == ls(j'2— D^ŒŒ'-t- D ' s ' a ^ — wGr'cp + (T'aa'—(I'cr'-4-D'o)aTC

+ (D'CT — îl^a^ -h ira^s^

( Y£===5(D(T / a / —D r (Ta) - -W(Ta y -^- ' I^ [ ( ID ' (T—2I 'Dî^ ' -^ -DD f 9)5—DD^ f (T-^- '2DwŒ y j
( 9 ) ( 4-D7^2(I fa 'd-3D f«)—2IDD'7^:3,

( Y^'==5 /(D(T ra ' - -D /<Ta)-+-wî^ fa—7T[(rD(^ r--2ID f<T-+-DD / îp)5 '—DD^(T f+2D /w<^]
wo) ( --D / '^:9(Ia-^-3Da r)-^-2rDD?7T3,

( Y2==_D5(T f 2—D / 5 ' (T2+ wŒar '+aTcCD'Œa+Dff ' a ' )
( 7 / î - ^^ (DD'cp—ID'd—rD^) ,

/ ^^—(^-{-(wcp—r^a+D^Y
(7%) ^ ^-^( î ra î - i - Iaa '—Da^-hDD's^—I'D^Œ')

( -i-^ITDa'-^ir+DD^a],

^s == — aaf2'-^- (wy —I5(T f)a f-+- D'^aa
(78) -^^( î i la^+raa—D'aS+DD^T'—ID'^ff)

^^[^^—(ir+DD')^],

££'==^(00^ — ID'CT — rD<r') + w(D^<r -+- DsV— aa')
(74)

(75)

(76)

-h ^.[0^(15 -4- D s ' ) + Da'(r5'-+- D'5)] — DD'^ÇVs + l5'),

??'= (y<T'(w — î s ' — Vs) + cp(D^<J 4- D^V— aa')
+ ^^[(I<J/4- D^a 4- (r<r 4- DŒ')^] — ^(FD^ 4- ID'ff),

<T = — D'as— Faîa'— Iaa'2— 0^34- 7t[2lD'a24- (ir4- 3DD')aa'4- aI'Da'2]
—7c2[D'(P4- I 'D)a4-Dri'2-t- JD')a']4- DD'(ir—DD')TC3.
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(Celte importante syzygie, dont la signification sera étudiée
plus loin, présente à première vue ce caractère remarquable, que
le second membre ne renferme que les quatre invariants et les
trois covariants mixtes Hnéo-linéaires TC, a, a'.)

( ï8 == ( /aS+^aa '+CTa^—TC^D'a+iCT^a^Dff '+rŒ)^]
(77)

(78)

( 7 9 )

(80)

) -+-7t2[ny<T.+-rD(/--DD'c?],
^ = (--D rŒ2-+-I<T<I f—D(T / tp)a-^(—^(^ 2 -+-DŒ(^'4-I ïcp--D(p2)a '

4- fID^-^- (FD — I2)Œ(/— D2^— DD'Œcp + IDŒ'o]^,

( T p / = = ( I ^ 2 — D / < T ( J ' — r < I / < p - 4 - D f ( p 2 ) a 4 - ( D < ^ ' 2 — ^ Œ Œ / - + - D ' < T ç ) a '
\ ^[^^^-^(I^—iD^^—rD^+DD'ff^—rD'aro]^

/ ^ ^—D'ao^-h (DŒ' — r<T)aa'4- ( D < D — Id)a'2-+- D^aIfT — Dcp)a7T
( + [(II/4- DD')a — rDîpla^ + D'f— Pj — DîŒ'-h IDo)7r2,

(81)

( T£ '==(r(T '—D / (?)a2+(I(T / - - D^aa' 4-0^^2
5 ^ [JD'O — (ir+ DD'XIaiT -4- D(D /y -- iV^^'K
f + D(D'2(T -h r2<r'— FD^)^,

TY == (— D<T'2.4- l'aru'— D'cycp)^ 4- (— D^ 4- lav'— D V ' ^ ) ( X . '
+ [(ID'cr -+- l ' D y ' ) ^ + (DD'— ir)(T(T'— DD'o2]TC,(82)

T2 === DD^S— (ID'Œ 4- rD(/)<D2+ [^'^^-(ir-- 3DD /)ŒŒ'-^- ID(T'2]çp — D^cyS

— (I^— 2lD' ) (T2(r '——(I2— 2rD)Œ(T'2— D2<Tr3.

Pour faciliter Pemploi de tous ces résultats, je donnerai ici une
Table à double entrée, au moyen de laquelle on peut retrouver
immédiatement, par son numéro d^ordre, la syzygie qui fournit le
carré d'une forme gauche donnée ou le produit de deux formes
gauches données :

p. p'. ï-

( i 3 ) (33) (4o) ( 4 1 ) (42) (43) ( 6 5 ) (76) t.
(29) (34) (35) (36) (37) ( 6 6 ) (77) 5.

(38) (75) (44) (72) (67) (78) ?.
( 3 9 ) (73) (45) (68) (79) y.

( 4 6 ) (74) ( 6 9 ) (8o) E.
(47) (70) ( 8 i )

( 7 1 ) (82)
(83)

ï-

6. En examinant attentivement les syzygies obtenues, on re-



connaît Inexistence (indépendamment de la symétrie, évidente
a priori, relative à l'échange dés coefficients de s et de 5') d'un
genre particulier de symétrie croisée, qui peut être défini comme
suit :

« Si, dans une quelconque des syzygies, on remplace 5, ^, w,
t, s, s'.T, respectivement parDcr', D^, DD^, —DD'T, D^, D^, 8,

et en même temps, inversement, <r, o-', <p, T, [3, jâ', S, par ^7? ^ î

r^T^ — nry' H7' "H^ T^ en CODServaDt sans modification a, a', TC,
elles invariants D, D^, I, F, on obtient encore une syzygie. »

Je dirai que deux syzygies sont réciproques quand elles se
déduisent l'une de l'autre par le procédé que je viens d'indiquer.
Ainsi chacune des trois syzygies fondamentales entre formes
droites (48), (4o) et (5o) est sa propre réciproque, comme il est
aisé de le vérifier. Dans la Table à double entrée donnée ci-dessus,
les quatre syzygies (76), (66), (72), (78), placées sur la diago-
nale, sont aassi leurs propres réciproques ; et chacune des autres
a pour réciproque celle qui occupe la position symétrique par
rapport à cette même diagonale. La vérification de cette curieuse
propriété, lorsqu'elle n'est pas immédiate, n'exige que l'emploi
convenablement dirigé des trois syzygies droites (48 ), (4?) et(5o).

En ce qui concerne les syzygies gauches, on reconnaît que les
syzygies (3o), (3i), (55), (62) ont respectivement pour réci-
proques (63), (07), (09), (64). La réciproque de (a5) serait

(84) D(T r8—(T£ r-(-aY•+•D7rp r= o;

cette syzygie, que nous n'avons pas encore rencontrée, est néan-
moins exacte; car on l'obtient en divisant par s la combinaison
suivante de syzygies connaes :

a(î5) + DTr(27) — (1(28) — 8(48) -h ̂ '(55) + Tc(Ô7) == o.

La réciproqae de (27) est évidemment exacte aussi comme
étant la symétrique de (84)^ savoir

(85) D^S-f- f f ' ê+a^—D'TCp^o.

La réciproque de (28) serait

(86) p /<T--p(T r-+-cpY-^-^ =0.
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Cette syzygie symétrique, que nous n'avons pas encore ren-
contrée, est néanmoins exacte ; car elle s^obtiendrait en divisant
par 52 la combinaison suivante de syzygies connues :

__ t ( 5 ( p + 2 a T C — ^ < 7 ) ( 2 5 ) - + - ( 5 ( J + D ^ T 2 ) ( 2 7 ) — - I T < T ( 2 8 ) — — P ( 2 9 )

°"~( H-^[(3o)--(54)-(84)] 4-8(34)4-^(51).

On peut d'ailleurs en vérifier plus rapidement l'exactitude en
la multipliant par T, et remplaçant (Î'T, (ÎT, yr, T2 par leurs ex-
pressions (79), (78), (8a), (83) : les coefficients de a, a', TC
s'évanouissent d'eux-mêmes séparément.

La réciproque de (5i) serait

( I Œ — Dcp^— DD'ŒS — lay —'2Da^4- DD'TCJÎ — DS'T = o;

mais ce n'est que la combinaison suivante de syzygies déjà con-
nues

D[(3i) 4- (61) -4- (85)J 4- 1(84) = o.

Les réciproques de (5a), (53), (54), (56), (58), (61) seraient
respectivement

( r Œ — D Œ ^ ^ D ^ — I a O e - h î r i T C — a ) ^
7 ^ ^ ( a ' — r T Q D p ' — a D D ^ S + C D D ' — I Q T r Y — W T ^ o ,

(88) (Dï '— I '<r)Y -4- (Dcp — lar)^-^ D'<rp — aï = o,
(89) ( a'— r-TT:)^-^ D'TCS + nr-irS 4- F^Y + w y— D ' s ' p = o,
(90) (D'Œ — IŒ^Y — DŒ'^-+- ( r^— D'cp)? — a'T === o,
(91) (F'n: — a')Dp'— (ITC — a)D'P +f(DD /+ 1?)^— la'— l ' a J Y + W T ==o,
(92) ( a — lTC)£-+-DTT£'—rDTcS — l 5 Y - 4 - w p — D 5 p ' = o ,

syzygies dont l'exactitude pourrait sans doute être vérifiée assez
facilement. Quant à (60), symétrique de (5i), elle donnerait évi-
demment par réciprocité, comme celle-ci, une combinaison de
syzygies connues.

On pourrait chercher à obtenir encore d'autres syzygies gau-
ches, en combinant celles que nous avons obtenues de manière à
pouvoir diviser par un facteur commun, comme il a été procédé
ci-dessus pour vérifier l'exactitude des syzygies (84) et (86) : je
m'abstiendrai de poursuivre cette recherche, qui ne paraît pré-
senter actuellement que peu d'intérêt au point de vue des appli-
cations géométriques, point de vue auquel je vais maintenant me
placer.
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II.

7. Avant d'aborder les applications géométriques qui font plus
particulièrement l'objet de ce second Chapitre, il ne sera pas
inutile de résumer en quelques mots les résultats purement algé-
briques obtenus dans le premier.

En partant des deux formes ternaires quadratiques 5, 5', j'ai
établi l'existence des dix-huit formations concomitantes qui con-
stituent, avec s, sf et le covariant identique TC, le système complet
de ces deux formes ; savoir :

4 invariants, D, I, I', D' ;
i covariants purs, w, t, d'ordres 2 et 3;
4 contrevariants, (T, (D, <r', T, de classes 2, 2, i et 3 ;

J a linéo-linéaires a, a',
8 covariants mixtes... 3 de classe i et d'ordre i, (3, p', y,

3 de classe i et d'ordre 2, s, s', 8.

J'ai calculé les expressions, en fonction des coefficients de s et
de s ' , des invariants, contrevariants et péninvariants (sources par
rapport à x des covariants) purs et mixtes.

J'ai obtenu 67 syzygies distinctes reliant ces diverses forma-
tions, savoir : 36 qui fournissent les expressions des 8 carrés et
des 28 produits deux à deux des 8 formes gauches t, T, y. S, JB,
^f, e, s', en fonction des formes droites, 28 svzygies gauches,
c'est-à-dire dans chaque terme desquelles entre une forme gauche,
et une seule ; enfin 3 svzygies, (48), (/je)), (5o), ou ne figurent
que les formes droites.

J^ai enfin montré qu'outre la symétrie relative à l'échange des
coefficients de s et s^ il se manifeste entre les diverses formations,
dans toutes les syzygies, une symétrie croisée particulière, que j'ai
désignée sous le nom de réciprocité.

Au point de vue géométrique, on peut regarder s et s ' , égalées à
zéro, comme les équations ponctuelles de deux .coniques; w et t
comme celles d'une certaine conique et d'une certaine cubique
dépendant des deux premières coniques; <r, o-', y comme les
équations tangentielles de trois aulres coniques dépendant tou-
jours des deux premières ; T comme celle d'une courbe de troi-
sième classe ; enfin a, a', (î, p', y, 5, s, £' comme les équations de
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huit connexes liés aux deux coniques fondamentales $ TC repré-
sente le connexe identique.

A ce point de vue général, les syzygies obtenues dans le Cha-
pitre 1 fourniraient évidemment le moyen d'étudier les particula-
rités que peuvent présenter ces divers connexes. Toutefois, je
^entreprendrai pas ici cette étude, et je considérerai les forma-
tions mixtes comme représentant les équations tantôt ponctuelles,
tantôt tangentielles, suivant le cas, de droites ou de coniques
définies par une droite donnée ou par un point donné, dont les
coordonnées y sont introduites de manière à n'y laisser subsister
comme variables effectives que les variables de l'une ou de P autre
série.

8. La première question géométrique qui se présente naturel-
lement est de former les équations tangentielles des coniques s,
5'. La syzygie (29) fournit immédiatement la réponse. Soient en
effet x^ y<, z^ les coordonnées d'un point quelconque M de la
conique 5, mais que nous supposerons n'être pas en même temps
sur 5'. En introduisant ces valeurs de x^ y, s, s s'annule; s1 et w
prennent des valeurs déterminées s^ w< ; o, a, a', TC deviennent
des fonctions déterminées 5i, a,, a'^, T^ des seules variables Ç,
7^, Ç, comme sont déjà Œ, o-', <p. La syzygie (29) prend la forme

8^ -4- S'^ (T — 7îi[25i Olf+- (Wi — ÏS\ )TCi] = 0,

et elle exprime que l'équation langentielle 7=0 est exactement
équivalente à celle-ci :

Sî-^IIi,

où T^ est le point M, 3^ et II^ sont deux autres points dépendant de
la position de M. Mais celte dernière représente, comme on sait,
une conique passant par les deux points TT) , II<, les tangentes en
ces points allant concourir au point 3< ; donc M est sur T, et, par
suite, <r est l'équation tangentielle de s.

Par le même raisonnement, appliqué toujours à la syzygie (29),
on voit que T + /ry + k2^ est l'équation tangentielle de s -j- k s ' .

De même la syzygie (71), réciproque de (29), fait connaître
l'équation ponctuelle delà conique T + k7'\ car, soient ç ^ , Y^, Ci les
coordonnées d'une tangente T de cette conique, elles annulent
7 + /CT7, donnent à a-, T', <p les valeurs déterminées — k ^ ' ^ T^,
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(ft et font de 7t, y, a, a' des fonctions'déterminées 71^, y ^ , a^ , a^
des seules variables x, y , z, La syzygie (71) devient

Y•f+7l2(D54-X:w+Â:2D'^)—TClj2c^'l(Dal---Â•D /al)--7^l[DD'<pl-^-ffl(Â:ID /—I'D)]j=o,

et montre que l'équation de la conique D^-f- kw-{- Â^D^'peut
se mettre sous la forme

•^—Tcilli ==o,

et que, par suite, cette conique est tangente a la droite 'TCI, qui
n'est autre que T. Donc v -4- kv1 a pour équation ponctuelle

9 D5-^-Xw-+-Â•2D'5'.

La signification géométrique des invariants D, D' est immédia-
tement donnée par les syzygies droites (48), (4o)-

Si dans (48). par exemple, on suppose D == o, il vient

a 2 = î ^ ( I 5 ' — w ) ,

et, comme chacun des facteurs du second membre ne contient
qu'une des séries de variables, chacun d'eux doit être un carré
parfait ; donc <r se réduit à deux points coïncidents. Mais, d'autre
part, la syzygie (47) devient, pour D == o,

£'2 == (w — lst)[^-+-s(Dt<f — IV)J;

w — ïs1 étant carré parfait, comme nous venons de le voir, il faut
qu'il en soit de même du second facteur du second membre. On
peut donc, en désignant par 9 une certaine forme linéaire par
rapport aux deux séries de variables, poser

ou encore
a ^ + ^ D ^ — r T ^ Ô 2

s(D'^ — IV) = (6 + î0(6 - a').

•Chacun des facteurs du premier membre ne contenant qu'une des
séries de variables doit se décomposer en deux facteurs linéaires ;
donc s représente deux droites, et D'<p — T/V deux points.

9. Proposons-nous d'exprimer, au moyen des formations que
nous avons obtenues, les invariants, contrevariants et cbvariants
purs ou mixtes du système où <r et ^ seraient les deux formes
fondamentales, au lieu de s et de ^', le rôle des deux séries de
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coordonnées se trouvant renversé. Nous savons déjà que D.y, w,
D^' correspondent respectivement dans cette hypothèse à a-, y, a-'.
Le covariant identique TC n^est évidemment pas affecté. Désignons
p a r D ^ , D ^ , I i , î\, a,, ... les formations qui correspondraient
respectivement à D, D', I, .... La syzygie (29) devant subsister
entre ces nouvelles formations, on peut poser

82 = — D ' S ' <J2— D^CT'2-}- WŒT'-l- '27l(Œai -t- Œ'a i ) -+- TT^—— î i <3' —— ï\ <J 4- W^ ) .

Comparant avec (71), on conclut

O I = = L Y , a i = D ' a , a i = = D a ' , Ii = FD, î\ = ID', ^i = DD'cp.

D'ailleurs, si Pon compare les coefficients de ^x2 dans S et de *rÇ2

dans y [formules'(i8) et (26)], on voit que le second se déduit du
premier en remplaçant g-, A, g ' , h1, par G, H, G', H', comme pour
passer de 5, s1 à (T, o-'; donc c'est bien 4-y qui correspond à 5.

Portons les valeurs ci-dessus dans la syzygie (47) î ^l6 donne

D2^2 =D 2 (^(T '— D'<p)54- Di(DW—!T'w--2D'a-n:-+-ny7i2).

Comparant avec (48), on obtient immédiatement

DI = D2, d'où D'i = D'2.

De même, la comparaison de la transformée de (34) avec (69)
donne (^ ===— De, d'où ^\ == — D's'. Par l'emploi des autres sy-
zygies, on trouve de même successivement

e^^DD^, e^—DD^', Yi = my^ ^^--DD'T, TI=-DD^.

La symétrie dualislique entre les formations est donc repré-
sentée dans les formules par ce fait, que les syzygies restent inva-
riables ou se changent les unes dans les autres, quand on y rem-
place respectivement

s, w, <, D, I, a, P, y» 8» £? ^ ^ T

par

a, DD'cp, —DD'T , D2, l'D, Da', — D e , DD'8, Y, —DD'? ,
Ds, w, —Wt,

et de même pour les lettres accentuées, en laissant TC invariable.
En combinant la symétrie dualistique avec la symétrie relative

aux accents, on retrouve, à des puissances près de D et D', la
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symétrie croisée spéciale que j'ai désignée sous le nom de réci-
procité; toutefois celle dernière, donlla signification géométrique
est ainsi rendue évidente, se présente plus simplement pour les
applications que la superposition pure et simple des deux symé-
tries géométriques.

10. La syzygie (29), considérée à un autre point de vue,
fournit aussi la solution immédiate du problème suivant :

Former l'équation des coniques passant par les quatre.points
communs à s et s\ et tangentes à une droite donnée, qui ne
passe par aucun de ces quatre points,

Soient ^.'/n, Ci les coordonnées de la droite donnée, (T(, o^, y < ,
TI, ... ce que deviennent <r, <r', <p, TÎ, ... quand on y introduit
ces valeurs pour S;, T^, î^. La syzygie (29) ne renferme plus que les
variables ponctuelles x, y, z ; et elle nous apprend que les valeurs
de ces variables, qui satisfont à la fois aux deux conditions

7:1 == 0, O-i S2 — Cpi S S ' -+- (TI S ' 2 == 0,

satisfont par cela même à la condition

autrement dit, que les quatre points où la droite donnée TC/ coupe
le système de deux coniques r, T1 (passant par les points com-
muns à s et s ' ) que représente <r\s2—y< ss1-}- o-i^2, sont situés
sur la conique Si comptée deux fois, c'est-à-dire se réduisent à
deux. Il faut donc ou que les deux coniques F, T1 se coupent sur
la droite donnée, ce qui est impossible puisqu'elles ont déjà quatre
points communs, savoir ceux qui sont communs à s et s ' , ou
qu'elles soient tangentes à la droite donnée, auquel cas elles
fournissent la solution du problème. Il y a donc deux coniques
répondant à la question, et leur équation est

(<)3) iv^s'— (c&i±:/(pî— 4^1 ̂ \)s == o.

La syxv'ie (46) fournit la solution du problème analogue où il
s'a°it de trouver les coniques tangentes à une droite donnée et
passant par les quatre points communs à s et w.
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On pcul, en cnet, récrire, en tenant coin pie de ( l^ )?

£2 = (DD'y — HYtr — rDT)^4- (0^-4- Fj)^ — cr»^-}- T:E,

E étant un covariant mixte composé, de classe i et d^ordre 4-
Donc, par le même raisonnement que plus haut , Inéquation des

deux coniques demandées sera

(94) 27i w— [Dv\ -4- f f f i ± /(D"7^ — l'ïi)2^- 40^1(0(51— l7i )]s = o.

Pour les problèmes réciproques, où Pon demanderait les équa-
tions des coniques passant par un point donné et tangentes aux
quatre tangentes communes à <r et o"', ou à 7 et es, on peut re-
courir aux syzygies réciproques de (29) et de (47)? c'est-à-dire
aux syzygies (71) et (89) ; ou plus simplement transformer par
réciprocité les formules (Q3) et (94)5 ce qui donne, pour le pre-
mier cas,

( 9^) ïD' s\ (T — (wi =h \/w]— 4 DD'.ÇI.Ç^Œ'^ o

et, pour le second,

(96) lDSi(Q — [t^l-t- ^1 ±\/(Ï)S\— I . Ç l ) 2 - ^ - 4 5 l ( W l — r'5i)]j= 0.

Nous verrons plus loin que les formules (Q3) à (96) ne sont que
des cas particuliers d'une formule donnant la solution d\m pro-
blème beaucoup plus général que ceux que nous venons de
traiter.

H. Examinons maintenant de près la svzygie (76), dont j^a i
signalé précédemment Pimportance :

\ t^ = DD^ir— DD')^— D'(I2-+- FD)aTC2 — D(r2-+- ÎD')^^-^'ilD'^i
( -+- (ir-+- SDD^aa^ -r-il'Ds'^ — D'a^— l'^y!— laa^— Da'3.

Le premier membre est le produit d'un covariant pur de troi-
sième ordre par un contre variant de troisième classe, et représente
par conséquent le produit de Péquation ponctuelle d'une cu-
bique par l'équation tangentielle d'une courbe de troisième
classe. Le second membre est une forme ternaire cubique
aux variables u, a, a', avec tous les coefficients invariants.

Si donc on introduit dans TC, -a, a', qui sont des covariants
mixtes linéaires par rapport aux deux séries de variables, les



coordonnées i^, ^ i , ^ d'âne droite A qui ne soit pas tangente à la
courbe T, cette forme ternaire donnera l'équation de t exprimée au
moyen de trois coordonnées ponctuelles, c'est-à-dire rapportée à
trois droites dont l'une est la droite arbitraire A, et les deux
autres dépendent, d'une manière déterminée, de la position de A.
Si, au contraire, on introduit dans TC, a, a' les coordonnées x^
y^ z^ d'un point arbitraire P non situé sur la cubique t^ la même
forme ternaire représentera en coordonnées tangcntielles la courbe
de troisième classe T, un des sommets du triangle de référence
étant le point P, et les deux autres étant déterminés par la posi-
tion assignée à ce point,

Mais, si l'on calcule le covariant hessien de la forme ternaire
cubique aux variables TT, a, a^, on trouve sans peine, en employant
les formules connues, qu'il se réduit, à un facteur numérique
près, à la forme elle-même multipliée par l'invariant composé

(97) E == 27D2D'2— p r a — iSIFDD'-h 413^4- 4^3D.

Par conséquent, la forme ternaire en TT, a, y! est toujours dé-
composable en trois facteurs linéaires par rapport à ces variables,
qui elles-mêmes sont linéaires par rapport à .r, y, z, comme par
rapport À Ç, ^, Ç. Donc le covariant t représente trois droites, et
le contrevariant T trois points. Si £ est nul, deux au moins de ces
droites et deux au moins de ces points coïncident, puisque la
théorie des formes ternaires cubiques apprend que dans ce cas
la forme en TC, a, y! admet au moins un facteur carré.

Plaçons-nous pour le moment dans le cas général où E n'est pas
nul. Soient Ç , , TU, Ci les coordonnées d'une droite quelconque A,
assujettie seulement à ne pas passer par un des trois points que
représente T. Alors T prend une valeur T < ^ O , et les coordonnées
des points d'intersection de la droite A avec les trois, droites que
représente t satisferont aux deux conditions

< = o, TT == o

et, par suite, en vertu de lasyzygie (76), à celle-ci

('98) D'a3-^ I fa 2a 7 -+-Iaa / 2 -^-Da ' 3 == o

(oh i l faut supposer qu'on ait remplacé, dans a et a', S, Y^, Ç par
S i ? '^ti i ^f ^ ^e d iscr iminant de celte équation étant précisément E,



elle ne peut pas avoir de racines égales, quelle que soit la
situation de A. Mais il est évident géométriquement que si A pas-
sait par un des sommets du triangle ^, et seulement dans ce cas,
deux racines de (98) devraient devenir égales : donc ces deux
restrictions imposées*à A, savoir de ne pas passer par un des trois
points T, ou de ne pas passer par .un des sommets du triangle ^
sont équivalentes, et les trois points T ne sont autres que les trois
sommets du triangle t. Cette corrélation bien connue est, comme
on le voit, une conséquence immédiate de là syzygie (76).

Si l 'une s des coniques fondamentales se décompose en deux
droites, on a D == o, et la syzygie (76) devient, comme il est aisé
de le vérifier,

(99:) 4D'<T=-a[-2D'(a--I7:)4-a<l f+/I'2_41D')][îD\a-I7r)^a\I'--/P^^

Les trois facteurs linéaires sont ainsi mis en évidence, et l'on
voit que a est toujours l'un d'eux, et que les deux autres coïnci-
dent si V2 == 4IO\ comme cela devait être d'après (97). Dans la
même hypothèse (D ==o) , nous avons déjà vu que

.a2 == < j ( î s ' — (r);

donc l'intersection T des deux droites qui composent s est un des
sommets du triangle t (ou r), et la conique dégénérée en deux
droites coïncidentes \s'— w est un des côtés du même triangle.

Soient maintenant, dans le cas général où D et E ne sont pas
nuls^ C i , y ^ i , ^ les coordonnées d 'une droite A passant par un
des trois points T. Ces valeurs de Ç, ^, ^, introduites dans
toutes les formations, annulent T et, par conséquent, le second
membre de la syzygie (76), quels que soient x^ y, 5; un des fac-
teurs linéaires de la forme ternaire en a, a^, TC est donc nul iden-
tiquement, quels que soient .y, y, 5, pour ces valeurs particu-
lières de Ç, T^, Ç; donc enfin, la droite A ainsi choisie elles deux
droites o^, o^, qui en dépendent, concourent en un même point.
Réciproquement, si l'on détermine Ç, T), Ç par la condition que
les trois droites TC, a, a' soient concourantes, l'une de ces trois
quantités peut s'exprimer, quels que soient x^ y , z, en fonc-
tion linéaire et homogène des deux autres ; il en est donc de même
4es trois facteurs linéaires du second membre de (76), et, par
suite, les trois droites qui cons t i tuen t la cubique t passent par un
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même point, savoir le point de concours de T:, a et a'. Mais celte
conséquence est inadmissible, puisque les trois points T seraient
alors coïncidents, bien que l'on eût E^o. Il faut donc que l'un
des trois facteurs s'annule identiquement, quels que soient x ^ y , :?,
pour les valeurs en question de !;, '^, ^; dès lors, il en est de même
du premier membre de (76), c'est-à-dire de T; et la droite A passe
par l'un des trois points T.

On doit donc retrouver T en exprimant que T: -4- X:a 4- /c'a', où
À' et // sont deux indéterminées, s'évanouit identiquement quels
que soient .r.j", ^, ce qui fournit trois équations, et en éliminant
k et /i' entre ces trois équations. On est ainsi conduit à égaler à
zéro le déterminant

j m $ -T- n ^ -î- p Ç m' S -h n Y, -// ; ^

( ' o",) ! ^i S + ^i y« + /?i S '̂i S -t- ^i '̂  - ̂ 'i Syj -yyi ^ yi
j m^-^n^-r-p^ m'.^-^ n\r^p1^ ;

où //?, /?, />, ... ont les valeurs suivantes

//? == Aa'4-G^4-HA', /i ==-Ha'-+-F^+B/<', /) == Ga'4-C^ 4-FA',
wi = H b'-r- \h'-{- Gf, ni == B6'-+- F/' + II/^, 7?i == F6'-f- GA' + G/',
//i2== Gc'-r-H/'-t-A^, /îâ== Fc'-hB/'+H^, ^ == Gr '— G^+ F/',

et m', n1\ p1\ . . ., les valeurs qui se déduisent des précédentes en
permutant les lettres accentuées avec les lettres non accentuées.
Le déterminant (100) a bien, en effet, le degré, la classe et le
poids convenables pour être égal à T.

Déterminons encore ç, T(, Ç par la condition que A ne diffère de
TC que par un facteur constant /r. Un raisonnement analogue à ce-
lui de tout à l'heure montrerait que a' doit aussi être égal à Â^TC,
k ' étant un autre facteur constant, et que T doit être nul. Mais, en
outre, les syzygies (Sy), (58), (63) montrent que <r/ , y / , <r' t de-
viennent divisibles par TC, c'est-à-dire,'puisque, dans ces expres-
sions, t seul contient les variables .r, y, 5, que t devient divisible
par TC. Donc TC, ou la droite choisie, est un des côtés du triangle t.
De là une méthode nouvelle pour trouver les équations des trois
côtés du triangle t, ce qui équivaut, comme on sait, à la réduc-
tion simultanée de s et .ç' à la Forme canonique ("somme de trois
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carrés). On a

a = (m^-4- n-f, —p^x—un^-r-ii^ —/ / i ;)r-4-(//^ 4-/i^ -+-/^2Ï)-

^i, /?, /^, . . . ' ayan t les valeurs (101) . Pour que u === Â-T: identique-
ment par rapport à x^ r, 3, il faut poï.er

(102)
/ ( m — / t ) î — nr, — /^ == o,

^ mi^ ^- (/<i — Â ) T , -pi^ = o,

/<2y, — (pî — Â ) r = = o.

Pour que ces trois équa t ions soient satisfaites simultanément
par un même système de valeurs de ^ y,, ^, il laut que l'on ait

do3)
j /n — k n

ni i / i i — /
/-'

f^
pï—k

ce qui détermine k par une équation cubique. Soient Â ( , /.'.̂  Â-3.
les trois racines de cette équat ion; en les reportant successive-
ment dans les équat ions (102), on aura trois systèmes de valeurs
(^ ^, ^') (i== i , 2, 3); et

(io4) ^•,r + '^•y— ^•^ == o ( i == ï . 2, 3 )

donnera les équations des trois côtés du triangle <. Les mêmes ra-
cines / f i , A'2, A'3, introdui tes dans les trois équations

(m—k)x-^-m^y— rn^z == o,
nx — (^i — k)f -h ^2^ == o,

PT-+-PIY- (^ — A-)^; ==0,

donneraient d 'ail leurs évidemment les trois systèmes de valeurs
(•^oVo z l ) {i= 1 , ^, 3), qui, portés dans

•y^ -r-y/^ + 2/ç == o,

fourniraient les équations tan^entielles des trois sommets de T.
Comme application, soient

s = S^-r- 9.y'2— 4^^ — 2^-; ~ O-ry,
5' — > .r2 — 8J-2 — -2 .ï2 — 6,r^ 14,7'^.
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Les formules (15) donnent

A = = — 4 , B =— i, C == 18, F = — 3, G = 3, H =— 2,
A ' = — i 6 , B '=—i9, C '=— 9, F'= 21, G'=24, H '= :—i4 ,

et les formules (101)

m =—15, ^ = 6, p = = — 1 8 , W i = = i 2 , /ii = 6, /?i = = — 4 ^
/», == 6, ^2=12, 7?2 = — 4 5 .

L'équation ( io3) devient

^+54^+891^4 -4374 ==0,

et ses trois racines sont —9, — i 8 , — 27. Les équations (102)
donnent alors pour S, ^, Ç les trois systèmes de valeurs (o, 3, i ) ;
( — 2, i , o); ( i , i , i ) ; ce qui donne enfin, pour les trois côtés du
triangle ^

ïy -+- z == o, ix—y = o, x -+- y -+- z == o.

lîâ. La syzygie (76), que nous venons d'étudier, nous a donné
l'équation de t rapportée, en coordonnées trilinéaires.à trois axes
dont un est arbitraire (avec cette seule condition de ne pas passer
par Pun des sommets de r) ; et aussi l'équation de T rapportée, en
coordonnées tangentielles, à trois points dont un est arbitraire
(avec cette seule condition de ne pas être sur Pun des côtés de t).

Les syzygies (77), (78), (79), (8o), (81) et (82) nous donnent
les équations ponctuelles de S, [3, ^, £, £', Y, rapportées aux;
mêmes coordonnées que t dans la syzygie (76); avec cette seule
différence que les coefficients ne sont plus des invariants, mais des
contrevariants, et que leurs valeurs dépendent, par conséquent,
de la position de la droite arbitraire choisie pour Pun des côtés
du triangle de référence. De même, les syzygies (33), (4o), (4i),
(4s), (43), (65) donnent les équations tangentîelles de S, [3, j3',
s, e^, Y, rapportées aux mêmes coordonnées que T dans la syzygie
(76), avec celte seule différence que les coefficients sont des co-
variants purs, dont les valeurs dépendent de la position du point
arbitraire choisi pour Pun des sommets du triangle de référence.
Dans tous les cas, les coordonnées sont les trois covariants mixtes
linéo-linéaires TC, a, a'.

11 est facile d'obtenir des expressions analogues pour les équa-
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lions ponctuelles de 5, s1, w, et tangentielles de T, T', y, rapportées
à ces mêmes coordonnées. Si l'on multiplie les syzygies (3o),
(3i), (87) par T, et qu^on y remplace rS, ï[i, T^, T£, T£', ry par
leurs valeurs tirées des syzygies (77) à (82); ou encore si l'on tire
des trois équations (48), (49)? (5°) ^es expressions de 5, 5', ^,
considérées comme seules inconnues, on arrive, en remarquant
que le déterminant de (48), (49) et (5o) est, dans ce calcul, égal
àr 2 , en vertu de (83), aux trois syzjgies suivantes

( ^s= ea2-h2eW-^-Aa f 2-^-2(De—Ie')a ' '^:
(I05) j -4- ^(D'A - re^-h [(ir-+- W)^— rDe - ID'A]^,

( ^ s ' == e /a /2+ 260^4- A'as-t- ^(D'e'— I'e)aTC
(I06) ) +2(DA'—Ie)a r 7r+[( I^ -^-DD' )ô—ID / e f - - I / DA r ]TC2,

, T2 w = (i'e — D'e^a^-h 2(ie — 0^)0^-4- (le'— De)^^
^ + 2[(ID'— 1^)6'— DD'e + l'D'AjaTr

> i -^-2[(I /D—I2)e—DD'e ' -^-IDA']a '7 ' :
( -^ - [ ( I2^-^-2IDD'—I^D)e+D r (^D-I2)e '—(r^-4-DD' )DA\ l7^2 ,

dans lesquelles j'ai posé, pour abréger,

(108)

e = 1'GTŒ' —— D<T'2 — D'TO,

e'^ î y y ' — — D ' ^ — — D G T ^ ,

A := DCTT' — ro2 + IŒO — Dc?2,
A^ D ' Œ Œ ' — I f f ' 2 -4- l ' ï ' îp— D'O2,.

ce qui entraîne les relations

le — D A ^ r e ' — D ' A ,
(109) Cep —e^ ==A /(T,

6'©— 6<T = A</,

et aussi les suivantes, d\ine grande importance,

6A —e'2 ='c2<^,
(no) e'A'—e2 ==T2^,

AA'—ee^T2^.

Les syzygies (io5), (106), (107) peuvent être considérées
comme donnant pour s, s ' , w, des expressions canoniques émi-
nemment commodes pour résoudre, avec l'aide des relations (109)
et ^no) , les problèmes dans lesquels il, s'agit de trouver Féqua-
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lion tangentielle d'un lieu quelconque dépendant des deux coni-
ques fondamentales et d'une droite variable.

Tout d'abord, les intersections d'une droite arbitraire TC avec s
et s ' sont évidemment données par les deux équations

0a2 4- aQ'aa'-h .Va'2 == o,

A'a2 +20 aa' -+- 6' a'2 == o,

dont les discriminants sont T-'T et T2^, comme cela devait être,
l ' invariant commun T2^, et le résultant T4 (î52 — 473-'). Donc
ç 2— 40"T/ est l'équation tangentielle des quatre points communs à
s et ^/, et cp, d'après la signification connue de l'invariant binaire,
est l'enveloppe des droites coupées harmoniquement par s et s ' .

Proposons-nous de former l'équation de l'enveloppe des droites
coupées harmoniquement par les deux coniques covariantes

\ W -+- [J.S -+- ^ S ' , V W d- \^ S -\- '/ S ' ,

qui dépendent chacune de deux arbitraires. Les intersections de
ces coniques avec une droite quelconque?: seront données, en uti-
lisant les formules (io5) à (107), par l'évanouissement simultané
de la forme binaire

[ ^ ( r e — D ' e ^ + ^ e + v A ' ] ^
-^-2[X(Ie—DA') -} - ( J le f -^ -ve]aa ' -+- [X(Ie / —De)-^^À-^-ve ' Ja f ; s

et de celle qui s'en déduirait en remplaçant )., [JL, v par À', [JL', v'.
Il suffi t donc d'égaler à zéro l'invariant commun de ces deux
formes, ce qui donne, en tenant compte des relations (109) et
(i 10), et divisant par r2, pour l'équation demandée

( _ \ ' ^ ' ( l ' D ^ - ^ W a — DD'o)-+-2;A^(J4-2^/Œ'+(À^-+. À\a)(rcr-4- Dî')
( — ()y-r- X ' v ) ( I f f ' + D'Œ) — (^^/-i- [ J . ' ^ } Q .

C'est donc une conique covariante. Au moyen de (i 11), on peut
résoudre des questions du genre de celle-ci :

Étant donnée une conique V du faisceau s -+- hs1\ il existe
une autre conique V\ de la forme V w 4- y-'s + ̂ /s', qui, réunie
à V, coupe harmoniquement toutes les tangentes de s. Trouver
V enveloppe de V.

(1 suff i t év idemment d'exprimer que l 'une des coniques dont
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on part dans le problème précédent se réduit à s + ÂY, et que la
conique représentée par (111 ) se réduit à y, ce qui donne cinq
relations entre les six indéterminées, savoir

X == o, (JL = i, v == À',
2ÂV-4- DX'-+- IA:X'= o,. '/-4-Â:^==o.

On satisfait à ces conditions en prenant

V=î^, ^=D-i-U, ^=:--^(D-r-U);

d'où, pour l'équation de la seconde conique init iale,

k ï ( ï w — ï s ' ) - + - / , : ( î s — ï ) s ' ) - ^ - Ds ==o,

et pour celle de l'enveloppe cherchée

(112) {ls -r- D s ' y — S D w s == o:

c^est donc une courbe du quatrième ordre.
Pour obtenir l 'équation tangentielle de la conique covariantc

la plus générale exprimée en coordonnées ponctuelles, savoir :

X w -4- {JL s — ^s\

il suffît évidemment de faire dans la formule (i 11) )/== À, m/= [JL,
v' === v ; ce qui donne

(ii3) X 2 ( I ' D Œ f 4 - I D ' T — — D D ^ ) 4 - {^(T

-4- '^Œ'd- ^^(l'Gr-l- DŒ') -J- Xv(r^'4- D's) 4- ̂ o == o.

Le discriminant du premier membre de (i i3), considéré comme
forme quadratique ternaire en )v, ui, v, se réduit à ^-T2.

13. Comme cas particulier des équations ( io5), (106), (10^7) ,
supposons © ===<y==o,ce qui équivaut, diaprés (110), à supposer
(T == o-' •==. o, c^est-à-dire à prendre pour l'un des côtés du triangle
de référence une des quatre tangentes communes à s et s ' ' . Alors
les équations dont il s'agit deviennent, puisque (83) et (108) don-
nent , dans ce cas,

ï2=DDo 3 , A = = — D ( p 2 , .V==—D' t t 2 ,
/ D 'o^—a^ — 2 D'aTC -+- ID^,

( \ n ) ] î ï î ? 5 ' ^ — a 2 —2Da'7:- t-I 'D^2,
[ ^n ' ~ ^.a ' /--9.1'aT: — - ^ l a ^ — m '— l ï i » ' ) 7 : 2 .



comme on aurait pu (Tailleurs le déduire immédiatement des
syzygies (48), (4?)» (5o)«

Les formules (i i 4 ) donnent les équations de 5, s ' , w sous une
forme éminemment commode pour les problèmes où il s^agit de
calculer des invariants, puisque tous les coefficients y sont déjà
des invariants.

Elles montrent, par exemple, que, pour D = o, s se décompose
en deux droites a'dz TC^/ID', et w en deux droites, TÎ et iyl— FTC,
tandis que a est identiquement nu l ; que, pour IF—DD'==o, w se
décompose en deux droites, a — IT;, a'— Fît. Elles montrent en-
core, dans le cas général, que si M, M' sont les points de contact
respectifs de s et de ^ avec la droite TC, a passe par RF et a'par M;
si N et N7 sont les seconds points d'intersection de y ' avec 5, et de
a avec s ' y la tangente à s en N est ITT — sa et passe par ]VF, la tan-
gente à s ' en N7 est FTC — 2^ et passe par M; de telle sorte que M
est le pôle de a par rapport à s\ et ]VF le pôle de a' par rapport à
s. La signification géométrique des invariants I, F apparaît alors
clairement ; si 1 == o, par exemple, a est tangente à s en N, les
trois points M7, N, ]V sont en ligne droite, et l'on a ce théorème :

SI linvariant 1 des deux coniques s et s' est nul, la polaire,
par rapport à s^ de l'un quelconque des quatre points de con-
tact de s avec les tangentes communes à s e t s sera tangente
à s.

Au point de vue dualist ique, F correspond à 1, comme nous
l'avons vu ; on peut donc dire encore :

Si l'invariant l des deux coniques s et s' est nul, le pôle, par
rapport à s, de la tangente à s' en l'un quelconque des quatre
points communs à s et s' sera situé sur s^

14. Comme exemple d'un calcul d ' invar iants , proposons nous
de former le discriminant de la conique covariante la p lus gé-
nérale

V == X W 4- (JL5 -+- '/ S .

fin prenant s, .s7, (F sous la forme donnée par ( 1 1 4 ) 5 ^/ p ^ 1 1 ^
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î p V ^ K I l ' + D D ^ ^ + I p . + l ' v ] ^ 2 - - a 2 — — ^
-+- aXaa'— '2(I 'X -+- (JL)a7r — '2( IX 4- ^)a'Tc.

Et dès lors, en appliquant la formule (6), on trouve, pour le
discriminant D^v de V, l'expression

D ^ = D D ' ( I I / — D D ^ X 3 4 - D ( I ^ 4 - I D / ) X ^ 4 - D ' ( I 2 + ^ D ) X 2 v - ^ - 2 I ' D A ; J . 2

( [ I J ) ^ ( i r + S D D ^ X p + î I D ' X ^ + D ^ + I ^ + r ^ 2 ^ DS3.

Cette expression de D^v devient ident ique à celle de t": [sy-
zygie (76)], si l'on y remplace )., [JL, v par TC, — a', — a. On en
conclut que D^p,v est çlécomposable en trois facteurs linéaires par
rapport à \ [JL, v, et que les systèmes de valeurs de \ [JL, v, pour
lesquels V se décompose en deux droites, sont précisément les
systèmes de valeurs de TC, — a', — a qui annulent ^T. En d'autres
termes, si l'on introduit dans TT, a, ^ les coordonnées tangen-
tielles d'une droite arbitraire A et les coordonnées poncluefles
d'un point M appartenant à l'un des côtés du triangle t (ou encore
celles d'un point M arbitraire et d'une droite A passant par un
des sommets de t) la conique V == TCW— v.'s— a^, que je dirai
éire associée à A et M (ou à M et A), dégénérera en deux droites.
Si, en particulier, A restant arbitraire, on prend pour M un des
Irois points où A coupe les côtés de /, on aura TT == o, et l'on
obtiendra les trois coniques du faisceau a^+a-s' qui dégénèrent
en deux droites, c'est-à-dire les couples de cordes d'intersection
de s et 5'; les valeurs correspondantes de a et a' satisfont, comme
Je montre d'ailleurs immédiatement la formule (i i5 ) , à l 'équation
déjà obtenue (98)

Da'3-^- la^a + fa'a^-h- D'à3 = o.

Si, A restant arbitraire, on prend pour M un des sommets de /,
i l est naturel de prévoir que V dégénérera en deux droites coïn-
cidentes : nous allons voir que c'est en effet ce qui a l ieu.

Désignons par A la fonction de )., [JL, v qui constitue le second
membre de ( i i 5 ) , et par A , , A^, ^3 ses trois facteurs linéaires
par rapport à À, [JL, ^. Posons en outre

« p == ID'XS 4- ^-i- I'X;JL + D'A'/ ,
(116) ^ p / = I ' D X 2 - ^ - v 2 - 4 - I ^ - ^ - D Â ; J l ,

f y ^ ^ -—DD'À 2 .



ce qui permet. en vérin de ^ i i^), d'écrire ainsi Féqualion langen-
tielle de V :

( 1 1 7 ) R7-+- p'^-^-y/? =o.

On vérifie aisément les trois relations

1 ^ - 2^l)p-^--2IDV4-(I^+3DD /^/ ,
' M

( 1 1 8 ) _^3Dp+IV-2 l^

(^Ip-.3DY-^,

Lorsqu'un système de valeurs de )., [JL, v annule un des fac-

teurs de A, Aa par exemple, les valeurs des trois dérivées ' , -?»1 - aÂ ap.

.' deviennent évidemment égales à la valeur du produit A ^ A a

multipliée par les valeurs de certains coefficients qui sont des
fonctions irrationnelles des seuls invariants. Il en est donc de
même, en vertu de (118), des valeurs de p, p', y ; par suite,
l'équation (i 17), en supprimant le facteur A < Aa commun à p, o', 7,
prend la forme

picr-h p'i<r'-+-.yiu> = o,

où les valeurs de p i , p^ , yj ne dépendent pas de celles de ^, ui, v,
mais uniquement de celles des invariants ; seulement ces trois
coefficients ont des valeurs numériques différentes, suivant que
c'est Pun ou l 'autre des trois facteurs A , , ^2, '^3 qui s'annule. Donc
l 'équation tangentielle reste la même, quelle que soit A, pour tout
point M situé sur un même côté du triangle t ; et, comme elle
représente le carré de l'équation tangentielle du point double de
la conique dégénérée V, on en conclut que ce point double occupe
une position f ixe .

Si M coïncide avec un des sommets de t, deux des facteurs

de A s 'annulent ; il en est donc de même de -J^ - , • > — et, par' dk d[± d^ ' r
su i le , aussi de p, p', y ( ' ) ; l'équation (i i ^ - ) est donc satisfaite iden-

( 1 ) \ moins (pif IP <l(''lerriiint(nt E dos équations ( 1 1 ^ ) ne soit nul: ce cas sera
lispntt'' plus tard.
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tiquement, ce qui signiiie que la conique associée à A efc M dé-
génère en deux. droites coïncidentes ; et réciproquement.

Il existe donc trois systèmes de valeurs de TT, a, a' qui rendent
r.w— y! s -— a.^ un carré parfait, et il n^en existe que trois.

Mais, d autre part, le second membre de la svzygîe (i3), consi-
déré comme forme ternaire cubique aux variables ^, s^ s^ se dé-
compose en trois facteurs, car son hessien n^en diffère que par le

coefficient — —„ E. Chacun de ces facteurs représente donc, soit

le carré d'un des côtés de <, soit le produit de deux côtés. Mais
cette seconde hypothèse est inadmissible, car un même côté de t
entrerait alors en facteur dans deux expressions différentes

Xi W -\- p.i5 4- ̂ \.S\ ).2(V -4- y.^S -+- V^',

et, par suite, dans leur combinaison

( À2 ̂ i — \i ̂ )S -r- ( )^1 — ̂ 2 )^,

et passerait par deux des points communs à s et s ' ; tandis que la
syzygie (i3) mon Ire que t2 ne peut pas s^annuler pour s === 5'== o,
a moins que w ne s'annule aussi, ce qui entraîne évidemment une
relation invariante (nous verrons plus loin que celte relation est
E == o). Donc, si ^ i , ^a, <3 sont les trois côtés du triangle (, les
trois coniques de la forme \{V 4- y.s 4- ̂ s1 qui se réduisent à deux
droites coïncidentes sont précisément les facteurs du second
membre de la svzjgie (i3); et ces trois droites doubles sont pré-
cisément ^, t^ ^3.

Donc aussi on peut inversement mettre 5, 5', \v sous la forme
suivante

W==(2_^J_^^

( 1 1 9 ^ 5== k^t\ -}-kîti -+-X:3/j,
s == k\ t\ -h k\ t\ 4- À a <j,

avec la relation

(120) <2=6^|^,

où 0 est un coefficient numérique; et une conique quelconque du
réseau, V == v.w — y! s— a^', sous la forme analogue

(19 .1J
V = ( T C - -k^--k\'s.Y\

-}-(T. — / .•2a'--/•^a)/ j-^-f^~^3a f-— /.^a)^.
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II est clair que, pour que V dégénère en deux droites, il faut et
il suff i t que le coefficient de Fun des trois carrés s'évanouisse,
auquel cas V se décomposera en deux droites se coupant en un
des sommets de t : ce qui concorde bien avec le résultat obtenu
ci-dessus relativement à rinyariabilité du point de concours des
deux droites composant une conique dégénérée ; et aussi avec un
des résultats obtenus au n° H, savoir que Fon retrouve les trois
points T en déterminant Ç, r\^ Ç par la condition que

TT — k a •— k' y!

s'annule quels que soient x^ y, z (ou, en vertu de la réciprocité,
les trois côtés du triangle t en déterminant .r, y, z par la condi-
tion que cette même expression s^annule quels que soient ç, y,, Ç).
On voit de plus que les trois systèmes de valeurs de k et de k ' que
fournit ce dernier calcul sont précisément les coefficients des
trois carrés dans s et s ' ramenés à la forme canonique (ï 19).

Les coefficients des trois carrés dans le second membre de (121)
étant précisément les trois facteurs linéaires en TC, a, a', dont le
produit est égal à t^ en vertu de la syzygiè (76), et dont chacun,
égalé à zéro, représente un des côtés du triangle t ou le sommet
opposé, la formule (121) peut s'écrire

(1-22) V==(^)i^--h(^T)2^-h(<T)3<|,

en désignant par (^ ï ) i , (^T)a, (f^)^ les valeurs que prennent les
trois facteurs linéaires de t^ quand on y introduit les valeurs x^
y ^ , z,, C i , y^, ^, qui définissent le point M et la droite A aux-
quels V est associée.

13. L^analogie signalée plus haut entre les formules ( i i 3 ) et
(76) peut être utilisée à un autre point de vue. Puisque le discri-
minant D^tj.v peut être écrit sous forme de déterminant, il en est
de même de ^T. On obtient ainsi

(r23) t^ ..== D(a'— FTT) a DTC
D ' ( a — l 7 T ) D^ a'

<T est donc le résultant de trois équations linéaires, que Pon peut,
en se reportant aux relations ( i i 4 ) ^ écrire sous l'une des deux
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formes suivantes :

1 dw dw , dwt TCI -7- -+- ai —— -4- a, —— == o,
k <2TC di l ds!

, , . ' o^ ds' , ds'( ï î 4 ) ^ TCI -T- -+- a, — + a. —, = o,\ d-R di ' â?a
û?s ds , ds

TCI ,- + ai — H- ai — == oCTTC rfa rfa
ou

cfw ds' , dsTCi -,— — ai --,- — ai — == o,d-^ dv. 1 dTt f

, ç _ . dw ds' , ds( ' '^ ) TCI —— — ai — — a. — == o,dy. dy. l da î

dw ds' • . dsTCI -,-,- — ai — — a. —7 = o.do. dy. 1 d<x

Le groupe (Inéquations ( t25) n'est autre que

dV d\ d\
^= = o y ^= = o ï dî1^0-

en désignant toujours par V la conique TCI w—aiY— a' 5; il ex-
prime donc que t est le lieu des points dont les coordonnées,
introduites dans V, font dégénérer cette conique en deux droites,
et aussi [à cause de la parfaite symétrie des équations (i ^5) par
rapport à TC e t^ , a et OL^ a'et a'J le lieu des points doubles de
ces coniques dégénérées, ce que nous savions déjà.

Le groupe (124) exprime que t est le lieu des points dont les
polaires par rapport à w, 5, s ' sont concourantes, et le lieu des
points de concours de ces polaires.

D'ailleurs, si l'on écrit explicitement les équations («a4) , ou les
équations (ia5), en affectant l'indice i à l'un des points qui y
figurent symétriquement, l'indice 2 à l'autre, on obtient dans les
deux cas les trois mêmes relations entre les coordonnées de ces
deux points, savoir:

(ir-r- DD')^^- I^i^-h^a'i)
—ni: ia2+TC2ai)-h(aia24- ayai) == o,(126)

( ai ag -+- D ( TCI a, -+- 7:2 a\ ) — I' D TCI ira == o,
Cl\<X,^-i- 0^1024-70201) — ID'TCiTC2 = 0.

Si, dans ces relations, on introduit les coordonnées ^, T^, Ç,
d'une droite quelconque, puis dans TC,, ai, a', les coordonnées
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d\in point M pris arbitrairement sur un des côtes de <, elles don-
neront pour 7C2, a2, a^ les valeurs qui conviennent au sommet
opposé; et, si M est ^ un des sommets, elles donneront entre
7^2, oc2, a^ une seule relation, celle qui convient au côté op-
posé.

Ainsi la polaire, par rapport? à une quelconque V des coniques
covariantes, d\m point quelconque pris sur un des côtés du
triangle t passe par le sommet opposé, et la polaire d\in sommet
est le côté opposé, ce qui constitue la propriété la plus importante
du triangle /, comme il est bien connu.

16. De même que nous avons obtenu les expressions [formules
( io5) à (107)] de ï2^, T^.Ç', T2^' en fonction des trois variables T:, a,
a', avec des coefficients où n'entrent que les invariants et contreva-
riants, de même il est facile xTobtenir les expressions de ^o-,
/2<T', t2^ en fonction des mêmes variables, avec des coefficients
où centrent que les invariants et covariants purs. Il est d^ailleurs
inutile de faire le calcul complet en partant soit des syzvgies (5^),
(63), (58), multipliées par ^, soit des svzvgies (48), (4p)î (5o),
résolues par rapport à <r, (/, <? : il suffit de transformer, en appli-
quant la loi de réciprocité, les formules (io5) et suivantes. Voici
les formules auxquelles on est ainsi conduit

( ^ < r = I/a2-h2DTaa'-4-DTa f2-t-2D(D'T— ]'T)aTC
(I27} ( -T-2D(L'—lT)a'7T-4-D[(ir+DD')T-ID'T-I 'L']TCî,

<2<r'= D'Ta2-4- 2D'Taa'4- La^-h '2D'(L — l'T)^
^^ 4- 2D'(DT — IT)a'7: + ̂ [(II^ DD')T— 1/DT — IL]?;2,

<^ -_ (I 'T — D'T)a2-i- 2(JT — L')aa'+ (IT — DT)a'2
| _ ^[(W— P)r— DD'T -+- rL]aTC

( I29) 1 _-2[(I'D— P)T —DD'T-^IL /]a' -ïT
[ -r- [(Pr -+- îIDD' — f^T -r- D^l'D — I^T — (il + DD')I/]TC2,

en posani pour abréger

. T == rss'—^'s^—ws,
\ T== Iss'—Ds^—ws,

(ÏJ0^ l L= DD'^—I'D^-t I ^ ' w — i v 2 ,
' L'= DD'.SA''— Wsï 4 \ ' s v i ' —w 2 ,



ce qui entraîne les relations

/ 1T — L ' ^l 'T-L;
(i3i) Tw — D'Ts -= L's\

[ r^—DTV = U,

et aussi les relations importantes

. TL —D'T^ == /25\
( 1 3 - 2 ) TL '—DT 2 =-- t^s,

[ LL' —DDTT=: /2«.,

Les formules (127) à ( i 3a ) permettent de résoudre les pro-
blèmes réciproques de ceux auxquels s'appliquaient les formules
(io5) à (i 10). on trouve notamment ainsi :

i° Que le lieu des sommets des faisceaux harmoniques tangents
aux deux coniques Ay + [JLT 4- vy\ À'y -+ ^'7 -j- '/T' a pour équa-
tion ponctuelle

, 0 == î XX'( 1 S' — l ' S — (F ) 4- 2 [ l [ iDs

( 1 3 3 ) —^D^^-rXîJL^X^^Lç-T-D.î')
f -+- ( X'/-- A 'V ) ( [ ' S ' — D'S ) -{- ( ;JL'/ -4- ,'JL'V ) «• :

2° Que l'équation ponctuelle de la conique contrevarianle la
plus générale )̂  4-^0-4- VT' est

( 1 3 4 ) \ ̂ (Is'-^-rs-w)-^^Ds
( -+- V2D f5'+ X(JL(J^-r- D^')— À^ll^'-i- D'5) — ^W == 0:

3° Que le discriminant de cette dernière équation a pour ex-
pression

D^== (Î^—DD')X ; »-+-( Î 2 -^^D))^
(135) — ( I ' 2 - } - I D / ) X 2 ^ , - ^ _ 2 I D X { J L 2 - ^ - ( I [ 7 4 - 3 D D ' ) X ^

-l-^I'D'^^-^- D2^3-^!^^^ +ID f {Av 2 -4-D' 2 v3,

et devient égal à D2D'2D^v [formule (i i3)], si l'on y écrit DD'À,
IVv, Da au lieu de À, y., v, respectivement. On en conclut immé-
diatement :

4° Que, si TÏ, a, a' deviennent TC,, a < , a',, quand on y introduil
les coordonnées ponctuelles d'un point M quelconque et tangen-
tielles d'une droite A quelconque, il faut et il suffit, pour que la
conique contre variante \1= DD'T:! CD — D'à, <r — Da. v dégénère
en deux points, que A passe par un des sommets du triangle / :
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dans ce cas, les deux points dont il s'agit se trouvent sur le côté
opposé du triangle, ainsi que les pôles de A par rapport à une
conique contrevariante quelconque;

5° Que,si'A coïncide avec un des côtés du triangle < , l a conique
V se réduit au sommet opposé compté deux fois, et constitue un
des trois facteurs du second membre de la syzygie (83).

17. Je vais maintenant établir une syzygie remarquable, dont
les conséquences, au point de vue géométrique, sont nombreuses
et importantes.

Posons tout d'abord

/ P = D Q ' S -r-(Iï — Dî?)^ — (TW,

(i3(>) ) P' == D ' v s ' — Ç l ' v ' - - D ' ^ s — a ' w ,
f Q == (D'<T — 1^)8 -^-(D(T f-—^Œ)^-^- ® W .

Les trois quantités P, P', Q représentent toujours trois coni-
ques, soit qu'on donne à Ç, 7^, ^ les valeurs qui définissent une
droite A, soit qu'on donne à *y,y> z les valeurs qui définissent un
point M; et elles restent invariables par Inapplication de la loi de
réciprocité. On vérifie d'ailleurs sans peine que les coniques P. P',
sont toujours tangentes à A, ou passent toujours par M; et qu'il
n'en est de même de Q que si A passe par un des sommets du
triangle t, ou si M est sur un des côtés de ce triangle.

Les syzygies (48), (49)? (30) donnent, d'autre part,

/ P == a2-+-2Da'7r — l'Dîc2,
(i3;) J P'=-= Q i ' ^ ^ - ' i D ' o i r . — ID'TT2,

( Q = 2 0 2 ' — ^ ( l ' a -T-Ia f)Tî-+-(Jr-4-DD')7c2.

On tire de ces relations

/ Q2 _ 4PP'= TT [(ir— DD'^-^ir— DD')(I'a + la^Tcî
^i38) '\ -4 -4(I ' 2 -^-ID')a2^-^-I2(II f —DD')aa / 7c

-^(P-h I 'D)a '27t—8(D fa3-4-I fa2a ' -+-Iaa '2-^ Da's)].

C'est la syzygie que je me proposais d'obtenir. Son premier
membre est une fonction des seuls covariants purs et contreva-
riants droits 5, 5 ,̂ w,<r,<r', ^, et des invariants ; son second membre
est le produit de quatre facteurs mixtes linéaires en TC, a, a'. En
effet, le facteur TC est déjà mis en évidence; et, si l'on considère la
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parenthèse qui multiplie TC comme une forme ternaire cubique
aux variables TC, a, a', il est facile de vérifier que le hessien de
cette forme n'en diffère que par le facteur —-^ E, en désignant
toujours par E l'invariant composé [formule (97)], qui revient à
chaque instant dans cette théorie. Nous pouvons donc écrire ainsi
la syzygie (i38) :

(139) 02-4??'=^^^^,

en appelant TC', TC", TC'" les trois facteurs, linéaires par rapport à TC,
a, a', c'est-à-dire par rapport à chacune des séries de variables,
dont le produit constitue la parenthèse du second membre de
(«38).

Mais on peut mettre cette parenthèse sous une autre forme non
moins intéressante. Si l'on en retranche huit fois la valeur de t^
donnée par la syzygie (76), le reste est divisible par TC, et Fon vé-
rifie sans peine que le quotient de cette division est égal à

4(I '2_ 3iD')P-+-4(I 2—3rD)P'-+-2(11 ' -gDD^Q-r-ET^,

de telle sorte que si l'on représente par R la conique

(i4p) R = ï(l^-3W)P 4- î^-srD^^dr-cjDD^Q,

on a la relation
(141) 7^7:^== 8 < T - r - 2 7 c R - + - ET^,

et la syzygie (i38) ou (i3g) prend la forme

(142) Q 2 — 4 P P / = T : ( 8 ^ T - ^ - •2TCR4-E7T3).

Sous cette forme, elle ne contient plus que les invariants, les co-
variants purs et les contrevariants [P, P', Q, R étant des fonc-
tions de ces formes définies par les formules ( i3o) et ( i4o)] ,
avec une seule forme mixte, Je covariant identique TC. Elle est
d'ailleurs symétrique par rapport aux coefficients de s et s^ et
reste invariable quand on lui applique la loi de réciprocité.

18. Comme application géométrique de cette syzygie, nous
pouvons, en premier lieu, la regarder comme exprimant que l'en-
veloppe des coniques comprises dans la formule

(i13) U^^p^^Q^^,
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où - est un paramètre variable, se réduit à quatre droites, si l'on

regarde U comme une équation ponctuelle, ou à quatre points, si
on la regarde comme équation langentielle. L'une de ces droites
(ou l'un de ces points) peut être choisie arbitrairement ; les trois
autres sont alors déterminées par la relation ( « 4 1 ) » et cette rela-
tion montre qu'elles coupent la première sur les côtés du triangle
t (ou que les droites, joignant les trois autres points au premier
arbitrairement choisi, passent par les trois sommets du triangle t),

L'équation de la conique covariante ou contrevariante la plus
générale renferme, comme nous l'avons vu, deux paramètres. Si
on l'assujettit à toucher une droite donnée ou à passer par un
point donné, un de ces paramètres sera fixé, il n'en restera plus
qu'un ; ( i43) représente donc bien l'équation de la conique cova-
riante ou contrevarianle la plus générale assujettie à l'une des
deux conditions indiquées ci-dessus. Et nous pouvons énoncer ce
théorème :

Toutes les coniques contrevariantes qui passent par un point
fixe a )nné (ou coloriantes qui touchent une droite fixe don-
née) passent aussi par trois autres points fixes (ou touchent
trois autres droites fixes )\ les droites qui joignent deux à deux
ces quatre points fixes passent deux à deux par tes sommets
du triangle t (ou les intersections des quatre droites fixes sont
situées deux par deux sur les cotés du triangle <).

Inéquation générale de ces coniques coloriantes (ou contre-
variantes) s obtiendra par la formule ( i43)? en introduisant
dans P, P', Q, définis par les formules (i36), les coordonnées
Su '^n Ç« ae ^a droite fixe donnée (ou x^ y<, 3i du point fixe
donné}.

Comme application, reprenons le problème résolu au n° 10 :
Former Inéquation des coniques passant par les quatre points
communs à s et s ' , et tangentes à une droite donnée. Nous
n'avons qu'à introduire dans P, Q, P^ les coordonnées ^ i , y«, î^i
de la droite donnée, et à déterminer \ et ;JL par la condition que
IJ)^ [formule (i 43 )] s 'annule pour s •-= s ' := o ; ce q u i donne la con-
dition

TA 2 —— ^À^JL -;•- 7' ^.î - 0.
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L'expression de U devient, dès lors,

( l44) U = 2^ 2 P+Cy f îpQ-^- ( ï> 2 - - -2(T<T' )P ' :±(^Q - h ï > l > ' ) / C ï 2 — 4 T T .

Les deux coniques représentées par cette équation sont les
mêmes que celles que nous avions déjà trouvées, car l'expression
du n° 10 (93)

Î7S'— ^S q= ^V/tD2 — 4 <T(J'

«ie change en l'expression ( l44)» sl o11 la multiplie par le facteur

ItPff^—r^ST'+D^—SD^TÏ'—îDŒ^-î-îrT^rbCIfT'î——ï 'COT'-l- D'ÎS2— D' VV}^^— ^W
^I-p) —————-——————————•———————*—————————————————————*———————————————————-———-

ep±:V/^—lJî '

Toutefois il est un cas où les deux méthodes ne donnent pas le
même résultat. Si l'on cherche la condition pour que le numé-
rateur du facteur (i45) s'annule, on trouve, en faisant disparaître
le radical, que cette condition est

L'hypothèse or'==o annule aussi le dénominateur, et le facteur a
pour vraie valeur D'y2, qui n'est pas nul. Mais si T = o, c'est-
à-dire si la droite donnée passe par un des sommets du triangle t^
l'une des deux coniques représentée par ( i 44^ disparaît , tandis
que l'expression (93) continue à fournir deux coniques distinctes.
Celte anomalie provient de ce que toutes les coniques covarianles,
tangentes à une droite A menée par un des sommets M de /, tou-
chent A en un même point, savoir le point d^intersection de A
avec le côté de t opposé à M, excepté les coniques dégénérées en
deux droites et qui ont leur point double en M. La droite A n'est
donc plus enveloppe, à proprement parler, pour les coniques
comprises dans la formule (ï43), l'enveloppe véritable se compose
de* deux points situés sur A, et effectivement celte droite apparaît
alors au carré dans le second membre de (i49-)-

Comme seconde application, soit demandé de former l'équation
de la conique qui passe par les quatre poiuls communs à s ' et <v,
et qui touche une tangente commune à 7 et îs + Â'T', À étant un
paramètre.

Soient C i , y, i , Ç, les coordonnées de la tangente commune : elle?»
annulent T cl donnent à '̂  la valeur — AT' . Faisant donc 7 :-=- o,
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y ==— ÂTT' dans les formules (i36), il vient

Q=</ (—l5+D^—^w) ,
p = D<T'(^-+-Ây),
P /=(^'(I^—w-4-À•D^),

et la conique U^» tangente à la droite donnée, devient.

U^= <T'[DXî(5 + k s ' ) •+• ̂ (Ds'— îs — kw) -+- ^(I^ — w + Â:D^)].

Pour qu'elle passe par les points communs à s1 et w, il suffit de

déterminer - par la condition

(146) DXî—n^-^r-hÂ-D')^^ o.
Il y a donc deux coniques qui répondent à la question, et,

puisque k subsiste comme seul paramètre, elles touchent l'une et
l'autre non pas seulement une des tangentes communes à <r et à
cp^A-o-^ mais les quatre. Pour obtenir l'équation des deux coni-
ques ensemble, il suffit d'égaler à'zéro le résultant de (i4^) et ae

U)^== o; ce qui donne, tous calculs faits,

(147) (D+IÂ'+rÂ-î+D'Â's^^—Iw^D^+ÂrD')^] = o.

Si k est égal à l'une des trois racines de l'équation

(148) D'Â-3-4- F^-h \k -+- D = o,

c'est-à-dire^ à cause de A- = — ^ et de la syzygie (83), si T s'an-

nule en même temps que <r et (p+^T', c'est-à-dire enfin, si la
tangente choisie passe par Fun des sommets du triangle t, Féqua-
lion (i46) a une racine commune avec U^p.== o, quels que soient
.r,y, z; ce qui signifie que l'équation de Fune des coniques U)^
s'évanouit identiquement. Si k a une valeur quelconque, les deux
coniques qui répondent à la question sont données par la for-
mule

(149) iw — (l ± v/I2— 4FD — ^kW)s'= o.

Comme vérification, cherchons quelle valeur il faut donner à k
pour que l'une de ces deux coniques dégénère en deux droites.
D'après la formule (i i5), le discriminant de (i49) a pour valeur

^DD^U+^^/i2-^1'13--^00'^
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si on Régale à zéro, on retrouve la condition (i48) î et, en effet,
lorsque la droite choisie passe par un des sommets du triangle ^,
il est clair qu'elle coupe en deux points coïncidents la conique
dégénérée qui se compose des deux cordes d'intersection de w et
st passant par le sommet considéré : ce couple de cordes d'inter-
section est donc une des deux coniques fournies par la formule
(149)? quand on y prend poar k une des racines de (148).

19. A un autre point de vue, la syzygie (i3g) montre qu'à un
point M quelconque, arbitrairement choisi (ou à une droite A
quelconque), sont associés trois autres points déterminés M(, Ma,
Ma (ou trois aatres droites A,, As, Aa), tels que l'ensemble de ces
quatre points (ou de ces quatre droites) peut être représenté en
coordonnées tangentielles (ou ponctuelles) par une relation entre
les seuls invariants et contre variants (ou invariants el^ covariants
purs), avec des coefficients numériques on littéraux dépendant
des valeurs numériques ou litlérîdes assignées aux coordonnées
ponctuelles de M (ou tangentielles de A). Si donc le point M (ou
la droite A) est défini par une propriété projective, il y aura trois
autres points (ou droites) jouissant de la même propriété; l'équa-
tion des quatre ensemble s'obtiendra en posant

(150) Q2—4pp'==o ,

et particularisant les expressions P, P^ Q d'après la définition
donnée. Si les coordonnées ponctuelles de l'un des points sont
connues, on obtiendra l'équation tangentielle des trois autres en
introduisant ces coordonnées dans l'équation

(l5l) 8 < T - h 2 R T C - h ËTC3 = 0,

dont le premier membre est toujours décomposable en trois fac-
teurs linéaires par rapport aux variables conservées.

Enfin la forme de ce premier membre, qui s'évanouit si l'on
suppose à la fois T:==O, t ou T==O, permet d'énoncer ce théorème :

Lorsque quatre points (ou quatre droites) répondent à une
même définition projective par rapport au système des deux
coniques, et y répondent seuls y les six droites c^ui joignent ces
points passent deux par deux par les sommets du triangle t



— 58 —

{ou les six points (F intersection des quatre droites sont situés
deux par deux sur les côtés du même triangle),

Ainsi le théorème supplique aux quatre points d'intersection
de deux quelconques des coniques covariantes du système, à leurs
quatre tangentes communes, aux points de contact de ces tan-
gentes avec une des coniques, aux secondes tangentes (non com-
munes) que l'on peut mener de ces points de contact, aux points
de contact de ces secondes tangentes, et ainsi de suite.

Comme application, soit demandé de former Inéquation tangen-
lielle des points d'intersection de deux coniques covariantes du
système

(J = \ W 4- (JLA* -+- V5', LT == V W -+- [J.'S -+- V' S'.

Ces points satisfont aux deux équations U == o, U'==o. On
peut donc en tirer ces valeurs de 5, s^

X\ — X'/ , À a — V .as == w —;———— , s == w ————— .y.^ — {JL ^ JJLV — (JL '/

Si on les porte dans les formules (i36), il vient

(^'——y.\)P == W[D(XS —— X</)<T' -+-(X;Jl r——)/(JL)(I(T —— D(p) ——(^ /——UL^T j,

(^'—y.'^)?'^ ^ [D^X^—^f f+^S—^/^rŒ—D^) —(^'- î^v)^],
(^ /—^v)Q = w[(XS — \>/)(î)'y— i ^ )4- (X^— >/{JI)(D 's' —V (T)-+-( ̂ /—^v)o].

Et l'équation (i5o) donne, en supprimant les facteurs communs
([JIV'—— ^V)2^2,

' o == ( [r/ — [j.' v )2 ( çp2 — 4 <3><7' )
- ^ ( Â ' ^ — — X v ^ S [D'2ï2+(l2 — 41^)^2—îlD'CTT'-r-400^^]

-+-(^--)/ÎJi)2[D2(r'2-î-(r2— 4ID / )<T2-—2rD<^<J '4 -4DD / (^a> ]
(l52) -+- 'ï([^/—— ^^){\'^ —— \>/)[llD<Jf2-+-'2l'Wf— l ï 'O—D'CT®]

+2(p'—— ^^)(\y.'——X'^îD'CTÎ-i- ' î i y y ' — I'CTO — — D T ' ® ]

-2(^V—^/)()v;J/—)/(JL)[2DD r^•4-I fD'72_^-IDŒ2

-4-(ir+ DD' )ŒT— îI 'DŒ'œ — îID^].

Comme cas particulier, cette formule donne Inéquation bien
connue des quatre points dnintersection de s et s\
(i53) © 2 _ 4 ^ ^ y ;

celle des quatre points d'intersection de 5 et (F,

^r,4, 02-^—(P- ilD';T2~^4W-4-4PÎV7'. ̂  o:
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celle des quatre points d'intersection de w et de s H- ks\

Î 0= D 2 < T r 2 4 - ( I f 2 — — 4 I D / ) < T 2 — 2 r D < T 7 f - T - 4 D D f 7 î ?

(155) + 2/c[2DD^2+ FD^^- ID^^ir^DD^—îrD^—îID^]
— ̂ [D^-,- (?_ 4I'D)^— •2lDW-r- 4DDVîp] ,

et ainsi de suite.
Par un calcul analogue, ou en appliquant la loi de réciprocité

à la formule (102), on trouve, pour l'équation ponctuelle des
quatre tangentes communes à ).co + [JLT 4- VT', Vf 4- [JI/T 4- ̂ o^

0= ( V Î A — ^/)2[w2—— ^DD'SS']

4 - ( X ' p . — X y / ) ^ [ D 2 ^ 2 - ^ - ( I 2 — 4 ^ D ) 5 2 - - - ( 2 I D s À • ' — 4 D ^ ]
-T- (^/ —'A^^D' îsS+rr î—.i lD^s^—îrD'sA- ' - r - iD 'ws ' ]

(156) / - ^ 2 ( v ^ — ^ / ) ( { J L X f — X ^ } [ 2 D D ^ 2 - + - 2 r D 5 ^ — I ^ ^ — D w s ' j
4-2(^^'_^/)(^' _ vX^t ïDD's^-h-^ID ' ss '—I '^ '—D'wsj
— — 2 ( { J L X ' — } ^ A ) ( X - / — — v ) / ) [ 2 w 2 4 - I ' D s r 2 4 - I D ' A • • 2

4- ( II' -r- DD' ) S*' — 2 I' WS — •Î. 1 WS \.

Comme cas particulier de cette formule, on retrouve, pour les
quatre tangentes communes à s et ^, l'équation bien connue

(157) (^-^DD'^^O.

Proposons-nous une question un peu plus compliquée, telle
que celle-ci :

Par un des points de contact M de s avec les tangentes
communes à s et s'\ on mène la seconde tangente à s', qui
touche s' en un point N. Former ^équation tangentielle des
quatre points^.

Les points M étant à la fois sur s et sur les tangentes com-
munes à s et s\ dont l'équation es t ( i57) , leurs coordonnées ponc-
tuelles annulent à la fois s et w 2 — ^DD'ss^^ c'est-à-dire s et w.
Faisant s ==w = o dans (i5o), on obtient, pour l'équation tangen-
tielle des quatre points M, l'équation (i54) déjà écrite plus haut.
Les tangentes MN menées de ces points à s' ont des coordonnées
qui satisfont à la fois à cette équation et à T'==: o, par conséquent
à celle-ci

7[( r ;s—4iry)T4- iDD'oi =-=0.
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Celle dernière équalion se décompose en deux : y == o, qui cor-

respond aux tangentes communes à s el s\ doni nous n'avons pas
à nous occuper, el

(P-^ID^a-^DD^ ==o,

qui convient bien aux secondes tangentes MN. Faisant donc dans
/ - \ / 4ID'—r 2 , i^ •( ioo) T == o, y = —y, nous obtenons, pour 1 équation ponc-

tuelle des quatre tangentes MN,

0==(^2—4ID / )2w2-T-8DD'2(^2__4ID f )w5-^-8DD^2DD'2-4II fD'-4-r3)w5

-n6D2D^,s2_^4^DD / (8DD' 2+4IrD y—^ 3 )^ .

Pour s ' == o, cette équation se réduit, comme cela devait être, à
un carré parfait, savoir

[( F2 — 4 ID' ) w + 4 DD'^p == o,

ce qui montre que les quatre points N sont déterminés par Fin-
lersection de s ' avec la conique

(1^—410')^ 4- 4DD^=o.

Pour avoir leur équation tangentielle, il suff i t donc de faire
, , ^ . , 4ID'~-r2 . ,

dans (100) 5'== o, 5== /r»ry2 (r? ce (^ul uonne

. i [4DD^(?+(P-4ID f ) ( IŒ-D^)p
(I:) ) ( -+-4D[(^ 2 —4IÏ) ' )^ -^-4E) / 2 ( T][D f ( I ' 2 —4I^ ' )?—(l^—4IrD' -^-4DD^)<T / J==o.

5î I'2—4ID'==o, cette équation se réduit à y2—40 'T /==o;
donc, lorsque cette condition invariante est satisfaite, la tan-
gente à s en chacun des points communs à s et s' va couper s
en V un des points où cette conique est touchée par les tan-
gentes communes à s et s'.

On en conclut que, lorsque cette condition invariante est sa-
tisfaite, le nombre des tangentes communes réelles est égal au
nombre des points communs réels.

Soit maintenant M' le point de contact de s ' avec une des tan-
gentes communes à s et s\ On peut joindre chacun des quatre
points N à chacun des quatre points M', ce qui donnera seize
droites, dont les coordonnées satisferont à la fois à Inéquation
(08) et à l 'équation tangentielle des points.M', laquelle se déduit
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de (i54) en intervertissant les accents. Si donc on résout ces deux
équations par rapport à <r, <r', y, et qu'on porte dans (i5o) un des
seize systèmes de solutions, on aura quatre des seize droites. Si
donc enfin on élimine <r, o-', © entre (i5o), (i58) et l'équation
tangentielle des points M', on obtiendra évidemment Inéquation
ponctuelle des seize droites dont il s'agit.

Bornons-nous au cas particulier où l'invariant 1 est nul. Les
trois équations à considérer sont alors

D'2(j2— 41' Dj'2 4-400^ <p ==o,
D'^DD'cp — PŒp-h 4D(I'2(T'-h îD'^ITîiyo — (l'ï-+- 4DD^)<r ' ] === o,

[D'T^ •+- ( D ( T ' — — ra-'^-t- OWj' 2

— 4 ( D Œ / 5 — — - D O . S ' — — < J W ) [ D ' 7 ^ - + - ( I ' T ' — — D ^ ) . Ç — — 7 ' W ] == 0.

Si ron porte dans la seconde la valeur de es tirée de la première,
elle devient

^[D^^—'Al^D^dS^—si 'DD'^^—SDd'î-i- SDD'2)^] == o

et se décompose en deux équations distinctes, dont l'une est
o- = o. Nous voyons ainsi que sur les seize droites considérées,
quatre sont tangentes à la conique <r ou 5, ce qui concorde avec le
résultat obtenu au n° 11 pour la signification géométrique de I.
Nous pouvons ainsi obtenir isolément Péqualion de ces quatre
tangentes de 5, qui sont les polaires par rapport à s des quatre
points de contact de s avec les tangentes communes à s et s9'; il

suffît de faire <r= o, y === —7- dans la troisième des équations ci-

dessus, .ce qui donne, tous calculs faits,

(i5g) (rw—DD^-^DD'2^^ o.

20. Dans Pexemple que nous venons de traiter, la formule
(i5o) nous a permis d^obtenir, par la voie de l'élimination, Péqua-
tion d'un ensemble de douze ou de seize droites homologues,
suivant que 1 est nul ou ^o. Lorsque, parmi les données d^une
question, figurent des éléments (points ou lignes) pris arbitraire-
ment, il est évident qu'en suivant la marche que nous avons indi-
quée on obtiendra une équation finale s'appliquant non seulement
au résultat des constructions faites en partant de cet élément arbi-
traire, mais au résultat des mêmes constructions supposées faites
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à la fois à partir des quatre points ou droites homologues compo-
sant le système covariant complet dont fait partie le point ou la
droite arbitraire.

Soit proposée, par exemple, cette question : D'un point A arbi-
traire, on.mène les tangentes AB, AC à la conique .ç, AB', AC' à
la conique 5'. On demande l'équation des quatre droites BB', BC',
CB', CC' qui joignent un point de contact de s à un point de
contact de 5'.

Soient x^y^ z^ les coordonnées ponctuelles de A ; s^ s., w^
T C I , ... ce que deviennent s^ s' ^ w, TT, ... quand on y introduit les
valeurs de ces coordonnées. Soit TC Fune des quatre droites dont
nous voulons obtenir Inéquation. Les deux tangentes aux points où
TC coupe s ont pour équation, comme il est facile de le vérifier,
o" s — Dr:2 === o ; et de même les deux tangentes aux points où elle
coupe s ' y ^ s ' — D'Tt2 == o. La condition donnée pour définir TC est
que chacune des coniques dégénérées vs—Du2, <r\ç'—D'TC2,
doit passer par A; les coordonnées ç, y,, Ç de TT satisferont donc
aux deux conditions

(160) o ^ D ^ , a'^D^.
St ^i

Si Pon tire de ces équations les valeurs ç,, T^, Ç» , on aura quatre
systèmes de valeurs, et pour l'un de ces systèmes les fonctions <y,
o-', y, TC prendront des valeurs parfaitement déterminées. P, P', Q
deviennent dès lors

T» T^ »/D^ ^s'——«^ T- ,^^K'^-^r")-1^
P^D^(^+I^-W)-D^

\ Si S^ 1

^ r D ( D ' s — î ' s ' ) D ' ( D s ' — î s ) ' }
Q ^ TCÎ ———————— 4- —v——:———' -+- w©i.

L ^i s^ J

Et, en portant ces valeurs dans la formule (i5o), on aura une
équation de la forme
(161) ATC}-+- Bîc îcpi -hCcpî =o,

où A, B, G représentent des courbes bien déterminées du qua-
trième ordre. Cette équation représentera donc quatre droites,
comprenant une de celles que nous avions en vue ; et elle suppose
la résolution préalable du système de deux équations du second



degré (160). Pour avoir une équation qui représente les quatre

droites, il faut évidemment faire disparaître le rapport -4 dont la

valeur dépend de celui des quatre systèmes de solutions des équa-
tions (160) que l'on considère en particulier. Pour arriver à cette
élimination, il suffit de remarquer que la syzygie ( i42) reste vraie,
quelles que soient les valeurs assignées aux variables x, y, z^ Ç,
y,, Ç. Si nous y donnons à *r, y, z les valeurs x^ y^ z\ qui dé-
finissent le point A, et Pun des systèmes de valeurs ç,, 7^1, ^i qui
satisfont aux conditions (160), cette syzygie deviendra

Al < î :{+Bl7^j (p l -+- Ci(^==T:i (8^Ti-h2T: iRl4- ET^),

A^, BI, Ci, ... étant ce que deviennent A, B, C, ... quand on y
fait x == x\, y =y\i z= z^ s = s^ .... Mais R< est une fonction
de Pi, P^, Qn définie par (i4o)î et par suite une fonction qua-
dratique de 7:̂  et de Ci ; on peut donc écrire celle relation

(l62) STTI^TI =AiTTÎ-4-Bi7T:^ i - i -Ci<pî ,

A., B', Ci étant des fonctions explicites des données. Si le point A
est quelconque, on pourra élever les deux termes au carré, ex-
primer T^ en fonction de o-i, <r^. <pi au moyen de la syzygie (83)
et, par suite, en tenant compte de (160), en fonction de TÎ^ et y^
On aura donc une relation homogène du huitième degré par rap-
port à TC'^ et î5(, dont les coefficients seront des fonctions complè-

tement connues des données ; en é l iminant ̂  entre cette rela-

tion et (161), on aura une équation ou les coefficients de (161)
entreront au quatrième degré, et, par suite, celte équation sera
du seizième ordre par rapport aux variables ponctuelles .y, y, z ;
ce sera Inéquation des seize droites que donne la construction indi-
quée, appliquée tant au point A qu^aux trois points associés à A.

Si le point A a été pris sur l'un des côtés du triangle t, on a
/ , == o ; la relation (162) se réduit à

A\ TC^ -+- B^ TC^ î?i -4- Ci Q\ == 0,

et l'élimination de ^ entre cette relation et (161) conduit à une

équation du huitième ordre seulement : cette équation représen-
tera les quatre droites obtenues en partant du point A, plus les



quatre autres droites qu'on obtiendrait en partant du point unique
associé à A dans ce cas spécial.

Examinons le cas particulier où Ci == o. L'équation (16^) se
décompose en deux, savoir TC^ === o, et

(i63) 8^Ti=Ai^-4-Bi7riyi.

Le système des seize droites se décompose en un système de
quatre droites qui s'obtiendra en faisant T^ == o dans (161), ce
qui donne G = o, et en un système de douze droiles. Mais, si l'on
se reporte aux valeurs de P, P', Q données ci-dessus, on voit que
G == s']s"^(w2— 4DD /5À• /); par conséquent, lorsque le point A est
pris sur l'une des tangentes communes à s et s ' y on trouve comme
résultat du calcul, d 'une part, le groupe de ces quatre tangentes
communes, comme cela devait être, de l'autre, un groupe de
douze droites qui correspondent trois par trois aux quatre points
associés dont A fait partie. Si A est en même temps sur un des
côtés du triangle t, ces douze droites se réduisent à quatre, parce
que -Tîi === o est encore une racine de (i63), ce qui donne une
seconde fois les quatre tangentes communes, et que l'autre racine,

°^ ===— —f portée dans (i61), donne une équation du quatrième
TTf S^i

ordre seulement.
Si l'on demandait quelle doit être la position du point A pour

que l'une des quatre droites fournies par la construction indiquée
soit tangente à la conique c^, il suffirait d'égaler à zéro le coefficient
de TC^ dans l'équation (162) élevée au carré, c'est-à-dire de poser

(164) 64DD^2[D•2D'.î /3^-(I /2_^JD /)D^2+(P—2I'D)D^2^_^_DD /2^]-^-Al253^3==o,

ce qui donnerait, pour le Heu du point A, une courbe covarianle
du douzième ordre. A un point déterminé de cette courbe corres-
pondent évidemment les quatre droites représentées par l'équa-
tion A :== o. Mais, si l'on calcule A, on trouve que les coefficients

n'y dépendent que du seul paramètre -1? lequel y figure au second

degré. On peut donc aisément former l'équation de l'enveloppe
des droites représentées par A == o, lorsque le paramètre prend
toutes les valeurs possibles, c'est-à-dire lorsque le point directeur
se déplace sur la courbe représentée par (i6.4). On trouve ainsi
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F équation
< (F — r.ç — is')t2 = o.

Le premier facteur n'est autre chose que Inéquation ponctuelle
de la conique (p, laquelle constitue donc bien une partie de l'en-
veloppe, comme nous le savions. Le second facteur est le lieu des
points d'intersection des droites variables, lieu qui doit être fourni
également, comme on sait, par l'équation de l'enveloppe. Nous
avons vu, en effet, que les quatre droites comprises dans l'équa-
tion A === o, étant obtenues par une même construction faite à
partir de quatre points associés, doivent se couper deux à deux
sur les côtés du triangle /.

21. Examinons le cas particulier, déjà touché dans l'exemple
précédent, où le point (ou la droite) dont on demande l'équation
est situé sur le triangle t (ou passe par un de ses sommets). On a
alors ^ = = 0 (ou T === o), et la svzvgie ( i4 2 ) devient

( r 6 5 ) Q2— 4PP' = TT^aR + Ere2).

Si donc on pose

f i66) Q2_ ^pp^o,

cette équation représentera le point (ou la droite) compté deux
fois, plus deux points (ou deux droites) associés. Mais je dis que
ces deux autres points (ou droites) seront eux-mêmes coïnci-
dents. En effet, d'après ce que nous avons vu dans le cas général,
les quatre points associés représentés par le second membre de
la syzygie ( i42) sont disposés de telle sorte que les trois som-
mets du triangle t sont les faux sommets du quadrilatère complet
construit sur eux. D'après les propriétés harmoniques du quadri-
latère complet, on obtiendra donc les trois points associés à un
point donné M en joignant M aux trois sommets, et prenant
sur chaque droite le conjugué harmonique de M par rapport au
sommet qu'elle renferme et au point de rencontre avec le côté
opposé du triangle t. On voit immédiatement que, si M est sur un
des côtés de ^, un des trois points associés vient se confondre avec
M, et que les deux autres vont se réunir en un seul, situé sur ce
même côté du triangle /.

D'après ces considérations, il est évident que la formule (166)
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fournira en pareil cas le carré de Inéquation du point considéré et
de son associé, ou, s'il y a une élimination préalable à effectuer,
le carré de l'équation de tous les points (ou droites) qui répon-
dent à la question.

Proposons-nous, par exemple, de former Inéquation des six
tangentes menées à s des trois sommets du triangle t. Les coor-
données de l'une quelconque de ces droites satisfont à la double
condition <r==o , T == o ; c'est-à-dire, à cause de la sjzygie (83),
aux deux conditions

7 == o, D(D f c? 3 —^î? 2 a^ ' -^ - loGr^—DT' 3 ) == o.

Faisant T == o dans la formule (166), on aura donc à éliminer

^ entre la seconde des équations précédentes cl celle-ci

[ ( ï • y 4 - ( D s ' — î ^ ) c ^ r ] 2 — / | ^ D ^ 9 - ^ - ( ( ^ — ^ 5 ) c ^ f ] ( D . î ' o — D s 7 ' ) = o,

qui peut s'écrire
m o2 -h i n oor' -4- p y2 == o,

en posant, pour abréger,

i m == w 2 — ^ D D ' s s ' ,
( î ( \ ' j ) '. n == îDD'^-T- ï ï ' D s s ' — Dws' — \ws,

{ p==(îï— \ i ' D ) s ï - h D 2 s ' • 2 — t l î D s s r - + - ^ D w s .

Par une formule connue, on obtient comme résultat de l'élimi-
nation

/ S D D ' n 3 + ^ ( ï ' D m - + - l D ' p ) n 2

(168) +2 [ IDm2+(J I '—3DD / )7^+I 'D / / ?2 j7^
f + D2^34_ ( i2_ ^rD)m^p d- ( I ' 2 — iW)mp^-^ D^s = o.

Si l'on se reporte à la syzygie (83), on voit que les premiers
membres ne diffèrent qu'en ce que y, T', 7 sont remplacés respec-
tivement par 2/ î , — / ^ , — p . Le premier membre de (168) est
donc décomposable en trois facteurs linéaires par rapport à m,
/^ , p ; chacun de ces facteurs est du quatrième ordre en A', y, s
et représente évidemment le carré du couple de tangentes à s issu
de l 'un des 'sommets de /. Pour s = o, il se réduit , comme cela
devait être, a un carré parfait, savoir

(H.3_|^(ï , ;s_^ l 'D.^n '—D'D'^)2 ,
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la parenthèse étant ce que devient <2 [syzygie (i3)] quand ou v
fait s === o : les points de contact de s avec les trois couples de
tangentes sont en ciïet sur les côtés de /. Si enfin (A', k1) est un
des trois systèmes de coefficients qui rendent y -(- k7 -4- //y' un
carré, parfait, l'expression 2 / 1 — k p — k 1 m représentera le carré
du couple de tangentes à s issu du sommet dont ^ 4-Â'T 4- k17
est Inéquation tangentîelle.

Si, en particulier, D == o, l'équation (168) se réduit à

(169) P^'wî—rd^-r-ID'.Ç^ ==0

et donne séparément les trois couples de tangentes, savoir s et

9.0'— s(r± ̂ ri'̂ TTy).
D'ailleurs la syzygie^(i3) devient, dans la même hypothèse,

(l;0) F2 = (W — I S ' ) ^ — r«'S H- ID'^,

de telle sorte que les deux couples de tangentes à s issues des
deux sommets de t autres que le point double de s se réduisent,
comme cela devait être, aux deux côtés de t passant par ce point
double, le carré du troisième côté étant w — ls1\

22. Je vais maintenant examiner succinctement ce qui arrive
lorsque l'invariant E s'annule, c'est-à-dire lorsque s et s/ se tou-
chent ; en commençant par le cas du contact simple.

Posons
/ M = i r — 9 D D \

(171) N ^ P - S F D ,
( iV=P-3JD\

Nous pourrons écrire les diverses relations suivantes :

MS-^NN^BE^O,
IN'— fM -4- SD'iN == o, FN — IM -h 3DN'=: o,

ID'N-h ^ D ^ T f — N I V - - - 3 D D ' M = E = = o ,
4nyN-+-4rDN'— (ir-4-3DD')M = E = = o ,

(172) / DMN'-+-D'1\2— INlT== IE == o,
D'MN 4- DN'2 — F-NN^ FE == o,
(IN^ D'N)î— MN^ir— DD') == ID'E = o,
( l 'N+DN') 2 — ]MN(ir — D D ' ) = r D E = = o ,
2(ÏN'+ D ^ N ^ F N -+- DN')— (ir— DD')M2 == ( I î /— 3DD')E == o.



Les seconds membres des syzygies (76), (i3) et (83) admettent,
comme nous-Pavons vu, un facteur carré. On vérifie en outre
sans peine, par les formules (i40)? (^7) et (76), que R devient
un carré parfait et divise t^ ; de sorte qu'on a, dans ce cas,

, ,, r, /aDD'Tt D'à Da'\
(I73) < T = = R ( -M~-ÏN 7 -TN) ?

avec la valeur suivante de R

(i74 ) R = ïMdr^-DD') W^- DDt^ - 2 (IN^ D'N)a - 2(FN + DN^?.

La syzygie (i38) devient, dès lors,

(,75) j Q2-^p/==(^-;D-)M3tM(I^-DDr)TC-8DfNg-8DNrgy]
x [M(ir— DD')7r — ^(m'-h D'N)»— 2(rN4- DN^a'p.

Puisque le facteur carré du second membre divise ^T, il repré-
sente le côté ^double (ou le sommet double) du triangle t\ et Fon a
ce théorème :

Lorsque s et s' sont tangentes^ si TC est ^équation d'une
droite (ou d'un point) quelconque^ l'équation

(176) M(ir— DD^TC — 2(I]V-+- D'N)a — 9.(rN 4- DN^a^ o

représente le côté double (ou le sommet double) du triangle t^
c'est-à-dire la tangente commune double (ou son point de con-
tact)', Inéquation

(177) MDD'T: — D'Na — DN'a'= o

représente le côté simple (ou le sommet simple) du même
triangle ; enfin les trois droites (ou les trois points) associées à
la droite (ou au point) n sont la tangente double (ou le point
de contact) comptée deux fois et une autre droite (ou point)
représentée par Inéquation '

(178) M(ir— DD^TC — 8D'Na — 8DW= o.

Si, par exemple, TC est une des deux tangentes simples com-
munes à s et ^/, la seconde sera (178); de même pour les deux
points d'intersection simples de s et de 5', etc.



Pour décomposer en leurs facteurs les seconds membres des
syzygîes (i3) et (83), et obtenir l'expression, en fonction de 5,
s ' y w et des invariants, du carré de la tangente double, ou, en
fonction de <r, o^, y et des invariants, du carré du point de con-
tact, il suffit d'appliquer les résultais obtenus aux n06 14 et 16.
Soit (T^, o^, o^) un des systèmes de valeurs de TT, a, a' qui annu-
lent à la fois deux des facteurs linéaires de f^ : nous avons vu
que l'expression 7:1 w—v.\s—a^' représente le carré du côté
de t correspondant, et l'expression DD'Tî iCp—D'o^o-—Da^<r ' le
carré du sommet opposé. Or nous avons les équations en TC, a, a'
de deux côtés distincts du triangle t^ savoir (176) et (177) ; le
système de valeurs de TÎ, a, a' qui satisfait à la fois à ces deux
équations est ' îTi==M, a^ == aDN', a^==2D'N. On en déduit
immédiatement, pour l'équation du carré de la tangente double,

(179) Mw - îD'N^ — 2DN^= o,

et, pour l'équation du carré du point de contact,

(180) My- -2 ]V<r—2Nîr '=o .

]1 suffit maintenant de diviser respectivement les seconds mem-
bres des syzygies (i3) et (83) par les carrés des deux expressions
(179) et (180), pour obtenir l'équation du carré du côté simple du
triangle t
(181) NN'w — DN'SS— D'N2^= o,

et l'équation du carré du sommet simple du même triangle

(j8a) DD'NN'y — D'Wd — D^N'2^ '= o.

En appliquant encore les résultats des n08 14 et 13, nous pou-
vons obtenir les équations générales des éystèmes de coniques
dégénérées en deux droites ou en deux points passant par l'un ou
l'autre des deux sommets distincts du triangle ^, ou situés sur l'un
ou l'autre des deux côtés distincts de ce triangle. Ainsi l'équation
du sommet simple étant (177), il suffit de prendre

7:1=
D^Nai+DN^t

MDD'

de porter cette valeur de TC| dans les expressions

TCI w—y.\s—ai s ' , D D ' T T i y — D ' a i ^ — D a i ^
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et de remplacer al par une indéterminée À , pour obtenir Inéqua-

tion générale des coniques covariantes dégénérées en deux droites
dont le point de concours est au sommet simple

(183) ( M w — 4 DNY) 4-^(1^—4^]^)== o,

et l'équation générale des coniques contrevariantes dégénérées en
deux points situés sur le côté simple

(184) ( M o — 4 N f < T ) - + - X • ' ( M 9 — 4 N 7 ' ) = = o .

D'ailleurs, l'équation (i 83) étant satisfaite pour s==s'= w= o,
toutes les coniques dégénérées qu'elle représente passent par le
point de contact de s et s\ et comprennent, par conséquent, la
droite qui joint ce point au sommet simple, c^est-à-dire la tan-
gente commune double. L'équation (i83) représente donc, quel
que soit À", la tangente double avec une autre droite passant par
le sommet simple de t. Si l'on veut que celte seconde droite soit
celle qui passe par les deux points d'intersection simples de s
et 5', il suffit évidemment de prendre A == — i, ce qui donne

(185) D 'N5—DN^=o

pour l'équation de la tangente double et de la corde d'intersection
ne passant pas par le point de contact. De même

(186)
M w — 4 D N Y = = o ,
M w — 4 D ' N 5 = = o

représentent évidemment, avec la tangente double, les droites
joignant les deux points de contact de s ' (ou de s) avec les tan-
gentes communes simples. En prenant /c==+i , on retrouve
l'équation (179) ; ce qui permet d'énoncer ce théorème :

Lorsque deux coniques s, s' sont tangentes y leur tangente
commune au point de contact, celle de leurs cordes d9 intersec-
tion qui ne passe pas par ce point, et les deux cordes de con-
tact de s et de s' avec leurs tangentes communes simples for-
ment un faisceau harmonique,

On verrait de la même manière que (i84) représente deux
points doni l 'un est toujours le point de contact de s et s ' y et
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l'autre varie avec la valeur de À< Pour K = \, on retrouve (180);
pour Â''=== — i, ce qui donne

(187) N ' < T — N ( r ' = o ,

le second point représenté est le point de concours des deux tan-
gentes communes simples. Pour les équations

(188) M o — 4 N ' j = o , M ( p — 4 N < T ' = o ,

le second point est le point de concours des tangentes à s (ou à s ' )
aux deux points d'intersection simples ; et ces deux points de
concours, réunis à celui de Inéquation (187) et au point de contact
de s et 5', forment sur le côté simple du triangle t une division
harmonique : c^est le théorème réciproque de celui qui a été
énoncé plus haut.

En opérant sur Inéquation (176) du sommet double de t comme
nous venons de le faire sur l'équation (177) du sommet simple,
on obtient les résultats suivants :

(189)
^ ( I lV+D 'N^—M^r—DD^

-4- ^[•2(rN -r- DiV)w — M( ir— DD')s] = o,

où k est une arbitraire, est Inéquation des coniques covariantes
dégénérées en deux droites passant par le point de contact de s et
de s ' . Cette équation peut encore s^écrire

(190) ( M 4 - 2 Â - N ' ) w - - ( I N f + D / N ) ( 5 + Â : ^ ) = = o ;

comme cas particulier, elle donne : i" Péquation des deux cordes
d^intersection de s et s ' passant par leur point de contact

(191) M s ' — 2 N ' 5 = o ou î N s ' — M 5 = = o ,

ce qui revient au même, à cause des relations (172) ; 2° Inéquation
des droites joignant le point de contact de s et s ' aux deux points
de contact de s avec les tangentes communes simples

(19-2) Mw —('IN' 4- D'N)5 = o,

ou aux deux points de contact de s ' avec ces mêmes tangentes

f î 9 3 ) M ( r — ( r N 4- 0^)^=0.

L'équation des coniques contrevarianles dégénérées en deux
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points situés sur la tangente comnnine double sera de même

(194) DD'(M -h 2Â-N)o — (l 'N -h DN'KD'Œ + A:W) = o

et donnera, comme cas particuliers, Inéquation

(195) 2D'Nj—DM<r'==o

des deux points où la tangente commune double est rencontrée
par les deux tangentes communes simples ; l'équation

(196 ) DM o — ( FN 4- DN7) (T == o

des deux points où elle est rencontrée par les tangentes a s aux
points d'intersection simples de s et 5'; et ainsi de suite.

23. Je passe au cas où les deux coniques s, s^ sont bitangenles,
c'est-à-dire se touchent en deux points distincts.

Dans ce cas, les deux droites (192) du numéro précédent doi-
vent évidemment se confondre, ainsi que les deux points (iQÎ).
Si donc on calcule, par les formules ( i i3 ) et (i 34)? l'équation
langentielle de la conique (192) et l'équation ponctuelle de la
conique (190), ces équations doivent être satisfaites identique-
ment. On obtient ainsi les deux relations suivantes entre les inva-
riants, covariants et contrevariants,

(197) M o — a î V c r —-2N( / ==o.

(198) M w — a D ' N ^ — a D N ' ^ o .

Mais, si l'on compare ces relations avec les équations (180) et
(179) du numéro précédent, on s'aperçoit qu'elles expriment que
la tangente double et son point de contact cessent ici d'exister :
ce qui devait être, puisque! y a, dans le cas qui nous occupe, deux
tangentes communes doubles et deux points de contact distincts.

Les premiers membres de (197) et de (198) étant respective-
ment, lorsque E == o, facteurs des expressions de r2 et de t2^ on
en conclut que le covariant t et le contrevariant T s'annulent iden-
tiquement : ce qui devait être, puisqu'il existe ici, non plus un
seul triangle aulopolaire commun à s et s ' , mais une infinité, ayant
tous un sommet commun et leurs deux autres sommets sur une
droite fixe, savoir la corde de contact des deux coniques.

L'équation du carré de ce sommet fixe, qui est ici le point de
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concours des deux tangentes communes, continue d'ailleurs à
être donnée par la formule (182); en y introduisant la valeur de y
fournie par (197), on trouve pour cette équation

(199) D^FN - 3D1V)Œ -+- 0(1^- SD'N;^ o.

De même Inéquation (181) donne, en tenant compte de (198),
pour le carré de la corde de contact des deux coniques,

(200) (IN'— 30^)5 -+- (FN — 3W)s' = o.

Puisque t et, T sont identiquement nuls, il en est de même de
t^ et, par suite, de l'un des facteurs du second membre de la sy-
zygie (76); ce ne peut d'ailleurs être que celui qui représentait,
dans le numéro précédent, le côté double de t ou le sommet
double opposé. On a donc encore cette relation entre covariants
mixtes
(-201) M(ir— DD')TC — 2(1^4- D'N)» — 2(FN -h D]V)a'= o.

En l'introduisant dans les formules (177) et (178), on obtient,
pour l'équation de la corde de contact (ou de son pôle),

(202) D 'Na—DN'a^o,

et pour celle de la droite (ou du point) associée à une droite don-
née (ou à un point donné) -rt,

(208) (IN'— 3D'N)a -4- (l'N — 30^)^== o.

Les systèmes de coniques dégénérées covariantes (i83) et con-
trevariantes (184) se réduisent respectivement à la seule conique

(204) D 'N^—DN^^o ,

qui représente les deux tangentes communes, comme on .peut le
vérifier en introduisant l'expression (198) de w dans l'équation
çy2 — 4DDW, qui se réduit alors au carré du premier membre de
(204); et à la conique
(205) N^—Nd '^o ,

qui représente les deux points de contact et se déduirait directe-
ment de co2— 4<^o/î en tenant compte de (197).

De même, les systèmes de coniques covariantes (189) et contre-
variantes (194) 56 réduisent respectivement à la conique (191)4
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qui représente le carré de la corde de contact, et à la conique
(193), qui représente le carré du point de concours des deux tan-
gentes communes.

La situation de deux coniques bitangentes est ainsi caractérisée
par l'évanouissement de Pinvariant E, du covariant (198), du con-
tre variant (197) et du covariant mixte (201).

24. Examinons le cas où les deux coniques s, s ' sont oscula-
triccs, c'est-à-dire ont trois de leurs points d'intersection réunis
en un seul, le quatrième restant séparé.

Ce cas ne diffère de celui du contact simple, examiné ci-dessus
au n° 22, qu'en ce que le côté simple du triangle t, représenté par
(177), vient se confondre avec le côté double représenté par (176).
Si l'on exprime que dans ces deux équations les coefficients de T:,
a, a' sont proportionnels, on obtient les deux relations inva-
riantes

jr—DD 7 _ 2(1^.4- D^N) _ 9.(rN4-DiV)
DD' ~ D'N ~———DN7——'

lesquelles, en vertu de E == o, se réduisent à une seule, savoir

(206) ID]V2-.rDW==o.

Mais il faut aussi que les équations (179) et (181) représentent
le carré de la même droite, il doit donc en être de même de leur
combinaison

( M 2 — 4 N N ' ) w + 2 ( 2 0 ^ 2 — D ' M N ^ - h 2(2^2—DMiV)^=o,

c'est-à-dire, à cause des relations (172), de l'équation

(2DIV2— D'MN)^ 4- (2D'N2— DMN7)^ o.

Or cette équation représente une conique passant par tous les
points communs à s et s\ et ne peut, par suite, représenter le
carré de la tangente d'oscillation, laquelle ne passe pas par le qua-
trième point d'intersection de s et s\ On doit donc avoir sépa-
rément

^DN^—D'MN =o, ^DW—DMN^o;

Ces deux conditions sont satisfaites si N==N'==o , ce qui en-
traîne M === o. Je dis, de plus, qu'elles ne peuvent être satisfaites



que de celle manière; car Pune des relations (172) donne

D'MN = N ' ( r N — D ] V ) .

On devrait donc avoir, si N et IV notaient pas nuls,

r N = = 3 D Î V , IN^SD'N;

d^où, maltipliant membre à membre,

MNN^o,

ce qui entraîne encore M == o, d^où N = N'== o. La situation spé-
ciale de deax coniqaes osculatrices est donc caractérisée par deux
conditions invariantes, que Fon peut écrire à volonté

( - A 0 7 ) E = M = o ; E = N = = o ; £ = N ' = 0 ; M = N = o, M = 3 V = = o ,

et qui entraînent les quatre relations simultanées

(208) E = = o , M = = o , N = o , N'=o.

Il convient de remarquer que le système de conditions
N==N'==o ne serait pas suffisant; il entraînerait seulement
l l /M===o, c^est-à-dire I==r===o , et les deux coniques auraient
une situation relative spéciale, mais tout autre que celle que nous
discutons.

Inexistence des relations (208) rend illusoires toutes les for-
mules du n° 22; il convient donc de se reporter aux syzygies
elles-mêmes. Il est d^ailleurs facile de vérifier que les syzygies
(76), (i3) et (83) deviennent respectivement, en vertu des rela-
tions (208),

. 27DD^T=(6DD'7 :—l ' a—1^)3 ,
(209) } 2 7 r 2 = ( 3 w — ^ 5 - - I ^ ) • î ,

( 2 7 D 2 D ^ T • s = ( 3 D D f 9 — I D f Œ — ^ D Œ ^ .

Par suite, l'équation

(210) G D D ' T C — F a — l a ' = o

représente la tangente d'oscillation (ou son point de contact);
Inéquation

(' •>. I l ) 3 0' —— F S — 1 A-' = 0
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représente le carré de la tangente cTosculation, et Inéquation

(212) SDD'y — Wa — FDc^ o,

le carré du point d'oscillation.
La syzygie (142) devient, puisque R et E sont nuls,

(213) Q^4PPr=8^=87t(6DDf;^:g--I^^

On en conclut qu^à chaque point (ou droite), arbitrairement
choisi, est associé le point d'oscillation (ou la tangente d'oscula-
lion) compté trois fois, et remplaçant, par conséquent, les trois
points associés qui étaient distincts dans le cas général, se rédui-
saient au point de contact compté deux fois et à un autre point
lorsque les deux coniques étaient simplement tangentes, et dispa-
raissaient complètement quand elles devenaient bitangentes.

Si l'on prend 'n;i, ai, a^ satisfaisant à (210), on sait que
7 i , ^ — a ^ — a , 5 ' et DD'TC, y—D'a i<r — Da, v1 représenteront
respectivement une conique dégénérée en deux droites se coupant
au point d'osculation, et une conique dégénérée en deux points
situés en ligne droite avec ce point. Mais, comme ces deux droites
(ou ces deux points) forment un ensemble covariant (ou contre-
variant)etsont, par suite, associées, Pune des droites (ou Pun des
points) devra toujours être la tangente d'osculalion (ou le point
d'osculation).

Les deux équations ainsi obtenues sont d'ailleurs

(214) Iw —GDD^ -+- k(Vw — 6DDY) = o,

(215) r c o — ô D ' Œ -t-Â^Icf) —6D<r' ) =o,

où A', k1 sont deux arbitraires.
Si Pon veut que la seconde des droites représentées par ( a i 4 )

soit Punique corde d'intersection de s et s\ il suffit de prendre
k =—j7? ce qui donne

(216 ) l's—ls'^o.

Si Pon veut quelle se confonde avec la première, on doit annu-
ler les coefficients de y, <r, <r' dans Péquation tangentielle corres-
pondante calculée par la formule (ï i3), ce qui conduit à prendre
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A" == ,7? et faî1 retomber, comme cela devait être, sur l'équation

(210). D'ailleurs,

(217) I w — 6 D D ^ = o . r ( v — 6 D D ^ = o

représentent évidemment, jointes à la tangente d'oscillation, les
droites qui joignent le point d'osculation aux points de contact
de s et de 5' avec leur seconde tangente commune; on en conclut
que ces deux droites forment, avec la tangente d'osculalion et la
corde d'intersection, un faisceau harmonique.

On verrait de même que les équations

(218) r < p — 6 D ' < r = = o , I < p — 6 0 ^ = 0

représentent, joints au point d'osculation, les points où la tangente
d'osculation est coupée par les tangentes à s e tà s ' en leur point
d'intersection simple ; que

(219) ID ' ï—rDcr^o

représente, joint au point d'osculation, le point d'intersection des
deux tangentes communes à s et 57; enfin que ces deux points,
avec ceux des équations (218), forment, sur la tangente d'oscilla-
tion, une division harmonique.

25. Nous arrivons enfin au cas où les deux coniques sont sur-
osculatrices, c'est-à-dire ont leurs quatre points d'intersection
réunis en un seul.

Il est évident que les conditions invariantes E==M==N==N'==o
continuent à être satisfaites. De plus, la conique (216) du numéro
précédent doit se réduire à la tangente d'osculation comptée
double; l'équation tangentielle correspondante, calculée par la
formule (n3), doit donc être satisfaite identiquement, ce qui
donne la relation

i r < p — r » < j — p < i ' = = o ,
que l'on peut encore écrire

(220) SDD'ç—ID 'o—rDf f^o .

L'équation (212), qui représentait le carré du point d'oscula-
tion dans le cas des deux coniques osculatrices, disparaît donc ici,
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et le carré du point de surosculation est représenté par

( îm) ID'cr — rDy== o.

De même, l'équation ponctuelle correspondant à (221) doit
être satisfaite identiquement; ce qui donne la relation

(•222) 3w — l ' s — 15'= o.

Cette équation représentait, dans le cas du numéro précédent,
le carré de la tangente d'osculation ; ici elle disparaît, et le carré
de la tangente de surosculalion a pour équation

(223) 1 ' S - Î S ' = = 0 .

Les relations (220), (222) entraînent ^==0, ^ = = = 0 ; par
suite, on a aussi <T== o, et Fon peut écrire la relation identique
entre covariants mixtes,

(224) ÔDD'TC— r a — I a ' = = o .

La situation spéciale de deux coniques surosculatrices est donc
caractérisée par l'évanouissement simultané des invariants M, N,
IV, E, des covariants / et (222), des contrevariants T et (220) et
du covariant mixte (224).

26. Je mentionnerai, pour terminer, le cas où les invariants I,
F sont nuls à la fois. Alors les syzygies (i3), (76), (83) deviennent
respectivement

' fï = ( w — s y^D^ — s' ^JD^D7)

X ((^—Os^DD'^--02^^D^D')(w—e25^DD 7 i —6^^D2D 7 ) ,

/T= —(TC^/D^D^+a^/iy+a' î /D)
(9.25) i x(7^^^21y24-ea^D7+e•2a^D)(7^^D2iy2+02a^

/ 3 /D7 3 /"D\
T2=DD'CÎ -Œi / - -Œ / l / -

X o — O t T i / — — e 2 a r 4 / — ç o — O 2 ^

en désignant par ô une des racines cubiques imaginaires de
Punité. Les trois côtés et les trois sommets du triangle t sont ainsi
séparés : deux des trois éléments étant toujours imaginaires, et le
troisième réel (en supposant, bien entendu, que s et s ' aient leurs



— 79 —

coefficients réels). L'intervention dans ces formules des racines
cabiques imaginaires de Puni lé correspond à ce fait bien connu,
que le rapport anharmonique du faisceau joignant les quatre
points d'intersection de s et s ' à un autre point quelconque soit
de s, soit de 5', est équianharmonique, c'est-à-dire précisément
égal à l'une de ces racines imaginaires.

Par suite de la décomposition en facteurs des expressions de ^2,
/T, T2, il devient possible d'exprimer séparément, comme dans
les cas où E == o, certains couples d'éléments covariants ou con-
trevariants. Ainsi le système des coniques dégénérées en deux
droites qui se coupent au sommet réel de t aura pour équation

(-226) w + 5Î/DD'2+/c(w -+- s'^WtY) == o,

k étant une indéterminée. Si l'on veut avoir les deux cordes d'in-
tersection réelles, il suffit évidemment de prendre k =—i, ce
qui donne

(227) .^D7--^D==o,

et ainsi de suite.

27. Comme résumé de ce travail, on peut dire que le point
central, à proprement parler, de la théorie du système de deux
coniques est la syzygie (76), qui fournit à la fois les côtés et les
sommets du triangle polaire commun (n° H), et qui conduit di-
rectement (n^ lA et 18) à la connaissance des trois systèmes sim-
plement infinis de coniques covariantes dégénérées en couples de
droites, et des trois systèmes de coniques contrevariantes dégéné-
rées en couples de points; les couples communs à deux systèmes
se réduisant à deux droites coïncidentes ou à deux points coïnci-
dents et étant fourni? par les syzygies (i3) et (83). Immédiate-
ment après, au point de vue de l'importance, il convient de placer
les syzygies qui permettent de représenter toutes les formations,
à une puissance près de t ou de T, en fonction de trois covariants
mixtes linéaires par rapport aux deux séries de variables; de là,
notamment pour 5, s\ o", o"', des formes canoniques nouvelles
(n08 12, 13 et 16), éminemment propres au calcul méthodique
des invariants, covariants et contrevariants composés qui corres-
pondent à une condition çéométrique donnée. Enfin vient la syzy-
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gie ( i 4 ^ ) ? dont Fétude fait Fobjet des n08 17 à 20, et qui fournit
notamment un moyen régulier de former l'équation de tout groupe
de points ou de droites définis par une même condition projec-
tive, d^ailleurs quelconque; elle synthétise ainsi la solution d'un
très grand nombre de problèmes dont chacun exigeait jusqu^ici
une méthode particulière. Je laisse à des recherches ultérieures la
réponse à une question intéressante que l'on peut se poser à ce
sujet : existe-t-il des formules générales analogues pour les en-
sembles covariants ou contrevariants dont Félément donné serait,
par exemple^ au lieu d^un point ou d^une droite, une conique ou
même une courbe de degré plus élevé?

Le Mans, 12 décembre 1888.


