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Formules de quaternions pour la réduction des intégrales
multiples les unes dans les autres;

par M. E. CARVALLO.

1. Les intégrales qui se présentent en Physique mathématique
sont de trois sortes :

1° Les intégrales simples le long (Tune ligne; par exemple, le
travail (Tune force dans un certain déplacement de son point d'ap-
plication ;

a° Les intégrales doubles le long d'une surface; par exemple,
les flux (f lux de chaleur, flux de force),

3° Les intégrales triples dans un volume; par exemple, l'éva-
luation de la masse contenue dans ce volume.

Ces trois espèces d'intégrales rentrent dans les trois types gé-
néraux suivants :

y\p(T)^, ff^)d^ fff^^'
Dans le troisième, dv est Télément de volume; l'intégration

est étendue à une portion déterminée de Fespace; enfin Q est
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une quantité quelconque algébrique ( 1 ) ou complexe déterminée
en chaque point de l'espace, mais variable avec ce point; en
d'autres termes, Q.est une fonction du vecteur qui va de l'origine
à ce point.

Dans la première formule, T est l 'unité de tangente à la courbe
d'intégration, ds Vêlement d'arc; dans la seconde, v est l'unité de
normale à la surface d'intégration, dy l 'élément de cette surface.
Enfin, dans les deux formules, y est l ' indication d'une fonction
linéaire complexe ou algébrique, le système linéaire (2) qui dé-
finit y é tan t variable avec le point considéré de l'espace; en
d'autres termes, ce système linéaire ou, pour mieux dire, cet opé-
rateur (ï est fonction du vecteur qui va de l'origine au point con-
sidéré.

Nous allons établir deux formules qui permettent de passer des
intégrales simples aux intégrales doubles, des intégrales doubles
aux intégrales triples, et inversement. Ces formules très générales
renferment, comme cas particuliers, celles de Green et celles
d'Ampère, qui assimilent l'action d'un courant à un feui l le t ma-
gnétique : elles peuvent être étendues à l'hyperespace et confon-

dues en une seule relative à un nombre quelconque de signes f '

2. Formule pour passer d'une intégrale double à une inté-
grale triple, et inversement. — Considérons l'intégrale double

ff^
étendue à la surface fermée {fig- i) S, v étant l'unité normale ex-
térieure à la surface.

Je^ décompose le volume intérieur en petits parallélépipèdes
rectangles, et j'étends l'intégration précédente aux surfaces de
tous ces éléments. Chaque face commune à deux éléments entrera
deux fois dans l'intégrale; mais les normales extérieures étant de
sens contraire pour les deux parallélépipèdes, les éléments cor-

(1) J'emploie ici le mot de quantité algébrique par. opposition à quantité com-
plexe poiir désigner ce que les Anglais appellent scuîar.

( 2 ) Pour la définit ion des systèmes linéaires, voir le Mémoire de M. Laguerre
• {Journal de l'École Polytechnique', XLII" Cahier; 1867).
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respondants de l'intégrale soûl égaux et de signe contraire. Donc
ils se détruisent, et il ne reste, en définitive, que l'intégrale éten-
due à la surface S.

Cela posé, je considère le parallélépipède construit en un

point M (fig. •.>.) sur les trois éléments rectangulaires ï^dx^
ï^dx^^ I.-îAcs. Les faces A et A' perpendiculaires à Ii ont pour
mesure commune dx^ dx^ ; l'unité de normale extérieure est — I,
pour A; *pour A' elle est Ii. Enfin, si y est la valeur de l'opéra-
teur ^ en M, c'est-à-dire pour l'élément A, la valeur de cet ope-*

ïi

râleur pour A/ sera ^ 4- —dx\. On aura donc les deux éléments' • ox\
d'intégrale :

Pour A,
^ ( — Ii ) dxî dx^ == — ̂  ( Ii ) dxî dx^ ;

Pour A',

/ ô^ \ 0^
l ^ -̂ - —_L- ^^ ) ( |, ) (J^ dy.^ =: -l- ̂  ( \ A (ly^ dXy, -+- —— ( î 1 ) dx^ CÎX.) dx-^.
' ' (À/'i / ' OX\
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En ajoutant et remplaçant dx^dx'^dx^ par t/r, il vient, pour
l'ensemble des faces A et /V,

5, <••'*•
On a de même, pour les couples de faces perpendiculaires à L
et Ig, respectivement,

ê '̂ <£(I3)^
On a donc, pour la surface complète du parallélépipède considéré,
réiément d'intégrale

[ à^ . - à^ ô^ - } ,^(I^-1-^(I^)'-^(I3T/(->

ou encore

^ f i l -^- -4- 1 ^ + h -T^-W = .. (V )€h:• \ àx^ àx.i ôys I • '

les dérivations de V portant sur ^.
Si maintenant on se rappelle que la somme de tous ces éléments

3onne l'intégrale suivant la surface S, on a la formule définitive

(I) Ç A>(V)r/7== C l Ç^{\}fh\

De là cette règle d'une remarquable simplicité :

Une intégrale double le long d7 une surface fermée égale
une intégrale triple étendue au volume renfermé dans la
surface et qui s7 obtient en remplaçante parV dans lî expression
à intégrer.

3. Formule pour passer d'une intégrale simple à une inté-
grale double, et inversement. — Considérons l'intégrale simple

y^)-G(ï).^

étendue à la courbe fermée G {fig- 3). Par cette courbe je fais
passer une surface, que je décompose en petits rectangles, par un
réseau de lignes orthogonales, et j'étends rintégration précédente
à tous ces éléments. Pour définir le sens dans lequel on les décrit,



- 84 -

je considère toutes les normales situées (Tun même côté de la sur-
face; je supposerai que, sur le contour de chaque rectangle tel
que m, on tourne de droite à gauche pour un observateur situé

Fig. 3.

suivant la normale m/i, les pieds en m et la tête en n. Dès lors,
un côté commun à deux rectangles sera décrit deux fois en sens
inverse, et il restera seulement Pintégrale suivant la ligne C.

Cela posé, je considère un rectangle m {fig' 4) : je prends pour
origine son sommet M; pour axes, les directions l i , la des côtés
et la normale Is au plan de ce rectangle. Les côtés A et A' per-
pendiculaires à la ont pour mesure dx\ ; Punité de tangente dans
le sens du mouvement estli pour A; pour A'elle e s t — 1 ^ . Enfin,

si es est la valeur de Popérateur en M, c^est-à-dire pour Félément

A, la valeur de cet opérateur pour A' sera y + * dx^ On aura

donc les éléments d'intégrale :
Pour A,

?(Ii)^i;
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Pour A',

f?-^---^ dx^\(— I i )^i=—cp(Ii)^ . r i— -^ (Ii)^!^.\ l àxî j dXî

En ajoutant et remplaçant dx\dx^ par rfr, il vient, pour Fen-
semble des côtes A et A',

-P-Wd,.àXî '

On a de même, pour Fensemble des côtés perpendiculaires à 1̂

-s^-
On a donc, pour le contour complet du rectangle m, rdément
d^inté^rale

fêc-'-âo-»]'"
ou encore

Ji,_L-i ^U.
• \ àxt àx^/

•Or on a
à à à\ == li —— -+-1^ —— -t- 13 —— »àx\ àx^ àx^

et, pour l'élément m, avec les axes choisis,

^ = Ï 3 ;

d^où l^on tire

V.V .= I ^ - I . - L (> ) .
àXt àx-î ' '

L/élément d'intégrale correspondant au rectangle m s'écrit donc

(p(V.Vv)^(T.

On a donc, en définitive, la formule

(II) f^(-.)ds= /T^(V.Vv)^.
Je > J J^ '

De là cette règle :

( ' ) Le symbole V est le signe vectoriel des quaternions,

V.XY = Çx^-x^) I.-t- (.r.y,- ̂ r.) 1,4-....
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Une intégrale simple suivant une courbe fermée égale une
intégrale double étendue à l'aire intérieure d'une sur/ace
quelconque passant par cette courbe. Il suffit, pour former
cette intégrale double, de remplacer T par V.Vv dans l7 expres-
sion à intégrer.

4. Restriction aux deux théorèmes précédents. — Les dé-
monstrations de ces deux théorèmes supposent que l'opérateur y

est fini, continu, et admet trois dérivées — ? — ? —t- déterminées
àx^ àx.î aïs

dans tout le champ de l'intégration. Tout cela se résume en di-
sant que ç(V) a une valeur déterminée et unique. Si cette condi-
tion n'est pas réalisée, il faut apporter dans Inapplication des for-
mules quelques précautions analogues à celles qu'on rencontre
dans la théorie des imaginaires relativement aux points critiques.
Sans entrer dans le détail de cette étude, dont les principes sont
connus ( ^ ) et qui nous entraînerait trop loin, donnons seulement
un exemple.

Considérons l'intégrale double^ le long de la surface S {fig. 5),

/Y?(^,
J ,/s

et supposons que les conditions précédentes soient réalisées dans

toute la région de l'espace intérieure'à la surface S, sauf sur une
surface de discontinuité S. Soient

S, et S_» deux surfaces inf iniment voisines de part et d^autre de S;

( ' ) Voir MAXWELL, 77 nite d'Electricité et de Ma^netismr. Ptiris, r.aulhier-
Villurs et (ils: 18^6-1;SSq.
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M! et Ma deux. points situés sur ces surfaces cl voisins l'un de
l'autre;

^ et ^2 les valeurs de ^ en ces points;
V4 et v_> les normales à S, et Sa orientées de façon à s'éloigner de S.

On aura, f j /?(^)^ étant étendue a la région intérieure à S

et extérieure à Si S.j,

f f9(^)<^=-= / /Y^(V)^.-i- ffoi(^)^4- f/%2(^)<^;
J Js J J J J .A;, ./ •^^,

et, comme ^2==—^i^ on aura la formule définitive

yy\(:V)^T== //Y?^)^4-^^f(yi-?2)(^i).^.
o. Remarque. — L'analogie des propriétés du symbole V avec

celles d'un signe ordinaire de dérivation réchappe à personne;
les deux théorèmes précédents doivent être considérés comme
analogues à la formule

ràu ,(/ == l — dx,
J àx

où l'on ajoute à la fois dans le deuxième membre un signe f et un

signe de dérivation. Pour mieux faire comprendre cette assimila-
tion, je considère l'intégrale suivant une surface fermée S

ff^h,
où je suppose que <p(v) est une quantité algébrique (non com-
plexe). On a

rr9(^7=rr^o(v)^.
Soient M et m la plus grande et la plus petite valeur de y(^)

dans l'intérieur de S, on aura

F F Cm dv ̂  1 f Ç^ ( V ) dv < Ç Ç Al fA1

ou, en désignant par V le volume intérieur à S,

m\< ( ( f^V^c<MV.
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Donc on a, y. étant une quantité comprise entre m et M,

f/Y?(V)^=^V.

D'ailleurs, si l'on suppose y (V) continu, il ne pourra pas passer
Je m à M sans prendre toutes les valeurs intermédiaires. Il existe
donc un point l intérieur à la surface S pour lequel on a

^(V)-^
et l'on obtient en définitive la formule

jy^(v)^=©i(v).v,
analogue à la formule de M. 0. Bonnet,

f{x 4- h} -f(x) = hf\x + O A ) ,

<?i(V) étant l'analogue de f'{x 4- Qh).
"On obtient de même une formule semblable pour l'intégrale

suivant un contour fermé.

6. Formules d'intégration par parties. — L'analogie précé-
dente se poursuit d'une façon frappante dans les deux séries d'éga-
lités suivantes : dans la première de chaque couple, l^s symboles
ont leur signification ordinaire; dans la seconde, <p est l'indication
d'une fonction linéaire en V; u\ et u^ sont deux quantités algé-
briques ou complexes, fonctions du vecteur variable, indépen-
dantes. Les dérivations de V ^ V ^ V portent respectivement sur M, ,
sur ^2 et à la fois sur u^ et u^. Enfin les intégrales doubles sont
étendues à une surface fermée; les intégrales triples à l'espace in-
térieur :

d( Ui u^ ) = du\. u^ -+- Ui. û?a.2,
0(V, MI, M,) = (?(VI,MI, M2)-+-9(V.2, Ui,î^),

(̂  U^ == f dUt. U.2 -4- ^ MI 6^2»

y j <?(^ «i, ^2) â?<r = y y y o ( V i , ui, 1^2)^ -4- y/T<p(v2, Mi, 1^2)^,
^ dui.Uî= UiUi— f u^du^

yyy?(^ i ,Mi , ̂ 2)^= j j^^.u^u^dy— f i i ^ ^^u i , u^dv,
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On écrirait de même les formules relatives à la comparaison
des intégrales simples étendues à un contour fermé et à des inté-
grales doubles. Comme on a obtenu

(III) j j j <&(Vi, u^ Uî)dv== j j o ( v , u^ Uî)da— f f / ^ ( V - 2 , Ui, u^dv,

on trouve également

(IV) W?(V.Viv, ui, Uî)d^ = fo(ï, Mi, u^ds — ff^(V.V2^ Ui, u^da.

Ces deux formules de la plus haute importance sont, comme on
voit, de véritables formules d'intégration par parties. Nous allons
maintenant donner quelques applications des formules précé-
dentes.

7. Formules de Green. — Ces formules ne sont que des cas
particuliers des précédentes; pour les obtenir, on donne à y(v)
les formes qui su ivent :

i° Dans la formule (I), on fera

<p(v)=ViS.vV2V2-V2S.vViVi ( i ) , ^V2(vl^ l+...)-Vl(^^-f-...),

V< et Va étant deux potentiels ; on déduit de là

o(V)=ViS.VV2V2—V2S.V.ViVi ,
^S.ViVi .VaVs-VîVïVi-hViVjVâ—S.ViVi .VaV,

ou enfin
o(V)==ViV|V2-V.2VîVi.

La formule (ï) s'écrit donc

/Y(ViSvV2V2-V2SvViVi)^= C f AViVjV^-VaVîVi)^ (2).

Cette formule, due à Green, s'écrit avec les notations habituelles

//(v- s -^ ̂ y =///(v^v.-w^,
( 1 ) Par S, je représente le signe scalar des Quaternions

(S . X .Y = x,y, + ̂ Y,+ ̂ ,y,).

( î ) MAXWELL, Électricité et Magnétisme.



- 90 -

^V-^ représentant la dérivée de Vdans la direction normale à la sur-

face d'intéûration et Ao le symbole — -{- -,—» -+- —» •0 " •7 àx'i àxj àx^
2° Dans la formule (III), on fera

o(v)=V,Sv.V,V2;
il vient

fff^^^^^^ff^^^^^^^-ff^^^^^

formule de Green qu'on écrit d'ordinaire

r r r/àVi à\. àv, à^ Wi r)V,\ , r r-, à\. , r r r\, , „ , ,,,
1 1 1 i -— -r— + -r- -T— + -r- T— )dv == / ( Vi -Tvr^0' — 1 1 1 yi-^îdv(^.J J J \à^i àxi àx., àx^ àx^ àx^î J J à^ J J J

3° Pour obtenir une généralisation de cette dernière formule,
on fera dans la formule (III)i

o(>)==ViS.v.<p(V,V2);

on aura

yyy*s.v,vi^(v,v,)=jyvis.v.^(v,v2)^~yy^vis.v^^
Sans entrer dans le détail, je citerai encore/comme applications

des formules précédentes :

i° L'équilibre des forces normales aux éléments d^une surface
fermée et proportionnelles à ces éléments;

2° Les équations d'équilibre des pressions dans un milieu
(LAMÉ, Élasticité)^

3° Le calcul des pressions dans un champ électrique (MAXWELL,
Électricité et Magnétisme) ;

/i° L'assimilation d^un courant fermé à un feuillet magnétique
(AMPÈRE);

5° Les formules sur les flux de chaleur (LAMÉ, Théorie de la
chaleur).

( ' ) MAXWELL, Électricité et Magnétisme.
C1) MAXWELL, Jbid.


