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Sur le ds* des surfaces réglées; par M. Cu. Brocue.

(Séance du 17 avril 188g.)

Je me propose de montrer comment on peut déduire de I'ex-
pression de I'arc d’une courbe tracée sur une surface réglée des
formules générales, dont je montrerai I'utilité en indiquant des
applications.

1. Notations. — On peul considérer une surface réglée comme
engendrée par une droite qui s’appuie sur une courbe donnée, les
cosinus directeurs a, b, ¢ de cette droite étant des fonctions d'un
paramétre arbitraire, par exemple de I'arc 5 de la courbe direc-
trice. Pour définir la position de la génératrice par rapport a cette
courbe, il suffit de donner I'angle ¢ que le plan tangent & la sur-
face réglée, au point situé sur la directrice, fait avec le plan oscu-
lateur et I'angle § que la génératrice fait avec la directrice. Si I'on
appelle afy; o/B'y’, o’ 3"y" les cosinus directeurs de la tangente,
de la normale principale et de la binormale, on a

cosd =ax + b8 +cv,
sinf coso = ax' + bf +cv,
sinf sino = aa’"+ bB"+ cvy".

Un point de la surface peut étre défini par deux coordonnées, =
et r, dont la premiére fixe la génératrice qui passe par le point,
en donnant son pied sur la directrice, et la secounde fixe le point
sur la génératrice en donnant sa distance au pied. Toute relation
entre 5 et r définit une courbe tracée sur la surlace.

2. Calcul du ds*. — Les coordonnées cartésiennes des points
d’une courbe étant données d’aprés ce qui précéde, en fonction
de o, par

X=x+ar, Y=y-+br, Z=z+cr,

z, ¥, 5 désignant les coordonnées du pied de la génératrice, on
trouve que l'arc de la courbe est donné par

ds? dr 5\ 2 , .
T \d—s -+ 1‘050) —+ U224 o 1.0 4+ sin20.



J'ai posé, pour abréger,

da? N db? de? He
ds? der U det T
da db dc
a;l; +ﬁd +‘(“%:L.
La condmon nécessaire et suffisante pour que la directrice soit
ligne de striction est que L= o. Dans cette hypothése, la distance
de deux génératrices infiniment voisines est sinf.ds, et, comme
I'angle a toujours pour expression Hds, le paramétre de distri-

bution K s’exprime par

K==
sin

, . ds? Ly .
et 'expression de —— prend alors la forme réduite
da?

dS® dr 2 .
i < 2 p2
e = <d +cose> A sin2O[K2r2+4-1].
3. Conséquences. — Cette réduction du terme indépendant de

dr . . .
la parenthése en ?”, a la forme binéme, ne peut se faire que si la
ds ’

directrice est ligne de striction. Mais, comme on peut toujours

écrire
ds* _ /dr 9 2 e ( L \2 H2sin20— L2
42—\ -+ cos -+ r—+ IiT] -+ 2 ’

on en déduit immédiatement que le - du point central a pour va-
leur la Jongueur p donnée par

L
(1) P=—1n’

et si I'on remarque que, dans la forme réduite, le quotient du
coefficient de 72 par le terme indépendant est K2, on trouve

H+

o .,
(2) K “T“H2sin20 — |2

Les formules (1) et (2) sont celles qui font 'objet de cette Note.

Ce qui précéde s’applique aux surfaces développables; car ces
surfaces peuvent étre consnderees comme des cas limites des sur-
faces gauches, le parametre de distributign devenant infini. La
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ligne de striction est alors 1'aréte de rebroussement de la déve-
loppable.

La condition pour qu’une surface réglée passant par une courbe
soit développable est donc

H2sin2) — L2 = o,

et le point ou la génératrice touche I'aréte de rebroussement est &
une distance du pied donnée par

. sin2f
L

Si I'on calcule H? et I. au moyen des courbures w et = de la direc-
trice et des angles @, et ¢, on trouve facilement que ces derniéres
équations deviennent

. . do
2 —_— ) =
(3) sin 0<c0t05m9+-n: dc> o,

sin®
(4) = o

4 4 wcos
dc—l—wc ©

4. Application aux développables passant par une courbe
donnée. — Si 'on suppose § = go*, on retrouve la théorie clas-
sique des développées; si I'on suppose 8 constant ou, plus géné-
ralement, fonction de =, I'équation (3) donne une équation de
Riccati en tang 7?1 OF

Sil'on suppose ¢ donné, § est déterminé immédiatement. En
particulier, si 'on suppose ¢ constant, c’est-a-dire si 'on cherche
les développables qui coupent sous un angle constant la dévelop-
pable des tangentes (probléme inverse d’un probléme traité par
M. Molins, dans le Journal de Liouville, 1847), § est donné par

wcotfsing + 7w =o.

Cette équation s'interpréte géométriquement de la facon sui-
vante. Les génératrices des développables ¢ = const. qui passent
par un méme point de la directrice sont situées sur un cone, dont

(*) Voir unc Notede M. L. LEvy, Comptes rendus des séances de 1’ Académie
des Sciences, novembre 1883. .



g
l’ 7. . 1A asde y .
équation rapportée au tricdre fondamental de cette courbe est
w(y?+ 52) +wrs =o.

Ce cone a pour plan de symétrie le plan rectifiant; les généra-
trices siluées dans ce plan sont la tangente et la droite rectifiante;
les sections circulaires sont perpendiculaires a ces deux droites,
ce qui détermine complétement le cone.

5. Application aux normalies. — ILa directrice d’une nor-
malic est une trajectoire orthogonale des génératrices. Si I'on
prend pour plans de coordonnées le plan tangent et les plans prin-
cipaux, si I'on appelle R et R’ les rayons de courbure principaux,
ct ¥ I'angle que la directrice fait avec la section principale de
rayon R, on a

a = cosy, B =sind, y=o0;

d’autre part, on peut voir que

da _  cosy db _ sind de
ds = "R’ d5s TR’ ds =
ce qui donne
,_ costy  sin%
H2 = '—RT- - '—R—,z'“ ’
B cos?¢  sin?d

R TR
par suile, les formules (1) et (2) deviennent, pour une normalic,
cos*y | sin?¢
Cop
<z)51*k sin%)’

Koo R T Re L

1 T 2 N
<R — i) sty costy

Ces derniéres formules permettent de faire 'étude du pinceau
des normales voisines de OZ. En particulier, on peut obtenirla
torsion géodésique de la facon suivante : si © et = sont les cour-
bures d’une géodésique, la normalie correspondante, qui est
formée des normales principales de cette courbe, a, d’aprés la for-
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mule (2), pour paramétre de distribution

w24 7?2

T

K=

Or, si I'on remarque que I'angle de deux normales principales est
Jo?+ w25 ds, on voil que
w? + w2 = H2,
ct Pon a
H:2 I 1 .
=g = <R_-, - E)smt}» cost,

ce qui est, aux notations prés, la formule donnée par M. Bertrand.



