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MEMOIRES ET COMMUNICATIONS.

Détermination de ’élément linéaire des surfaces spirales
a lignes d’égale courbure paralléles; par M. L. Rarry.
1. L’élément linéaire d’une spirale étant réductible a la forme
) ds? = (da?+ df?) ed+/adz,

il faut d’abord déterminer la fonction A de maniére que les lignes
d’égale courbure (R, R, = const.) soient paralléles.
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La courbure totale, ¢galée & une fonction d’un nouvcau para-
) €8
metre u, nous donne

(2) Ale-B-JAda — e—l},'u)’
relation qui revient & celle-ci

B="Uy(r)+ logA'—fAda.

Dés lors I'élément linéaire, exprimé en u et «, prend la forme

” ” N2
dst=A'Ugelodur+2A’' (%—,—- »\) Ujeloduda + A’ [(%’—, — A) + I] eloda2,

En vertu de l'identité générale

EG— F?

Edu?+ 2Fdudas + Gdar = a

du + é(qu—;- Gda),

nous pourrons I'écrire comme suit :

U2 elodu?
% 0
"
A'L\A' ]
() (‘-‘-”-—A)2 (f-—,\>’+: :
’ Al ’ \A’ .
+e“oA—W,—_—,—— Uo(lu+——AT—-————da ;

ct la surface sera rapportée aux lignes d’égale courbure u = const.
et a leurs trajectoires orthogonales. Ces trajectoires étant, par
hypothése, des géodésiques, la fonction U, doit pouvoir étre
choisie de fagon que le coefficient de du? se réduise a l'unité.
D’ou ces deux conditions :

1) Ut elo = const. = am,
1 A" 2
(5) T X;—-A ~+1| = const. =2m,
La premiére donne immédiatement
U, % m mu? 2
_O_eg= —_— e”n: ’ U:,:—-
2 2 2 u

La seconde peut, comme je I'ai montré antérieurement (Bull.
de la Soc. mathém. de France, t. XIX, p. 65) s’intégrer par
quadrature. Si I'on tient compte de 'une et de I'autre, 'élément
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linéaire devient

(1) ds? = du? -+ u(2mA’'—ri) du — 4+ _,2_4____{_1:\):
u VamA 1,

Effectuons le changement de variable

du A'd, .

(6) f—l'+——’-7—l———i:="o(v')tiv:

VamA /1
quelle que soit la fonction V,, les courbes ¢ = const. seront les
traJect01res orthogonales des lignes d’égale courbure u = const.
Mais s1 I'on prend V¢ =1, I'équation précédente donne

* Ada v

m | ————=log -,

VamA' —i u
ce qui montre que 2 est une fonction du rapport u ;¢. Parsuite,
I'élément linéaire prend la forme

u? w'
ds? = du? -+ — f(— do?:
vz L

d’oti celte conclusion : quand une spirale a lignes d’égale cour-
bure paralléles est rapportée a ces lignes u= const. et awr
géodésiques orthogonales v = const., on peut toujours faire en

sorte que son élément linéaire soit une fonction homogéne de
wetdevy.

2. Cela posé, rappelons que, quand on rapporte une surface a
ses lignes d’égale courbure, supposées paralléles, et a leurs tra-
jectoires orthogonales, ’élément linéaire prend la forme
J ) I

(e) ds?=du?+ W (‘—[l:U,\—r)zdv’.

en appelant U une fonction de «, U’ sa dérivée, V et W deux
fonctions de ¢. Nous allons, en vertu de ce qiui précéde, pouvoir
déterminer ces trois fonctions de maniére que le coefficient de dv?
soit une fonction homogéne et de degré zéro de « el de ¢. Nous
aurons ainsi toutes les formes possibles de I'élément linéaire des
spirales a lignes d’égale courbure paralléles.

Proposons-nous donc de satisfaire a I'équation

T (L— V2 , (U =Vt
W S -—(5— W .

Y —
du




qui, développée et divisée par W ; U’, peut s’écrire

(7) (l\vl—v‘i——U—U,~u>(U—V)—+—2U'u——2V'v=o.

Egalons a zéro la dérivée seconde du premier membre, prise
par rapport & « et a ¢; il vient

LW\ U
(8) U <-“~) ) <-U—) =o.

L’hypothése particuliére V'= o donne des spirales applicables
sur des surfaces de révolution. Elle entraine

W .
__‘vv = const. = — n, W= ﬁ

Si, dans I'équation (7), nous faisons V'=o, et, ce qui est
permis, V=0, en méme temps que W =¢7% nous obtenons
une relation qui revient a

A e Ul
du °U 7 u

On en déduit par une intégration immédiate I'élément linéaire
un
ds? = du?+ — dv?,
vll

qui convient ¢ toutes les spirales applicables sur des surfaces
de révolution. En effet, la condition V = const. est nécessaire
pour que I'élément linéaire (e) convienne a des surfaces de révo-
lution, ol les trajectoires des lignes d’égale courbure sont les mé-
ridiens.

3. Supposons maintenant V'5£ 0. L’équation (8) peut s’écrire

1 /W)’ 1 /U wY’
V(—VT :_W(-ﬁ->=const_=—2m;

d’ou I'on déduit, en intégrant,

” 1
(9) —[%fzzmb'—-a, }—\—gz——-zm\—-b.

Ces valeurs, subslituées dans I'équation (), donnent

—am(U2—= V) 4+ (a—b)U—=V)+aoU'u—aVe=o,
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ce qui exige qu'on ait séparément

2mUt— (a—b)U—2U"u = const. =— 24,

2mVi—(a—b)V—2V'o =const.=—2h.

Mais la premiére de ces relations, différentiée et rapprochée
de la premiére des formules (9), entraine @ + b = 2, ce qui con-
duit & poser a=1—2¢, b=1+ 2¢; alors les trois fonctions
inconnues U, V, W sont déterminées par les équations

v o v’ o
mUi+a2cU+h  u’ mVitacV+h o
w - amV4+2c+1 o
W v -
Les deux premiéres étant les mémes, il saffit d’intégrer

dy _dz
my*+acy +h =z

11 convient de distinguer trois cas principaux, suivant que le
trinéme dénominateur est du second degré, s’abaisse au premier
ou se réduit & une constante.

4. Premier cas : m3%£ 0. — Nous pouvons remplacer ¢ par
mc, h par mh, et prendre

dy _ _dx W am(V4+e)+1 _
]’+2cj+h_m?’ Wt =0

1° Si les racines du trindme en y sont distinctes, nous aurons

dy dzx W’+m(2V+a+ﬂ)+l
) =

Grag+p " W v

03

intégrant et désignant par A, B, C trois constantes arbitraires, il
vient

a—f
I — A uma-p’
W 1 m(z—B8) 1+ Bomx—p
-W+ ;;+ 0 1 — Bym@-p)

a—3

V=—a+ — Boma—p

U=—a+

=o, Wo = Cp—ma—f [1— va(a-p.']z ;

m

ma-—ﬁ w2
ds1=du’+—;9”—l%[A<%) : —B(l—':) ! ] dot;




ce qui peut encore s’écrire
:,
(10) dst= dut+ ‘-‘[A.(‘-‘)"+ B.(ﬂ)"] dvr,
v X u

avec trois nouvelles arbitraires A,, B, et n.
2° Si les racines du trindme en y sont égales, on a

1 I

U=_c+logAu'"’ v=_c+long"‘;
A | am
W+;+W=O, Wye = C(log Beom?);
-]

dst= dur+ Cm 5 (IOD ‘;u"':) dv?;

ce qui peut encore s’écrire

u u 2
(11) ds? = du*+ ; (At log 5 -+ B;) dv?.
Seconp cas : m =o0, c20. — Remplagons h par ach; il
viendra
_dy 5o dz w e
y+kh -0 W v

d’ou, en intégrant et désignant par A, B, C trois arbitraires,
U=—h+Aur, V=—~h+Bote, W= Co-te-1;
det=dut 4 X [A (%‘)L —B (3‘)’]'11‘;:.
Cet élément linéaire rentre dans le type (10).

TrorstkME cAs : m =o, ¢ = 0. — On a simplement

dzx W'

d_}’—h-——, '—w—+ = 0.

<™=

L’intégration donne, avec trois constantes arbitraires,
U =log Au*, V = log Bo#, Wy =C;

Cu Auh\?
dst=dur+ 3 & (log W) dor.

Cet ¢lément linéaire rentre dans le type (11).

. En conséquence, tout ()lenzent linéaire de spirale a lignes
/
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d’égale courbure paralléles, quand on rapporte la surface «
ces lignes et aux géodésiques orthogonales, prend ['une des

deux formes
w fu\n e\ ")2
ds? = du? + - [A (—) + B (;) ] de?,
ol ¢

N/

2
ds? = du?+ :—l (.\ log %—4— B) doe?.

Ces deux types, dont le second peut éire considéré comme une
dégénérescence du premier, contiennent la solution compléte du
probléme que nous nous étions proposé. Il suffit de supposer dans
le premier AB =0 pour retrouver I’élément linéaire primitive-
ment obtenu, qui convient a la fois & des spirales et a des surfaces
de révolution.

6. On peut arriver aux résultats qui précédent en continuant
les transformations commencées au n® 1. A cel effet, reprenons
I’élément linéaire (1), qui peut s’écrire

ds? = du? - 12V3 (am A — 1) dv?,

moyennant le changement de variable

; x ) {
(6) —_— =V, () dv — (_"' ’
VamA —1 u

ou A désigne la fonction de 2 définie par la relation (3).
Si nous représentons par dr le second membre de 'équation (6),
A sera une fonction de s et nous pourrons poser
AW

(12) T--»-A:R(r).

Mais, en vertu de 'équation (), il vient

Rz
R2=omA'—1, A= ——
am

d’odi, substituant dans la relation (6),
, R2 -
(6) ~ldx=ar.
Or, en prenant la dilférentielle logarithmique de A’, nous
trouvons
A 2R ,
7 da = R R'dr.

i
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ce qui, en tenant compte de (6), revient a

. A
(13) e R’;
d’olt, par comparaison avec (12),
(14) A =R'—R.

Différentions encore, ¢n ayant égard a I’équation (6)'; nous arri-
vons facilement 4 la relation

(13) m(R"—R)—R =o.

C’est une équation linéaire du second ordre, a coefficients
constants, dont 'intégration donne R. Une fois cette fonction
connue, I'élément linéaire, qui peut s’écrire

ds? = du? + u?V}R2dv?,
ne dépend plus que de la fonction V,. Nous allons déterminer cette
fonction de maniére que le coefficient de d¢? soit une fonction
homogeéne et de degré zéro de u et de ¢.

Ce coefficient étant égal 2 ©*Vi(2mA’—1), nous devons satis-
faire a I'identité

0 ]
5 2 '2 '—_‘ -4 <> 2 /2 I3 I—‘ — .
u ()u[u Vi(amA'— 1]+ vdv[u Vi(amA'—1n)] =o
Mais de I'équation (6), qui définit & comme fonction de u et

de ¢, nous Lirons

mA' da I mA’ Jr

—_— = -, — =
VamA —1 Ju u VamA —1 9¥

Si 'on substitue ces expressions des dérivées de a dans I'iden-

0.

tité proposée, il vient, tous calculs faits,
N A"
VamA —1 (Vo) + % Vo(Vyv —1) = 0.

7. Cette équation admet, quelle que soit la fonction A, la solu-
tion évidente Vo0 = 1, que nous avons déja rencontrée. Elle n'en
peut d’ailleurs admettre d’autres que celles-ci

= (NVew ) _ A
Vo(Vor =1  A'VamA —1

=const, =n —+—1.



Cherchons avant tout & déterminer la fonction V,; nous avons

(Vor) n4r
Vov(Vov—|)+ PR
d’ou, intégrant et résolvant,
pn
(16) Vo= Py (h = const.).

L’équation (6) donne alors
k e
(17) r =fVod¢’ —logu = log—l; (on+1 — p)n+i, (A = const.).

Quant a la fonction R, nous I'obtiendrons en rapprochant les
deux équations que doit vérifier la fonction A, savoir I'équation (5)
et celle qui vient d’étre obtenue

A’ A"

2mA —1="—A —_— =41,
v A ! A'VamA =

En multipliant membre & membre, on trouve

(18) n(%——-A):A:nR,

a cause de I'équation (12). Mais en vertu de I’équation (13), ceci
peut encore s’écrire

’

R'——rfR:R, %:nﬂ—l;

d’oti, en intégrant et désignant par g une constante arbitraire,
R = ge(n+t)r_

D’aprés I'expression (17), trouvée pour r, nous aurons

on+1

R = gn-{—l

un+t !

d’ol1, substituant R et V, dans 1’élément linéaire et désignant
) 8
par C une constante arhitraire,

(e) ds2=du>+C <l%)zn dot.
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~On voit que cet élément linéaire convient a des surfaces de ré-
volution en méme temps qu’a des spirales. La fonction A doit
satisfaire aux deux équations

(18) nA"— (n+1)AA =o,
. 4 N2
(%) (i‘A—,—A) =amA'—1,

dont la combinaison donne successivement
n2(omA'—i1)—Ar=o, mn2A"— AA'=o,
en sorte que m doit &tre égal & I'inverse de n(n + 1). Dés lors les
deux équations (3) et (18) se réduisent a une seule
nA"—(n+1)AA =o,
qui, par deux intégrations successives, donne facilement

n-—+i

A = ntang 2

(1— do).

Cest, aux notations prés, le résultat que nous avions trouvé pré-
cédemment (loc. cit.).

8. Revenons maintenant & 'hypothése Voo = 1, qui laisse a
la fonction A toute sa généralité. On en déduit

r=fVodv—-logu= [-‘—? —-logu:log%-
’élément linéaire devient
u?
ds® = du? + pr R2dv2.
Il suffit donc, pour le connaitre entiérement, de déterminer la
fonction R de r que définit I'équation (15). Pour simplifier les no-

tations dans ce qui suivra, nous écrirons

1
’ "__R'__ _ - i - '
(15) R"—R'—n(rn—1)R =o, m =D
De la sorte, I'équation caractéristique sera
t(t—1)=n(n—ru),

etadmeltra pour racines n et 1 — n. Nous avons donc a distinguer
deux cas, suivant que ces racines sont inégales ou égales.
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Presier cas:an —13£ o.— Les racines de I'équation caracté-
ristique étant inégales, I'équation (15) a pour intégrale générale

R = Cenr + Delt- nir,

C et D étant deux constantes arbilraires; d'ol, en remplagant r

s\ n 1--n
R:(:(i\) +D <i’.> )
u, u
L’élément linéaire devient alors

__l \ .‘l 2
ds? = dur + % [C(gyl 24+ D (E)” ’] dv?:
v | u ¢

c’est, aux notations prés, la formule (10). L’hypothése CD = o
donne I'élément linéaire (e) trouvé d’abord.

par son expression,

Seconn cas : 272 —1=0. — L’équation (15) a pour intégrale

.
R = (Cr+D)e:

d’on, en ayant égard a I'expression de /-,

v ¢ :
R = - Clog—+D)-
" u /
L’élément linéaire se réduit alors a
u
)

ds* = dut + & (c log  + n)’ dr.

§

C’est, aux notations prés, la formule (11). Nous retrouvons ainsi
les conclusions du n® 3.



