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MEMOIRES ET COMMUNICATIONS.

SUR UNE FORMULE DE LA THEORIE DES FQNCTIONS ELLIPTIQUES;
Par M. E. Goursar.

1. A la page 359 du T'raité des fonctions elliptiques d’Hal-
phen (t. II), on trouve une formule remarquable, généralement
attribuée 3 Weierstrass, et qui donne immédiatement I'intégrale
générale de 'équation d’Euler. Cette formule est la suivante. Soit

R () un polyndme du troisiéme ou du quatriéme degré, n’ayant
que des facteurs linéaires simples,

R(z)=apz*+ a1 3+ Ga,x? + fazx + a,;
désignons par g,, £y les deux invariants

£2= Qyay, — fajaz+ 3a},

g3 =@qyasa; +2a,a3a3— a} — aqyal— ata,,

et par pu la fonction eliiptique de Weierstrass qui satisfait a
I’équation différentielle

(p'u)=4p’u—gipu—gs.

Si I'on remplace dans pu la variable « par I'intégrale de pre-
miére espéce '
u f’ dx
= ——
« VR(z)

le résultat de la substitution devient

R% + VR(z)R(a)
Pu=——r——"—"o—7,
2(x — a)
ou l'on a posé
R = «¥(aez®+ 2047 + as)

+20(@ 172+ 2037 + a3) + ay 2+ 2437 + ay.

Cette formule peut s’établir par une voie entiérement analytique
que je vais indiquer.
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2. Considérons la relation du premier genre
(1) r2=R(x)=apr*+ fa, 23+ 6a, 2+ fazz + a,

et la surface de Riemann a deux feuillets qui correspond a cette
relation. L'intégrale de premiére espéce

(v, ¥)
(2) u = [ d—x ’
(&, ﬂ) Y

prise sur cette surface depuis une origine fixe («, 8) jusqu’a une
limite supérieure variable (z,y), posséde deux périodes distinctes
v, o', et, quand on fait varier le chemin d’intégration allant du
point (a, B) au point (z,y), toules les valeurs que peut acquérir
I'intégrale sont comprises dans la formule

Ug+ MW + nw',

u, étant 'une de ces valeurs, et m, n désignant deux nombres en-
tiers quelconques. Ces deux périodes w, o' ne dépendent que des
invariants g, £3; en effet, imaginons que I'on pose

l.r—i—p.
va' +o

A\, &, v, p désignant des constantes quelconques ; soit

N Az’ +
Ri(#') = (v&'+p)*R (m)’

et soient g, g, les invariants de R, (2’). On a

&2 = &1(hp — pv)b,
= ga()\P — v )67

et l'intégrale de premiére espéce devient

/’ ‘/‘()\p‘—p.v)d:v * dx' .
VR(z) VRi(2) ‘/ Ri(z)
(Ap — )t

Mais les invariants du nouveau polyndme sous le radical

R ()
(Ap—pv)?

sont égaux a ceux de R,(z’) divisés respeclivement
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par (hz — wv)* et par (s — wv)®, c’est-a-dire aux invariants de
R(x).
D’ailleurs, il est clair que les périodes des deux intégrales sont

les mémes; on voit done, en particulier, que les périodes de I'in-

, dx R .,
tégrale [ —-"-— sont les mémes que celles de l'intégrale de pre-

VR(z)
miére espéce

. dr'
! 0 ’
J ViEdT= g =g

car on peut toujours ramener la premicre intégrale i cette forme
normale par une substitution linéaire.

Cela posé, soit pu la fonction elliptique de Weierstrass dont
les invariants sont g, et g3, et (ui admet, par suite, les périodes w
et w'. Sidans pu U'on remplace u par 'intégrale de premiére espéce
(2), le résultat de la substitution est une fonction du point analy-
tique (z,y), ®(z,y), dont nous allons étudier les propriétés.

Tout d’abord, il est évident que ®(x, y) est une fonction uni-
forme sur la surface de Riemann, car, lorsque le point (z,y) dé-
crit un contour fermé, u augmente d'une période et, par suite,
pu reprend sa valeur initiale. En second lieu, ®(z, y) n’admet,
sur toute la surface de Riemann, que des discontinuités polaires.
En effet, si en un point (2, ,) la valeur de « est différente d’une
période, pu est une fonction réguliére de u dans le voisinage de
ce point; par suite ®(x, y) est une fonction régulicre de z — z,,

— I 1 z . .
ou de /z — z,, ou de 2 ou de (;) » suivant que le point (2, ¥o)

est un point ordinaire i distance finie, un point de ramification a
distance finie, un point ordinaire & I'infini, ou un point de rami-
fication & 'infini (ce derhier cas ne peut se présenter que si
@,=0).Si, enun point (z,, y,), u devient égal & une période, pu
devient infini, mais le développement de ®(z, y) ne contient évi-
demment qu'an nombre fini de termes a exposants négatifs dans
le domaine du point singulier; ce point est donc un péle. On
conclut de 13, d’aprés un théoréme bien connu, que ®(x, y) est
une fonction rationnelle de x et de y.

Imaginons que I'on ait tracé sur la surface de Riemann T, qui

‘

correspond a I'équation (1), un sysiéme de deux coupures @ et b
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qui la transforment en une surface simplement connexe T'. Lors-
que le point analytique (z,y) décrit la surface simplement con-
nexe 17, le point qui figure la valeur de « décrit toute la surface
d’un parallélogramme P construit sur les périodes, et il y a cor-
p g P y Y
respondance univoque entre les points des deux surfaces P et T'.
Or la fonction pu reprend la méme valeur en deux points seule-
Y
ment du parallélogramme P; par suite, ®(z,y) ne reprend une
valeur donnée A qu’en deux points seulement de la surface de
Riemann. Comme le nombre des p6les d’une fonction rationnelle
p
®(z,y)— A est égal au nombre des zéros, on en conclut que la
fonction rationnelle ®(z, 1) admet deux poles du premier ordre
»J p P
ou un pdle du second ordre. Nous connaissons déja un pdle du
second ordre de cette fonction, le point (2, ), car on a pour ce
point u =o, el pu admet le point ¥ = o0 pour péle du second
ordre.
, e <

Donc la fonction ®(x, y) reste finie sur toute la surface de
Riemann, sauf aw point (%, B) qui est un péle du second
ordre.

3. Supposons, pour fixer les idées, que le point (2, 3) soil un
point a distance finie, distinct d’un point de ramification. L’ex-
pression générale des fonctions rationnelles de z et de y, qui ad-
mettent un seul péle du second ordre au point (z, ), est (')

3+a.<é—z>+.y],

¢(x,y)=,\+C[ (7 —a)

A et C désignant des constantes arbitraires, et 3, étant le coeffi-
cientde (z — x) dans le développement dey au voisinage du point

(2, 8)
3) Yy=38+Bi(r—a)+By(x—2)2+....

La partie principale du développement de ®(z,y), au voisi-
nage du point (a, 3), est donc

ZCB 20?1

(z—2)  xr—a

(§) O(z,y)= +A+C{3,+(1~—+1)2...%.

(') AppeLL et Goursat, Theorie des fonctions algébriques et de leurs inte-
grales, p. }8.
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D’autre part, dans le voisinage de 'origine, on a

1 &2 B2
U= — + = ul+ —Zut+...;
p u® 20 +28 Heen

quand on remplace u par son expression en fonction de z, les
seuls termes du développement qui ne renferment pas de puis-

.« e . I
sances positives de £ — « proviennent de -

Du développement (3), on déduit successivement

_1T Pi(z—a) B} —PB. x

= — T H
r—a Bi(z—a) Bt — B3. 2 -

U = - 8 [l_ 28 -+ 35 (x —a) +...],

LB By 8B

—a)+...,

KRI=-

—ﬁ—f (z—a)+...,

u r—a 2 128
3 B8 +8
) ;I* =(IE—1)’+1'—‘a+m 12 = B

Identifions les premiers termes des développements (4) et (5);
nous trouvons les trois équations

2CB=p?, 2CB=PB, A-+CB= = _'1-28%”

qui se réduisent a deux équations distinctes, d’on I'on tire

C:g, A:M’.
2

12

Remplagons {3, et B, par leurs valeurs; de I'équation (1) on
tire

¥y =2(ax® + 3a;x + Jasz + a3),
Yy +yr=6(ayx?+ 2017 + a,),

et, en faisant z = a, y = B, il vient

?'pl = 2(“013 -+ 3a,1‘ + 3asa + a;),.
Bt +28Bs =6(aoa? +2a;2 + ay)
et, par suite,

apa? + 2a1% + Ay
A=
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En remplacant A et C par ces valeurs dans l'expression de
®(z, y), on trouve, loutes réductions faites,

(6) pu=b(z,y)= ETEL,

il suffit d'y remplacer 3 par VIR—({) et y par \/R(—_a.) pour avoir la
formule de Weierstrass.

Les formules (2) et (6) sont entiérement équivalentes et, d’aprés
la démonstration méme, il n'y a aucune ambiguité possible pour

le signe a attribuer a chacun des radicaux yR(z), VR ().

4. Les deux points analytiques (z, ) et (z,y) jouent un rdle
tout a fait symétrique dans la formule (6). Si 'on attribue au point
(¢, B) des positions particuliéres, on obtient dés formules plus
simples, que 'on pourrait établir directement de la méme fagon,
mais qui se déduisent aussi de la formule (6) comme cas limites.
Supposons, par exemple, que le point (2, 3) vienne en un point
de ramification de la surface de Riemann; alors a est égal al'une
des racines p; de I'équation R(z)=o0, et P est nul. Le poly-
néme R admet aussi la racine p; et, par la suppression du facteur
commun z — ;, la formule (6) se réduit a

<) pu= S
en posant
A=aopl+2ap;+ ay

B =a¢p} +3a1p} + 3aspi+ ay.

Si le point (%, 3) s’éloigne a I'infini, divisons le numérateur et
le dénominateur de la formule (6) par 22; lorsque le module de «

2(x—a)? RS
1

. . I . e
a pour limite 2, 2 @ pour limite

«?

croit indéfiniment,

agx*+ 2a, % + a,. Quant au rapport £, il tend vers zéro lors-

que R(z) est du troisi¢me degré, et vers =y/a, lorsque R(z) est
du quatriéme degré, le signe devant étre pris d’aprés le feuillet
ou se trouve le point a I'infini considéré. La formule (6) devient
donc

2047 -+ a,’

(8) pu= T
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si@g=o, et
Ayt + 20, T + Ay +,s/ao.}’
)
2

(9) pu=

si @, n’est pas nul.

5. Le probléme de I'inversion consiste a exprimer les coordon-
nées (z, y) de la limite supérieure de I'intégrale (2) au moyen de
la valear « de cette intégrale. Les formules, qui dépendent évi-
demment de la limite inférieure (=, 8), se déduisent sans difficulté
de la formule générale (6). Supposons d’abord que le point («, B)
soit un point & distance finie, distinct d’un point de ramification.
On al'identiwé
(10) . (RE)2—(By)* = (RF)?*— R(2)R(2) = (z —a)ll(2,2),

M(x, 2) étant un polynéme du second degré, dont on trouvera
l expression développée dans le Traité d’ Halphen (v 11, p 354).
La formule (6) peut aussi s’écrire

(x — a2l (z,2) - M(ax,2)
2z —a) (RE—By)  2(Rz—By)

et I'on a les deux relations

pu=

R} + By =2(xr — 2)tpu,

N(x,a)

% _ W=z a)
R: B 2pu ’
on en tire
M(z,a)
L —2)2 —_—
R =(r—a)pu—+ ipu
I(x; a)
=(r—a)lpuy — ———.
By =( )} ipa

Différentions la premiére relation par rapport a x, en remar-
quant que 'on a

dpu , pu,
_ =P =y
il vient
dll
dR% dz WMz, u)]pu
= —_— — 2 . A
dr 2(x —a)pu + Pu—f—[(w %) iptu -l 7’
ce qui peut encore s’écrire
dall
dR% dr  Bp'u

(e

20 — 2 pu
Adx: A S 'pu+[|pu pre
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La relation (11) est du premier degré en ., et 'on en tirera la
valeur de z exprimée au moyen de pu, p'u, «, 3. La valeur de y
se déduit ensuite de la relation

du 1 _dr
az"y YT

Lorsque la limite inférieure (2, ) est un point de ramification,
a distance finie ou infinie, les formules se simplifient. Les for-

mules (7) et (8) montrent, en effet, que z est une fonction linéaire
de pu, et I'on a ensuite

_dzx
}'—g;‘

Enfin, lorsque R(z) est du quatriéme degré et que I'on prend
pour limite inférieure de 'intégrale un point a I'infini de la surface
de Riemann, on doit partir de la formule

2pU = @ya? + 201 % + a3 + Vaoy,
qui peut encore s’écrire

(@ @2 + 2012 + A3)?— ao(Aox* + fay 2% + 6as2? + fasx + a,)

Ao Zt + 20,7 + ay — \ agy

de =

I(x)

A2+ 2012 + Xy — \/a.,y

en posant
M(z)=4(a} — ajas)x?+ §(a,a — apaz)x + a} — apa,.

On déduit de la

2047 + ay = u+H(x)

L 2¥4 1 2—J) 4Pu’
— ()

Vaoy =pu— ipu’

en différentiant la premiére équation par rapport & z, et en tenant
compte de la seconde, il vient

, _ (@)  Va, , .
2(@x + ay) = m -+ pu pu;

on en lire

—2a,pu -+ \/aop'u—i— ajas — ayay
’

X = -
2P U + 2agAg — 24}
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et y est donné par la formule

Y

Les formules ainsi obtenues sont identiques, & une petite dif-
férence de notation prés, aux premiéres formules donunées par
Halphen (Fonctions elliptiques, t. 1, p. 120).



