BULLETIN DELA S. M. F.

ED. MAILLET
Note sur les groupes de substitutions

Bulletinde la S. M. F., tome 24 (1896), p. 85-96
<http://www.numdam.org/item?id=BSMF_1896_ 24 85 0>

© Bulletin de la S. M. E., 1896, tous droits réservés.

L’accés aux archives de la revue « Bulletin de la S. M. E. » (http:
//smf.emath.fr/Publications/Bulletin/Presentation.html) implique 1’accord
avec les conditions générales d’utilisation (http:/www.numdam.org/
conditions). Toute utilisation commerciale ou impression systématique
est constitutive d’une infraction pénale. Toute copie ou impression de
ce fichier doit contenir la présente mention de copyright.

‘NuMbDAM

Article numérisé dans le cadre du programme
Numérisation de documents anciens mathématiques
http://www.numdam.org/


http://www.numdam.org/item?id=BSMF_1896__24__85_0
http://smf.emath.fr/Publications/Bulletin/Presentation.html
http://smf.emath.fr/Publications/Bulletin/Presentation.html
http://www.numdam.org/conditions
http://www.numdam.org/conditions
http://www.numdam.org/
http://www.numdam.org/

— 85 —

NOTE SUR LES GROUPES DE SUBSTITUTIONS;

Par M. Ep. MarLLET.

Nous nous proposons de donner ici :

1° Quelques indications sur les sous-groupes transitifs des iso-
morphes holoédriques des groupes symétriques ou alternés;

2° Une relation entre le degré, la classe et 'ordre de certains
groupes primitifs ;

3° Quelques propriétés des groupes transitifs de classe ef,
e et f étant premiers et impairs.

I

Soit D un groupe de substitutions, dérivé de deux de ses sous-
groupes A et B, tous deux <<D : supposons A et B échan-
geables ('). Si d, a et d/, b et ' désignent des substitutions de
D, A, B respectivement, on aura, quel que soit d, pour des valeurs
de a, o, b, b' convenablement choisies : d = ab=b'a’. On
peut donc écrire D = A > B =B x A, et dire que D est le pro-
duitde A par B; D sera dit décomposable.

Si A ne contient aucun sous-groupe permutable aux substi-
tutions de ) (autrement dit aucun sous-groupe invariant de D),
on sait (2) que D posséde un isomorphe holoédrique transitif D';

b

de degré g% = §» 0u®, &, ¥ sont les ordres de D, A, B, et €

celui du groupe E des substitutions communes a A et B, le groupe
A’, qui correspond a A dans D', étant formé des substitutions
de D' laissant une méme lettre de D’ immobile; le groupe B/,

. .. . . W
correspondant a B, est transitif, puisqu’il est de degré f

Réciproquement, si un isomorphe holoédrique transitif D’ de
D contieny un sous-groupe transitif B’ (de méme degré que D’
bien entendu), avec B'<CD’, et si A’ est le sous-groupe des substi-

(') SERRET, Algébre superieure, t. II, p. 283.
(*) W. DYck, Math. Annalen, t. XXII, et notre Thése de Doctorat, p. 12.
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tutions de D' qui laissent une méme lettre de D’immobile, on
aura D’=A’>< B/, ce qui entraine D= A < B, A et B étant les
sous-groupes de D correspondant & A’ et B'. On peut donc dire :

Le probléeme de la recherche des sous-groupes transitifs des
isomorphes holoédriques et transitifs d’un groupe donné, est
compris dans celut de la recherche des décompositions de ce
groupe en un produit de deux sous-groupes. 1l lui est équiva-
lent quand le groupe donné est simple.

Quand D est un groupe symétrique ou alterné de n éléments
(n > 4), les deux problémes seront équivalents a condition d’ex-
clure le cas oi A ou B serait le groupe alterné de n éléments,
lorsque D est symétrique; c’est ce que nous supposerons dans la
suite.

Ceci posé, considérons les isomorphes holoédriques et transi-
tifs des groupes symétriques ou alternés de n éléments (n > 4),
et conservons les notations que nous avons adoptées dans le
Journal de Mathématiques (*).

S désignant le groupe symétrique ou alterné de n éléments,
G un.isomorphe holoédrique et transitif de S, nous avons montré
que G ne peut contenir de substitution circulaire pour n > 6, si
S est symétrique, et pour n>>8 si S est alterné. Une démons-
tration & peu prés identique suffira pour établir cette propriété :

Tutorime. — Un isomorphe holoédrique et transitif G d’un
groupe symétrique ou alterné S de n éléments ne peut con-
tenir aucun groupe régulier (*) formé de substitutions échan-
geables, et de degré égal ou inférieur a celuide G, sauf pour
n<6 si S est symétrigue, ou pour n<8 si S est alterné.

On s’appuie encore sur ce qu'un sous-groupe de S formé de
n

substitutions échangeables est d’ordre Se°, et sur ce lemme :

Lemme. — Un groupe transitif ne peut renfermer de groupe
régulier d’ordre h, formé de substitutions échangeables que

(*) P. 5 & 34; 1895.
(?) C'est-a-dire transitif et d’ordre égal A son degré.
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s’il est primitif ou composé avec un sous-groupe d’ordre non
premier a h.

Si S =A x B est une décomposition de S, G I'isomorphe ho-
loédrique de S issu de A, c’est-d-dire ou A’ correspondant & A est
formé de I’ensemble des substitutions de G laissant une méme
lettre de G immobile, le sous-groupe B’ de G correspondant a B
est transitif, et réciproquement.

Si, en particulier, G est primitif et appartient i la premiére ou
a la troisiéme catégorie, on sait que A est transitif entre les n élé-
ments de S. On peut prendre pour B évidemment un groupe sy-
métrique ou alterné de n —1 éléments, suivant que S est symé-
trique ou alterné.

De méme, si A est k fois transitif, avec £ > 1, on peut prendre
pour B un groupe symétrique ou alterné respectivement de n — &'
¢éléments, avec A'Sk; si de plus G est primitif, il appartiendra a
la troisiéme catégorie, puisque A est primitif. On aura ainsi en
particulier :

Tutorkme. — Dans les isomorphes holoédriques primitifs G
des groupes symétriques (alternés) S de n.éléments :

1° Les sous-groupes correspondant aux sous-groupes de S
symétriques (alternés) entre n— 1 éléments sont transitifs,
quand G est de la premiére catégorie;

2° Les sous-groupes correspondant aux sous-groupes de S
symétriques (alternés) entre n — k' éléments sont transitifs,
quand G est de la troisiéme catégorie et est issu d’un sous-
groupe T de S, k fois transitif entre les n éléments de S, avec
k2K 21

A peine est-il besoin de faire remarquer qu’un sous-groupe de
S contenant un sous-groupe symétrique (alterné) entre n — X’
éléments, donnera lieu 4 une remarque analogue, quand G est de
la troisiéme-catégorie.

Si 'on prend pour A un groupe intransitif, on voit encore :

Tratorime. — Dans un isomorphe holoédrique et primitif G
de la deuxiéme catégorie d’un groupe symétrique ou alterné
S, formé par les substitutions opérées par S entre les combi-
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naisons o a o des n lettres de S (1 <o ﬁ), a tout sous-

groupe de S k fois transitif entre les n lettres, corr espondra
dans G un sous-groupe transutf( ) dés que aSk.

G étant un isomorphe holoédrlque et primitif quelconque de S
contenant un sous-groupe transitif B’ correspondant & un sous-
groupe B de S, ne peut-on assigner certaines conditions aux-
quelles doive satisfaire B?

D’abord, si A’ est le sous-groupe des substitutions de G laissant
une méme lettre immobile, A le sous-groupe correspondantde S,
onaG=A'<B,S=AxB.

Mais I'on peut préciser davanlage pour les deux premiéres caté-
gories.

Tutorime. —— Quand G est un isomorphe primitif et holo-
édrique de la premiére catégorie du groupe symétrigque ou
alterné S de n éléments, tout sous-groupe transitif B' de G
correspond & un sous-groupe B de S transitif entre n ou n —1
éléments.

En effet, G ‘est formé de ’ensemble des substitutions opérées

par S, entre les hypersystémes constitués chacun par'—; systémes
de llettresde S, et 2<(< ;—l Si B est intransitif entre les n lettres

~ . . n
de S, il permute exclusivement entre elles ) lettres, avec A< 5

Dés lors, B permute exclusivement entre eux les hypersystémes
dont.les systémes ont respectivement A, A,, . . . lettres communes
avec ces \ lettres, A, + 2,+ ... étant égal & A. Donc B/, qui est
précisément le groupe des substitutions opérées par B entre tous,
les hypersystémes, ne pourra étre transitif que si I'on n’a qu'une
seule combinaison de nombres X, hy, ..., tous </, et dont la
somme soit égale & k. Or on aura toujours au moins deax combi-
naisons dés que A22, puisqu’on peul, toujours prendre, par
exemple, 0 << A, SA, << [, et considérer les deux combinaisons 1,
A2y oo € Ay — 1, Aa+1, ..., olt tous les nombres, sauf les deax

(*) Parmi ces sous-groupes, on trouve méme une série étendue de groupes
primitifs; nous y reviendrons.
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premiers, coincident. On pourra d’ailleurs toujours prendre
A2 2 quand A n’est pas transitif entre n ou n — 1 éléments.
C.Q.F.D.

Tutorime. — Quand G est un isomorphe primitif et holo-
édrique de la deuxiéme catégorie du groupe symétrique ou
alterné S entre n éléments, tout sous-groupe transitif B' de G
correspond a un sous-groupe Bde S transitif entre néléments.

En effet, G est formé de I'’ensemble des substitutions opérées
par S entre les combinaisons des n lettres de S a4 x, et 2S a<C ;
Si B n'est pas transitif, il permute exclusivement entre elles
A lettres, avec o<CAS g Dés lors, il permute exclusivement

entre elles les combinaisons ayant A, lettres communes avec ces
) lettres et, par suite, B’ n’est pas transitif, puisqu’on peut choisir
M=oetA>o.

Tutorime. — Si G, et G; sont les isomorphes primitifs et
holoédrigques de la deuxiéme catégorie du groupe symétrique
ou alternéS de n éléments, formés respectivement par les sub-
stitutions que S opére entre les combinaisons 2 a 2 et 3 & 3 de
ces n éléments, G, et Gy sont isomorphes, et a tout sous-groupe
de Gy transitif entre les lettres de Gy correspond dans G2 un
sous-groupe transitif entre les lettres de G.,.

Soient B un sous-groupe de G transitif entre les lettres de Gy,
B, et B les sous-groupes correspondants de G, et S : nous savons
déja que B est transitif entre les n lettres de S.

Supposoens que B}, ne soit pas transitif : B et B, permutent ex-
clusivement entre elles A combinaisons 2 4 2 des n lettres de S,
avec A << C%. Or, une combinaison de 3 lettres renferme C} = 3
combinaisons de 2 lettres; si elle a A, combinaisons de 2 lettres
communes avec les A précédentes, une substitution de B ou B} la
remplace par une autre ayant A, combinaisons de 2 lettres com-
munes avec les A précédentes. Donc, B permutant transitivement
les combinaisons de 3 lettres, chacune de ces derniéres contiendra
le méme nombre A, des ) combinaisons de 2 lettres précitées.
Enfin, si Fon avait ), =3, Bj étant transitif, il faudrait % = C?

n»
XXIY. 7
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et B, serait transitif, contrairement & I'hypothése; si 'on a
A =2, chaque combinaison de 3 lettres en renferme une et
une seule de 2 lettres ne faisant pas partie des A précédentes;
B permute exclusivement entre elles les combinaisons ne faisant
pas partie de ces A, et 'on peut trouver un nombre ¥ de combi-
naisons de 2 lettres, analogue 3 A, et pour lequel le nombre 1,
analogue a A,, est =1. On peut donc supposer, si 'on veut,
MN=1.

Ceci posé, considérons la combinaison a,a;a, : elle contiendra
une et une sgule combinaison de deux lettres, par exemple a,a,,
faisant partie des A précitées. Alors a, aza;, avec i =3, 4, ..., n,
sera dans le méme cas. Donc a, a;, avec i =3, 4, ..., n, n’est pas
contenue dans ces A; de méme pour a,a;. La considération de
ajazay et de a,azas montre, pa’r suite, que aza; et azas sont con-
tenues dans les A précjlées.

Mais la considération de asa,as montre aussi que l'une des
combinaisons a;a, et ayas n’est pas contenue dans les A préci-
tées. On est ainsi conduit & une contradiction et I'on en conclut
que B) est transitif.

En terminant ce paragraphe, nous allons examiner si, pour cer-
tains cas particuliers, on peut avoir dans les groupes G des sous-

groupes réguliers.

Tutorime. — La condition nécessaire et suffisante pour qiu’un
isomarphe holoédrique et primitif G d’un groupe symétrique
ou alterné S de n lettres, formé des substitutions opérées
par S entre les C;, combinaisons 2 a 2 des n lettres (n étant
premier), renferme un groupe régulier, de degré G, est que n
soit de la forme 4h + 3.

Soit B le sous-groupe régulier de G, d’ordre C}, et B le sous-
groupe correspondant de S : B est linéaire et dérivé des substitu-

tions
U=|z;z+1], V=|=;btx | modn.

ou b racine primitive (modn). La substitution la plus générale

de B est
W= |xz; plr + ¢ |modn,



ou p? est résidu quadratique de n. Les n lettres sont ici repré-
sentées par o, 1,2, ..., n —1(modnr) et W remplace la combi-
naison /, m par la combinaison p2l + ¢, p*m +q.

La condition nécessaire et suffisante pour que B’ soit régulier
est évidemment qu’aucune substitution W 3£ 1 de B ne laisse une
seule combinaison immobile, c’est-a-dire qu'aucun des deux sys-
témes de congruences

l=pl +gq, m=p'm-+gq, (modn),
ou
l=pm+gq, m=ptl +gq, (modn),

ne soit possible.

Le premier exigerait (I — m)(p?— 1) = o(modn) et le second
({— m)(p?+1)=o(modn), pour ! 5~ m. La premiére condition
entraine W =1, la seconde p?=—1(modnr), d'o n =4 +1.
Si d’ailleurs n est de cette forme, la substitution | z; — 2 | laisse
immobile les combinaisons /, m, pour lesquelles [+ m =o
(modn), et B' n’est pas régulier. C. Q. F. D.

Tatorime. — Un isomorphe holoédrique et primitif G d’un
groupe symétrique ou alterné S de n lettres, formé des sub-
stitutions opérées par S entre les combinaisons 3 a 3 des n
lettres (n étant premier et 27), ne renferme aucun sous-
groupe régulier de méme degré C;, que celui de G.

Car si G renfermait un pareil sous-groupe B’ d’ordre C}, soit B
le sous-groupe correspondant de S : B serait transitif entre les n
n(n lxi(;t 2). Ici (n l)((in 2)
ne divise pas n — 1; donc, d’aprés un théoréme de MM. Mathieu (')
et Sylow (2), ona

lettres de S et d’ordre C =

Cy=nv(bn+1) avec b>o, v2I,

bn + 1 élant le nombre des groupes d’ordre n contenus dans B;

(') Journal de Liouville, 1861.
() Math. Ann., t. V, p. 584.
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par suite,

v(bn +1) = (_”_':'%'f_‘“i),
3v=Bn-+1 avec g>o,

2(Br+1)(bn+1)=(n —1)(n—2),

ce qui est absurde, puisque b >0, § > o. C. Q. F. D.

Remargque. — On peut méme, en remarquant que v doit divi-
ser n — 1, établir un théoréme analogue pour les isomorphes ho-
loédriques et primitifs G des groupes symétrique ou alterné S
de n lettres, formés des substitutions opérées par S entre les com-
binaisons a & « des n lettres (n étant premieret 2 2a + 1), quand a
est impair ou quand il est pair sans diviser n — 1.

1.

M. Jordan a montré (') que tout groupe primitif G de degré n,
qui ne contient pas le groupe alterné de.n éléments, mais ren-
ferme une substitution d’ordre premier p a ¢ cycles, contient un
groupe T, transitif entre les lettres qu’il permute, et pour le de-
gré duquel on peut trouver une limite supérieure en fonction de
w=pq.

Reportons-nous a la démonstration en question. Le degré de T’
ne peut étre inférieur a celui de G que si G est deux fois tran-
sitif ; dans ce cas, on a (2).

(n u2yn—i.

Lt

Si G n’est qu'une fois transitif, son degré est égal a celuideT,
et cette remarque permet d’améliorer légérement la limite la plus
exacte (3) trouvée par M. Jordan pour n en fonction de p et g.

Mais on peut déduire facilement de sa démonstration une
limite plus avantageuse dans certains cas particuliers. En effet,
supposons que G ne soit qu'une fois transitif : pour former T,

(*) J. fir Math., t. LXXIX, p. 248-238; 1875.
(*) A. BocHERT, Math. Ann., t. XL, p. 1756.
(*) Loc. cit., p. 255.
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qui est de degré n, on forme une suite de groupes
(2) FO) Ply L] ry.1

tels que si I'; permute transitivement entre elles M; lettres conve-
nablement choisies, T';,,, qui contient I';, en permute de méme au
P
’
E(L
2
ainsi que des lettres non déplacées par I';. L’ordre de Ty, est dés
lors au moins égal & celui de T'; multiplié par e, M;. Or M,-ie’; P
en sorte que les groupes (2) sont d'ordres respectifs au moins

meins e,M; comprenant les M; précédentes, avec e, =

égaux a
B(p+1)

(3) P, e1pt, eipl, ..., e * phtt

On forme ensuite une seconde série de groupes
(4) Fy.y rp.+ly Fp.+2, ey ru+r: r,

avec
b

e
tSKp—1s(p+1)g —e 811—1

—1,

et tels que chacun d’eux contienne le précédent, et au moins une
substitution d’ordre p a ¢ cycles non contenue dans ce précédent;
en sorte que l'ordre de I'yj,, est au moins égal & celui de T'y,;
multiplié par p. Les groupes (4) sont donc d’ordres respectifs
au moins égaux‘a

Bf+1) Wlp+1) (1)
(5) e, ¥ pkrl, el T ophrr L e T pltTHL

On a de plus
p—1, < P
el p:qE<2),

ou
(6) et g
T, étant de degré
et —1
(7) Nus(p+1pg—po—p

T est de degré

(8) néNp,—l—-:q,
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et il en est de méme de G qui contient I'. Dés lors, si G est I'ordre
de G, (5) donne
®w(p+1)
Gze, 2 prHTHL

< log§  w(p+1) loge
“logp 2 logp

'—'(P'_'— l)v

et, d'apreés (7) et (8),

et —1 log§ ‘w~+1) log
< 1 g.' P’(y' l) ogey
nz(p+1pg Pe,——l q[logp 2 logp B ’]'

Sans chercher 4 discuter complétement cette formule, nous re-
marquerons qu'elle donne de suite
qlog§

n— L ==S(p+1)(p—1)gS(p—1)q

log(qgey)
log p ’

log2
d’aprés (6); ou, a fortiori, puisque ge,=pq = u,

n  p—1logu
¢ n_p—1loguy
loga_plogp<u 7 ,ng)
Si nlog2Zulogu, le second membre est fonction croissante
de p, qui est2 2, et, par suite,

logu
¢G> (™ _ 2% ,
logJ_<u 210g2> 2log2,

ou
n

(9) Guzo'w.
Or, si nlog2 <<ulogu, on a

nloga
2 g

— logu <logu,

et la condition (g) est satisfaite, puisque n2u, § > n, G étant
primitif. Donc

Tutorime. — Si G est un groupe primitif, une seule fois
transitif, d’ordre G, de degré n et de classe u«, on a

n

(9) Guza's,



— 9y —

Corollaire I. — Si I'on sait que G est d’ordre G < n*, on aura

u> Tt logi
Zlogn k—+1

Car, d'aprés u << n,(9) donne
nk+l‘; ”7‘1-
Corollaire II. — Un isomorphe holoédrique et primitif G de

la troisiéme catégorie, de degré p, d’un groupe symétrique ou al-
terné S de n éléments, est de classe au moins égale a

p_log4
logp 4

,

sauf peut-étre pour quelques petites valeurs de n.

G étant issu d’un sous-groupe T de S primitif, ne contenant
pas de substitution circulaire d’ordre 3, on a, d’aprés un théo-
réme (') de M. Bochert, et suivant que S est symétrique ou

alterné,
SHCD I AC

On voit sans peine, soit & I'aide de la formule connue

SR

(g) Vame<p!< (g) Vame et?p,
soit directement, qu'on a

g<e?
sauf pour de petites valeurs de n; il ne reste plus qu’a appliquer
P P plus q pphq
le corollaire 1.
III.

Nous nous contenterons ici d’énoncer les propriétés sui-
vantes (2) :

(') Math. Ann., t. XXXIII, p. 58].
(*) Elles seront établies en détail dans les Memoires de I’Académie des Sciences,
Inscriptions et Belles-Lettres de Toulouse pour 18g6.
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I. Soit m un nombre impair quelconque, & un nombre plas

petit que le plus petit diviseur ¢ de m; un groupe G transitif, de

classe m, de degré m + k, avec o << k < ¢, renfermant un sous-

groupe M d’ordre, de degré et de classe m, ne peut exister que si
kiaelm—41=2".

II. Un groupe transitif de classe ef (e et fpremiers, 55elf),
de degré ef + k (avec o << k <e), ne peut exister qu’a l'une des
conditions suivantes :

1° kS2avec ef = 4h + 3;
2° f>e+1=2"
3° fZae+3.

De plus, dans les deux derniers cas, le groupe ne sera qu'une
fois transitif et aura son ordre premier a f.

III. Un groupe transitif de classe e* (e premier impair) est de
degré e? ou Ze? +e.

IV. Les groupes transitifs de classe ef <100 (e et f premiers,
55es f) sont de degré ef + £k, avec kS 2, ou kZ e. Ceux de ces
groupes qui sont primitifs sont de degré Zef + e.

On doit noter qu’il existe un groupe de classe 55 =5.11 et de
degré 6o primitif (').

(*) Voir notre Thése de Doctorat, p. 35.



