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MÉMOIRES ET C O M M C N I C A T I O N S

Sur les propriétés métriques des surfaces du second degré; par M. G. DARBOUX.
(Séance du 1" juillet 1874)

I. On sait qu'étant donnée une conique sphérique, il existe trois séries de
petits cercles doublement tangents à la conique. Les cercles d'une même
série ont leurs centres sur le même axe de la conique. Un calcul facile con-
duit aux propositions suivantes :

THÉORÈME I. — Pour tout point de la conique, U existe un rapport constant
entre le sinus de l'arc tangent mené de ce point à un petit 'cercle fixe double-
ment tangent à la conique et le sinus de ïarc perpendiculaire abaissé de ce
point sur Varc de contact du petit cercle et de la conique.

THÉORÈME II. —La somme ou la différence des arcs tangents quon peut
mener d'un point d'une conique sphérique à deux petits cercles doublement
tangents d'une même série est constante,

Ces propositions transformées par la théorie des figures supplémentaires
conduisent aux deux suivantes :

TnÉoRÈMElIt.—Éton( donnés une conique sphérique et un cercle doublement
tangent, il existe un rapport constant entre le sinus de l'angle sous lequel un
arc de grand cercle tangent à la conique est coupé par le petit cercle, et le si-
nus de l'arc perpendiculaire, abaissé du pôle de l'arc de contact par rapport
à la conique, sur Varc tangent.

THÉORÈME IV. — La somme ou la différence des angles sous lesquels un arc
de grand cercle tangent à la conique sphérique coupe deux petits cercles dou-
blement tangents d'une même série est constante.

Ces propositions, qui comprennent comme cas particulier les propriétés
des arcs cycliques, détendent sans difficulté aux coniques planes, et Fon
obtient alors les théorèmes suivants :

THÉORÈME V. — Étant donnés une conique plane et un cercle doublement
tangent, il existe un rapport constant entre la perpendiculaire abaissée du pôle



— 145 -
de la corde de contact de ce cercle et de la conique sur une tangente quel"
conque et le sinus de l'angle sous lequel cette tangente coupe le cercle.

THÉORÈME VI. — La somme ou la différence des angles sous lesquels une
tangente à la conique coupe deux cercles doublement tangents d'une même
série a une valeur constante.

Nous nous proposons de démontrer des propositions analogues relatives
aux surfaces du second ordre.

II. Soit

<1) S^S=i
'équation d'une quadrique. Une sphère doublement tangente à la surface et
ayant son centre dans le plan des %y aura pour équation

(2) ^-f-te-^+^-ar^R',
où

R«=a<l«^~—l-V^ y—a» c»—a»y

et l'équation de la surface pourra s'écrire^+(,-rt.+(,-^=»y(,-^)+^-(,-^) .̂.
Prenons sur la surface un point quelconque (x^y^) et cherchons l'angle

sous lequel le plan tangent en ce point coupe la sphère représentée par
l'équation (2). Cet angle, que nous appellerons Y, sera donné par la formule

ï-^-'
V^^-O-A-A)

qui exprime que cos V est le quotient de la distance du centre de la sphère
au plan par le rayon de la sphère. Cela posé, exprimons x^ y^ en fonc-
tion des coordonnées y, z du point où la normale en (x^y^) rencontre le
plan des yz. On a

En substituant ces valeurs dans cos V, on trouve

(3) cosV=
t / i " y * " " "Z^LT i / i " " 7 * " "^~Vl--i^ra-«--?^a«Vi--^^=aî-ï^^f-a» ^-a'V ^-a1 ?^ai

u. 10
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La symétrie de cette formule conduit à la remarque suivante : Étant don-
nés deux points M,M' de la quadrique, et les sphères tangentes en M, M',
ayant leurs centres dans le même plan principal, l'angle sous lequel le plan
tangent en M coupe la sphère tangente en M' est égal à celui sous lequel le
plan tangent en M'coupe la splière tangente en M. Mais la forme de l'exprès-
sion précédente nous conduit à un théorème plus important.

Faisons correspondre à un point quelconque M de l'ellipsoïde un plan va-
riable,

wX4-nY+pZ==0,

de la manière suivante. Désignons, comme nous l'avons déjà fait, par y, z les
coordonnées du point où la normale en M vient couper le plan principal, et
posons

m~ ' n'~"^===pl p~~'^î=:^;

alors à un autre point M', pour lequel y,z seront remplacés par y\ s', cor-
respondra un nouveau plan tel que l'on ait

w'==l. n'==——=, p'=——==,
^a»—&« r ^a»—c»

et la formule (5) deviendra

cocVrr: mm'^nn'^pp'
^m* -+- n* 4- p* \/m'2 + n'* + p1*

Donc V sera égal à l'angle des deux plans correspondants aux deux points
M,M'. Nous avons donc le résultat suivant :

Soient M, A, B,C quatre points de la quadrique ; (M), (A), (B), (G) les qua-
tre plans correspondants tels que nous venons de les définir; S,p S^, Sg, Sç
les quatre sphères tangentes en M,A,B,G à la quadrique et ayant leurs centres
dans le plan des p. Les angles du plan tangent en M à la quadrique avec les
trois sphères SA, SB, Se sont égaux aux angles que fait le plan variable (M)
avec les trois plans (A), (B), (C). Donc :

THÉORÈME VII. — Étant données une quadrique et trois sphères doublement
tangentes d'une même série, il y a entre les angles que fait un plan tangent
variable avec ces trois sphères la même relation qu'entre les angles d'un
plan variable avec les trois faces d'un trièdre fixe.

Autrement : les angles que faille plan tancent avec les trois sphères sont
égaux aux angles que fait un plan variable avec les trois faces d'un trièdre
fixe convenablement choisi.
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HI. La relation entre les angles que fait un plan variable (M) avec trois
plans fixes (A), (B), (G) est bien connue. Elle se met sous la forme suivante :

W
1 cosAM cosBM cosCM

cosMA 1 cosBA cosCA
cosMB cosAB 1 cosCB
cos MC cos AC œs BC 1

:0.

On peut déduire de cette relation une équation entre les distances de trois
points d'un plan principal dune quadrique à un plan tangent quelconque.
Soient (^,71), (ft,7,), (p,,y,) les coordonnées des centres des sphères S^S^
Sç. Appelons d^d^ d^ les distances de ces centres au plan tangent en M, et
posons

^-^-A-
Soient en outre R^, R,,Rs les rayons des sphères S^Sc. D'après les for-
mules déjà données, on aura

RÎ^'PU, Rî^a'P,,, Rî=a«Ps,.
cosAB= ———, cos^=^=, cosBC=-â=.

^PnP»t vCTs v^p»
On a d'ailleurs évidemment

cosAM ̂  cosBM==^ cosCM=^."i tt» Ks
L'équation (4) prendra donc la forme

(5)

a1 d, d, d,
di Pu Pu Pis
^ Pîl PM P«S

^ Psi Ps« Pss

=0.

Telle est la relation entre les distances de trois points fixes du plan des
yz à un plan tangent variable.

Examinons quelques cas particuliers.
Supposons d'abord que les centres des trois sphères S^,SB,SC forment un

triangle conjugué par rapport à la focale F^ de la surface, qui se trouve dans
le plan des yz. On aura

Pis = Pis = Pas =0,

et l'équation (5) deviendra

"s ^^
R î ' R fRÏ
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c'est-à-dire, la somme des carrés des cosinus des angles que fait le plan
tangent variable avec les trois sphères fixes ainsi choisies est constante.

Supposons maintenant que les trois points soient pris sur la focale F^ On
aura

Pu == Pt» = Pw == û,

et, en faisant
Pti==B, p^==B', p^s^B",

Féquation (5) devient alors

(6) BB'BV = - BW - BW - B^W» 4- SB'BW + 2BBW + 2BBW;

c'est la relation qui existe entre les distances de trois foyers fixes à un
plan tangent. Soit

<x==0a, «^^w, ^^^/îySF,

l'équation (6) exprime que la surface du triangle ayant pour côtés «9 a', aP
est constante. D'où cette proposition :

THÉORÈME Viïl. — Si, de trois foyers pris sur une même focale, on abaisse
des perpendiculaires sur un plan langent quelconque, la surface du triangle
construit avec les moyennes proportionnelles à ces trois distances et à trois
nombres fixes est constante.

Cette propriété des foyers est caractéristique. Elle peut être considérée
comme la généralisation de l'équation

dd'=^

qui exprime que le produit des distances des deux foyers d'une conique à
une tangente est constant.

Pour que les éléments de l'énoncé soient réels, il faut que les foyers soient
pris sur la focale elliptique.

Quant au théorème VII, il est clair qu'il est la généralisation du théo-
rème VI relatif aux coniques, qu'on peut énoncer ainsi :

II y a la même relation entre les angles que fait une tangente variable
à la conique avec deux cercles doublement tangents d'une même série,
qu'entre les angles d'une droite variable avec deux droites fixes.

IV. Le théorème VII constitue un nouveau mode* de génération des sur-
faces du second degré. On peut en indiquer plusieurs autres. Citons les pro-
positions suivantes :

THÉORÈME IX. — Etant donnés deux cercles fixes (C), (C') sur une sphère, si
un petit cercle variable se meut sur cette sphère de telle manière que le sinus
de F angle qu'il fait avec le cercle (C) soit proportionnel au cosinus de l'angle
qu'il fait avec le cercle (G7), son plan enveloppe une quadrique,
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Réciproquement : Étant donnés une surface quekonque du second ordre et
une sphère doublement tangente, soit (C) un cercle d'intersection de la sphère
et de la quadrique, soit (G') le cercle de la sphère qui se trouve dans le plan
polaire par rapport a la sphère du pôle du plan du cercle (G) par rapport à la
quadrique; le plan tangent a la quadrique coupe la sphère suivant un cercle
tel que le sinus de l'angle qu'il fait avec le cercle (C) soit proportionnel au
cosinus de l'angle quil fait avec le cercle (C). .

Voilà un premier exemple d'une relation à deux éléments seulement, pro-
pre à définir toute quadrique. En voici un autre plus élégant :

THÉORÈME X. — L'enveloppe du plan d'un cercle (D), coupant deux cercles
fixes (G), (C') d'une même sphère sous des angles dont la somme soit constante,
est une quadrique doublement tangente à la sphère.

Soit en effet
^+^+^—^==0

Féquation de la sphère, et soient (a,(3,y), (a',^,/) les pôles des deux cercles
(G), (G'). Soient x, y, z les coordonnées du pôle du cercle variable (U). L'an-
gle 0 des deux cercles (U), (G) sera donné par la formule

cose=____«^Py+^-R8 _ P
V/a»4-p»+^—R» ^«-^-h^—R» ^

où l'on a posé
CLC -t- Bt/ -4- 'Y2 __ R*^^ l̂'̂ ^^ .̂

De même, en posant

^o^g-tH^-R8

v^-h^+y2--!^
on aura, pour l'angle Q' de (U) et de (G'), la formule

cosy==^̂

I/équation
o^-e^c1*:^,

qui prend la forme

cos^ 4- cos'O' — 2 cosô cosy cos+ ==-• sin^,

nous donnera donc

pî 4- Q2 — W) cos + = S sin2 +.
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Cette équation, qui contient a?, y, », représente par conséquent le lieu du pôle
du cercle variable {V}. Comme elle est du second degré, on voit que le plan
du cercle variable enveloppera une quadrique, ce qui démontre notre pro-
position. On établira sans difficulté la réciproque suivante :

THÉORÈME XI. —Étant données une quadrique quelconque et une sphère
doublement tangente coupant la quadrique suivant deux cercles (G), (G'), un
plan variable tangent à la quadrique coupera la sphère suivant un cercle qui
fera avec les cercles fixes (G), (G') des angles dont la somme sera constante.

Malheureusement les éléments qui figurent dans cette proposition ne sont
tous réels que si la quadrique est réglée et si l'on prend une quelconque des
sphères la coupant suivant deux cercles réels.

V. On peut généraliser la proposition précédente en considérant au
lieu d'une sphère doublement tangente à la quadrique une sphère quel-
conque.

Soit
a^+^+^-^aaî-^py-^+^A^+By+C^

l'équation d'une quadrique (Q) passant par l'intersection d'une sphère (S)

sfl + y* + ̂  — 2o« —2?y —2re+^ = 0,

et du .cône
A^+B^+Qi^O.

Soit H{x,y,z) un point de la surface, A (.T'y,»') un point quelconque. L'an-
gle V suivant lequel se coupent les cercles situés dans les plans polaires de
À et de M par rapport à la sphère est donné par la formule

cosv== ^-»)+y^-P)J^^y)-^^^=Lgy/--^
^+ y '̂ — 2o.r — 2py — 2-ya; + S ̂ sf^+ y^-^»— 2o.c'— 2p^— 2^ + S '

Assujettissons le point A (^i/,^) aux conditions suivantes :

^--flia^py'—pe'^O,
iyf _ _\«
^--^-=S'===^«+ y^+a^ — 2<x^—2p^—2^ + ï.

Alors le point A pourra occuper toutes les positions sur une conique fixe re-
présentée par les deux équations précédentes, et qu'on reconnaîtra facilement
être la ligne double de la développable circonscrite à (S) et a (Q) située dans
le plan polaire de Forigne qui est le même par rapport à ces deux surfaces.
En tenant compte des relations précédentes, on pourra poser

"ï—^- ^-"-^ ̂ "^
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et cos V prendra la forme

COjY^ ^aVA+n^+p^
0^«4.^4-^« ^Aaï«+By«+QC'

Si, au point (a*, y, 2) M delà surface» on fait correspondre le plan

ttX4-»Y+wZ==0,

par les relations

ttssd^î, »=-y0$, w^xy0*

la formule précédente prendra la forme

cosY= m^+n-t̂ w
VWÎ-+-»ft-^-^ ^tt'-f-^+W1

Tseradonc l'angle des deux plans

wTL+n'Y+i/Zssû,
uX+»Y+wZ=0,

définis par ce qui précède. On a donc la proposition suivante :
Étant données une quadrique (Q) et une sphère (S), si l*on prend trois

points quelconques A, B, G sur une des lignes doubles de la développable
circonscrite à (S) et à (Q), et que Fon considère les cercles (A), (B), (G), (M)
situés dans les plans polaires des points A, B, G, M par rapport à la sphère,
quand le point M décrira la quadrique (Q) le cercle correspondant (M) fera
avec les trois cercles fixes (A), (B), (G) les mêmes angles qu'un plan va-
riable avec les trois faces d'un trièdre.

En transformant par la méthode des polaires réciproques, nous obtenons
le résultat suivant :

THÉORÈME XII. — Étant données une quadrique et une sphère, un plan tan»
gent à la quadrique coupe la sphère suivant un cercle variable (U). Adjoi-
gnons à ce cercle variable trou cercles fixes, intersections de la sphère et de
trois plans tangents quelconques à tun des cônes qui passent par V intersec-
tion île la sphère et de la quadrique. Le cercle variable (U) fera avec ces
trou cercles fixes les mêmes angles quun plan variable avec les trois faces
d'un trièdre,

VI. Nous terminerons en indiquant une dernière propriété générale des
quadriques.

Proposons-nous de trouver le lieu des centres des sphère, coupant trois
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sphères données sous des angles dont les différences soient connues.
Soient

S==d«—Rî==0, S^d't—R^ssO, S^d^-R^sO

les équations des trois sphères, d,d\d" désignant les distances à leurs cen-
tres, R,R',ÏV\ leurs rayons. Soitp le rayon de l'une des sphères cherchées;
elle coupera d'après les conditions du problème les trois sphères (S), (S'), (S" )
sous des angles qu'on pourra représenter par a4-<u, a' +&), a" -+-&), a,a',a"
étant des nombres fixes, <u une inconnue. Appelons d^d^df1 les distances du
centre de cette sphère à ceux des trois sphères (S), (S'), (S"). On devra avoir
les équations

rfi — R« - pi î̂ _ ^a _ pi
——^—L=cos(a-K.). ——^—L^cos^-K.).

dî»—R'»»—p»
——2^—— ==cos (^ + <•>),

entre lesquelles il faudra éliminer p et &). Posons

•pcos<«»==M, psinû)==v,

elles prendront la forme

d* == (u — R cos a)» 4- (v — R sin a)«,
d^ == (M — R' cos a')» + (» — R' sin a')»,

d^ = (w — R" cos a^)» + [v — R" sin a")2,

équations entre lesquelles il faudrait éliminer u,v. Or celte élimination est
inutile, car ces équations expriment que les distances d'un point variable du
lieu aux centres des sphères (S), (S'), (S") sont respectivement égales aux
distances d'un point variable d'un certain plan (u,v) à trois points fixes
(R cos a, Rsina), (R'cosa, R'sina), (lY'cos a'. Résina t) de ce plan. Donc,
d'après le théorème de Jacobi, le lieu décrit par le centre sera une qua-
drique ayant pour foyers situés sur la mênre focale les centres des sphères
(S), (S'), (S").

On démontrera sans peine la réciproque suivante, remarquable par sa
généralité :

THÉORÈME XHI. — Étant données une quadrique quelconque et une sphère
(S) doublement tangente à cette surface, construisons toutes les sphères (S'),
(S"),... ayant pour centres les foyers situés dans le même plan principal (pie
le centre de la sphère (S) et passant par les deux points de contact de cette
sphère et de la quadrique. Une sphère variable ayant son centre sur la sur-
face et coupant à angle droit la sphère (S) coupera les sphères (S'), (S"), ...
sous des angles dont les différences seront constantes.
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COROLLAIRE. — La quadrique peut être considérée comme le lieu des

centres des sphères coupant sous des angles dont les différences soient
constantes, trois sphères ayant pour centres trois foyers quelconques pris
sur la même focale et se coupant en un point de la surface,

On peut aussi la définir comme le lieu des centres des sphères coupant à
angle droit une sphère fixe et coupant deux des sphères précédentes sous
des angles dont la différence soit constante.

Je terminerai en énonçant la proposition suivante, qui se rattache à ce
sujet d'études :

THÉORÈME XIV. — Étant donnée une quadrique, il existe trois couples de
deux sphères fixes telles que les plans tangents en tous les points d'une ligne de
courbure fassent avec deux sphères de l'un des couples des angles dont la
somme soit constante.

Ces sphères sont celles qui coupent la surface suivant quatre droites et
qui ont déjà été considérées dans d'autres relations métriques. Ainsi, dans
le cas de l'ellipsoïde, deux couples de sphères sont réels.

11 y a d'abord les deux sphères ayant leurs centres sur le grand axe et
intérieures à l'ellipsoïde^ La somme ou la différence des tangentes menées
d'un point d'une ligne de courbure à ces deux sphères est constante.

11 y a ensuite les deux sphères conjuguées ayant leurs centres sur le petit
axe ; les deux sphères étant extérieures à l'ellipsoïde seront coupées par les
plans tangents en tous les points d'une ligne de courbure sous des angles
dont la somme ou la différence sera constante.


