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CONTRIBUTION A LA THEORIE DES SURFACES
DONT LES RAYONS DE COURBURE SONT LIES PAR UNE RELATION;

Par M. L. Rarrv.

Les pages qui suivent ont pour objet d’élucider une question
difficile, qui a é1é formulée incidemment, il y a trente ans, par
Ossian Bonnet (Journal de I’ Ecole Polytechnigue, Cahier XLII)
et qui n’a pas, que je sache, été résolue depuis : Déterminer
toutes les surfaces qui jouissent des deux propriétés suivantes :
1° leurs rayons de courbure principaux sont liés par une rela-
tion; 2°les lignes le long desquelles leur courbure totale est
constante sont géodésiquement équidistantes. 1l s’agit, en
d’autres termes, de déterminer toutes les surfaces a lignes
d’égale courbure paralléles, dont les rayons principaux sont
Sonctions U'un de Uautre.

Il est évident que la classe ainsi définie comprend toutes les
surfaces donl les rayons de courbure principaux sont liés par une
relation et qui sont applicables sur des surfaces de révolution.
Mais ces surfaces, que j’ai étudiées précédemment (Bull. de la
Soc. mathém. de France, t. XIX, p. 158) et qu’Ossian Bonnet
avait déja rencontrées (Mémoire précité) en s’occupant des défor-
mations qui conservent les courbures principales, sont-elles les
seules qui répondent a la question? Rien n’est moins évident. 11
en est pourtant ainsi, et nous arriverons, comme conclusion du
présent travail, a ce théoréme : Toute surface, a lignes d’égale
courbure paralléles, dont les rayons de courbure principaux
sont liés par une relation, est applicable sur une surface de
révolution.

1. Au cours de notre analyse, nous aurons a invoquer cerlaines
propositions que nous détacherons ici, pour plus de netteté.

Lemme 1. — S¢ une surface a ses lignes d’égale courbure
paralléles, son élément linéaire est réductible a la forme
V)

(1) ds? = du?+- (-g——l_]», = de?,
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otV désigne une fonction de v seulement, U une fonction de u
seulement, U'sa dérivée par rapport a u; les courbes ¢ = const.
sont les géodésiques, trajectoires orthogonales des lignes d’é-
gale courbure (u = const.).

Ce résultat étant bien connu, nous n’y insisterons pas.

Lemme II. — Pour que U’élément linéaire (1) convienne &
une surface & une courbure totale constante, il faut et il suffit

que U soit un trindme du second degré en U, a coefficients
constants.

On sait, en effel, que, quand 1’élément linéaire d’une surface
est mis sous la forme

ds? = du? + G dv?,

le produit des courbures principales de cette surface est donné
par la formule de Gauss

1 a6
RiRy — /G du?
Appliquée a I'élément linéaire (1) cette relation devient

— d? 1
(2) R‘R, — VU

du JG°

Si maintenant on pose U'= ¢(U) et qu’on prenne U pour va-
riable indépendante, il viendra

IR
() R - 3

les accents désignant les dérivées prises par rapport a U. Enfin,
si 'on égale la courbure totale & une constante 2¢, et qu'on in-
tegre I'équation

2’ — ¢ = 4o,
on lrouvera, avec deux constantes arbitraires a et b,
ay=(al+b)+c,

ce qui démontre le résultat annoncé. Sic= o, c’est-a-dire si ¢
est un carré parfait, les surfaces seront des développables.
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Lemme III. — Pour que Uélément linéaire (1) convienne a
une surface & courbure totale variable, applicable sur une
surface de révolution, il faut et il suffit que la fonction V se

réduise a une constante.

En effet, pour qu'une surface, a courbure totale variable o,
soit applicable sur une surface de révolution, il faut et il suffit,
comme on sait, que les deux premiers paramétres différentiels
de ¢ soient des fonclions de 3 seulement.,

La premiére condition Ap = f(%), exprimant que les lignes
d’égale courbure sont paralitles, est vérifiée d’elle-méme pour
I’élément linéaire (1). Le second paramétre différentiel d’une
fonction g, relativement a I’élément linéaire

ds?= E du?+ 2F du dv + Gdv?,
a pour expression générale

1 d(de Fdw) 1 d(E 1) F o0o®
Ao = ¥ v ¥ ).

Hou How/  Hoo\How H ou,

Dans le cas de I'élément linéaire (1) on a

H=yEG—1TI=/G;

o’
de plus la fonction ¢ ne dépend que de u; il vient done

‘ 1 0 - dg dto G, do
se= (VO E) =
Pour que A,y soit une fonction de o, c’est-a-dire ne dépende
que de u, il faut et il suffit visiblement qu’il en soit ainsi de I'ex-
pression

ce qui ne peut étre que si V se réduit a une constante.

2. Ces préliminaires une fois posés, nous prendrons pour point
de départ des relations que j’ai antérieurement déduites (Bull.
de la Soc. mathém. de France, t. XX, p. 47) des formules fon-
damentales de la théorie des surfaces. Soit, en coordonnées curvi-
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lignes rectangulaires,

ds? = E du? + G do?

I’élément linéaire d’une surface; soient R, et Ry ses rayons de
courbure principaux au point (u, ¢); si I'on pose

I 1 I
zh—ﬁ—‘—i—i{—z; LS—-E;-—}—{;’

ct qu’on désigne par v le double de I'angle que fait avec I’arc \/G dy
la ligne de courbure de rayon R,, on a

dw Ecosw %_Fs_m_g oh /E J <ES,
du YV G S o S du_‘ G a°

dw G cosw 0h sinw ol G ()] «GS
»NVE ST w5 &V EWE

On démontre qu’a tout systéme de fonctions E, G, 2, S, w, vé-
rifiant ces relations, ainsi que la condition

h2 = S2

I
R:R,’

correspond une surface entiérement déterminée de forme, a une
symétrie prés.
Dans ces formules générales faisons

_(U—V)

E =1, G T

pour exprimer (Lemme I) que les lignes d’égale courbure sont
parall¢les.

Nous supposons, en outre, que les courbures principa]es sont
fonctions 1'une de Dautre. Or leur produit ne dépend ici que
de u, en vertu de la formule (2) établie plus haut

A
R, - VY g /O

Par suite nous devons désormais considérer R, et R,, ou bien
h et S, comme des fonctions de la seule variable « (ce qui n’ex-
clut que des surfaces a courbure totale constanle, mais non toutes
ces surfaces). Le probléme que nous nous proposons revient donc
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a celui-ci : Résoudre les équations simultanées

ow sinw dh

) ou="S du’
do _U—V fcoswdh 9 (U—V)S
%) w =T [’—s Tu " ou 18T ]
- dr 1

en prenant pour h et S des fonctions de la seule variable u.

3. L’équation (4) s’intégre immédiatement et donne, avec une
fonction arbitraire W de la variable ¢,

log tang%’ =logW+f.‘£slf.

Posons pour abréger

du, dh
(7) T, =S
Nous aurons

' w W
(4) tang — = T;’

et nous devrons supposer que W ne se réduit pas a une constante,
sans quoi I'angle w ne dépendant que de u, I'angle des lignes de
courbure avec chaque ligne d’égale courbure (u = const.) serait
constant tout le long de cette ligne. Or Ossian Bonnet a énoncé
ce théoréme : Toute surface, dont les rayons principaux sont
liés par une relation et dont les lignes de courbure font avec
chaque ligne d’égale courbure un angle constant tout le long
de cette ligne, est un hélicoide (*). Par suite la surface serait
applicable sur une surlace de révolution.
De la formule (4) on déduit

Uz —We Jw 2U, W' ( dW)
cosw = .

Grw oo uewe (W=

Substituant ces expressions dans I'équation (3), on trouve

2UW'  U—V/ Uy U3—Wr U d, S
U2+ W2 ¢@7< U, Uz+ W U_v'*-%"gff')’

(') Pour la démonstration de cette proposition, je renverrai a une Communi-
cation quej’ai faite récemment Sur une propriete caracteristique des hélicoides
(p. 124 du présent Volume).
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ce que 1'on peut écrire de la fagon suivante

. s d, SU,
Gy | 2/ TUW =(U— V)(Uod log g -+ W35 log U,)
( + 22U’ U3+-2U’W.2.

Telle est ’équation aux fonctions mélées que nous devons résoudre
et rapprocher des équations (6) et (7). Si I'on écarte les surfaces
a courbure totale variable applicables sur des surfaces de révo-
lution, c’est-a-dire, si 'on suppose (Lemme III') que la fonction V
ne se réduit pas a une constante, il est possible de déterminer en
fonction de U toutes les expressions de U’ de S, et de U, qui
vérifient 1'équation (5). Laissant de c6té celles qui donnent des
sirfaces @ courbure totale constante, nous substituerons les
aulres, non dans les équations (6) et (7), mais dans la relation que
I’on obtient ep éliminant / entre ces deux-la.
L’équation (6), araison de la formule (3), s’écrit

h?— S M’
4

On se rappelle que ¢ représente U’ et que les dérivées sont prises
par rapport a U. D’autre part, I'équation (7) donne

dh S dU, _
v " U, U

Eliminant 2 entre ces deux relations, on trouve

d s 25 dU
(m¢452+2¢q‘ —q" U dUo =o,

d’qu, en effectuant et chassant le radical, on déduit
. 1 2
@) sstapy— i (LS = I )’

Toutes les expressions de S?, de ¢ et de Uj que nous aurons a
substituer dans cette équation, et qui sonl des fonctions ration-
nelles de U, devront étre rejetées, en vertu de la régle d’exclusion
suivante :

RicLE D’ExcLusion. — L'équation de condition (L) ne peut
pas étre vérifiée, lorsque les fonctions S* et 24" — U/? ont, &
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distance finie, un péle commun, d’ordre moindre pour S* que
. r__ e
pour a4y — 1"

Soit, en effet, U= a un pole d'ordre & pour S2, d’ordre p pour
2bl’ — 42, avec hypothése essentielle sSp — 1. Cest un pole
d’ordre 2p + 2 du second membre de I'équation (X). Pour le
premier membre, c’est un pole d’ordre ¢ + p, si ce n’est pas un
péle de la dérivée logarithmique de U, ; dans le cas contraire, c’est
un pdle d’ordve ¢ + p + 2. Comme on a, d’aprés ’hypothése faite,

c+p+2ap+9,

on voit qu'il y a impossibilité.

Remarquons que, J étant une flonction rationnelle de U, les
poles de a4y’ — /2 ne sont autres que ceux de § et que tout pole
d’ordre w de ¢ est pole d'ordre p=a2w + 2 de 244" — 2. En
conséquence, la régle d’exclusion qui précéde peut étre formulée
ainsi

Il est impossible que Uéquation de condition (2) soit vérifiée
quand les fonctions S* et § ont, a distance finie, un péle
commun, d’ordre s pour la premiére, d’ordre w pour la se-
conde, si le nombre ¢ n'est pas supéricur & sw + 1.

4. Revenons al’équation (5) qu’il s’agit maintenant de discuter :

2/ T Uy W = (U — w(ug% log% +\V1di;llog %’,_“)

+2U'U2+ 20" W2,

3)

Séparons ses termes et posons

- : d SU? d , SU,U:

— ! — 2 o —_ - o

) ‘ A=2U,/U, B=1UU} du,lo"’UoU” C=U-log—g5—>
d S d . SU,
—— 2 o — [ = o
D=1U3 du'o” 0,0’ E= (lul °u’

enfin, divisons par A qui n’est pas nul (a raison des significations
de U’ et de U,); nous trouvons
B C D E
f o i e — 2 -~V _ 2— (,
(IX) w 3 ASV+A\+I\V\V 0
Puisque nous supposons que V ne se réduit pas a une constante,
XXV, 1
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nous pouvons différentier I'équation précédente successivement
par rapport & V et par rapport & u. Les accents désignant des dé-
rivées prises par rapport a u, nous trouvons ainsi

C\'dW? /D\' /E\'d(VW?)
X) —(K> 7\7+<K> +(X> —av_ =9
ce qui conduit & distinguer deux cas, suivant que le rapport E: A
est constant ou variable.

E
PrEMIER cAs : 3 = const.=c¢.

5. Ce cas se subdivise lui-méme en deux autres, le rapport C: A
pouvant étre constant ou variable.

Premikve mypoTuise : le rapport G: A est constant. L'équa-
tion (X) exige que le rapport D: A soit constant, et I'équation (1X)
que le rapport B: A le soit aussi. Je dis que, dans ces conditions,
on ne trouve que des surfaces & courbure totale constante. Pour
s'en assurer, il suffit de prouver (Lemme II) que U’ est un tri-
néme du second degré en U, a coefficients constants.

Désignons par B, v, & les valeurs constantes des rapports B: A,

C:A, D:A. L’équation E = ¢A s’écrit

Sil’on en tient compte, I’équation C =y A prend la forme
(1—eU)U,=yTU"
Des équations B = (A, D= ¢A on tire
B — DU = (8 —3U)A,
ou, en tenant compte des expressions de A, Bet D,

B —3U = Ue/TU'".

Iln’y a plus qu’'a multiplier membre 4 membre les deux relations
que nous venons d’établir pour voir que U’ est un trinéme du
second degré en U, & coetlicients conslants.

6. Seconpe uyrornise : le rapport C:A n'est pas constant.



— 455 —

L’équation (X) prend alors la forme

dW: /DY’ /€Y
dV. T \A/ "\A
La valeur commune de ses deux membres ne peut éire qu'une
constante m, que nous supposerons différente de zéro. Car, si m

était nul, la fonction W serait une constante, ce qui ne pourrait
conduire qu’a des hélicoides (n® 3). Des équations

aw? =m (D>I : (C\)’ m
av T~ A)\x)="™

on déduit par intégration

W2=m(V =), D =mC+ 84,

et & désignant deux constantes arbitraires. Substituant ces ex-
pressions dans I'équation (IX) et tenant compte de la relation
E —=¢A, on trouve

B — lmC'

W+ 3V +emV(V-—-1)= 5

Les deux membres devant étre égaux a une constante 3, on a
W+8V+emV(V—-{U)=8, B=ImC+ BA.

La premiére de ces équations, jointe & la relation précédemment
obtenue W2 = m (V — (), détermine les deux fonctions V et W.
La seconde compléte un systéme de trois équations entre A, B,
C, D et E, que nous allons reprendre et intégrer. Voici ces équa-
tions

B = BA+ImC, D =dA + mQC, E =c¢A.

Si 'on y remplace A, B, C, D et E par leurs expressions tirées
des équations (8), on obtient trois relations que I'on peut écrire
de la fagon suivante

1Y

S U —
U(U},—lm);;logﬁ, —UUz+ lm)v‘; = szo\/U’—z(Ug—lm)U',

d, s UL
(10) ¢ (U;-—mU)d—ulogU,—-(U3+mU) U—%=2°Uo\/U +amU,

d, S U _

mlo'.!—,+ -U‘:=23U“/U_

et qu'il s'agit d’intégrer.
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Ce sont la trois équations linéaires par vapport a /U’ et aux
dérivées logarithmiques de S:U’ et de U,. Nous allons en éliminer

d’abord S et /U, ce qui nous donnera

Uy

U(U—Im) -—U(U3+lm)--ﬁ—+n(U3—lm)U' p]
0
U2+ mU —(UE—O—mU)pU—o——'unU' 8 |=o0
0
U,
1 v -

ou, tous calculs faits,

{ UleUt—(8 + Ime)Ug+ m (18— B)]
D1 UeUy [me(U— 2)24 (3 Ime) (U — )+ 13 — B] = o.

Les deux trindmes entre crochets ne peuvent pas éire identique-
ment nuls. Car, pour qu’il en (4t ainsi, il faudrait que I'on pat
poser e = o0, 8 =0, 3 =0, ce qui réduit la derniére des équa-
tions (10) & SU,:U’'= const. La précédente donne alors

U2+ 2mU = const. = a.
Par suite, la premiére devient
(a—Im—mU)U' =0

et entraine visiblement U= const., solution inacceptable, & raison
de la forme de I'élément linéaire. En vertu de cetle remarque,
nous pourrons séparer les variables dans I’équation (11); et si nous

posons
Ul =— mo,

cetle équation s'écrira ainsi

. 2y
‘ me(U—1)2+(8+Ime)(U—1)+13—8
(1)’
- a9 X
T omepr+(8 +Ime)o + 18 — B

De cette équation on pourra, au moyen de deux quadratures,
Lirer @, et par suite Uy, en fonction de U. Pour obtenie U', nous
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éliminerons S et U, entre les équations (10). On trouve ainsi

U(U3—Im) U(U3+Im) BUoy/T—(Ui— lm)U’
U2—mU U2+ mU 83U/ U + mU’ =0,
| 1 —1 Uy /U

ou, en eflectuant les calculs,

(12) | —[Us+m(U—D)]U
Tl =[me(U—=024+(8 + lme)(U— 1)+ 13 — B|U, /U

Il n’y a plus qu’a élever au carré et a tenir compte de la relation

Uﬁ = — m2 pour trouver
4

—o[me(U—1)2+4(8 4+ lme)(U — 1)+ l3—p]2-

(2) U= m(U—1—g)

Enfin, rapprochons la derniére des équations (10), ainst écrite

SUo_ilO"%_zonm
U ~—du ° U — u’

b

de celle que nous venons d’établir, et nous aurons

d  SU, —2e[U2+ m(U —1)]

(3)  gglesgr = me(U—12+(8+Ime)(U—=0)+ 18 —p

Ayant exprimé U, en fonction de U au moyen de I'équation (11),
on connaitra U’ par la formule (12)'; I'équation (13) donnera S
par une quadrature. Nous n’aurons plus qu’a substituer ces trois
fonctions dans ’équation (Z) du n® 3, ou la lettre ¢ désigne la
fonction U'.

Pour abréger I’écriture, nous remplacerons U-—{ par U et nous
poserons

T(z)=mex?+ (8 +Ime)x + I3 — B,

ce qui nous donnera

2dU dy
(X T(U) ~ T(g)’
, T2(0)
y—_ 22U
(XID) Y= m(l;'——q:)z’
d "Szw —4ime(U —0o)
(X1I) 40 18 2 T
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L’intégration de I'équation (XI) comporte quatre sous-cas, le tri-
néme T(x) pouvant : 1° se réduire & une constante ; 2° s’abaisser

au premier degré; 3° étre un carré parfait; 4° avoir ses racines
inégales.

1. Premier sous-cas. — Le trindme T (z) se réduit a une con-
stante, c’est-a-dire que ’on suppose e =0, § = o et B4 0, pour
que I'équation (XI) ne soit pas une identité, cas traité plus
haut (n°® 6). Elle se réduita 2dU =dy; d’on

p=2U—a (a = const.).
L’équation (XII) donne alors

__ B*a—20)
b= m(a—U)?

etl’équation (XIII),dontle second membre est nul, montre que S2
est proportionnel a ¢2:v; on a donc
b(a—2U)
S2— —  ~—/ b = const.).
(a—U) ( )
Il résulte des expressions de § et de S2? qne U = a est un poble
commun 3 ces deux fonctions, d’ordre w pour ¢, d’ordre ¢ pour S2,
et que l’'on a toujours 2w -+ 1. Car si @ est nul, =1, ¢ = 3;
si @ n'est pas nul, ®= 2, ¢ = 4. Donc (régle d'exclusion) ce
sous-cas ne donne rien.

8. Second sous-cas. — Le trindme T(z) s’abaisse au pre-
mier degré, c'est-a-dire qu’on suppose ¢ = o, 03£ 0. L'équa-
tion (XI) se réduit alors a

AU dy
SUFI8—p So+is—p’

on en déduit, par intégration,
S =B—13+a(BU+18—B) (@ = const.).

L’équation (XII) prend la forme

. Sla(BU+18—B»2+B—18]
¥=- m[a(8U + {6 —B)—1]2
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L’équation (XIII) donne encore S* proportionnel a 4*: 9; on
a donc
b[a(dU + 15 — By 4B — 03]

S = e U T B =) =]

(b = const.).

On voit que, si les expressions de ¢ et de S2 sont irréductibles,
un poéle d’ordre w =2 de ¢ sera pdle d’ordre ¢ = 4 pour S2, et
Pon aura ¢ << 2w + 1. Si, au contraire, le facteur linéaire qui
figurc aux deux dénominateurs apparlient aussi aux deux numé-
rateurs, sa racine sera pdle d’ordre w =1 pour ¢, d’ordre ¢ =3
pour S, et 'on aura ¢ = 2w + 1. Donc (régle d'exclusion) aucune
des solutions du présent sous-cas n’est acceptable. Ce qui pré-
céde tomberail en défaut si a était nul. Mais alors ¢, qui n’est
autre chose que U’, se réduisant i une constante, l'élément
linéaire (1) ne conviendrait qu'a des développables.

9. Troisiéme sous-cas. — Le trindbme T(x) est un carré
parfait, c’est-a-dire qu’on suppose l'identité

T(:r) =mex?+ (8 +Ime)z+ 18 —B=me(x—r)?  (r=const.).
L’équation (XI) prend alors la forme

2dU  do
U—=rp~ (g—rp

On en déduit, avec une nouvelle constante «,

—at — _(ar+n)(U—r)y+ar
o—r U—r’ - a(U=r)y+2

Portant cette valeur de © dans la formule (XII), on trouve

_ me(U—=r)[(ar+1)(U—r)+2r][a(U—r)+2]
b=-— [a(U—r)+1]2 )

La méme substitution, faite au second membre de 1'équa-
tion (X1II), donne

—d—lo St = —4[a(U—r)+1]
dU gﬁ-'—(U—r)[a(U—-r)‘+2]

=—-—za%log(U——r)[a(U—r)+z].

On aura donc, en intégrant et désignant par b, une conslante
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arbitraire,
Y Dol '
St = o(U—r)2[a(U—r)—+af?

Remplacant maintenant ¢ el ¥ par leurs expressions obtenues
ci-dessus, nous aurons

_b(U—=rp2la(U—=r)+-]l(ar +1)(U—=r)+ar]
- [a(U=ry+1*

Sz (b = const.).
On voit que, si @ n’est pas nul, et S? auront un péle commun;
s'il est d'ordre w =12 pour ¢, il sera d’ordre & = 4 pour S*; s'il
est d’ordre w =1 pour 4, il sera d’ordre 5 =3 pour $2. On aura
donc toujours o= 2w + 1, d’ou impossibilité (régle d’exclusion).

Sia est nul, o, ¢ et S* se réduisent a des polynémes entiers,

savoir :

¢=—" Y =—oa2me2(U—r)2(U—+r), S2=2¢d.

Or, si on se reporte a la condition (L) du n® 3, qui peut
actuellement s’écrire

. / dS? N2
82(4524-‘lq/q/’_q‘z)?'z:?2(zaﬁ_ _’__q"q“m) ,

on reconnait que les deux membres sont des polynémes enticrs
en U, le premier du degré 7, le second du degré 8. Il y a donc
encore impossibilité.

10. Quatriéme sous-cas. — Le trindme T(x) a ses racines
négales
T(z) = me(x —r)(x—s) (r—s#o).
L’équation (XI) prend alors la forme

2dU _ do .
(U—=r)(U—s)" (9—7)(p—5)

En intégrant, on en déduit, avec une nouvelle constante «,

°o—r (U—r) r(U—s2—as(U—r)

cp-—s_—a'(U——-s)” = (U—=s)2—a(U—r)

A raison de cette expression de o, la formule (XII) devient

—me[r(U—s)—as(U—r)?][(U—s)*—a(U—r)*}

b —
Y [U=5s—a(U -
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Cette méme valeur de », sabstituée au second membre de

I'équation (XIIl), donne

d lO"S?cp 4fU—s—a(U—r)]

du " T T (U—s)y—a(G—rp

d
=—2gglog[(U—s)—a(U—r)]

On a dong, en désignant par b, une constante arbitraire,

_ bo}?
T e[(U—sy—a(U—rpp’

Sﬁ

ou, en remplagant © et ¢ par les expressions précédentes,

b[r(U—5)1?—as(U—r)|[(U—s2—a(U-—-r)?]
[U—s—a(U-r)

St = (b = const.).
Il n’y a pas lieu de faire @ = o ; car, dans cette hypothése, U/,
qui n’est autre chose que ¢, se réduita — mre?(U— s)?, ce qui ne
donne (Lemme II) que des développables.
Soit donc @ 5% o. Les expressions de ¢ et de S* seront des frac-
tions rationnelles, & moins que 'on ait @.= 1, auquel cas il vient

2— s

= U b =—me2(U2—rs)2U—r—s), S2=12A¢.

Or, si I'on substitue dans la condition () la valeur qui vient
b
d’étre obtenue pour @, on trouvera

S2(4St 2Py — Y1) [Ut— 2(r + 5)U + 275 ]2
dS? 2
=(2U — r —s)2(U2—rs)? (\2% -+ W") ,

ce qui ne se peut, les deux membres étant des polyndmes entiers
en U, le premier de degré 11, le second de degré 12.

D’aprés ce qui précéde, nous devons désormais supposer
a(a — 1) o. Dans ces conditions, I'unique racine des dénomi-
nateurs de ¢ et de S? est un pdle commun & ces deux fonclions.
Si elle n’annule pas lears numérateurs (ar — s ;£ o), c’est un pole
d'ordre ® = 2 pour ¢, d’ordre o =4 pour S2; dans le cas con-
traire (ar — s =0), ¢’est un pdle d’ordre w=1 pour ¢, d'ordre
o =3 pour 5%; de sorte qu’on a toujours < 2w 1. 1l y a donc
toujours impossibilité (régle d’exclusion),
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SEcoND cas : (—E) Zo.
11. Ecrivons 4 nouveau I’équation du probléme

, B G D, E
(1X) W & — £ Wit 2V 2 VWi=o,

et celle que nous en avons déduite par différentiation

X) C\'dW: /DY /E\'d(VW?) _
’ —\a 71\T+K+<K> av._ ~°
Divisons tous les termes de cette derni¢re par la dérivée du

rapport E: A, puis différentions successivement par rapport a u et
par rapport a V; nous aurons

d C\' /E\'l1 4 /dW?
7| (x):(x) Jav (&) ==
On ne peut pas supposer que le second facteur soit nul; car
si ’on avait
dW?
ayv

= const. = g,

on devrait supposer g 5% o, 'hypothése g =0 ou W = consl. ne
donnant que des hélicoides (n° 3); I'équation (X) deviendrait

C\' (DY . [E\'d(VW?) _
"6’(;{) +<K> +(x) —av_ =%
et 'on en conclurait

d(VW?)

= const.
dv ’

. T . dW?
ce qui est contradictoire avec v = const.=g # o.

En conséquence, on a

(g)l=m<—ﬁ—), (m = const.);

d’ou, en intégrant, on déduit

C=yA+mE (y = const.).
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Alors, 'équation (X) devient

2V —myWr]=— @)(g)

On en conclut que les deux membres sont constants. Soit — n
leur valeur commune. Intégrant les deux équations

d D ’ E\I
v =mwim—n () =n(})
on trouve

(V—m)W2=—nV + [, D =¢A +nE,

! et & désignant deux nouvelles constantes. Subslituons dans
I'équation (1X) les valeurs trouvées pour C et D; il vient

W — % — Wi %[(v — m)W24 nV]+ 8V =o.

En vertu de I'expression de W2, le coefficient de E: A se réduit
a letil reste
B—IE

Wy Wi 3V = 2

Les deux membres ont une valeur constante 3; d’ot
W—yW24+8V—8=0, B=8A+!(E.
Nous avons ainsi, pour déterminer V et W, les deux équations
(V—m)W24+nV—Il=0, W-—-yW24+3V—-f=o,
qu’on peut écrire comme suit :

l—mn , S(mW24 1)
Wicn' VYW=,

V=m~+ —_ {3 = 0,
puisque, W2 élant supposé variable, W2+ n est différent de zéro.

La premiére de ces équations détermine V une fois que W a
été déduit de la seconde ; elle montre que I — mn doit étre sup-
posé différent de zéro, puisque V est supposé (a cause du
Lemme IIT) ne pas se réduire & une conslante.

12. Portons notre attention sur les trois relations que nous
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venons d’établir entre les fonctions S, U, el U, savoir
B=3A+!E, C =vA + mE, D =¢A +nE.
Si 'on y remplace A, B, C, D, E par les expressions (8),
on obtient trois équations que 'on peut écrire ainsi

’

——(UU;—;—!)% +2U3U =28U,/T,
0

/ d S
(UUg—l)‘—izlog—ﬁ
(a4 | (U—-nz)—;—ulogﬁs—,—i—(U—m)l—[Jj—: + 2U" =a2yUywU,

’

d S U N 177
' (U3 —n) 2 log g — (U3 n) it = 28UVT,

et que nous avons a intégrer. Ce sont 13 trois équations linéaires
par rapport a \/U-’ et aux dérivées logarithmiques de S: U’ et de U,.

Nous allons, par un procédé analogue a celui du n® 6, en dé-
duire un systéme équivalent, intégrable par de simples quadra-

tures. Nous éliminerons d’abord S e /U, ce qui donnera

| (uuz—1) —(UU3+Z)%"0—+2U3U’ g

U—m (U-—-m)l—Jﬂ +2U Y| =o,
U,
U2—n —(U3+n)—U—‘; 3

ou bien, tous calculs faits,

{ Ul—vUi+(B+nry—mé)Ul—nB+1Iq]

(13) | =U,Uy[sU02—(B—ny+md)U—+mB—1Iv].

On ne peut pas supposer que les deux trindmes entre crochets
soient identiquement nuls, car cette hypothése entrainerait
B=vy=20=o0, c'est-a-dire B=(E, C =mE, D = nE. I’équa-
tion (1X) prendrait la forme

A
E\V'-——l--— mW24+nV 4+ VWi=o,
el exigerait que le rapport E:A (Gt constant, contrairement a

notre hypothése actuelle.
Cette remarque permel de séparer les variables dans I'équa-
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tion (15) et d’écrire

U’
dUz— (B —ny+me)U +~mpB—1+
_ Us Uj
TN U (B Fny—ma)Uz —np+ 15’
ou encore
(U —-mY
S(U—m2—(f—ny—me)(U—m)+(mn—1)y
U, U,

== (U2 —n)++(B— ny-—mB)(Uﬁ—n)—(mn—l)a'

Comme on doit supposer mn — [ £ o, on pourra poser

—1
' Ut—n = Z"Lf——,
ce qui donnera
i o(U—m)
) S(U—m)E—(B—ny—md)(U—m)+mn—1)y

= S
T oft—(B—ny—ma)f+(mn—1)y

(15
|

Cette équation donne f, et par suite U,, en fonction de U.

b
Pour obtenir U’, nous éliminerons S et Uj, entre les équations (14).

Nous aurons ainsi

UUz—! UUi+1 BUUT -UU
U—m —(U—m) yU,JU—-U =o,
lUg—n Uz+n SU/U

ou, en effectuant les calculs,

‘ [6(U—m)2—(B—ny-—-md)(U—m)+(mn— l)*(]on/U'

(16)
=—U[(U—=m)Ul—n)—(mn—1)],

Il suffit d’élever au carré et d’avoir égard a la relation qui
définit £ pour trouver ‘

(U—mp2—(B—ny—me)YU—m)+(mn—L)y]*(nf+mn—1
! 1*(n, )f .
(mn —1)2(U —m-— f)

(16) U'=

Enfin, pour déterminer S, reportons-nous a la seconde des
équations (14), qui peut s’écrire ainsi
SUW (U — m)?

(U — m)gd;log — g = 2«{U0‘/D—’;
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divisant ses deux membres par (U — m) U’ et tenant compte de
la relation (16), on en tire

—4—1 "SUO(U—m)’
) dau 0g —u
( —aoy(mn —1)(U—m—f)

= [0(U—m)—(B—m8—ny)(U—m)+(mn—1)y](U —m)f

Ayant ainsi déterminé successivement U,, U’ et S en fonction
de U, nous devrons substituer leurs expressions dans I’équation (X)
du n* 3, ou la lettre ¢ désigne la fonction U'.

Pour abréger I'écriture, nous remplacerons U — m par U et
nous poserons

0(z)= 82— (B — ny— md)x +(mn—1)y,

ce qui nous donnera
2dU  df
XV 207 ,
(XV) 60) = 80
02 U)(nf+mn—U0Ff
(mn =1 (U=fp "’

d S:UH(nf+mn— 1 _ ~4y(mn—1U)(U—f)
(XVI) g = - SO .

(XVI) V=

L’iotégration de I'équation (XV) nécessite 'examen de quatre
sous-cas, le trindbme O(x) pouvant : 1* se réduire a une constante;
2° s’abaisser au premier degré; 3° étre un carré parfait; 4° avoir
ses racines inégales.

13. Premier sous-cas. — Le trinéme 0(x) se réduit a une
constante, c’est-a-dire qu'on suppose =0, B = ny el y 7% o, pour
que I'équation (XV) ne soit pas une identité, circonstance écartée
précédemment (n® 12). Eile se réduit alors & 2dU = df, d’ou

J=2U—a (a = const.).
Substituant f dans la formule (XVI), on trouve

_ 72U ——a)(an~—an+mn—-l)‘

¥ (U—a)

La méme substitution, (aite dans le second membre de I'égua-
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tion (XVIlL), donne

_d_]o"S’U‘(nf—kmn——l)_ 4(U—a
au %8 Fo “UU—a)

De 13, en intégrant et désignant par b, une nouvelle constante
arbitraire, on tire .

S:U nf+ mn — 1) b Ut
S T @U—a)

Si I'on tient compte des valeurs trouvées pour f et J, il vient

St b('zU—a)(?{‘JU_';;""_m""—l) (b = const.).

La constante a ne doit pas étre supposée nulle, car cette hypo-
thése, réduisant ¢, c'est-a-dire U, & une constante, ne donne que
des développables. Dés lors, @ n’étant pas nul, U = a est un pole
commun 3 ¢ et & S2. S’il n’est point racine de leurs numérateunrs,
c’est un pole d'ordre ® =2 pour ¢, d’'ordre ¢ = 4 pour S2; s’il
annule les numérateurs, c’est un pdle d’ordre w=1 pour ¢,
d’ordre ¢ = 3 pour S?; on a donc toujours sS 2w +1, ce qui est
un cas d’impossibilité (régle d’exclusion).

14. Second sous-cas. — Le trindme §(x) s'abaisse au premier
degré, c’est-a-dire qu’on suppose 8 =o, B —nyz£o. L'équa-
tion (XV) devient

2dU _ af .
B—rpU—=(mn—0)y (B—ny)f—(mn—1)y

Intégrant et désignant par @ une constante, on obtient

_al(B—=ny)U—(mn—U)yPR+(mn—Ul)y
J= B = ny ’

La formule (X V1) donne alors
{al(B—ny)U—(mn—ly]2+(mn— 1)y,

- > tan[(f-—-ny)U —(mn—)y]2+ (mn — 1)B|
b= (mn — I al(B—n)U—(ma =yt —viz

Substituant ces expressions de f et de ¥ dans lc second membre
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de I'équation (XVIT), on trouve

d S:U(nf+ mn-—1)

vt

—4y(mn—D{a[(B—ny)U—(mn—)y]—1}
Uta[(B —ny)U —(mn—10)y]2+ (mn— 1)y}

Le second membre étant égal a deux fois la dérivée logarith-

mique de la fraction
U2
a[(B—=ny)U—=(mrn—0yE+ (mn -~ )y

Pintégration donne, avec une constante arbitraire b,

2 bofy? .
(nf+mn—1);a[(B—ny)U —(mn— )42+ (mn — 1) 2

Remplacant maintenant /et ¢ par leurs expressions, on aura

{ bola[(B—n)U—(mn—0)y2+ (mn—1)y;

{ < fan[(B—ny)U —(mn—0)v12+ (mn — 1)8} )

St= (mn— 0¥ al(f—a)U—(mn—1)y]—1i*

Remarquons que la conslante a doit étre supposée différente
de zéro; car si a était nul, la fonction ¢, qui n’est autre chose
que U, se réduirait a une constante : on n’aurait affaire qu’a des
développables. Soit donc a 3£ 0. Comme on suppose actuellement
B — ny # o, les dénominateurs de ¢ et de S* ont une racine, qui
est un pole commun aux deux fractions. Si cette racine n’annule
pas lear numérateur, ce sera un pdle d’ordre w=2 pour ¢,
d’ordre ¢ = 4 pour S2. Si elle annule I'un des facteurs du numé-
rateur, elle ne peut annuler l'autre, a cause de l'inégalité
B — ny £ 0; ce seradonc un pdle d’ordre w =1 pour ¢, d’ordre
o =3 pour S2. On a donc toujours ¢ S2w —+ 1, ce qui correspond
4 une impossibilité (régle d’exclusion).

15. T'roisiéme sous-cas. — Le trinébme 6(x) est un carré par-
fait, c’est-a-dire qu'on suppose I'identité
0(z) =o(U — r).
Dés lors, 'équation (XV) devient

2dU df .
T=ry = 7—7¢
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On en déduit, en intégrant,
_(ar+1)(U—r)+1

f= a(U—r)+a (@ = const.).

Portons cette valeur dans la formule (XVI), en posant pour
abréger

P=(ar+1)(U—r)+2r, Q=a(U—r)+2,
il viendra

__32P[nP+(mn—1DQJ(U —r)2
b= (mn =02 a(U—r)+1F

Substituons les expressions de f et de ¢ dans le second membre
de I'équation (XVII); nous trouvons
d S’U‘[nP+(mn—l)Q]=—47(mn—l)[a(U—r)+I]_

a0 108 Py SPU(U—1)

Mais l'identité 0(z)=23(U — r)? entraine (mn — l)y=23r2,
de sorte que le second membre de I'équation précédente est égal
a deux fois la dérivée logarithmique de la fraction

U2
(U=r)pP’
On a donc, en intégrant,
S [(nP +(mn—1)Q] b
Py = (U—or)’P’ (bo = const.).

Remplagant maintenant § par son expression, on aura

_ bP[rP + (mn—1)Q](U—r)?

5 [a(U—r)+1]*

(b = const.).

On voit que, si @ n’est pas nul, les dénominateurs de ¢ et de S?
auront une racine qui sera un péle commun aux deux fonctions.
S’il est pole d’ordre w=2 pour ¢, il sera pble d’ordre o =4
pour S2; s'il est pole d’ordre w =1 pour ¢, il sera pole d’ordre
=23 pour S2. On a donc toujours c<a2w+1, ce qui corres-
pond a une impossibilité (régle d’exclusion).

Si @ = o, les trois fonctions f, ¢, S? se réduisent a des poly-

XXV, 12
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nomes enliers, savoir

U~+r _ U+ nr)[n(U+r) +2(mn—DJ(U—r)
2 b= (mn —1)2

.f: I S2=7\q/,
A désignant une constante arbitraire. Substituons-les dans I'équa-
tion (Z) du n° 3 qui, ici, prend la forme

(mn— 1$2(g8t+ 298 — ) ()’

ds? 2
=fi(nf+mn—1) <27U_ + t{z\b’") .

Le premier membre est un polynéme entier du méme degré que
442, tandis que le degré du second membre est supérieur d’au
moins 2 unités au double du degré de $4”. Soit ¢ le degré de ¢
(g=4sin#0,qg=23sin=0); on a évidemment I'inégalité

g+2(g—1)<2+2(2q9 —3),

qui revient & ¢ > 2, de sorte que le premier membre est néces-
sairement de degré moindre que le second. Il y adonc encore im-
possibilité.
16. Quatriéme sous-cas. — Le trinbme 8(x) a ses racines
inégales
0(z)=208(x—r)(z—s) (r—s#o).

L’équation (XV) devient

2dU . daf .
U—=r)U—s) " (f=r)(f—9)

Son intégration donne, avec une constante a,

f—r__a(_U—r)’ P

Tty ST

si I'on pose, pour abréger 'écriture,
P=r(U—s)t—as(U—r), Q=U—s)2—a(U—r).
Substituant cette valeur de f dans la formule (XVI), on aura

_ S2P[nP + (mn— 1)Q]
b= (mn =1 [a(U—r)—(U—9s)
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Portons cette expression de ¢ et celle de f dans le second membre
de I'équation (XVIL); il viendra

70 log Fi
Or l'identité 8(z) = 3(x — r)(z —s) entraine (mn — l)y=23rs,
de sorte que le second membre est égal a deux fois la dérivée lo-
garithmique de U2: P. On a donc, en intégrant,

d S:UMnf+mn—1) _ 4y(mn—U[a(U—r)—(U—s)]
- 3PU )

, _
iﬂ’%__{) =b (bo = const.),

ou encore, eu égard aux expressions de f et de ¢,

oP[nP +(mn—1)Q]

= U= —(U=n)p

(b = const.).

On voit que, sia n’est pas égal 4 1, les dénominateurs de d et
de S? auront une racine, qui sera un pdle commun a ces deux
fonctions. S’il est pole d’ordre w = 2 pour ¢, il est péle d’ordre
¢ =4 pour S?; s’il est pole d’ordre & =1 pour ¢, il est péle
d’ordre =3 pour S2. On a donc toujours o<2w + 1, ce qui
correspond a une impossibilité (régle d’exclusion).

Sia=1, ¢ et S? sont des polyndmes entiers et I’on a

U2 —rs
f= 2U—r—s

Y =A(Ut—rs)[n(U2—rs)+(mn—1)(2U—r—s)|,
S2= P‘q’w

X et u désignant deux constantes dont la derniére est arbitraire.

Substituons seulement I'expression de f dans 'équation (X) du

n° 3, savoir

(mn—tpsr(gsrr oty =) (F5) = rrnremn—ty (s 5+ 90r)’

dU dU ’

nous aurons

§(mn— 1282 (48 + 2" — ) (U —r)*(U —s)* .
=[n(U2—rs) +(mn —1)(2U — r —s5)]2(U2 — rs)? (2 %%2 -+ Lllq/”)’.

Or, si 'on observe que S* et ¢ ne différent que par un facteur

constant du produit

[n(U2—rs) +(mn—1)(2U -~ r —s)](U2—rs),
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on pourra, en désignant par g une conslante, écrire
pldpy + 24" — ¢) (U — r)2(U—s)r = ¢ (2" + $4)2.
Soit ¢ le degré de §(g = 4 si n 320, g = 3 si n = o). Le premier
membre est du degré 2¢ + 2, le second du degré g + 2(2g—3),
de sorte que le premier membre est toujours de degré moins élevé

que le second. 1l y a donc encore impossibilité, ce qui achéve
la démonstration da théoréme énoncé au début.



