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SUR L’EXISTENCE DES FONCTIONS INTEGRALES
D'UN SYSTEME D'EQUATIONS AUX DERIVEES PARTIELLES;

Par M. E. GoursaAT.

Dans la démonstration classique, de M™ de Kowalewski, de
I’existence des fonctions intégrales d’un systéme d’équations aux
dérivées partielles, on traite d’abord le cas des équations linéaires
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et homogénes d'une forme particuliére, puis celui des équations
linéaires quelconques, et enfin le cas général. Il m’a semblé qu’on
pouvait arriver plus vite au but, grice a I'emploi d'un artifice
dont je m’étais déja servi pour I'éLude des propriétés des caracté-
ristiques (').

Pour bien faire saisir la suite des idées, j’exposerai d’abord la
marche de la démonstration en détail pour une équation du se-
cond ordre a deux variables indépendantes. Dans ce cas particu-
lier, le théoréme de Cauchy s’énonce ainsi :

Sort
(1) r=F(=, y, 3,0, 9,5 t)

une équation du second ordre oit le second membre est holo-
morphe dans le voisinage des valeurs xy, yo, 50, Poy o, So, Lo}
soient, d’autre part, ¢,(y) et 9,(y) deux fonctions de y, holo-
morphes au veisinage de y,, et telles que Uon ait

90 (Vo) = 20, 20 (o) = qo, ‘?”(.}’0)=to, %1(Y0) = Po, ‘?'1(.)’0)=So-

Il existe une fonction z, satisfaisant a l’équation (1), holo-
morphe au voisinage de z,, y, et telle que, pour x = z,, 3 se

Tt s 0z
réduise a o, (y) et iz @ o (y)-

On peut d’abord, par une suite de transformations évidentes,
remplacer les conditions initiales par des conditions plus simples.
On peut supposer £, =y, = 0, car cela revient a remplacer x par
Lo+ X et y par y,—+ y; sil’on pose ensuite

z=9(y)+xo:1(y)+ u,

u désignant une nouvelle fonction inconnue, on voit que u et

0 . . . .
bi.:- doivent étre identiquement nuls pour = o, quel que soit y.

Les transformations précédentes étant supposées effectuées, la

by

démonstration du théoréme général est ramenée & celui-ci:

(') Lecons sur lintégration des équations aux deérivées partielles du second
ordre, t. I, p. 184 et suiv.; t. II, p. 305.
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L'équation
(2) r=a—+br+cy+ds+ep+jfq+gs+ht+...
admet une intégrale holomorphe dans le domaine du point

.. . . 0z
) 4 . 4 3 > 3 .
z =y =o, sannulant, ainsi que sa dérivée premiére -, pour
z =o.

Comme les coefficients du développement de cette intégrale se
déduisent des coefiicients a, b, ¢, d, ..., par les seules opéra-
tions d’addition et de multiplication, il est permis, pour établir
la convergence, d’employer la néthode des fonctions majorantes.
Il est encore permis de supposer @ = o, car il suffit de remplacer

2 . . . .
z par 3 + a — pour faire disparaitre ce coefficient.

Cela posé, le second membre de I’équation (2) admet pour fonc-
tion majorante une expression de la forme

M

< m+y+z+p+q>( s+t> M,
1— I— —
R P

M, ¢, R éiant des nombres positifs déterminés; comme on aug-
. z .
meate les coefficients en remplagant £ par —» o élant un nombre

positif moindre que I'unité, la fouction

M

— M

x
S ry+s+p+g st
1— m 1— .

est a fortiori majorante, el il nous suffira de montrer que ’équa-
tion auxiliaire

2
(3) ?z M -M

ox? x ) .
—— +/+~+p+q> (l_s"‘t)
P

R
admet une intégrale holomorphe dans le domaine du point

.. 03
z =y = o, nulle, ainsi que 5, pour z = o.

La convergence de ce nouveau développement sera établie, si
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I'on montre que I’équation (3) admet une intégrale holomorphe
dans le domaine de 'origine, dont tous les coefficients sont réels
et positifs. Car les coefficients de ce troisiéme développement se-
ront nécessairement supérieurs aux coefficients correspondants
du second, puisque les coefficients des termes en y" et en zy”
sont supposés positifs, et que les autres se déduisent de ceux-la
par voie d’addition et,de multiplication. Finalement tout se réduit
a établir que I'équation auxiliaire (3) admet pour intégrale une
série entiére convergente dont tous les coefficients sont réels et
positifs. Cherchons, pour cela, a satisfaire a cette équation en
prenant pour z une fonction dé z -+ ay = u; on est conduit &
I'équation différentielle du second ordre

y 2 a2 2-\2
I—M(a—i—a?) Pz _atat (0%s = M — M.
) Ju? 0 ou? uw 0z
! —+z34 — (1+a)
o ou

R

1 —

Le nombre positif a étant assujetti & la seule condition d’étre
infériear & V'unité, choisissons-le assez petit pour que 'on ait
M(a + a%) <<p; I'équation précédente peut alors s’écrire, sous
forme abrégée,

023 02z\2 03
(4) Am—B<m> =:P<u,z,;;)’

.. /] .
A et B étant deux nombres positifs et ?(u, 3, £> une série en-

. , . . . 0z
tiére ordonnée suivant les puissances croissantes de 3z, u, 50

ayant tous ses coefficients réels et positifs, et n’ayant pas de terme
0z
ou
tion, holomorphe dans le voisinage de u = o, et telle que 1'on ait,
02 0 . .
pour «=o, d—uzz = £ = u=o0. Tous les autres coefficients du
développement de cette intégrale sont des nombres réels et posi-

tifs. On a, par exemple,

Il existe une intégrale de cette équa-

indépendant de z, u,

03z 023 033

do 9z Jdp 9%z
e " 2P 5w owd

—9% _ 9995
=out 95 0 \<0z>
s (%
du

.

A Juts
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Ja valeur initiale de T est donc égale a
U /00
A \ou/y
c’est-a-dire & un nombre réel et positif. On a ensuite

A “+...,

ot~ 2P \ow our dut T Jur

otz <a3z>! 9z 0z d%9

d4z .. ] .
et, par conséquent, (0 ‘> est encore posmf; en continuant ainsi,

on voit que tous les coefficients successifs de ce développement
sont positifs. L’équation auxiliaire (3) admet donc une intégrale
représentée par une série convergente de la forme

z=Az(z+ayP+ A (z+ay)+...+Ap(z+ay)r+ ...,

les coefficients A, A4, ..., A, étant positifs, ainsi que a; il est
clair que le coefficient d’un terme quelconque 2™y™ est positif,
et de la résulte 'exactitude du théoréme énoncé.

Passons maintenant au cas général de ¢ équations simultanées
d’ordre n, entre g fonctions inconnues 3z, 52, ...y 54 €L r -+ 1 va-
riables indépendantes z, z, x,, ..., #,. Ces équations étant
mises sous la forme

(5) P, (i=1,2 .-, @),

dm”
ou les seconds membres F; sont des fonctions des » + 1 variables
indépendantes z, z,, %3, ..., Z,, des ¢ fonctions inconnues
5y, B2, ..., 3¢ et de leurs dérivées partielles jusqu’a l'ordre n in-

onz
clusivement, sauf les dérivées —— Son

comme on sait, en ceci: il existe, sous certaines conditions de

*, le théoréme général consiste,

continuité inutiles a rappeler, un systéme de ¢ intégrales s,
B3, «-.y 5¢, 5S¢ réduisant, pour z = z,, ainsi que leurs dérivées
partielles

0z; 023 on—1z;

5;7 01‘2) ee ey W (i=[,2,...,q),

4 des fonctions données a I'avance de zy, ., ..., 2.
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Par une suite de transformations tout a fait pareilles a celles
qui nous ont servi pour le cas particulier déja traité, la démons-
tration de cette proposition générale se trouve ramenée a la dé-
monstration du théoréme suivant : Pour une valeur convena-
blemient choisie de la constante réelle o <1, le systéme auxi-
liaire
oL, onl, oz, M

Oz T oxn T T oxn =< U>< v M
- R — —

(6)

o'V est égale a la somme des dérivées partielles d’ordre n

. . . (. 0D |
des fonctions inconnues, sauf les dérivées 5= etou Uona

9Z,

x
U= ;+m.+...+x,.+Z,-+—...+Z,,+ 5z T

les termes non écrits comprenant toutes les dérivées d’ordre
inférieur a n, admet un systéme d’intégrales holomorphes
dans le voisinage du point x =2z, =...= x,=o0, tel que
tous les coefficients des développements en série de ces inté-
grales soient des nombres réels et positifs.

Pour montrer qu’un pareil systéme d’intégrales existe, il suffit
de chercher a vérifier ce systéme auxiliaire en posant

Z|=Zz=~--=Zq=U(u)
U=+ a(r + 23+ ..+x,);

on est conduit ainsi, pour déterminer la fonction U, & une seule
équation de la forme

(7) Ad"U_B (d"U>’=¢<u,U oU . d”—‘U>,

dun Jun "ou’ T un—i

ou A et B sont deux coefficients positifs pourva que a soit suffi-
samment petit, et ou le sccond membre est la somme d’une série
entiére dont tous les coefficients sont réels et positifs, et ne pré-
sentant pas de terme constant. On démontre, comme plus haut,
que l'intégrale de cette équation qui est nulle, ainsi que ses n pre-
miéres dérivées, pour u = o, est représeniée par un développe-
ment en série dont tous les coefficients sont positifs.



