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MÉMOIRES ET COMMUNICATIONS.

SUR LA THÉORIE DES SURFACES;

Par M. A. PELLET.

Ce Mémoire fait suite à celui qui a paru dans les Annales de
1^ École Normale en septembre 1897. La méthode que j'expose
permet de simplifier la théorie des surfaces ayant même représen-
tation sphérique, en particulier celle des surfaces de Weingarten,
le théorème de Christoffel et celui de Lamé sur les systèmes
triples, orthogonaux et isothermes. J'y donne aussi un résultat
complètement nouveau, l'expression générale de l'élément linéaire
des surfaces applicables sur une surface de révolution, lorsque les
coefficients de cet élément sont des fonctions de la courbure de la
surface.

1. La courbure totale de l'expression

E d^-h i¥ du dv -h G dv1

est un invariant, quelles que soient les fonctions E, F, G; si on
les multiplie par une fonction /(<p), y étant une fonction de u et
de v, la courbure totale de la nouvelle expression est un inva-
riant. Développant l'expression de cette courbure totale, les coef-
ficients des diverses puissances de/et de ses dérivées par rapport
à <p seront donc des invariants. On arrive ainsi facilement aux
invariants de M. Beltrami. Dans le cas où

E = G == o,

la courbure totale, R, a pour expression

---^/F.F ()u àv
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La courbure totale de l'expression

2/(<?)F dudv
est donc égale à

K - '£. î^ - 2 (fL\ î^
/ f2 F f\f) F

Les invariants de M. Beltrami sont

^=-^, A,y=±2^;

et Fon a
K = A 2 / F .

Dans le cas général, les termes contenant des dérivées secondes
dans K sont

1 i v " ' F " ' r " ^.
î^^-î^-î0^1

on en déduit immédiatement pour les termes contenant les déri-
vées secondes de y dans As CD :

i^?--^-^)-
Diaprés Pexpression de A^ y dans le cas où E et G sont nuls,

on a
As cp == o,

pour les fonctions <p satisfaisant aux équations

0} n?^-+-?L=<>î ^ 2 ? ^ + < p ^ = o ,
/'i et /'2 étant les racines de Inéquation

E/ -2+2Fr4-G== o.

Cela détermine les autres termes de Ag y, et Fon voit que

î à /F , G , \ i <) /F , E A
A 2 ? = ^ ^ ^ H ^ - H ? M ; + 2 H ^ ( , ^ ^ ~ H ^ ^

En eflel, pour les solutions des équations (î), on a

F Q F cp' _ E (p
(2) îi^"" ïï^^""19^ ~ i i — = / ? ^ ' '
de sorte que A;.» ç est nu l .
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Désignons par a une solution de la première des équations (i)
et par [à une solution de la seconde. On aura

Edu^-+-ï¥ dudv+Gd^^ E dcid^,
"•u Pu

et, par suite, la courbure totale a pour valeur

^-^^A^E-A^a.-A^p^K.
•20^P^

Mais, en dérivant les équations (2) par rapport à u^ on a

F<,-Ga^_ ^ / F y /GV
Ho;,——-- a, ^H^-^HA'

Fa^-Ea^ _ a^ _ /FV _ / E y
Ha, - 'a, VH;, VH/^^

et les équations analogues pour P. Ajoutant, il vient

i à EG^-FF^-HH;, i <) FE,~F;,E
A2/aA== H ^ ————HE———— -4- H JP ——EH——?

et, pour la courbure totale,

K- i / < ^ FE,~EG;, à -FE^ËË,+^F;,E\
- 2 H \ ^ M EH ^ HE /'

Par symétrie,

i / à FG^E^G <) —FG^—GGi,-4-9.F^G\
•2H\^ GH ^ au HG /'

d'où, en ajoutant ces expressions différentes,

i r / p y / Ey /F\7 E Y - I
K =4H[lH;^ ^G}.-(H^( /G^

_i_ à_ F,-G;, j_ à_ F,-E^
2H (^^ H «2H ^ H

L'invariant du premier ordre Ai y se calcule avec facilité direc-
tement dans le cas général et l'on a

Ecp:^9.Fy;^+G^
-1* EG-F'2—————'

On a posé
E G — F 2 = = 112,
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(Ton l'on déduit les relations

2IF[(H).(H),-(H),(S)J==i[(5),(l),- (Sî).(&)J

- i r^y^v-^v^vi- G L \ H / A H / . VHMH/J
De sorte que rexpression de la courbure totale peut encore se

mettre sous la forme

i r / G y / E y / G y / E y i
K-ÏFH[(,H;^H^~<H;AH;J

j_ (à_ F^G, à_ F,-E,\
îîî\àu H ' a u H /

2. Lorsque Edu2-^- ̂  dudv + G rf^2 est le carré de Félément
linéaire d^une surface applicable sur une surface de révolution, la
courbure totale de Fexpression

/(K)(E du^ -h 2 F du dv -+• G rfp2)

est une fonction de K, quelle que soit la fonction /(K) et réci-
proquement.

Ainsi, pour que Pexpression

Aî^2-^2^2)

soit le carré de l'élément linéaire d^une surface de révolution,
A étant une fonction de g ainsi que la courbure totale, il faut et
il suffit que les équations suivantes soient satisfaites :

(0 ^-t-^^^F,
(2) ^t==W2^,

(3) (î 2?'
P, m, n étant des fonctions de g.

En dérivant Féquation (i), on obtient deux équations entre les
dérivées secondes de g^ qui, pour être compatibles avec les équa-
tions (2) et (3), exigent qu'on ait

^ 2 ^ 2 (^ 2 ^——^^ 2 -2P^-^-6P)—2(4P——P^-/ l 2 ^ 2 )P=0.

Celte équation détermine g'^ et g est une fonction de pu •+- qv
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( p et q constants), à moins que

aP == n1^2-^- w2^4, P' = /î2 ̂  -4- 2 m2 ̂ 3 ;
alors

(4) S§'iv~= S'në'v

Les équations ( i) , (2), (3), (4) montrent d'abord que m et n
sont constants; si aucune des quantités /n, n n'est nulle, on a

2—_z 1 2 . /cgm"-4- Cig-^y ppi.
ê ~ ~ w1 ^ De^-h Die-'^ / 'CC;'

si l'une est nulle, m par exemple, on a

î — 4001^^
^ — (De^-h Die-^)2'

Pour que ï F d u d v soit le â?^2 d\ine surface de révolution,
F étant fonction de la courbure, il faut que F soit une fonction
de mu -+- nv^ m et n é tant constants. En effet, on doit avoir

FL=/(F) et F,F,=/i(F);
d^où

fi ^"uv —f^u ̂ 'v == ° »
ce qui donne

F = = < p ( U H - V ) ,

et l'on reconnaît que les fonctions U et V doivent être du premier
degré.

3. Supposons F== o, et remplaçons E et G par A2 et B2. La
surface étant rapportée au système d'axes rectangulaires formé
parles tangentes aux lignes coordonnées et la normale à la surface
au point (u, v)^ on a

S=Au-+-^(A; ,uî -+- 2A;,uv - -IB;,̂  ^-^4-...+ ̂ +...,

î / AA' \
r, ==Bv -4-^ ^ — -^(J24-2B^uv -^ BpV2^4--iri3+...+ïiA-4-...,

Ç=== ^ (aÇ2-^-2cS7)+67} 2 ) -^ - Î3-+- . • . -+-ÇA•+. • . ,

u, v désignant les accroissements des paramètres </, v\ ^, r^ des
fonctions entières et homogènes de degré k de u, v, et Ç^ une
fonction de même nature en ç, v^.

Les cosinus des angles de la normale à la surface au point uv
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avec les axes des Ç, ^, Ç sont proporlionnels à

aÇ-+-cï) , cç+67], — i ,

ce qui donne, pour le carré de l'élément linéaire de la représenta-
tion sphérique,

(a2+ cî)A2^2-h (&2+ c2)B2^p24- 2c(6 -h a)AB du dv.

On a les équations différentielles

A a'y -+- ( a — b ) A'(, = B c^ -(- -2 c B^,
B ̂ ;, d- ( & —- a ) B;^ = A c'y 4- 2 cA;,.

Si c == o, auquel cas u et ^ sont les paramètres des lignes de
courbure, posons

Aa===^. , , B6= i ) l> ;
il vient

/ . \ ^^ __ ̂  __ •), B^ __ ^M __
v / 'B"~ 0)1) - î T-'ï'-^5

l'élément linéaire de la représentation sphérique a pour expression

^du^-+-^^dv^,
et l'on a

(2) cML ==—(X^-{- ^JL;J.

Supposons données les valeurs de X et a. Pour qu'il y ait des
surfaces correspondantes il faut que les équations (i) et (2) aient
au moins un système de solutions en X, o^. Alors, si ce système
de solutions oA>, ilb est unique, à chaque système de valeurs A, B
solutions des équations (i) correspond une surface admettant les
lignes u et v pour lignes de courbure, A2^2-!-B2^2 pour élé-

« ,p
ment linéaire, - . 9 p pour courbures principales. Si les équa-

tions ( i ) et (2) admettent plusieurs systèmes de solutions en Ao,^,
A2 du2 -j- B2 dv'1 sera le carré de l'élément linéaire d'autant de
surfaces admettant u et v pour lignes de courbure qu'il y a de ces
solutions cAo, i)b ; dans Je cas où A, B est un système de solutions
des équations (i) et (2) , la surface esta courbure totale constante.
Ainsi, lorsque deux surfaces sont applicables l'une sur l'autre avec
conservation des lignes de courbure, il y a des surfaces à courbure
constante ayant même représentation sphérique que chacune
d'elles et réciproquement.
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4. Soit À = o. Les courbes v = consfc. sont géodésiques sur
les surfaces et leurs représentations sphériques, Jl^ == A^, == o.
On a

B- ^ ^pA"=-J[: =^ .Ut1^-^.

L'élimination de ̂  conduit à l'équation
a /

— ri^4- rî  a.t == y-'v^-

Jlo ne dépendant que de u, on voit que JJL doil être de la forme

V i U i + V ^ U a - h U a ,

les U notant fonctions que de u, et V de v. Si les fonctions
U < , Ua sont distinctes, la fonction (A) est déterminée ; mais, si l'une
d'elles est nulle, Ua par exemple, <Jlo doit seulement satisfaire à
l'équation

-u^+u^==u^.

^ contient donc une constante arbitraire, et l'on a les surfaces
moulures de Bour (DARBOUX, Leçons sur la Théorie générale
des surfaces^ t. I, n° 87).

Supposons qu'aucune des deux familles de lignes de courbure
ne soit formée de.lignes géodésiques. Si les équations (i) et (2)
ont plusieurs systèmes de-solutions en cto, ^L, il y a au moins une
surface à courbure totale constante autre que la sphère conduisant
à ces valeurs de \ et y.. Pour cette surface, les courbures princi-
pales a et b sont fonctions l'une de l'autre, et en choisissant con-
venablement u et v, il en est de même de A, B, JL, ill. Choisissons
le paramètre de manière que

X=<, ^=/(a)a;,.

Les valeurs de A, B, fonctions de ce paramètre, sont données
par les équations

(3) A^-yïoOA^, B=\\

les accents indiquant les dérivées par rapport à a. El pour «Ao, itî»
on aura, en outre, l'équation

(3-) ,UÎ3=-[^,4-/(a)a;;.+/r(a)a;2],
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Par hjpolhèse, on a

LAA'-hNeJlo^^o,

L et N étant des constantes. D'où

LA2-r-N<JU2= P,

P étant une nouvelle constante; puis

T

d'où
-(LA'A f f-^-N<Jl/«V)=o,

A^)

LA'2-4-N<Jl/2=p^

PI constant. On en déduit

P/(a)+Pi=o.

Ainsi/(a) est une constante qu'on peut prendre égale à i . Et,
d'après l'équation (3'), a doit satisfaire à une équation de la
forme

e2a_K2e-2a=-(a;;,-+-a^).

a satisfaisant à cette équation, les équations

• / -t) /

-^ == < » -^ = a;« <^ = — a^. — a;;,

admettent bien les deux systèmes de solutions (0. BONNET, Jour-
nal de V Ecole Polytechnique^ année 1867)

Jlo = e^± K<?-a, •DÎ) = <?a=p Kc-a.

8. Les formules (3) et (3') définissent toutes les surfaces non
de révolution pour lesquelles les rayons de courbure principaux
sont fonctions l'un de l'autre, surfaces de Weingarten. Lorsque
cette relation est de la forme

L R i R 2 + 2 M ( R i - + - R 2 ) + N = = o ,

R I , Rs étant les rayons de courbure principaux; L, M, N des
constantes, on est conduit, par un calcul identique à celui du
numéro précédent, à une constante pour/(a). Les équations (3)

X X V I . 10
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deviennent

A f f — A = = o , B = A \

en donnant à cette constante la valeur i .
Prenons d'abord cAo == ̂  == i)li ; a doit satisfaire à l'équation

qu'on sait intégrer
e^=-^-^.

On a
A = = C^4-Cl<?-a, B == C^—Cie-a,

^ ==Pi==C-4-Ci (? -2a , ^2=^ =C--Ci^-2a,

G, Ci étant des constantes arbitraires. En s'appuyant sur les for-
mules de Rodrigues, on en déduit facilement les formules de
Weierstrass pour les surfaces minima, qui correspondent à la
valeur C == o.

Dans le cas général

<JL, = ea-4-Ke-a, ^b = e^— K/?-a,
^a_K2e-2a==—a^~a^

R étant une constante différente de o.

A = = C c A o 4 - C i l ( b , B =A / =Cl l l >+ClJ l„

- I ^ = C + G ^ - = : R , = C + C ^ ,a c)\a b 'Ub
( R i - C ) ( R 2 — C ) = C î ou C^ab=(Ca—i)(Cb—i).

La courbure totale est constante pour G = o, et pour G == dr Ci,

la courbure moyenne est constante et égale à ^ == a + 6. Dans
ce dernier cas

A ==B = aCi^a ,
ou

A =— B ==—2KCi<?-a ;

les surfaces correspondantes sont donc isothermiques.

6. Parmi les surfaces de Weingarten se trouvent les hélicoïdes,
surfaces engendrées par une courbe animée d'un mouvement de
rotation autour d'une droite et de translation parallèlement à
cette droite, le rapport des vitesses dans les deux mouvements
étant constant . Chaque point de la courbe génératrice engendre
une hélice; les rayons de courbure principaux de la surface sont
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égaux le long de cette hélice, et, par sui te , pour un point quel-
conque de la surface, sont fonctions d'un seul paramètre (a); de
plus, les sections principales de la surface en un point de cette
hélice font un angle constant avec la tangente à l'hélice. De celte
dernière propriété il résulte que le paramètre a est une fonction
de pu + qv, p et q étant des constantes, u et v les paramètres des
lignes de courbure convenablement choisis.

En effet, les hélices correspondent aux valeurs constantes du
paramètre a; la tangente de l'angle qu'elles font avec les lignes

4 .yl

de courbure est donc égale à — -—; d'où une équation de laKa^ l

forme
a,+F(a)a;,=o.

Mais, d'après les équations (3) du n° 3,

^^/(aK^/'Wa^-JW.)^ Fi(a).

De la première on tire

^ F ( a ) — u = <o(a ) ,

y étant une fonction arbitraire. D'où

( v F ' ~ ̂ ')^— i = o, {v¥'— (?>;,-+- F(a) = o,
(^- ̂ Ki+a;^^- ̂ ) = o,

^F'— ?')<»-+- ^(pF"— ̂ ) -+- F'(a)a, = o.

Substituant dans la seconde, on obtient une relation entre u et
v qui doit se réduire à une identité. Les termes du troisième de-
gré en v sont contenus dans F< (^F— y')3 ; F< =^ — <.UÎ», n'étant
pas nul, il faut que F' soit nul. Réciproquement si u et v étant
les paramètres des lignes de courbure, les coefficients du ds1 de
la surface sont fonctions de pu + y^, la surface est un hélicoïde.
Ces propositions, dues à 0. Bonnet, ont été établies d'une autre
manière par M. Raffj {Bulletin de la Société mathématique^
1897)-

7. Les liélicoïdes sont applicables sur une surface de révolu-
tion, théorème de Bour; mais ce ne sont pas les seules surfaces
de Weingarlen jouissant de celle propriété. D'après le n° 2, le
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ds^ de ce? surfaces est de la forme

A2(û^-+- g^dvî),

g2 ayant Pune des valeurs

n2 cos^ mu -+-p) n^u2

m2 cos'^/ip -+- y ) ' cos^/ip 4- q)'

Pour que u, v soient les paramètres des lignes de courbure, il
faut que les équations suivantes soient compatibles :

A^ ^ ̂  A^-}-A , _ ̂
A^ itb ' A gu~ ^ f

JL^ = /nî^-4-2—m»^2-4- (—) (^2+/n2^2)^= L.

De ces équations on déduit en premier lieu que <sAo, ̂  sont fonc-
tions de g\ En eflet, par élimination de ^li, on a

^=/i(^^)^, ^=/(^<^)^L,
d^où, en égalant la dérivée par rapport à u de la première expres-
sion à la dérivée par rapport à v de la seconde,

(/-/i)^+ (/^+/i/i -/^-/,^/)^^= o.

Mais gg"uv= g'uëv \ et l'équation précédente détermine JL en fonc-
tion de g.

Faisant JL et ^l fonctions de ^ dans les équations du problème,
il vient

A' _ .V A_+_^A' i(l/
A^-^" ' — — A — — = ^ ^Î.=L,

d'où
L^^^Y^+^^L,

•-^^-•(^-^y.
A'Ainsi on a pou r— une équation du troisième ordre; les sur-

faces correspondantes sont isothermiques et les rayons de cour-
bure sont fonctions l'un de Paulre, en considérant u et v comme
les paramètres des lignes de courbure.
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8. Nous dirons qu'un système de coordonnées curvilignes sur
une surface est isométrique lorsqu'on choisissant convenablement
les paramètres de ces courbes, les coefficients du ds1 de la surface
sont fonctions d'un paramètre; et qu'une surface est isométrique
lorsque les lignes de courbure Formeront un système isométrique,
réservant le terme isothermique pour le cas où les coefficients
de du2 et dv2 sont égaux.

Étant donnée une surface isométrique, il y en a une infinité
d'autres ayant même représentation sphérique. Elles sont données
par les équations

B'""^01)' A" "^^^

a étant une fonction telle que les équations déterminant la repré-
sentation sphérique soient compatibles :

, A.'a y JL,̂  B' , i(l̂
cp(a)a,= -g- = y ^a;,=/(a)a,= -^,

^>=-^(P(a)a^^/(a)a-

Nous écartons les surfaces de révolution. On peut supposer
y (a) == i ; alors

^--/(^A ==o, B == A',

A = = ClAi+CîAs , B = C i A i - r - C 2 A / 2 ;

Ci, Ça constantes arbitraires et A < , Aa solutions particulières li-
néairement distinctes de l'équation A"—y(a)A== o.

Si cAo et i)l) sont des fonctions de a, on peut prendre <A> pour Ai ;
le groupe de surfaces est formé des surfaces homothétiques et
parallèles à l'une d'elles et de sphères ; on a les surfaces de Wein-
garten.

Pour qu'il y ait des surfaces isothermiques, il faut que f( r) soit
égal à ±i; alors A( == ^a, ^=e~~y•^ les valeurs correspondantes
de B sont A< et — As, en supposant V(a) == i. Les surfaces dont
les éléments linéaires sont e'^Çdu2 4- dv2), <?-2a(â?^2+ d^) ont
même représentation sphérique, et la correspondance établie
réalise une représentation conforme de l'une sur l'autre. Nous
aurons le théorème de Christoflel en montrant qu'il n'y a pas
d'autre couple de surfaces, les surfaces minime étant écartées,
jouissant de cette double propriété. Prenons pour variables u, v,



- 150 —

les paramètres des lignes de courbure de l'une des surfaces; les
lignes correspondantes sur l'autre surface sont rectangulaires et,
puisque leurs représentations sphérîques sont rectangulaires, elles
sont lignes de courbure, attendu que la surface n'est pas minima
(n° 3). Les ds2 des surfaces étant

P^du^+^d^, Aî^+B?^,
on a donc

A / A / tt' Tï1
v " I V ~W -"lit A i ^ A, ïî -1 -^D-B-^-B^ -A^^7 A , = + X A , B , = ± X B ,

d'où
A^==^A^-hAX^ B^=±(XB;,-+-BX;J;

faisant l^hypothèse Bi == — XB, il vient

A2X==cp(«) , BÎX.=<Î/(P),

après avoir intégré. Par un choix convenable de u et de t^, on aura
doncA^B2.

9. Si parmi les surfaces satisfaisant aux équations

PLV ^v \ Ba ^ ,. a iii l'-g-==-^-=À, -^=^=={i, ,1,̂  == - À,- ̂ ,

il y en a d'isothermiques, elles doivent admettre en A, B un sys-
tème de solutions de la forme A === ^«U, B === ̂ iV, U, V ne dé-
pendant respectivement que de M, v'^ on aura donc

. U , V /
^v^» ^==•^1^

d'où, pour déterminer U et V, l'équation

JÎ-^X - à. v.
'au U - ^^V"

Soit À ===: v^, [x = v^. On aura d'abord les surfaces isolhermiques
A===B===<?V ,A=== — B= e~^. Pour trouver les autres, s'il y en a,

il viendra en posant ̂ =x.,^ =y,



- 15i —
les signes supérieurs et inférieurs se correspondant. Soit

^=r/(^~/iW;
on peut prendre, h étant une constante arbitraire,

^= / (^ )+A=- , y =/(.) + A = ~ , ^^(^-^y^u ' Vv^+vy/
ou

/^==/(^)-+-/l== ç, v/Ç==/i(P)4-/l==^

/ 1 1 V»

•"•°te-A-) •
Supposons <sAo === ^L === [/{u) —f\ (^Y]01; les rayons de courbure

principaux de la surface dont le carré de Félérnent linéaire est

/ i ï y^ F du^ dv^ ~\
( 1 ) Vi+A"~/+A/ L(/+^2'+-(/l-^-^)2^
sont

(2) (/l+A)a(/4-^)a-+-lï (/i4-A)a+l(/4-ÀV

Or on connaît les valeurs possibles pour aL,f(u), /< (^).
Posons/( z^) === p,/ï (^)== pi ; la courbure (/:) de Fexpression

(,-P,)..(¥-ÎÎ)
est donnée par l'équation

^ _ 2(R~-R j ) _ ^-4- RI
a " (p-pi)2+2a (p_p^)i+2a'

On en conclut, si k est constant, ou une fonction de p, pi qui
devient une fonction holomorphe de p lorsqu'on remplace pi parp
(laissé indéterminé), que l'exposant a ne peut prendre que les
valeurs ^ et — ï . Pour k constant et

a ===-1, R= 7?^-^-7^p-^-/?p î-^-yp3, Ri= 7n-4-npi-h/?pî-4-ypî,

et
^k^-q

(DARBOUX, Leçons sur la Théorie des surfaces, IIIe Partie, p. a38).
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Pour k constant et a =--. — i , on a

R == m -+- 7i p -^-p p2, Ri ==/ni-l-/îpi-h/?p?
et

A: = mi— m.

Les expressions ( i ) et (2) deviennent

(^ ( I j v^r ^ ^ 1v / \pi4-A p + A / LR(P+^)1 (pi+^RiJ

( î ) (pl+A)a(p+^)a-^- l? (pt-+-A)a-H(p-+-A)a'

Pour a ==— i, les lignes de courbure sont des cercles ; on a donc
des cyclides de Dupin.

P o u r a = = = ^ , les lignes asjmptotiques ont une courbure nulle
[voir mon Mémoire Sur la théorie des surfaces (Annales de
l'École Normale, 1897)]; par suite, les surfaces sont du second
degré. Toutes ces surfaces ont même représentation sphérique,
dans Fun et Fautre cas.

10. Ce qui précède permet de simplifier notablement la démons-
tration du théorème de Lamé sur les systèmes triples, orthogonaux
et isothermes. Soit

^dt^îî^duî-+-Cïd^

le carré de Félément linéaire de l'espace; la surface v == const. a
pour équation

^-rc(^Ï^-

(voir le Mémoire cité plus haut). Donc les valeurs de Jl», zti) pour
A / Tl'

cette surface sont — —» — —; d^où Fon déduit les six équations

différentielles entre A, B, C. Soient

A==(^-M)a( ( / -Oa^, B==(M—P)a(<—M)a^ ,

C=:(p--<)a(<,_(,)a^;

il vient pour la surface v = const. :

_ (t-u)^V ^t-uy\ ^
f A O —— a ^- .P)a(p-^T Ï ^==-" (^-^(p-^aLJ-

T, U, V sont respectivement des fonctions de ^, //, c.
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Le carré de l'élément de la représentation sphérique a donc
pour expression

^ /_ __ _ ___Y \ dtî + duï 1\ v — t u — v ) | ( ^—<)2- îaTî • (M-p)2-îaUîJ

II en résulte d^bord a == ^ ou a == — i.
Pour a = 1, on doit pouvoir satisfaire aux équations

— v« _ v^ _
4(^-0 ~ pî 4(^-^) "" pn

dft __ d^ du1 __ ^p?
( ^ — ^ ) T 2 ~~ T"' ( a — p ) U 2 ~~ "Ri"'

R et R i ayant les valeurs suivantes :

/yi-+-^p-+-7)p2—4p3, /n+Tip^-t-^pj — 4 p f ;

on en déduit

i _ V* i _ V*
T< ~" I G ^ — Q S R ' U2 "" i 6 ( i / — P ) 3 R i *

Remplaçant p et pi parleurs valeurs, on voit que T2 et U2 doivent
être des polynômes du troisième degré à coefficients égaux et
par symétrie il en est de même de V2. Réciproquement, si T2, U2,
V2 sont des polynômes du troisième degré à coefficients égaux,
il viendra

B.[v..<v,y^(v.>.Q^(v.)-(^]^,

R=_4p3_(V2yp2-. j (V2/V2p-^(V2y / /vs

qui est bien de la forme voulue.
Pour a ==— i , on doit pouvoir satisfaire aux équations

i _ __i__ _ d^ _ d^
V ^ — ^ ) " ^ \(u--~V)~9lî (<—(, )4T2 "' "R"'

du^ do2

(M—P)^U» =~ R ' R=^-^P+7?p2, R^=^+i+^p^-+-^p5;

on en déduil
i i i l

V^R =: T2 ' ~ WÏÏi == U^ ;

d'où
n == p == o.
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U2, V2, ï2 sont des constantes et l'on a

T2==7/ZV2 , U2=—(w-hl)V2 , Tî-hl^-t-V^O

(DARBOUX, Leçons sur les systèmes orthogonaux, 1.1, n° 1S4).

H. Dans tous les cas, si les familles d'un système triple ortho-
gonal sont isothermes, on peut poser

A^QîQJ, B î=Q jQ 2 , C<=Q2QÎ ,

les fonctions Q, Q(, Qa étant indépendantes respectivement de £,
u, v. Aucune des fonctions Q ne peut être nulle; dans le cas où
leurs dérivées premières sont aussi différentes de o, où par con-
séquent Q dépend effectivement de ^, <^, Q< de t et de v, Qa de t
et de u, le carré de l'élément linéaire de l'espace peut se mettre
sous la forme

(t-uW^tWu-^ \ dtî + __duï—— + dvî 1 .^ U) ^ C ) {U V ) [(^^^^aT2^ (p-^auf (t^uy^y

et, par conséquent, l'analyse du numéro précédent termine com-
plètement la solution. Posons

Q=^, Qi=e'7*, Q2=^;

on a toujours les équations suivantes, qui se réduisent à deux :

qîu^tv^ y'îu^v -+-y'iv^uf

q'îtq'v = ^ î i ^ ' t v ^ - y ' v y'K»

g'u ^it=yu ^t-^^'H^îu^

9'ît yip^tt+ (l'îuïllv(l\t^ Q-

Si l'une des dérivées q ' est nulle, soit q^u'^ 0 P811' exemple. Les
équations précédentes donnent ^^.yy ===<>• L'hypothèse ç^==o
est traitée complètement dans le Mémoire cité plus haut. L'hypo-
thèse y^== o, conduit, par la permutation de t et de u^ à la forme
suivante de l'élément linéaire de l'espace

\]î V2 ^2 + Q2 ( duï H- dv1 ),

U étant une fonction de M, V de v et Q une fonction de u et de v.
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On a, entre les fonctions U, V, Q, les quatre équations

ir v u' y
uQ.+vQ^-u-vQ'

UVQ;,- irVQ;,=- U^VQ = UV'Q,
^/Q à^lO
~~r~ -+- —rr- =0'au àv^

On en déduit

UV+ VlT=o, U^—K^U, V^KSV,

K2 étant une constante. Puis

V^KÎV^KI, U / 2 = = — K 2 U 2 - + - K 2 ,

(K^-h KîV2)Q;, == KiUU'Q, (KlU2-+-K2V2)Q;,= KVV'Q,
Q == v / K a C K l U î + K î V î ) .

Posant RaKi U2 = p, K3K2V2 =— p i , on aura

^.-"•^-P.)(¥-^)
pour expression del^élément linéaire. Les surfaces correspondant
aux valeurs constantes de t sont des plans. Par suite, R et R|
(d'après le n° 9) sont des polynômes à coefficients égaux du se-
cond degré. Substituant dans les équations différentielles, on voit,
en outre, que le terme constant doit être nul . Ainsi

Rssap^ôp, Ri == ap?-h ôpi

( D A R U O U X , Leçons sur les systèmes orthogonaux^ n° 131).

12. Les formules d'Olinde Rodrigues et celles du n° 3 subsis-
tent pour les surfaces de Fespace à n dimensions lorsque les
lignes de courbure sont coordonnées.

Supposons x, y, ^, w fonctions des paramètres <, u, v des
lignes de courbure et prenons pour axes des Ç, ^, Ç, o> les tan-
gentes aux lignes de courbure et la normale à la surface. /, m, /i, p
étant les cosinus des angles de celte normale avec les axes, on a

( y2-^ mï+Ti2 -+-JD2 = o, lx\ 4- my\-\- nz't-\- p w ' t = o,
) lx^ + my'^ -4- n z^ -+- p w',, == o, I x ' y -+- my'y -4- n 4 -h p w'i =•= o,
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puis

^t^-^y\yu-^z'tZ\,-^w\w^^ o, a^a^-4-. ....................=o,
x^x't^-... .................= o, /a?^ 4- my'^-^nz'uv-^-pw'uv = o,

(•2) Ix^t 4 - . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . == o, /a"^ -h . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . =o,

Ç==A<4- $2 -+•..., Ï] = BM4-TÎ2 4-...,- Ç== CP4-Ç2-4- . . . ,

tri == -^(aÇ^ 6ï)24-CÇ2 ) 4-0)3 4-.. .,

en posant

A = y^2 4-^;2 -t- 2(2 4- Wf2, B =/^-h..., G =/.r^-t-...,
aA2= ^^4- wy(t+ /i^îî+pw^, ^BÎ=/.y^, +..., cC2^ Z^, -+-...,

En dérivant les équations (i) par rapport à /, et tenant compte
des équations (2), il vient

ll't -h rnm't -+- nn't + ppf = o,

^t ^i "4~ ̂  ̂ t "̂  ̂  ̂ i + ̂ tP't == — A2 a,
^ l't -*- ̂ ^ ̂  -^ z'u n't + w^^ == o,
X'y l'f + . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .= 0.

Multipliant la première de ces dernières équations par /, la se-
x ' . • x ' . x 'conde par -~» la troisième par —? la quatrième par —9 on a

/( 4- CLX\ == 0,

^+$+'^+ fêtant égal a i .

De même

m\ 4- ct,y\ == o, n< -4- az\ == o. JD^ 4- a w\ •==. o.

On a donc
V 4- m'^ 4- /î  4- 7?;1 == A2 a» = eXo2,

^2 + w;2 -+- ^;2 +/42 = B2^2 == 1)1»,
^2 4- mV 4- /ip2 4-^2 = Csc2 == C2.

(.I)2 rf^2 4- Vb2 rf^2 4- C2^2 représente le carré de l'élément de
ce qu^on peut appeler la représenta lion sphérique de la surface.
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Dérivant, par rapport à u, les valeurs de Ao, A, il vient

AA;, = x\x'[^ y'ty'tu,-^- ̂ L+ w\w"t^
(JlxsAt)^ == l\ l'tu -4- ............. •+- p'i p'iu '

Mais de l^ -\- bx^= o, on tire

l'm -h bx'iu 4- b\x'u = o ;
d'où l'on déduit

JLJlo^ ==-¥- ab^x'tX^ +...)==-(- ab AA^.
Ainsi

Jl>;, €;, / ^ ^( C; cA. Jloî, ^^ 0
Ai;= =C;=+^= =B-? B^C^^A- A ; - = = A ^ = + C = C

Ces équationsdilBTérentielles pour être compatibles exigent les
conditions

/A,y A,C; ,_ / B , V B ; A , /C,y C . A , _
\ B / , 'C'Ï-0' V ' C A - A C ' ' \ 'BA"A B -01

lorsqu'on considère les fonctions Jlo, i)îî, C comme inconnues; on
a évidemment les relations analogues en (A), iHï, ©; elles sont iden-
tiques à trois des six relations indiquées dans le n° 10 de mon Mé-
moire de 1897. Ainsi ^a2 dt2-^r ̂  du2-\-Q dvî représentant le
carré de l'élément linéaire de la sphère, les six équations écrites
plus haut donneront les coefficients de l'élément linéaire des sur-
faces admettant la représentation sphérique donnée.

13. Les équations des lignes géodésiques de la surface
/(.r,y, ^, w) == o peuvent s'écrire

x" _ y " _ z" _ w' __ .
fx fy fz Jw

avec les conditions

^2 _t.yî + ̂ 2 + w'î = ̂  f'^ _+-^y ̂  z'-^-f^ w1 = o,

l'arc s de la courbe étant la variable indépendante. Dérivant la
dernière équation, il vient, pour déterminera,

lA^/y^/^+pyl^+^^/.+y^/y+^^/.+^^^o.



— 158 —

En un point ordinaire, l'équation de la surface peut s'écrire, en
prenant pour axe des w la normale,

w = w<i 4- w/3 -h... + Wn. -+-...,

Wn étant une fonction homogène de degré n de .r, y, ^, et Fon
pourra supposer (pa = -| (a .2-2 4- by2 + c^?2), en prenant pour axes
les directions principales de la surface, quelle ait ou non des
lignes de courbure coordonnées. Les équations des lignes géodé-
siques deviennent

^ ^ y " _ ^ __ ^ ^.
^2^.4-... W^-h... w^-+-... — I ^ )

\ 2. F àwy /àwY /àw\ï~\
X i + ( , — ) - ^ ( — ) - ^ ( — )

L \àx / \ày j \àz) J
, d àw , û? <)w d àw

+x d•.àx^y ~ds•ày^z ds-àz^0'
Soient

x = a^ + aas2^.. .-t- a,, 5" -+-...,

y=P^-t- p2^-l-...-4- P,,^-+-...,

^ == Y 5—1- yg 52 4_ ̂  ^ _^_ Y^ ̂ rt _^_ ̂  ,

les équations d\ine ligne géodésique passant par Porigine; on
aura

a2 4-[32 d-y2 = i,
X ===— 2W2(a, P»T)-+-. . . ,

^ = — 2 5 W 2 ( a , p , Y ) w ^ - 4 - - - - »
par suite,

^ =a5--}53W2(a,P, Y)w2a-+-.. . ,

y = ?5—i-53w2(a, P,T)W^4-...,

^ = ï 5 —i- 5 3 w 2(a ,P,Y)w2Y4- . . . ;
w=sîWî(ï, P,Y)4-.. . ,

5 restant constant, donnons à a, j3, Y les accroissements infini-
ment petits 5a, Sp, Sy, satisfaisant à la condition

a 8a •+- ? o? 4- y SY = o ;
on trouvera

Sa'2 _,_ Sy2 4- $^2 ̂  $(yî = ̂ (Sa2 4- 8p2 4- ôy2)

-r- Ç [(^)2—4 w^a, p,Y)^(8a, ê?, Sy)]-+-....
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Le coefficient de s^ ne reste constant sous la seule condition
Sa2 + 8jî2 + 8y2 constant, ainsi que s, que si w^ est un carré par-
fait, auquel cas il est nul ou si ^2 == a^x^-^y2-^ z2). Ainsi, pour
qu'un triangle géodésique puisse être déplacé sur la surface sans
déformation, il faut que les courbures principales de la surface en
un point quelconque soient égales à une même constante, et, par
suite, la surface est une sphère, puisque les formules d'Olinde
Rodrigues subsistent; si, en outre, un triangle géodésique reste
semblable à lui-même quand on réduit ses côtés dans un rapport
constant, la surface est applicable sur Fespace euclidien à trois
dimensions.


