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MEMOIRES ET COMMUNICATIONS.

SUR LA TREORIE DES SURFACES;
Par M. A. PeLrET.

Ce Mémoire fait suite a celui qui a paru dans les Annales de
U’Ecole Normale en septembre 1897. La méthode que j'expose
permet de simplifier la théorie des surfaces ayant méme représen-
tation sphérique, en particulier celle des surfaces de Weingarten,
le théoréme de Christoffel et celui de Lamé sur les systémes
triples, orthogonaux et isothermes. J’y donne aussi un résultat
complétement nouveau, 'expression générale de I’élément linéaire
des surfaces applicables sur une surface de révolution, lorsque les
coefficients de cet élément sont des fonctions de la courbure de la
surface.

1. La courbure totale de I’expression
E du+ 2F du dv + G dv?

est un invariant, quelles que soient les fonctions E, F, G; si on
les multiplie par une fonction f(¢), © étant une fonction de u et
de ¢, la courbure totale de la nouvelle expression est un inva-
riant. Développant I’expression de cette courbure totale, les coef-
ficients des diverses puissances de f et de ses dérivées par rapport
a ¢ seront donc des invariants. On arrive aiosi facilement aux
invariants de M. Beltrami. Dans le cas ol

E=G=o,
la courbure totale, K, a pour expression

1 02

F ouo¢ F.
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La courbure totale de I'expression

2f(¢)F du dv

$- 5 -5(5)

Les invariants de M. Beltrami sont

est donc égale a

n
Qo

Ag?_—_—?, Al(Pz

“+ 29, 9, .
IO

b

etl’on a
K = AglF.

Dans le cas général, les termes contenant des dérivées secondes
dans K sont

1 ” | I 1
s (P = 5 B — 5 G

on en déduit immédiatement pour les termes conlenant les déri-
vées secondes de ¢ dans A, 0 :

1 ” ! n 1 ”n
m (F?I’W— 5 E Por— '2' G (Pu’) .

D’aprés I'expression de A, o dans le cas o E et G sont nuls,

on a )
Ay p=o,

pour les fonctions o satisfaisant aux équations

(1) Ti @+ 9y =0, Iri@,+ ¢,=0,

ry et r, étant les racines de I’équation
Ert+oFr+G=o.

Cela détermine les autres termes de A, ¢, et 'on voit que

pom L O(E LGN 1 0(F E
W= ou\EY T 0 %) o o\ T ﬁ‘“)‘
En effet, pour les solutions des équations (1), on a

F G B .y F :[—E :' S on’
(2) ﬁ?:}_‘ﬁ?n='—l?w Lu—‘izf?u;

de sorte que A, v est nul.
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Désignons par « une solution de la premiére des équations (1)
ct par § une solution de la seconde. On aura

E dut+ 2F dudo + G dor = Ej"é,"lﬁ
u n

et, par suile, la courbure totale a pour valeur

E ’ 9 LA
Azlm ——AglE—Aglﬂu—A lpu-—- K.

Mais, en dérivant les équations (2) par rapporta u, on a

Fal,— Ga,

__i!lgu_‘_ E',,_‘_E"
Ha, al, H/, '7\H/.,
Fa,:—Ea/, ar,

s (BY(E),
Hz, =~ ‘o H). n).™
et les équations analogues pour (3. Ajoutant, il vient

Mgl B, = 1 0 EG,—FF,—HH,

I
fH ou HE +

H

o FE,—F,E
v EH ’
et, pour la courbure totale,

_ 1 /9 FE,—EG,
= (52

0 —FE,—EE,+ 2F,E
ou —EH o HE

Par symétrie,
K— L (9 FG,—EG 0 — FG,— GG, + 2F,G
‘?ﬁ(% GH T o HG ’

d’ou, en ajoutant ces expressions différentes,

=il (). ('5).~(w).( >]

F;—G;,,+; o F,—
H 2H o H

+

9
Ju

L’invariant du premier ordre A, ¢ se calcule avec facilité direc-
tement dans le cas général et I’'on a

E 92— 2F 9, ¢, + G 9,2
| . ME= TG T '
On a posé
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(). (5).~ (1), (5).] = [ (5). (5).~ (). (0).]
=& (w). (7).~ (0). (7).}

De sorte que I'expression de la courbure totale peut encore se
mettre sous la forme

1 [/G\ /EY /G /E\

k= (). (5).~ (7). (). ]
(L F,—G, o F,—E,

2H \ ou H ‘T H )

-+

2. Lorsque Edu?+ 2F du dv + G do2 estle carré de I'élément
linéaire d’une surface applicable sur une surface de révolution, la
courbure totale de I’expression

S(K)Y(E du?+ 2F du dv + G dv?)

est une fonction de K, quelle que soit la fonction f(K) et réci-
proquement.
Ainsi, pour que 'expression

A2(dut+ g2dv?)

soit le carré de 1'élément linéaire d’une surface de révolution,
A étant une fonction de g ainsi que la courbure totale, il faut et
il suffit que les équations suivantes soient satisfaites :

) gl+grgt=2P,
(2) Eu=mg,
1\ I
3 ) =nz—
3 (5')9’ " g,

P, m, n étant des fonctions de g.

En dérivant 'équation (1), on obtient deux équations entre les
dérivées secondes de g, qui, pour étre compatibles avec les équa-
tions (2) et (3), exigent qu’on ait

&282(migt—n2g?—a2P' g +6P)—2(4P—P' g—nig?)P =o.

Cette équation détermine g, et g est une fonction de pu + gv
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(p et ¢ constants), & moins que

2P =n2g?+m2ge, P'= ng +2m?g3;
alors

(4) gé’z"w=g;¢é"u-

Les équations (1), (2), (3), (4) montrent d’abord que m et n
sont conslants; si aucune des quantités m, n n’est nulle, on a

g = ne <Cemu+ C’e~mu>2 DD'.

- ;i I)e’“’——}- D,e“"" C(:j ’
si 'une est nulle, m par exemple, on a

4DDyn2u?

R A
- (Denv+ Dye—nv)?

Pour que 2F dudy soit le ds? d’une surface de révolution,
F étant fonction de la courbure, il faut que F soit une fonction
de mu + ne, m et n étant constants. En effet, on doit-avoir

Fu=f(F) et F,F,=fi(F);

fiF’l,U‘_fF:LF’V= 05

d’on

ce qui donne
F=9¢(U+YV),
etl’on reconnait que les fonctions U et V doivent étre du premier

degré.

3. Supposons F=o, et remplacons E et G par A? et B2. La
surface étant rapportée au systéme d’axes rectangulaires formé
par les tangentes aux lignes coordonnées et la normale a la surface
au point (u, v), ona

, B
t = Au+i—(A,’,u’+ 2ALwy — XB;,v’> + 8+ L,

I AA;
7, = Bv +; (—" ——B-V'Jz-FZB,"DV - B:,V’>+'F]3+...+7]k+...,

{= :—:(a?—{— 2¢kn +002)+ L+ oL ten 0y

v, v désignant les accroissements des paramétres u, ¢; &, i des
fonctions entiéres et homogénes de degré k de v, v, et {4 une
fonction de méme nature en &, .

Les cosinus des angles de la normale & la surface au point vy
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avec les axes des £, 7, { sont proportionnels &
at+cm, ct+by, —i1,

ce qui donne, pour le carré de I’¢1ément linéaire de la représenta-
tion sphérique,

(a?+ c?)A2dut+ (b2 + c?)B2do2+ 2¢(b + a)AB du do.
On a les équations différentielles

Aa,+(a—b)A, =Bc,+2¢B),
Bb, +(b—a)B,=Ac,+ 2cA),.

Si ¢ = o, auquel cas u et ¢ sont les paramétres des lignes de
courbure, posons
Aa:Jl.,, Bb:’ll'o;
il vient
A, Qo

B;, b,
™ B-w =" AR

AT R W
I'élément linéaire de lareprésentation sphérique a pour expression

A2 dut + b2 de?,
etl'on a

(2) Joth = — (A, + pl).

Supposons données les valeurs de A et w. Pour qu'il y ait des
surfaces correspondantes il faut que les équations (1) et (2) aient
au moins un systéme de solutions en &, Wb. Alors, si ce systéme
de solutions o, V5 est unique, a chaque systéme de valeurs A, B
solutions des équations (1) correspond une surface admettant les
lignes w« et ¢ pour lignes de courbure, A?du?® -+ B2do? pour élé-

ment linéaire, pour courbures principales. Si les équa-

A b
A’ B
tions (1) et (2) admettent plusieurs systémes de solutions en o, Wb,
A2du? 4+ B2do? sera le carré de 1’élément linéaire d’autant de
surfaces admettant u et ¢ pour lignes de courbure qu’il y a de ces
solutions s, ¥b; dans le cas ou A, B est un systéme de solutions
des équations (1) et (2), la surface est a courbure totale constante.
Ainsi, lorsque deux surfaces sont applicables I'une sur 'autre avec
conservation des lignes de courbure, il y a des surfaces a courbure
constanlte ayant méme représentation sphérique que chacune
d’elles et réciproquement.
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4. Soit A =o0. Les courbes ¢ = const. sont géodésiques sur
les surfaces et leurs représentations sphériques, o,

[4
On a

’
= A, =o.

B! b/
- = u—‘;: =p, Wb =—p.

L’élimination de W conduit a I'équation

’
"m ©

— Bour =+ Bup ) = P—L .

J ne dépendant que de u, on voit que w doit étre de la forme
ViU + Vo U+ U3.y

les U n’étant fonctions que de wu, et V de ¢. Si les fonctions
U,, U, sont distinctes, la fonction & est déterminée; mais, si 'une
d’elles est nulle, U, par exemple, & doit seulement satisfaire a
I’équation

Qo

— Uje+ Uy

12

= U‘o)‘a)

& contient donc une constante arbitraire, et 'on a les surfaces
moulures de Bour (Darsoux, Legons sur la Théorie générale
des surfaces, t. 1, n° 87).

Supposons qu’aucune des deux familles de lignes de courbure
ne soit formée de.lignes géodésiques. Si les équations (1) et (2)
ont plusieurs systémes de -solutions en o, ¥5, il y a au moins une
surface & courbure totale constante autre quela sphére conduisant
a ces valeurs de A et . Pour cette surface, les courbures princi-
pales a et b sont fonclions I'une de Pautre, et en choisissant con-
venablement u et ¢, il en est de méme de A, B, &, 9. Choisissons
le paramétre de maniére que

A =a, p=f(a)a,.
Les valeurs de A, B, fonctions de ce paramétre, sont données
par les équations
(3) A'—f(a)A=o0, B=A,
les accents indiquant les dérivées par rapport a a. Et pour &, Wb

on aura, en outre, 1’équation

(3) Rt = — [l + f (2)2fa+ f'(2) 2:2].



— 145 —
Par hypothése, on a

LAA'+ NA'= o,
L et N étant des constantes. D’ou
LA+ NA?=P,
P étant une nouvelle constante; puis

T AN rany
Fia; (LA'AT+ NAW) = o,

d'ou
LA+ N2 = P,

P, constant. On en déduit
Pf(a)+ Py=o0.

Ainsi f(a)est une constanle qu’'on peut prendre égale a 1. Et,
d’aprés ’équation (3'), o doit satisfaire & une équation de la
forme

e — K2e—20 = — (ar. + aj,).

a satisfaisant & cette équation, les équations

oo . Wb, , "

T AL
admettent bien les deux systémes de solutions (O. Boxner, Jour-
nal de U'Ecole Polytechnique, année 1867)

Mo = ext Ke-2, W = exrx Ke-2.

5. Les formules (3) et (3') définissent toutes les surfaces non
de révolution pour lesquelles les rayons de courbure principaux
sont fonctions 'un de I'autre, surfaces de Weingarten. Lorsque
cette relation est de la forme

LR]R;*‘I— 2M(Rg+ R2)+N=0,

R,, R, étant les rayons de courbure principaux; L, M, N des

constantes, on est conduit, par un calcul identique a celui du

numéro précédent, a une constante pour f(a). Les équations (3)
XXVI. 10
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deviennent
A"—A=o0, B=A"

en donnant a cette constante la valeur 1.
Prenons d’abord & = e*=1b; a doil satisfaire & I'équation
qu’on sait intégrer
eW=— a’, — a,.
On a
A=Cer+ Cye1, B=Cex—Cje2,
I

=R1= C+C18_21, Rg:b

= C —_ C,e—’“,

Y e

C, G, étant des constantes arbitraires. En s’appuyant sur les (or-
mules de Rodrigues, on en déduit facilement les formules de
Weierstrass pour les surfaces minima, qui correspondent a la
valeur C = o.

Dans le cas général

oo = e*+ Ke—2, Y = e*— Ke—2,

2% — K2e2 = —qa’s— a,,

K étant une constante différente de o.
A=CJL;+C,'I}!>, B:A’:CU!)—FCie}lo,
1

1 '\ﬁ) o}lo
E:R,:C—O—C[x) Z_R’=C+C"IE’

(Ri— C){Ry,—C)=C? ou Ciab=(Ca—1)(Cb—1).
La courbure totale est constante pour C = o, et pour C==+C,,

. 1
la courbure moyenne est constante et égale a ¢ =a+ b. Dans

ce dernier cas
A=B= 2C,e°‘,
ou
A=—B=—2K(Cje—2;

les surfaces correspondantes sont donc isothermiques.

6. Parmi les surfaces de Weingarten se trouvent les hélicoides,
surfaces engendrées par une courbe animée d’'un mouvement de
rotation autour d’une droite et de translation parallélement a
cette droite, le rapport des vitesses dans les deux mouvements
élant constant. Chaque point de la courbe génératrice engendre
une hélice; les rayons de courbure principaux de la surface sont
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égaux le long de cetle hélice, et, par suite, pour un point quel-
conque de la surface, sont fonctions d’un seul paramétre («); de
plus, les sections principales de la surface en un point de cette
hélice font un angle constant avec la tangente a 'hélice. De cette
derniére propriété il résulte que le paramétre a est une fonction
de pu + gv, p et q étant des constantes, u et v les paramétres des
lignes de courbure convenablement choisis.

En effet, les hélices correspondent aux valeurs conslantes du
paramétre «; la tangente de l'angle qu’elles font avec les lignes
Aa,

7
Ba,

de courbure est donc égale 4 — ; d’ott une équation de la

forme
ay,+ F(x)a;, =o.

Mais, d’aprés les équations (3) du n° 3,
ap+ fa)aa+ 1" (a) 22 = — Jovb = F ().
De la premiére on tire
vF(a)—u=9(a),
® étant une fonction arbitraire. D’ou

WF —¢')a,—1=0, (vF'—¢"Ya,+F(a) =o,
(0F — ¢ )ala+ a2 (0 F'— ¢") = o,
(vF'—¢") s+ 22 (¢vF'— ") + F'(a)a, = o.

Substituant dans la seconde, on obtient une relation entre « et
¢ qui doit se réduire & une identité. Les termes du troisi¢me de-
gré en v sont contenus dans F,(vF'— 9')3; Fi = — &, n’élant
pas nul, il faut que F’ soit nul. Réciproquement si « et ¢ étant
les paramétres des lignes de courbure, les coefficients du ds? de
la surface sont fonctions de pu + ¢v, la surface est un hélicoide.
Ces propositions, dues 2 O. Bonnet, ont été établies d’une autre
maniére par M. Raffy (Bulletin de la Société mathématique,

1897).
7. Les hélicoides sont applicables sur une surface de révolu-

tion, théoréme de Bour; mais ce ne sont pas les seules surfaces
de Weingarten jouissant de cette propriété. D’aprés le n° 2, le
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ds® de ces surfaces est de la forme
A2 (du+ grdve?),

&2 ayant I'une des valeurs

n® cos?(mu—+ p) n?u?
m? cos?(nv +q) ’ cos?(nv+q)

Pour que u, ¢ soient les paramétres des lignes de courbure, il
faut que les équations suivantes soient compatibles :
Ag, A,  Ag+A W,

—_— -

Ag W’ A =R

’

Mo = m2g + 2%m’g’+ (—‘:—) (n2+mig?)g=1L.

De ces équations on déduit en premier lieu que o, ¥ sont fonc-
tions de g. En effet, par élimination de v, on a

eR”"’z.fl(g’ ) g J\ﬂ;t:f(g’ Qo) &us

d’oli, en égalant la dérivée par rapport 4 u de la premiére expres-
sion a la dérivée par rapport a ¢ de la seconde,

(f=S) 8w+ (fe+IpS1—fig— FipS)8ugo=0.

Mais gg', = gu.8,; et 'équation précédente détermine & en fonc-
tion de g.
Faisant & et ¥ fonctions de g dans les équations du probléme,

il vient
:A _ :)}-; A_+Kg_A_’ - % Aoth = L,
d’ou
Vo a AN g K

’

Ainsi on a pour'x une équation du troisi¢éme ordre; les sur-

faces correspondantes sont isothermiques et les rayons de cour-
bure sont fonctions 'un de 'autre, en considérant u et ¢y comme
les paramétres des lignes de courbure.
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8. Nous dirons qu'un systéme de coordonnées curvilignes sur
une surface est isométrique lorsqu’en choisissant convenablement
les paramétres de ces courbes, les coefficients du ds? de la surface
sont fonctions d’un paramétre; et qu’une surface est isométrique
lorsque les lignes de courbure formeront un systéme isométrique,
réservant le terme isothermique pour le cas ou les coefficients
de du? et dv? sont égaux.

Etant donnée une surface isométrique, il y en a une infinité
d’autres ayant méme représentation sphérique. Elles sont données
par les équations

’ [

F=e@, 2 =j,

a étant une fonction telle que les équations déterminant la repré-
sentation sphérique soient compatibles :

. A, B ;A
?(I)Qt’:'Tu:,U_;’ K’au=f(a)au=-cjt)

9 .0 ,
Aoty = — (-’;cp(a)a,.——a—u-f(a)au.

Nous écartons les surfaces de révolution. On peut supposer

[ =1, lors
?(a) haor A"— f(a)A = o, B = A,

A:CjAl—FCgAg, B:CIA,t_i—CQA;;

C,, C; constantes arbitraires et A,, A, solutions particuliéres li-
néairement distinctes de I'équation A" — f(a) A = o.

Si & et W5 sont des fonctions de «, on peut prendre J pour A, ;
le groupe de surfaces est formé des surfaces homothétiques ct
paralléles a 'une d’elles et de sphéres; on a les surfaces de Wein-
garten.

Pour qu'il y ait des surfaces isothermiques, il faut que f( z) soit
égal & *=1; alors A, = e*, Ay;=¢7%, les valeurs correspondantes
de B sont A, et — A,, en supposant f(a) =1. Les surfaces dont
les éléments linéaires sont e2*(du? + dv?), e~2*(du®+ do?) ont
méme représentation sphérique, et la correspondance établie
réalise une représentation conforme de 'une sur I'autre. Nous
aurons le théoréme de Christoffel en montrant qu’il n’y a pas
d’autre couple de surfaces, les surfaces minima étant écartées,
jouissant de cette double propriété. Prenons pour variables «, ¢,
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les paramétres des lignes de courbure de I'une des surfaces; les
lignes correspondantes sur l'autre surface sont rectangulaires et,
puisque leurs représentations sphériques sont rectangulaires, elles

sont lignes de courbure, attendu que la surface n’est pas minima
(n° 3). Les ds? des surfaces étant

Ardu?+ B2de?,  Ajdu?-+ Bido?,

on a donc

’ 1 B’ l.

%:%'T", T":BT;T“, A=-A, B,=:)B,
d’on

Aly=XA,+A),, Bi,==x=(AB,+Bl,);
faisant ’hypothése B, = — AB, il vient
Afd=¢(u), BA=1{(v)
aprés avoir intégré. Par un choix convenable de u« et de ¢, on aura
donc A2=B2.
9. Si parmi les surfaces satisfaisant aux équations

Ay dy B, W,

Bow =0 AT ok Ah=—d—w,

il y en a d’isothermiques, elles doivent admettre en A, B un sys-
téme de solutions de la forme A =¢e“U, B=¢e"V, U, V ne dé-
pendant respectivement que de u, ¢; on aura donc

—_ ! _— 2
L= gVie k= Vius

\Y U
d’odr, pour déterminer U et V, I'équation
9,V _ 9 U
w"T = otV
Soit A=1yv,, p =v,. On aura d’abord les surfaces isothermiques
A =B=¢", A=— B =¢". Pour trouver les autres, s'il y en a,

. . I I
il viendra en posant TG=%nm =

z ., Sy
' v B ’
\;”,—_=\/;v],, V|x-—‘/;".m

. 1 =+ exw
295, (2 —y) —vp+vy=o, A =e—, B

Jz e

I
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les signes supérieurs et inférieurs se correspondant. Soit

ev=[f(u)—/fi()]*%;
on peut prendre, & étant une constante arbitraire,

. 4 —‘_ =\ =
x:f(u)+h=—[%, y:fl(v)_p/;,:‘%, e;kv‘=(:;w_+\§z> 5
z+=vVy
ou
! 1

J;;ﬂw+h=ﬁ, Vv=filv)+h=g

\
(5"

Supposons b = =[ f(z) — fi(v)]*; les rayons de courbure
principaux de la surface dont le carré de ’élément linéaire est

I v\ 22 du? do?
(t) (ﬁ+h*f+h) Lf+hF+Xﬂ+hP}
sont

(2)

1 1
(fi+ R f+ )2+ (fi+ k1 (f+ h)*

Or on connait les valeurs possibles pour a, f(u), fi(v).
Posons f(u) = p, fi(v)="pi; la courbure (k) de 'expression

do?  dp?
(P _— pl)ia <..I{_. — T{T)
est donnée par 1’équation

2k 2(R—R,) R’ + R}

@ T (p—p)ria (p—pp)tre

On en conclut, si k est constant, ou une fonction de p, 5, qui
devient une fonction holomorphe de o lorsqu’on remplace p, parp
(laissé indéterminé), que I'exposant « ne peut prendre que les
valeurs § et — 1. Pour % constant et

a=41, R=m+ np—+ppr+ qp3, Ry= m—+ np,+ pp} + qp},

et
bk =—

(Darsousx, Legons sur la Théorie des surfaces, 1I1° Partie, p. 238).
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Pour k constant et 2 ==—1, ona
R=m+np—s—ppi, R‘=m1+npl+p9}
et

=my—m.

Les expressions (1) et (2) deviennent

, ( . )’1[ dp* - dp}
" p1+h p+h R(p+ h)? (p;+h)=R,]’

' I I
(2" (pi+R)a(p+ hy*i’ (o + Rya+i(p+ h)a

Pour a =— 1, les lignes de courbure sont des cercles; on a donc
des cyclides de Dupin.

Pour a =4, les lignes asymptotiques ont une courbure nulle
[voir mon Mémoire Sur la théorie des surfaces (Annales de
{’Ecole Normale, 1897)]; par suite, les surfaces sont du second
degré. Toutes ces surfaces ont méme représentation sphérique,
dans 'un et l'autre cas.

10. Ce qui précéde permet de simplifier notablement la démons-
tration du théoréme de Lamé sur les systémes.triples, orthogonaux

et isothermes. Soit
A2det 4+ B2du?+ C2do?

le carré de I’élément linéaire de I'espace; la surface v = const. a
pour équation
c —— __l.. .éé El s E,f 2 ) 4
2C A - B _}’ cee

(voir le Mémoire cité plus haat). Donc les valeurs de &, 1 pour

!
v

A B . . ., .
cette surface sont — o E"; d’ou I'on déduit les six équations

différentielles entre A, B, C. Soient

A=(t—-u)“(v—t)“-,'f, B=(u—v)“(t—u)“{j,
C=:(v—t)1(u—v)“l;
il vient pour la surface v = const. :

(t —u)rV

a(t— u)*V
(u—=v)x(v—¢) T’

b ERCEDICEDL

b =

T, U, V sont respectivement des fonctions de ¢, u, «.
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Le carré de I'élément de la représentation sphérique a donc
pour expression

1V1 o 20 der + du? .
’ <_ v—t u—-v) [(o—t)’-’“T* (u — )22

Il en résulte d’abord a =4 ou a = —1.
Pour o =, on doit pouvoir satisfaire aux équations

— V2 )
=0~ fu—e " Fv
de? __dp? du? __dp_i

v—=5Tt~ R’ (u—v)Ut ~ R’

R et R, ayant les valeurs suivantes :

m+np—+ppt—4p,  mA4npi+ppi—dpl;
on en déduit

1 \Al 1 &

Tt~ 16(v — 3R’ Uz~ 16(u—v)3R,
Remplacant p et p, par leurs valeurs, on voit que T2 et U? doivent
étre des polynémes du troisiéme degré a coefficients égaux et
par symétrie il en est de méme de V2. Réciproquement, si T2, U2,
V2 sont des polyndmes du troisiéme degré a coefficients égaux,
il viendra

, V2 " V22 ” V2\37 — 403
R=[V2+(V’)4—P+-;(V2) (ZF) + §(V2) <4—é> ]—v“,i,

— . "o _l_ (AT . ; 7
R = 493 (VZ) Pz 8(V2)\ip G.IG(V2) V‘J

qui est bien de la forme voulue.

Pour a = — 1, on doit pouvoir satisfaire aux équations
1 _ v d? _dg?
V(l——v)-'P’ Vu—v)  Pv (t—v)pTt~ R’
du? do?
m =— —%, R=m+np+ppe, Ri=m+14+np+ ppi;

on en déduil
L 1

V2R

)

~ ViR, ~ U

b

2
T2

d’ou
n=p=o,
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U2, V2, T2 sont des constantes et I’on a
T2= mV?, Ut=—(m+1) V2 T2+ U2+ V2=0
(DarBoux, Legons sur les systémes orthogonauz, t. 1, n° 154).

11. Dans tous les cas, si les familles d’un systéme triple ortho-
gonal sont isothermes, on peut poser

AM=Qi1Q)  B=QiQ,  C=QiqQi,

les fonctions Q, Q,, Q. étant indépendantes respectivement de ¢,
, v. Aucune des fonctions Q ne peut étre nulle; dans le cas ou
leurs dérivées premiéres sont aussi différentes de o, oa par con-
séquent Q dépend effectivement de u, ¢, Q, de z et de v, Q, de ¢
et de u, le carré de I'élément linéaire de ’espace peut se mettre
sous la forme

(t—uya(v—t)22(u—o)a [ as du? dv? ]’

(u—v)aT2 + (v = 7)1 U2 =+ (t—u)aVve

et, par conséquent, I'analyse du numéro précédent termine com-
plétement la solution. Posons

Q = e?, Qi = e‘l:, Q,: e,

on a toujours les équations suivantes, qui se réduisent a deux :

920910 =q2u90 + q109us
9290 =92 J1v+ 90 9o
Gu 91t=qu 92+ 911920
91910 9u + 92901 =0
Si I'une des dérivées ¢’ est nulle, soit g5, = o par exemple. Les
équations précédentes donnent ¢, g, = o. L’hypothése ¢|,=o
est traitée complétement dans le Mémoire cité plus haut. L’hypo-

thése ¢, = o, conduit, par la permutation de ¢ et de u, & la forme
suivante de ’élément linéaire de I'espace

U?2V2 dit + Q2(du? + dv?),

U étant une fonction de %, V. de v et Q une fonction de u et de ¢.
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On a, entre les fonctions U, V, Q, les quatre équations
v, v . UV
'ﬁQv"‘VQu: T _\TQ’
UV Q,—U'VQ,=—U"VQ=UV'Q,

NUQ  921Q
ou ot T °

On en déduit
UV 4 VU" =o, U’ =—K?2U, V'=K?V,
K2 étant une constante. Puis

V2= K2V:+ K, Ut = — K2 U2 +K,,
(K U2+ K3 V1) Q, = K, UU'Q, (K, U?+K,V)Q, =KVV'Q,
Q= VK;(K,U? + K, V?).

Posant K; K U2 =75, K;K,V2=—,, on aura
dp? dp?
pp,dnq—(p—pa)(rp——l%’)

pour expression de l'élément linéaire. Les surfaces correspondant
aux valeurs constantes de ¢ sont des plans. Par suite, R et R,
(d’aprés le n°9) sont des polynémes a coefficients égaux du se-
cond degré. Substituant dans les équations différentielles, on voit,

en outre, que le terme constant doit étre nul. Ainsi
R=ap*+bp, Ry =ap?+bp,
(Darsoux, Lecons sur les systémes orthogonaux, n° 151).

12. Les formules d’Olinde Rodrigues et celles du n° 3 subsis-
tent pour les surfaces de I'espace 4 n dimensions lorsque les
lignes de courbure sont coordonnées.

Supposons x, y, 5, w fonctions des paramétres ¢, u, v des
lignes de courbure et prenons pour axes des &, 7, {, w les tan-
gentes aux lignes de courbure etlanormale a la surface. I, m, n, p
étant les cosinus des angles de cette normale avec les axes, on a

B4+ m2+ n?+pt=o, lzy +my,+nz;+pw,=o,
Az, +my,+n3,+pw, =o, lo), 4+ my, + nz,+pw,=o,

(1)
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puis
? o o ) ' o 1o
Xy Zy~+ YiVu—+ 38, +wiw, = o, BTy vveiineeananns e =0,
A =o, loy, +~my,,~+ nzy,,+pw,, =o,
o " — —
(2) &) +eeiiiiiiiiinaiii=o0, Izl +eevvieininn. R

E=At+ty+..., n=Bu+n+...,- (=Co+la+...,
w=1alP+bn?+c?) +w;+...,
en posant

A =224yt 42w B =yz2+..., C =yz2+..,

al2=lzh+ myp+ nazp+pwh, bB =1z, +..., cC=lz)+...,

En dérivant les équations (1) par rapport a ¢, et tenant compte
des équations (2), il vient

i, +mm;+nny, + pp; =o,

Zyly + yymi+zyny + W p, =— Ata,
! ’ ’ ’ ’ ! I’ U

z, Uy +YuMp—+ 2, N+ Wy, P = 0,
Tyl e = 0.

Muluplnam la premiére de ces derméres équauons par {, la se-
conde par +» la troisi¢me par %, la quatriéme par =2»ona
l,+azi=o,

2 + -|— + etant égal a 1.

De méme
my+ay;=o, ny+az;=o0. pi+aw,=o.

On a donc
124+ m?+ n2+ pp2 = Arat= A2,
12+ m2+ nd+ p2 = B2b? = b2,
I2+m2+n?+p2=Cct =C2

A2 die? 4 b2 du? + €2 dp? représente le carré de I'élément de
ce qu'on peut appeler la représentation sphérique de la surface.
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Dérivant, par rapport 4 u, les valeurs de &, A, il vient

[ ) v ron "on
AA, = e Zp~+YeYeut BtBru—+ Wi Wiy,

vy -
Q}\ou‘nu = l’ t e iiiiiaiin +PiPeu-

Mais de /, + bz, = o, on tire

l:u’" bm:"u—‘_ b,tx;t =0;

d’ou I'on déduit

oo, =+ ab (T 2y, +...) ==+ abAA),.

Ainsi
Ay €L, W, e R N
A:‘—-@-—-i-b—-‘ﬁy —I—--C—,t-—+a——'xy E—A—L-~+C——

Ces équationsdifférentielles pour étre compatibles exigent les
conditions
(‘i&)'__i‘_'v Cu _ (E)'_Bi Ay (9&)'_‘3_?&_

]

B),”CB~? c/,=aA ¢’ B), A B

lorsqu’on considére les fonctions b, Y5, © comme inconnues; on
a évidemment les relations analogues en &, ¥, €; elles sont iden-
tiques 3 trois des six relations indiquées dans le n° 10 de mon Mé-
moire de 1897. Ainsi A2 dt? + W2 du? + & dv? représentant le
carré de I’élément linéaire de la sphére, les six équations écrites
plus haut donneront les coefficients de 1’élément linéaire des sur-
faces admettant la représentation sphérique donnée.

13. Les équations des lignes géodésiques de la surface
Sf(z,y, 3, w) = o peuvent s’écrire

avec les conditions
4yt -3+ wrt =1, Jr®' + fry + fi3+ fuow =o,

P’arc s de la courbe étant la variable indépendante. Dérivant la
derniére équation, il vient, pour déterminer },

' Y ’ Id " Id d !d v Id
[ f2+S R[22+ 03] h+x g;fx-i—y ZVEf3’+z m};—i—w a—sﬂ,,-_—o.

ol
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En un point ordinaire, I'équation de la surface peut s’écrire, en
prenant pour axe des w la normale,

W= Wy w3 . W+,

w, étant une fonction homogéne de degré n de z, y, 5, et 'on
pourra supposer ¢, = ; (@ z2+ by* + cz2), en prenant pour axes
les directions principales de la surface, qu'elle ait ou non des
lignes de courbure coordonnées. Les équations des lignes géodé-
siques deviennent

n ” Mt "
. z = ,y = 7 nd == e =)\’
Wog +... Woy—+... Wost... —1I
[ 92 2 ?2 2 ‘Zf 2
“\9z +<dy +<dz)
, d ow , d ow , d ow
-+ & =

FGox Y asoy TE & om
Soient
T =S4 %982 4. ..+ ApS 4. ..
y=Bs+ Bas?+...4+ Bas?+...,
Z=ySs+ 28T+ ...+ YaS"+...

les équations d'une ligne géodésique passant par l'origine; on
aura
a2+ B2+ =1,
=—awy(a, B,¥)+...,
o' =—2swy(a, B, Y)Wey +..-,

par suite,

x =as—Ls3wy(a,B, v)Wia+...,

¥ = Bs—Lwa(a, B, Y) wigt- -,

5 =ys—1s3wy(a, B,7) woy+.. 5

w=swy(x, B,Y)+...,

s restant constant, donnons & «, 8, y les accroissements infini-
ment petits 82, 83, 8y, satisfaisant a la condition

adx+ B 8B+ =o0;
on trouvera

3z + 8y + 832 4- Sw? = s?(da? + 3% + &y2)

-+ 3_5 [(8ws)? — 4 wa(a, B, y)we(3a, OB, 8Y)] -+
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Le coefficient de s' ne reste conslant sous la seule condition
822 4 332 + 8y? constant, ainsi que s, que si w, est un carré par-
fait, auquel cas il est nul ou si w, = a(z2+ y2+ 32). Ainsi, pour
qu’un triangle géodésique puisse étre déplacé sur la surface sans
déformation, il faut que les courbures principales de la surface en
un point quelconque soient égales & une méme constante, et, par
suite, la surface est une sphére, puisque les formules d’Olinde
Rodrigues subsistent; si, en outre, un triangle géodésique reste
semblable & lui-méme quand on réduit ses'cotés dans un rapport
constant, la surface est applicable sur I'espace euclidien & trois
dimensions.



