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BULLETIN

DE LA

SOCIETE MATHEMATIQUE DE FRANCE.

MEMOIRES ET COMMUNICATIONS.

SUR LES EQUATIONS DU SECOND ORDRE A /¢ VARIABLE3,
ANALOGUES A L'EQUATION DE MONGE-AMPERE (').

Par M. E. Goursar.

Une équation de Monge-Ampére
(1) A(rt—s)+Br+Cs+Dt+F =o,

ou A, B, C, D, F sontdes fonctions quelconques de z, y, 3, p, q,

(') Les équations dont il s’agit dans ce travail ont déja été étudiées par M. Vi-
vanti dans deux Mémoires : .

Sulle equazioni a derivate parziali del secondo ordine a tre variabili indi-
pendenti (Mathematische Annalen, t. XLVIII, p. 474-513).

Contribuio alla teoria delle equaszioni a derivate parsiali del secondo ordine
(Rendiconti del R. Istituto Lombardo di Sc. e Lett., serie II, vol. XXIX ; 18¢0).

Mais le point de départ de I'auteur est tout a fait différent de celui que jai
adopté, ct qui repose sur la considération des caractéristiques. D'un autre coté,
M. Vivanti ne s’est pas occupé du principal probléme que j’avais en vue, c'est-
a-dire de la formation des équations du second ordre admettant deux intégrales
intermédiaires distinctes.

Voir aussi sur ce sujet :

Forsytu, Cambridge philosophical Transactions, vol. XVI, Part ITI, p. 1g1-
218,

Joser Kurscuax, Mathematischer und Naturwissenschaftlicher Anzeiger
der Akademie, t. XIV, Budapest; 18g8.

Les principaux résultats de mon Mémoire ont été résumés dans une Note pré-
sentée 4 I'’Académie des Sciences (Comptes rendus de I’Académie des Sciences,
t. CXXVII, p. 603-60o6; 24 octobre 1898).
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peut étre considérée comme provenant de I'élimination du rap-

d , . ., . .
ort %X entre deux équations linéaires et homogénes en dx, d
port —— q 8 y G

dp, dg, et la considération des multiplicités d’éléments & une
dimension satisfaisant & ces deux relations, joue un réle fonda-
mental daus I'étude de I’équation (1) (voir Legons sur Uintégra-
tion des équations aux dérivées partielles du second ordre a
deux variables indépendantes, t. I, Chap. II). Les résultats
obtenus dans le cas de deux variables indépendantes s’étendent
sans difficulté aux équations 4 unnombre quelconque de variables
indépendantes, comme je I'indiquerai d’abord rapidement.

Soient z,, x, ..., Z, un systéme de n variables indépendantes,
s une fonction de ces variables; nous emploierons la notation

03 023

Pi= e PR g (hk=nan)

Donnons-nous arbitrairement un systéme de n relations dis-
tinctes, linéaires et homogénes en dz,, dx,, ..., dx,, dp,, ..., dp,,
les coefficients élant des fonctions quelconques de 5, xy, ..., z,,
Py ey Pu- Sil’on remplace dp; par

Pitdxy+ pisdxy+. ..+ pindry,,

Vélimination de dz,, ..., dx, entre les n relations obtenues con-
duit 3 une équation du second ordre d’une forme particuliére qui,
au point de vue ol nous nous placons, doit étre considérée
comme analogue a I’équation (1).

Pour étudier de plus prés les équations ainsi obtenues, suppo-
sons d’abord que I'on parte de n relations résolues par rapport
adp,, ..., dp,

dpy + ay doy +...+ aypdz, = o0,
. ‘ dps + andry +...+ agpdx, = o,
(2) S T TSRS :
( dpp+ amdei~+...+apdr,=o0;
si l'on remplace dp; par piy dxy+. ..+ pindax,, puis qu'on élimine
dzy, dza, ..., dz,, on est conduit a I'équation du second ordre

| prr+2%n P2+ ... Piat G
(3) I = Par+ %1 pPas %3z .. Pop -+ Qgy

................ “e ceeeceaee

=0,

Pnit+%n1 Pazt+%p2 .o Pan—t+%un
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qui est évidemment d’une forme trés particuliére. Adjoignons aux
relations (2) la relation

(4) dz —pidr,— p;dr,—...—p,dxr,=o,

et convenons, comme dans le cas de deux variables indépendantes,
d’appeler multiplicité caractéristique toute suite simplement in-
finie d’éléments du premier ordre satisfaisant aux équations (2)
et (4); ces multiplicités, étant définies par (n+1) relations entre
(2 n+1) variables, dépendent de (n — 1) fonclions arbitraires d’une
variable. D’aprés la fagon méme dont on a obtenu I’équation (3),
il est clair que toute intégrale de cette équation est un lieu de mul-
tiplicités caractéristiques, et le probléme de I'intégration peut étre
posé de la fagon suivante :

Trouver une multiplicité n fois étendue d’éléments unis du
premier ordre telle que, par chacun de ces éléments, il passe
une multiplicité caractéristique située tout entiére sur cette
multiplicité a n dimensions.

Le déterminant H ne changeant pas quand on permute a;x et a;,
il s’ensuit que 1’équation (3) posséde un second systéme de carac-
téristiques dont on oblient les équations différentielles en permu-
tanl ay; et a4 dans les équations (2). Ces deux systémes de carac-
téristiques sont en général distincts; pour qu'ils soient identiques,
il faut et il suffit que I'on ait ;= a;.

2. L’équation (3) ne posséde que ces deux familles de caracté-
ristiques; en d’autres termes, une équation du second ordre ne
peut étre mise sous la forme d’un déterminant tel que H que de
deux fagons, si la chose est possible. Nous nous appuierons pour
cela sur le lemme suivant, qui est a peu prés évident :

Ftant donné un discriminant bordé

Ay Q2 ... Q1Y

Ay Az .. A3y Uy

Apt Qpzx ..o Qpp Up

1 £] cee Vn o

ol ajx= Ay, ce discriminant ne peut étre nul identiquement,
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quels que soient les éléments a;x, @ moins que tous les éléments
de la derniére ligne, ou tous ceux de la derniére colonne, ne
solent nuls simultanément.

En effet, pour que ce déterminant soit nul, quels que soient
les coefficients @, il faut évidemment que 'on ait, quels que
" soient les indices [ et 4,

UiVt Upvi= 0,

si 'un des éléments de la derniére colonne, u; par exemple, n’est
pas nul, la relation précédente donne, en faisint A =, ¢;= o;
en faisant successivement A =1, 2, ..., n, on en déduit successi-
vement ¢, = ¢, =...= ¢, — 0. Le lemme est donc démontré.

Cela posé, étant donnée une équation de la forme (3), considé- -
rons un systéme de n relations linéaires en p,, pya, - ., Pan de la
forme suivante :

)\]P“ -+ )\2])12 ..t )\nP1n+ ® =0,
(5) 7\1]’a|+7\zng +...+)\,,p2,l+p.2=_o,

I I I IR Y ecesey

\ )\lpnl+ )\2P112+~ oo )\nPnn—'r‘ Hn =0,

A coefficients indéterminés Xy, Xy, ..., Aus Py, M2y -« +y Phay €t cher-
chons & quelles conditions doivent satisfaire ces coefficients pour
que I’équation (3) soit une conséquence des relations (3). Pour
reconnaitre s’il en est ainsi, on peut imaginer que I'on proceéde
comme il suit : supposant que Ay n’est pas nul, ce qui ne restreint
pas la généralité, on peut tirer des équations (5) les dérivées p,,,
P12y -+ -y Pun €xprimées au moyen des dérivées pyx, ot les indices
{ et k sont supéricurs a I'unité. Ces dérivées étant remplacées par
leurs valeurs dans le premier membre de I’équation (3), il faudra
exprimer que le résultat est identiquement nul, quelles que soient
les valeurs des dérivées pas, pas, -« -y Pun-
Le calcul peut se faire comme il suit. Posons

A= hay -+ hattia 4. o= AnQin — i,
B[‘-Z )‘lalk-;" )\212/;—1—. oot )\ndnk— Rk
G = )\‘Al—l—- )\2A2—|—...+ )\,,A,,,Z 11B’+. e o )\,an
(Lhk=1,2,...,n);

q\mlques combinaisons faciles de lignes et de colonnes per-
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mettent de remplacer I'équation (3) par la nouvelle équation

I C B, B,

As Paa-+dss ... Pap+ %ap

v s ee ae ces sesecseae .

(6)
Ap PnatGps ... Puan-t+Qan

en tenant comple, bien entendu, des relations (5). Cette nouvelle
équation, ne renlermant plus que les dérivées pi, ou les indices &
et k sont au moins égaux a 2, doit se réduire a une identité. Il y a
un seul terme en py; ..... pPnn dont le coefficient est C; on doit
donc avoir C = o. D’une maniére générale, sil’on ne tient compte
que des termes du degré (n — 1) par rapport aux dérivées, on voit
que le discriminant bordé

o Bg S Bn
A, P22 -« Pan

A, Pn2 <<+« Pan

doit étre identiquement nul. D’aprés le lemme démontré tout a
I'heure , ceci ne peut avoir lieu que sil'on a ala fois

Ay=A;j=...=A,=o,
ou bien
Biz B;;‘::...:B,,: o.

En résumé, pour que tous les systémes de valeurs des déri-
vées pix, qui vérifient les équations linéaires (5), vérifient
aussi Uéquation (3), il faut et il suffit que les coefficients N;, px
satisfassent a U'un des deux systémes de conditions (A) ou (B),

l,a“ +)\2113 e e )\,,11,,,-— gy = O,
} Aoy + Raas .o+ Apllay — o =0,

(A) <
' )\l“ul“l‘ ~A:‘znﬂ'i“~ ce )\nlun— n= 0,
‘ )\11“ +)\2121 “+...+ )\nlnl — M =0,
) Aoy + Aetas & .o+ Apalys — g = 0,

(B)

\ )‘l Apt+ AgQap—+. ..+ )\nznn— =03

la réciproque est d’ailleurs évidente.
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Revenons maintenant a la question proposée. Etant donnée

une équation de la forme (3), si elle admet un systéme de carac-
téristiques délini par les équations différentielles

dp,+ By dry+...+ Bindr, = o,
(l[7=g+ ﬁgl d.’lfg+...+ an dr, = 0,
e et e e ey

dpn -+ pnidzi +..+ plzn dz, = 0,

c’est que cetle équation provient de I'élimination de n paramétres
My Asy ..., A, entre les n relations linéaires

(7) )~1Pil+ )‘1Pt:z+~--+ )\nPin"‘ Ay ail+--~+ Ao pin'—_o E=1,2,..,n),

et, par suile, tous les systémes de valeurs des dérivées pix qui
salisfont aux relations (7) vérifient aussi I’équation (3), et cela,
quels que soient les coefficients A, Aay ..., A,. Or, d’aprés le
résullat qui vient d’étre établi, cela ne peut avoir lieu que si ces
n coeflicients et les n quantités ;=) {3,. ...~ A, Bin satisfont
aux conditions (A) ou aux conditions (B). Dans le premier cas, on
doit avoir

7\1&“4—. .o )\,ldi,,:‘—‘- )\1 p“—l'-.. .+ )\nﬁi" (l= 1,2, ...,n),

ct comme les A; sont arbitraires, il faut que 'on ait

pik:aik (i,’(:l,ﬁ,...,n);

on refrouve ainsi le premier systéme de caractéristiques. Les con-
ditions (B) conduiraient de méme au second systéme de caracté-
risliques.

3. On arrive encore au méme résultat par la méthode suivante,
qui offre 'avantage de se préter au calcul pratique. Posons pour
abréger

Pt Pz «-. Pin
A= P21 P22 ... Pan

Pnrnt Pnr2 -+ Pnn

I’équation (3) développée est une fonction linéaire de A et de ses
02A

dérivées particlles —, ———
P opir’ ik Oput’

» +++> dontles coefficients sont des
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fonctions de z,, 3, ..., Zny 3, P, ..., paseulement. Mais, inver-

. . . 0A
sement, toute expression linéaire en A, o’ ne peut pas étre
11

mise sous la forme (3), lorsque 7 est supérieur a 2.
Bornons-nous, pour simplifier les calculs, au cas de n=3; la

méthode est d’ailleurs la méme, quel que soit n. L’équation du
second ordre développée est alors
A + ayy (paapss— pis) + @ P11Pss— Pis)+ 2a3(P11P2a— pha)
“+( &2+ d21)(P13P2s— P12 Pss)+ (A3 + d31)( L1232 — P13Pa2)

—+ (293 -+ %32) (P21 P31 — P23P11)

—+ (ag9 @33 — a3 a33) P1g (%11 A3 — %13%31) Paa

—+ (2y1 @g2 — Ay 0gy ) Pag +[ a3 azy + dysdze — Az3( %12+ %21)] P12
—+ [aza ey + ay2 093 — agp (Ay3+ a3q)] P13

+ [oeg Hys—+ agq g2 — iy (%23 + A32)] P23
A %4 %3

| %31 %2y Qg3 ) =O.

A3q A3z %33
En identifiant celte équation avec une équation de la forme

A+ A(pr2pss—pis)+ B(pupsz— pis)+ C(pi1p2r— pia)
-+ D(p13pas— p1apss) + E( p13pss — pi1spaz)
-+ F(lesz—P23P11)+ Gpyy+ HPn
-+ Kp33+ Lplg—l— MP13+ sz3+ P = o,
ou A, B, C, ..., P nedépendent que de 5, x,, 23, Z3, Py, P2, Ps,
on a immédialement
ay=A, ap=B, a3=C, ap+ay=D, az+an=E, ay+a;=F,
o33 X33 == BC — G, 113131=AC——'[], alzlgleB—K,
as3 a3y + %3432 = L + CD, @31 %32+ &a%3 =M + BE,
ay %3+ %3122 = N + AF,
Gy %12 g3
Ay %p a3 | =P;

%31 %3z a3y
@2 el ay,, par exemple, sont racines de l'équation du second

degré
a2— Da+ AB—K =o,

et I'on aura ensuile %3, a3, a3, @32 au moyen des équations
linéaires
213+ a3y = E, ay a3+ apa3 = N + AF,
A3+ A3z = F, Ay A3z —+ Xja %23 = M + BE.
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Il ne restera plus qu’a examiner si les valeurs ainsi obtenues
pour les coefficients a; satisfont a toutes les conditions précé-
dentes; la détermination de ces coefficients dépend, comme on
devait s’y attendre, de la résolution d’une équation du second
degré.

Dans le cas particulier o I'on aurait a,, = 2,,, la méthode pré-
cédente pour le calcul des autres coefficients devient illusoire. On
commencera par déterminer les coefficients (2,3, a3,) ou (@23, 232);
si I’on avait 3 la fois

Ay = %Agg,  A13 = %3, O33 == X33,

il n’y aurait qu'a vérifier si ces valeurs des coefficients x;4 satisfont
a toutes les équations de condition. S’il en est ainsi, I’équation
du second ordre a ses deux systémes de caractéristiques con-
fondus.

4. On peut rattacher les propriétés précédentes des équa-
tions (3) 4 une théorie plus générale. Soit

(8) ‘ F(21, @3, «ovy@ny 2y Pty ooy PrsPity «++s Prn) =0

une équation du second ordre de forme quelconque; posons, pour
abréger,
. oF

Pi= —
ik dPilc

(L, k=1,2,...,n),

et considérons la forme auxiliaire

(9) I= Zzpikitik,
ik

ou &k, &, ..., £, désignent n variables auxiliaires,'que nous
appellerons la forme associée a I'équation (8).

Pour que I'équation (8) admette une famille de caractéristiques
linéaires (1), il faut et il suffit que la forme associée soit décom-
posable en un produit de deux facteurs linéaires en &, &,, ..., &,.

Soit A&, 4+ Ao &a +. . .+ 2,5, 'un de ces facteurs linéaires; si

(') Voir une Note que j'ai publiée dans les Comptes rendus de l’Academie
des Sciences (t. CXXVI, p. 1332-1335; 9 mai 1898), ct dont les résultats seront
¢tablis dans un Mémoire plus étendu.
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I'on pose
dzy dz,

" = "

day _

o
on peut ajouter a I'équation F =0 un certain nombre d’autres
relations entre dp,y, dpi2, ..., dpun, et I'on est ainsi conduit a
considérer une famille de caractéristiques du second ordre pour
I’équation proposée. Appliquons cette théorie & 'équation (3); la
forme associée a cette équation a pour expression

I=Augt+. o A+ D Au+ Aw)ide (P20,

A,x désignant le mineur de H correspondant a I’élément p;x + ox.
g I
On a identiquement

Anl=Anti+Apd—+. - ALED)ALE+ An b+ o+ Ande),
car la relation H — o entraine les suivantes

A“A?.?:AHAM, eeey A“Ann=AluAnh
A A= AipAn, ApApi = Ay Apy;

la forme I est donc le produit de deux formes linéaires. Pour avoir
un des systémes de caractéristiques, il faut, d’aprés la théorie
générale, poser

dz dzx. dx
(IO) -——'—:——-E::...=-—”;

All Al2 Alll
mais ici il se présente une simplification qui ne se présente pas
dans le cas général, car on peut se borner a considérer les dérivées
du premier ordre. En effet, ’équation H = o peut s’écrire

Ap(pu—+an)+ An(pra—+ a2)+. ..+ App(Pra+a1n) =03

remplagons-y Ay, Ay ..., Ay, par les quantités proportionnelles
dz,, dzs, ..., dz,; il vient :

dpi+ apndzy+...+ e dr,=o,

et 'on obtiendrait de méme les autres équations différentielles des
caractéristiques du premier ordre (2). Le second facteur linéaire
de 1 fournira le second systéme de caractéristiques du premier
ordre de I’équation (3).
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5. Nous avons supposé jusqu’ici que 'on partait d’un systéme
de n relations linéaires résolues par rapport.a dp, dp,, ..., dp,.
Si 'on part d’un systéme de r relations linéaires quelconques en
dzg,...,dx,, dp,, ..,, dpy, telles que

andpi+...+ appdpp+ bydry+...+ bipndz, = o,

(11)

I=1,2,...,0,

ou les coefficients a;x et by sont des fonctions de z,, z,, ..., Z,,
B, Piy P2y -++» Pay 'élimination de dxy, ..., dz, conduit a I'équa-
tion du second ordre

Ay P11+ Qe Pre oot AaPia+ by .. a3y Prn et Ap ppn + byp
2% S R R R R R R R R R R R R cee  eeseie eteseieesaaenes cees

A1 Prrt-eveeeeeann -+ annPin+ [ ZTHN aAmPin-t...ct QuaPan+ ban

dont le développement est une fonction linéaire de A et de ses
dérivées partielles. On pourrait raisonner sur celte équation
comme on I’a fait sur I’équation (3), mais il nous suffit de remar-
quer qu’une transformation de contact permet toujours de
ramener le cas général au cas particulier ou les équations li-
néaires (11) sont résolues par rapport a dp,, dp, ..., dp,. Soit,
en effet, f(xy,xs, ..., ;) une fonction ne satisfaisant pas a
I'équation (12); si I'on remplace z par z + f, la nouvelle équation
n’élant pas vérifiée pour.z = o, le déterminant

by ... by,
ve ee. aye

blll L bllll

doit étre différent de zéro. On peut donc résoudre les équations
linéaires (11) par rapport a dz,, ..., dz,, et, sil’on emploie main-
tenant la transformation de Legendre généralisée

.z‘1=P,, ceey .Tn:Pn, pl=—-X,, ce ey p,,:—x,,,
5=2Z—P;X;—...— PpXn,

on est ramené a un systéme d’équations linéaires résolues par
rapport a dP,, ..., dP,.

Pour établir les propriétés de I'équation générale (12), qui se
conservent par une transformation: de contact, on peut donc se
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borner au cas ou les équations différentielles des caractéris-
liques (11) sont résolues par rapport a dp,, dp,, ..., dp,. Ainsi,
toute équation de la forme générale (12) posséde deux familles
de caractéristiques du premier ordre, qui sont, en général,
distinctes; toute transformation de contact, appliquée a une
équation de cette forme, la change en une équation de méme
Jforme, et transforme les caractéristiques en caractéristiques.

Remarque ('). — Lorsque les équations différentielles des
caracléristiques sont de la forme

| dry — pydzry = o, ceey dr,— ppdry= o,
| aydpy+...+ apdpy+ b dzr, = o,

I’équation du second ordre correspondante est linéaire par rap-
port aux dérivées du second ordre, etelle a pour forme associée

[ = (aIE,—l—. .-—l; a,,E,,)(Ei—i— flz&z—l‘". .o [J.nsn.);

inversement, toute équalion linéaire par rapport aux dérivées du
second ordre, dont la forme associée est décomposable en un pro-
duit de deux facteurs linéaires, admet deux familles de caracté-
ristiques du premier ordre. Les équations de cette espéce sont
donc des cas particuliers des équations de la forme (12), comme
I’équation linéaire en r, s, ¢, dans le cas de deux variables, est un
cas particulier de I’équation de Monge-Ampére.

6. Revenons a I'équation (3) et a ses deux systémes de caracté-
ristiques du premier ordre

(A) { dz— prdry —...— ppdx, =o,
} dpi+apdzry+...+ ajdz, =0 (i=1,2,...,n)
(B) ( ds— pydr, —...— ppdz, = o,

} dpr—+ aypdey 4. . .~ appdzp =0 (k=1,2,...,n);

Pétude de I'équation (3) est liée a la recherche des combinaisons

(') D’'une maniére générale, lorsque parmi les équations différentielles des
caractéristiques, il y en a r indépendantes de dp,, ..., dp,, et r seulement,
Péquation du second ordre correspondante est de degré n — r par rapport aux
dérivées du second ordre.
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-

intégrables des équations différentielles de chacun de ces systémes.
V étant une fonction de z,, 23, ..., Zu, 5, Pis P2, Puy pour que
dV = o soit une combinaison linéaire des équations (A), il faut
et il suffit qu'en remplacant dans dV les différentielles dz,
dpy, ..., dp, par leurs expressions (A), le résultat soit identique-
ment nul, quels que soient dz,, dz,, ..., dz,. En faisant cette
substitution, on arrive aux n équations simultanées

V)= -»V-l— ov—a ﬂ——a ﬂ—— —a i)1—-'0
X (V)= pi gz " 5o M gp T nt O
()V 0V ov oV 'A%
(13) ;] Xz(v)——m+P25;"1125ﬁ:~a2251—);—---—“n251‘);—01
.......................................................... ,
ov 'A% oV oV A%
X,,(V)_ - +Pu 1lnb;: Lan ’5[;)'; - — Ann b; =0,

que 'on obuendralt en remplacant, dans les n derniéres équations
VN 1
—_ ) =0
+ pk 0z> Pour que dU

soit une combinaison intégrable des équations (B), on obtiendra
de méme les condilions

(B), dz; par % et dpy par — (i‘i

ox

oU oU oU oU oU
Y, (U)= —‘—+P Py ’ludp a”d—p; —----——ﬂhna;’—n =0,
oU oU ou oU U
(14) Yz(U)"‘d—‘ L 215}7 1225‘5‘"‘ D 2 5 n-‘)y
ou oU oU oU
Yn(U)—- o +Pn“£ 111.15171 ——eeeee ISP Ann dp,
On démontre immédiatement I'identité
A" ov oU U
[U, V]—7Y,(U)+ A — P Y, (U)— ———X.(V) —d_p:X"(V)’

[U, V] étant le crochet de Jacobi

GO (V. 9V oV (oU .d___U).
op: Pigz )~ op: \ 9z; Pigz )

(U,Vl=

par conséquent, si dU =o, dV = o sont deux combinaisons
intégrables appartenant a deux systemes de caractéristiques
différents, les fonctions U et V sont towjours en involution.
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Si, en particulier, a;x = ax;, les deux systémes (13) et (14) sont
identiques et deux intégrales quelconques de ce systéme sont
toujours en involution.

Chacun des systémes (13) et (14) admet au plus n -4 1 inté-
grales distinctes. Pour que le systéme (13), par exemple, admette
le nombre maximum d’intégrales, il faudra qu’il forme un systéme
jacobien, c’est-3-dire que I'on ait identiquement, quels que soient
les indices ¢ et £,

Xe[Xe (V)] — Xi[Xe(V)] = o;

. Y ..
or, le coefficient de —~ dans cette combinaison est
Qif— Xi-

On doit donc avoir a;= aj; et I'on en conclut qu’un des sys-
témes de caractéristiques ne.peut admettre n + 1 intégrales
distinctes que si les deux familles de caractéristiques sont
confondues. Cetle condition nécessaire n'est d’ailleurs pas suffi-
sante.

7. Plagons-nous dans le cas ot 'un des systémes (13) ou (14),
le systéme (13), par. exemple, admet n intégrales distinctes
Uy, Uay ..., U,. Toute intégrale de I'équation du second ordre
proposée peut étre considérée comme un lieu de caractéristiques
linéaires issues des divers éléments d’une multiplicité (n — 1) fois
étendue M,,_, d’éléments du premier ordre; le long de M,_,, «,,
Usy ..., U, élant des fonctions de (n — 1) variables sculement,
sont liées par une relation

(13) F(uy,uy ...,uy)=o0,

et, comme u,, Uy, ..., U, restent conslants tout le Jong d’une
caractéristique, il s’ensuit que Ja relation (15) s’applique a tous
les éléments de I'intégrale considérée.

Inversement, quelle que soit la fonction F, toules les intégrales
de ’équation (15), saut peut-étre les intégrales singulicres, satis-
font & I'équation du second ordre. D’une facon plus générale, si
dU = o0 esl une combinaison intégrable des équations différen-
tielles (B), toutes les intégrales de I'équation du premier ordre

U=¢,



sauf les intégrales singulié¢res, vérifient I'équation (3); ce que
nous exprimerons en disant que U = Cest une intégrale inter-
médiaire de I'équation du second ordre. En effet, d’apreés la fagon
méme dont on a obtenu le systéme (13), les caractéristiques de
U = C sont des multiplicités d’éléments & une dimension satis-
faisant aux éciuations (A); les intégrales non singuliéres de U= C
sont donc aussi des intégrales de I'équation du second ordre (n° 1).

Remarque. — Toute équation du second ordre qui admet une
intégrale intermédiaire de la forme

F(u,uy...u,)=o,

ou F désigne une fonction arbitraire, est nécessairement de la:
forme considérée ici. On peut le vérifier par un calcul direct; mais
il est plus simple de remarquer que, si I'on élimine les rapports
(o, OF i@ , . oy
de(n —1)des dérivées 5~ a la n*"* dans les équations différen-
3

tielles des caractéristiques, on obtient 7 relations linéaires et ho-
mogénes en dz;, dpy, outre la relation évidente

ds —pidey— ... — ppdz, =o.

Il nous reste & démontrer que la méthode précédente fournit
bien toutes les intégrales intermédiaires de I'équation du second
ordre, c’est-a-dire toutes les fonctions

U(zy, Z2y0vey Tne 3, P1s P2y -5 Pr)

telles que les intégrales de 'équation du premier ordre U= C,
sauf les intégrales singuliéres, vérifient I'équation (3). De I'équa-
tion

(16) U=C

on déduit, en effet, en différentiant,

oU U U ouU
%p“-}-..-—}—%p“‘—f-m ‘pld—z-z(),
ou oU oU U
(17) ] %Pu . +;I;;P2n+ dxz_("p’*;_:O’
et eiecce e ettt y
' oU J oU oU
\ (—)E Pri+ 5 "Pnn—f" ");” Pn e =0



si toutes les intégrales de I'équation du premier ordre U= C
vérifient 'équation du second ordre (3), cette équation doit étre
une conséquence des relations (17), car, pour une intégrale de
Péquation U = C, il ne peut exister plus de n relations distinctes
entre les dérivées du second ordre. Or, les relations précédentes
(17) sont identiques aux relations (5) ou I'on aurait posé

y— 90U _0U 40U
T ops’ Wb= Smr Pk oz
D’aprés le théoréme établi au n° 2, on voit que U doit satis-
faire a I'un des systémes d’équations obtenues en remplacant A; et
uy par ces valeurs dans les conditions (A) ou (B). Les deux sys-

témes d’équations linéaires auxquels on parvienl ainsi sont pré-
cisément identiques aux systémes (13) et (14).

8. On a vu jusqu’ici se manifester une analogie compléte entre
les propriétés de 1'équation de Monge-Ampére et les propriétés
des équations étudiées dans ce travail. Pour poursuivre cette étude,
il est naturel d’étudier d’abord les équations pour lesquelles I'un
des systémes de caractéristiques admet (n + 1) combinaisons inté-
grables distinctes; I’analogie avec I'équation de Monge-Ampére se
poursuit encore. D’aprés les résultats du n° 6, les deux systémes
de caractéristiques doivent étre confondus, et les n + 1 intégrales
Uy, Uy e..y Unyy doivent étre deux & deux en involution. Soit
alors

(18) F(uy, ugy ... un)=0

une intégrale intermédiaire dépendant de la fonction arbitraire I;
puisque 'on a

(u;y up)=o0 (& hk=1,2, oy, n+1),
il s’ensuit que les n +- 1 relations
('9) F =o, Uy = a,, ceey Up—) = Ap—y, Up) == Apq,y

Oll @y, ... Qn_yy @pnyy SONL 1 constantes arbitraires, représentent
une intégrale compléte de 'équation IF =o. On peut donc en
déduire, par des éliminations et des différentiations seulement,
9 oy . . Y . 9,

l'intégrale générale de ’équation I' = o et, par suite, de 'équa-

tion du second ordre. Si, par exemple, I'élimination de p,, pa, ...,
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P entre les n 41 équations
(‘20) Uy = a,, U= ay, ey Up = ay, Ur+1= Qpi42

conduit 4 une seule équation, on a, pour obtenir I'intégrale géné-
rale de I’équation du second ordre, la régle suivante, que l'on
établit comme dans le cas de deux variables indépendantes :

Soit .
(21) D(Xyy Xgy ooy Ty 33 A1y Aay o ooy Ay Apiy ) = 0

le résultat de Uélimination de p,, p, ..., pu entre les n 41
relations (20); pour trouver lintégrale générale de Uéquation
du second ordre, on établit entre les n—+1 paramétres a; un
certain nombre h + 1 de relations arbitraires (h21), soit

an—n+1= fi(ay, «.., @an-p),

Ap—p+2 = fz(au ooy Ap—p )-

Apiq =f/l+l (aly eeey an—h);
et U’on élimine a,, asy ..., Qn_p entre les n — h 41 relations

do do
Ezl—l_o, ceey — =0

P =0
’ da,—p

Lorsque 'élimination de p,, p2, ..., pn entre les (n + 1) rela-
tions (20) conduit & r relations distinctes entre zy, Z3, ..., Zn, 5,
@y, Aay ..., Anyr, Uintégrale intermédiaire du premier ordre est
semi-linéaire, et 'intégrale générale peut encore se déduire de
Pintégrale compléte, comme I'a démontré M. Sophus Lie; il est
a remarquer que I'équation du second ordre correspondante est
de degré n — r +1 par rapport aux dérivées du second ordre. Le
cas limite est celui ou r = n; I'élimination de p,, p,, ..., p, entre
les équations (20) conduit a un systeme de n équations entre x,,

Loy euey Tpy 5y Ayy Qay eovy Apyy -
(22) Fi(zy, ooy Tny 55 g,y Gy« v vy An+r), ey F,=o.

Ces relations représentent, dans I’espace & n + 1 dimensions, une
famille de courbes dépendant de n —+ 1 paramétres. L’équation
correspondante est linéaire par rapport aux dérivées du second
ordre, et l'intégrale générale s’obtient en prenant les hyper-
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surfaces de I'espace & (n +1) dimensions, engendrées par les
courbes précédentes associées suivant une loi arbitraire (*).
Toutes les équations de la classe précédente peuvent étre rame-
nées a une méme forme canonique par une transformation de
contact; les (n + 1) fonctions w,, us, ..., Usyy étant deux a deux
en involution, on peut, en effet, trouver une transformation de
contact qui raméne ces fonctions a la forme suivante

Uy = ps, Ug = Pa, ey Up= Pn, Up+1 = P1T1+ e+ PpTn— 3.

L’équation du second ordre correspondante est alors

(93) D(phph --',Pn)_

D(xy, oy «voy )

c’est-a-dire A = o (n° 3); elle caractérise les hypersurfaces déve-
loppables dans 'espace 4 n +1 dimensions. On obtiendra les
équations générales de ces surfaces, comme on I’a expliqué tout a
I'heure, en posant

P=aqyx)+...+~aATp+ Apy1— 3 = 0.

On obtient une forme canonique encore plus simple en rame-
nant &y, ..., Uy a la forme

Uy = p,y Uy = Ty, ey Up = Tn, Up+ry =38 — P12y,
I’équation du second ordre correspondante est alors
(24) Pip=o.

En revenant a un systéme de variables quelconques, on peut
énoncer comme 1l suit les résultats obtenus :

Pour déterminer toutes les équations du second ordre qui
admettent deux intégrales intermédiaires distinctes, apparte-
nant a un méme systéeme de caractéristiques, et dépendant
chacune d’une fonction arbitraire de n— 1 variables, on
déterminera (2 n + 1) fonctions X, Xy, ..., X,,, Z, Py, ..., P,

(') Ce cas particulier a été spécialement étudié par M. Josef Kirschak, qui P’a
rattaché a un probléme du calcul des variations : Ueber eine Classe der par-
tiellen Differential-Gleichungen zweiter Ordnung (Mathematischer und na-
turwissenschaftlicher Anseiger der Akademie, t. XIV; Budapest, 1898).

XXVil. 2
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des 2n 4t variables z, x;, px, satisfaisant & ¥identité
dl.—P,dX|—...—P,dX,=p(dz — pidoey—...— ppdz,);

Uéquation du second ordre cherchée prendra Uune des formes
équivalentes suivantes (')

D(Xlr Xh sy Xn)_ D\(\Zy X27 "°-Xn)__0
D(‘z.l’xh SRR xn) ' D(‘z‘l!wh"'axﬂ)_
Remarque. — Lorsque les deux systémes de caractéristiques

sont confondus, et qu’il existe n intégrales distinctes pour les
équations (13), ces n intégrales, étant deux a deux en involution,
peuvent étre, par unc transformation de contact convenable,
ramenées a la forme

Uy = py Uy = p», ey Un = Pn,

et I’équation du second ordre devient, par cette transformation,
A = 0. Onvoitdonc qu’en dehors du cas qui vient d’étre examiné,
lorsque les deux systémes de caractéristiques sont confondus, il y
a au plus (n —1) combinaisons intégrables distinctes pour les
équafions différentielles des caractéristiques. Par exemple, I'équa-

ton
oA
0[7 nn

(25) A4 aup =o0
a ses deux systémes de caractéristiques confondus; les équations
différentielles des caractéristiques admettent les combinaisons

intégrables
dp1= o, ey dpn_l-:(),

mais n’en admettent pas d’autres, si la fonction a,, est quel-
' 1)

conque. La transformation de Legendre, appliquée & I'équation
précédente, la raméne a la forme

Pnnzf(xh Tay «ovy Tny 35 P1y Poy -'-»Pn)-

9. Supposons maintenant que les deux systémes de caracté-
ristiques soient distincts, et que les deux systémes d’équations

(1) Voir le Mémoire de M. DArBoUX, Sur les solutions singuliéres des équa-
tions aux dérivées partielles du premier ordre ( Mémoires des Savants étran-
gers, tome 27, 1I* série; p. 212).
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linéaires (13) et (14) admettenl respectivement n intégrales
distinctes (uy, Uy ...y Up) €L (94, 02, ..., v4), de telle fagon qu'’il
existe pour I’équation du second ordre deux intégrales intermé-

diaires distinctes
F(uy, uy, ..., un) =o,

q)(vh [ TR Vn)= 0,

dépendant chacune d’une fonction arbitraire de (n — 1) variables.
D’aprés le théoréme établi plus haut (n° 6), le probléme revient
a déterminer deux groupes G, G/, composés respectivement de n
fonctions distinctes, tels que deux fonctions appartenant & deux
groupes différents soient toujours en involution. Soit, en effet,

G Uy, Uzy ooy Ug,

(26)

( GI V1 V2, eeey Vny

les deux groupes de fonctions, tels que 'on ait, quels que soient
les indices ¢ et k, [ui, vk = o]; formons I’équation du second
ordre qui admet U'intégrale intermédiaire

F(uy, usy ..., up) =o.
Cette équation, qui peut s'écrire

D(uly Uy + .oy un) .
D(xy, 24, ..., xy)

’

admet les n combinaisons intégrables duy=o, ..., du,=o,
pour un de ses systémes de caractéristiques. Le second systéme
de caractéristiques est formé par les caractéristiques de I’équation
du premier ordre, oi F est une fonction arbitraire. Mais on a,
quel que soit F, les rclations

[F, 1] =0, eey [F, va] =o0,

de sorte que dv, — 0, ..., dv, = o sont n combinaisons intégrables
q 1 y ooy <]

des équations différentielles de ce systéme.

Chacun des groupes G, G’ peul étre mis sous une infinité de

P )
formes distinctes, sans changer I'équation du second ordre corres-
b

pondante. Nous dirons, pour abréger, qu'une fonction appartient
au groupe G, si elle peut s’exprimer au moyen des fonctions u,,
Uy, ..., Up seulement; il est clair qu’on peut remplacer les n fonc-
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tions u, Uy, ..., u, par n fonctions distinctes appartenant au
groupe G, et de méme pour le second groupe. On profitera de
cette propriété, comme on le verra plus loin, pour ramener les
deux groupes G et G’ 4 une forme simple.

Remarquons aussi que, si I'on a une solution du probléme, on
peut en déduire une infinité d’autres en appliquant aux variables
3, x;, px une transformation de contact quelconque; nous ne con-
sidérerons pas comme essentiellement distinctes toutes les solu-
tions que I’on peut ramener I'une a I’autre par une transformation
de celte nature.

Les n fonctions (u,, s, ..., u,) sont, par hypothése, distinctes,
ainsi que les n foncuions (¢,, ¢s, ..., v,); mais il peut arriver
qu’il existe r fonctions appartenant i la fois aux deux groupes.
Soient w,, wy, ..., w, ces r fonctions; les deux groupes peuvent
alors s’écrire

G We, W, ceey Wry Uptyy veey Uny

’
G Wi, Wa, ...y Wpy Opany cesy Vne

Le nombre r est, au plus, égal & n — 2; si, en effet, I'on avait
r=n-—1, on aurait d’abord [w;, wx]=o0, puisque w; et wy
appartiennent a la fois aux deux groupes, el ensuite

[wi, un] = o, ceey [wo—1, un] = o,

de sorte que le groupe G serait en involution, cas qui a déja été
traité (n° 8).

Les fonctions w,, w,, ..., w, sont les fonctions distinguées des
deux groupes complémentaires G et G'; elles sont en involution
avec toutes les fonctions de chacun de ces groupes. Il est évident
que deux groupes, qui se déduisent U'un de l’autre par une
transformation de contact, ont le méme nombre de fonctions
distinguées; la réciproque sera démontrée plus loin.

10. Effectuons la transformation suivante

Ty = Y1, L2 = Yo, ey Zn=Yn,y 2 =¥ n+1y
(27) q1 _ qn_.
p1= m’ o Pn= 7n+l’

toute fonction des 2n -+ 1 variables x;, ps, 5 se change en une
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fonction des 2n + 2 variables y;, qi,» homogeéne et de degré zéro
par rapporl. aux ¢, et réciproquement. Soient

Ul’ U!r ey U'I’
Vh V21 ey Vfl-?

les deux groupes de fonctions qui remplacent les deux groupes G
et G'; on a, comme il est facile de le vérifier,

I
(28) (Ui, Vi)=— —[u vx]=0o,
dn+1
en posant, d'une maniére générale,

n+1
oU oV oU oV

U, V)= =21 9220
( ’ ) ‘dqi 0_}’,‘ ()}/, dq,'

i=
Les n équations linéaires
(Vhf):o, ERY) (V'l)f)=0

admeltent pour intégrales les n fonctions U,, U,, ..., Uy, et, par
suite, toutes les parenthéses (U;, Uz). L'une au moins de ces
parenthéses n’est pas nulle, soit (U,, U,); c’est une fonction
homogeéne et de degré — 1de q,, ¢, ..., gn, €t, par conséquent,
une fonction distincte de U, U,, ..., U, que nous désignerons
par U,yy. Tout pareillement, les (7 + 1) équations linéaires

(U, f)=o, ceey (Un, f)=0o, (Un+1, f)=o0

admettent pour intégrales les n fonctions V,, V,, ..., V,; comme
I'une au moins des parenthéses (V,;, Vi) n’est pas nulle, on en
déduira une nouvelle intégrale V,,,, qui sera homogéne et de
degré — 1 par rapport aux g;.

La transformation qui précéde fait donc correspondre aux
deux groupes primitifs G, G’ deux nouveaux groupes H, ', de
(n+ 1) fonctions & 2n -+ 2 variables conjuguées (yy, qi), ...,
(¥ngtr qnytr), homogénes par rapport aux ¢,

‘ H Ul, UQ, eeey Un+h
CUH YV, Ve, o, Vi,
tels que I'on ait

(U, Ve)=o0 (Lhk=1,2, ..., 0 41)
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Les deux groupes H, H' constituent donc deux groupes po-
laires homogénes de n + 1 fonctions & 2n + 2 variables conju-
guées ().

Inversement, soit H un groupe homogéne d’ordre n -1, non
en involution; le groupe polaire H’ est également d’ordre n + 1 et
non en involution. Chacun de ces deux groupes admet n fonctions
distinctes qui sont homogeénes el d’ordre zéro par rapport aux ¢;.
Soient Uy, ..., U, les n fonctions homogénes du groupe H et Vy,
Vo, ..., V,les n fonclions homogénes de H'. En revenant aux
variables primitives x;, px, 5, ces 2n fonctions donnent naissance
a deux groupes de n fonctions

G Uy, U,y LR} Uy

’ .
G 1y Vo, ey Pn,

les relations (U;, Vi) = o deviennent d’ailleurs [ u;, ux] = o, de
sorte que les deux groupes G, G’ fournissent bien une solution
du probléme proposé. La question est donc ramenée a la déter-
mination de tous les groupes homogénes, non en involution, de
n -+ 1 fonctions & 2 n + 2 variables conjuguées

(s 915 Y0925 ooy Yo+ ?',"'")'

Quand on effectue sur les variables y;, g;une transformation de
contact homogéne, c’est-a-dire telle que ¥y, %2, ..., ¥nyr solent
des fonctions des variables nouvelles 3}, ¢;, homogénes et de degré
zéro par rapport aux g}, tandis que les variables ¢, ..., g4 sont
homogénes et du premier degré des variables ¢;, ces fonctions sa-
tisfaisant d’ailleurs a la relation

Grdyy+ oo+ Gui1@Vns1 =q1dy] + oo+ @1 Y npy,

on sait qu’il y correspond pour les variables z, z;, px une trans-
formation de contact tout a fait générale, et réciproquement.
D’autre part, le groupe homogéne H se change en un nouveau
groupe homogéne H,, et toute fonction homogéne et de degré zéro

(') Sopuus LiE, Begriindung einer Invarianten-Theorie der Beriihrungs-
Transformationen (Mathematische Annalen, t. VIII, p. 215-303; id. t. XI,
p. 464-555). — Theorie der Transformationsgruppen. Zweiter Abschuitt, p. 178-
250.

J’ai donné un résumé de cettc théorie dans le Chapitre XII de mes Legons sur
Uintegration des équations aux derivées partielles du premier ordre, p. 238.
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du groupe H s’exprimera au moyen des n fonctions homogénes
et de degré zéro du groupe H,. Le groupe G correspondant au
groupe homogéne H se change donc en un nouveau groupe qui
se déduit de H; comme G se déduitde H. 1l suit de ]a que, sil’on
ne considére pas comme distincts tous les groupes G qui peuvent
se déduire de 'un d’entre eux par des transformations de con-
tact, il suffira, pour avoir toutes les formes essentiellement dis-
tinctes des groupes G, de considérer tous les groupes homogénes
d’ordre n - 1 essentiellement distincts.

11. Etant donné un groupe homogéne, non en involution,
M. Sophus Lie a démontré que I'on peut toujours le ramener a
I'une des formes canoniques suivantes (') :

(l) Yh Yiy ey Ym; Ql ey Q:m Ym+h MRS Yra
(”) Yh Y21 ooy me Qh ceey le Ym+1y ey Yra Qn+h

suivant qu’il renferme des fonctions distinguées d’ordre nul ou
non, les Y; étant des fonctions homogénes d’ordre zéro par rap-
port aux ¢;, et les Q; des fonctions homogénes d’ordre 1, satisfai-
sant aux relations

(Y5, Ye)=0, (Q;,Qx)=0, (Y;,Q)=1, (Y;Qr)=0.

On peut ensuite compléter le groupe (I) ou le groupe (I1) par
d’autres fonctions Quyiy «+ oy Quyty Ymgrgry « - o» Youu de fagon
a former un groupe canonique de 2n + 2 termes; et enfin, en
effectuant une transformation de contact convenable, on voit que
I'on peut prendre pour forme canonique d’un groupe homogéne
une des deux formes suivantes
(l) }’h .72: cevy YVmy 91, g2y oo Gmy Ym+1y <oy }/I"

(") Y1y Yoy ooy Ymy G1y 925 ooy Qmy Ym+1y ooy YVry n+1.

Considérons d’abord la forme (I); on doit avoir

m-—+r=n-+i,

et le nombre des fonctions distinguées d’ordre nul » — m est

(1) La forme canonique (II) n’est pas absolument identique & la forme employée
par M. Sophus Lie, mais il est facile de passer de I'une & P'autre.
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toujours de méme parité que n -+ 1. Le nombre m peut varier

depuis 1 jusqu’au plus grand entier contenu dans

n—
— . Quant au

groupe polaire H', il a pour forme canonique

Yr+ty ooy Ya+ts Gr+1y covy Guty Y41y coes Ve

Pour passer aux deux groupes G, G’ correspondants, nous po-
serons

TI=Y1y ey Tm—1=Ym-1y Z3=FVmy TmA=YVm+1y +++y Tm+r=Ym+ry
qi .

pr= —qm ’

ce qui donne pour ces deux groupes, en modifiant un peu les
notations,

G |z,, L3y ey Zgy Py wrey Pgs Tqits ooy Ty z\,

(29) ¢
( G’ Zpa1y o oey Lny

Pr+1 Pnrn—1
5 ey 3T gity o a0 T |-

Pn Pr

La somme ¢ + r est égalea n —1 et ¢ peut varier depuis 1
n—1

jusqu’au plus grand entier contenu dans - Les fonctions qui

sont communes aux deux groupes sont Ly, ..., Zr, et leur nombre
est égal 3 n — 1 — 2¢; il peut prendre les valeursn — 3, n — 5, ...,
toutes de méme parité. ‘

Si le groupe homogéne H a la forme (II), le groupe polaire H'
se compose des n + 1 fonctions

Yr+ts «oey Vns Gra1y ooy Gny Ym+ty ooy Vry Qn+ts

et les groupes correspondants G, G’ peuvent se mettre sous la
forme

1
G lx.,z’,,...,x,,,p,,...,p,,,z‘,,+,,...,z‘, ,

(30)

1
G | Tpsty oo o sTay Prats oo oy Pry Lgaty ooy Tr
:

Lasomme ¢ + 7 = n, etle nombre ¢ peut varier de 1 jusqu’au
. n .
plus grand entier contenu dans —: le nombre des fonctions com-

munes aux deux groupes est n — 2¢, et ce nombre peut prendre



lesvaleursn—2, n—4,n—6, ..., etc. On voit que nous obtenons
en tout n — 1 formes canoniques pour les deux groupes G et G/;
ces formes sonl essentiellement distinctes, car chacune d’elles est
caractérisée par le nombre des fonctions distinctes qui appar-
tiennent a la fois aux deux groupes.

A chacune de ces fonctions canoniques correspond une forme
canonique d'équation du second ordre, admettant deux intégrales
intermédiaires distinctes. On peut obtenir sous forme explicite
I'intégrale générale de chacune de ces équations. Il résulte, en
effet, de ce qui précéde qu’elles admettent toujours une intégrale
intermédiaire de la forme

(31) F(xy, p1, @2, Pay - gy P gty -+ -,y 5)= 0,

ou de la forme

(32) F(xlaPl’ -TE’ Pi, . "x!]’Pq; .Z‘q+1, .. .,.’l‘,-)—':O,

et il suffit de montrer que 'on peut supposer la fonction F mise
sous une forme telle qu’il soit possible d'intégrer ces équations du
premier prdre.

Prenons d’abord 'équation (31); si l'on y considére xq4yy, ...,
zr, comme des paramétres, elle admet une intégrale compléte
de la forme

Z=Q(Xy, Tay ooy Tg Tgls ony Tri A1y Agy o0vy Ay)}

la fonction F étant arbitraire, il est évident qu’il en est de méme
de ®@, et réciproquement. Pour déduire de cette intégrale compléte
I'intégrale générale, on sait qu’il faut établir entre a,, a,, ..., a,
un certain nombre de relations, ces relations contenant en oulre
les variables x4 1y ..., Zr, Zry4y <.y Xn, qui jouent ici le role de
paramétres. D’aprés ce que U'on sait sar la théorie des intégrales
complétes, on peut supposer que ces relations se réduisent a
une seule, soit

Ag=W(Zgi1y ooy Tp; Tpty coey Ty Ay Bay oo vy Tgit )y

et 'intégrale générale est représentée par le systéme de ¢ équa-

tions
‘ 3=P[@1, ooy Ty oy T Aty ooey Bgety W(@gaty cons Tpy ooy Ty @1y, oeny g 1)),
(33) ) o 0P oW ) N
— r—= m——— = (] = ‘) —_— M
\ oa,~+dllf Ja; 0 (t=1,2, ..., q—1);
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a cause de la relation ¢ + r=n —1, chacune des fonctions @
et ¥ dépend bien de (n —1) arguments, et les deux fonctions
arbitraires se trouvent mises en évidence.

Dans le cas particulier ou ¢ =1, les formules se simplifient, et
l'intégrale générale est fournie par I'équation unique, résolue par
rapport a z,

(34) z=‘l_>[x1,.z',, ceer Tp—9; W(.’l‘z,z‘a, ...,(l‘,,)];
’équation du second ordre correspondante est
PaPin——Pn—1P1,n=0.

Si I'intégrale intermédiaire est de la forme (32), elle admet une
intégrale compléte de Ja forme

Z=P(Z1, Tay oovy Xg; Tggs ooy Tpy A1y Azy o oey Bg—q) + Qg

et, en raisonnant comme tout a 'heure, on en déduit que l'inté-
grale générale est représentée par le systéme de ¢ équations

E=D(x, ce e By ovvy Tp; A, Agy ovvy Bgy)

(35) F W(Zgi1y ooy Tpy Traty oo oy Ty Bey o ove Bg—1)s
d¢+d\F =o0 i=1,2 1)
R e

® et W désignant des fonctions arbitraires. Si ¢ =1, I'intégrale
générale est donnée par ’équation

(36) 3= ®(X1, Tgy «oe, Tp—y) + (29, T3y ..., ZTp),
el ’'équation du second ordre correspondante est

P1,n=0.

12. Nous allons énumérer les diverses formes canoniques pour
n=3,4,5.

Si n =3, on a les deux formes canoniques

(2) pra=o, (B) P12P3— P13p2=0;

la forme (a) admet les deux intégrales intermédiaires

p=f(&1,23), pa=fi(x, 1),
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et I'intégrale générale est
5 = (?(.Z‘,, ry)+ 4’(1‘2, 3’3)’

¢ et ¢ étant deux fonctions arbitraires. La forme (B) admet les
deux intégrales intermédiaires

pi=flzy, 3), 2= fi(@, @),
Ps3
et I'intégrale générale est
z = o[z, Y(@3, z3)],

o et 4 désignant encore deux fonctions arbitraires.
Pour n = 4, on a trois formes canoniques

(«') pr2=o0, (B) praps—psp1a=0,  (Y) P1aPau— P1upas=0;
la forme (o') admet les deux intégrales intermédiaires
P1=[(z, 3, 21),  pr=f1(@s, T3, T1),
et 'intégrale générale est
3= g (&, x3, ) + V(T2 23, 3).
La forme (B') admet les deux intégrales intermédiaires

Pl=f(xhxlnz)) ﬁ =fl(z2’ .2‘3,.1,‘5),

et I'intégrale générale est
%= ?[.2'1, Ly ql(-’l'm T3y 1‘5)].

Enfin, la forme (y) admet les deux intégrales intermédiaires

P1=f(x1, P2, 2),  ps=f1(@3, pi 7)),

et 'intégrale générale est représentée par le systéme des deux
équations
= ?(1‘1, zy, @)+ q’(‘z‘fh oy, a),
(37) 9 9y
d—a" -+ '5; =0,

a désignant un paramétre auxiliaire.

On remarquera sur ces exemples une loi générale qui se déduit
aisément des résultats précédents, & savoir que, parmi les n —
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formes canoniques relatives a une équation a r variables indépen-
dantes, figurent les n — 2 formes canoniques relatives au cas de
n — 1 variables indépendantes. Lorsque le nombre des variables
indépendantes augmente d’une unité, il ne s’introduit donc qu’une
forme canonique réellement nouvelle. Connaissant l'intégrale
générale d’une équation canoniqne & (n — 1) variables indépen-
dantes xy, Z,, ..., Zo_y, pour avoir 'intégrale générale de I'équa-
tion canonique correspondanle i n variables z,, Z,, ..., Za, il
suffit d’ajouter la variable x,, a titre de paramétre, dans les deux
fonctions arbitraires qui figurent explicitement dans l'intégrale
générale de I'équation a (n — 1) variables indépendantes.

Ainsi, pour n =25, on a d’abord les trois formes canoniques
(2'), (B'), () etla forme canonique nouvelle

P13 Piv Pis
(3) P23 P2 Pas | =0,
P33 P» Ps

qui admet les deux intégrales intermédiaires

4

= 4 9 !‘)i = <z‘ X, T &\ .
P1 f(‘TI’ Ty, zipi)? P fI 3y Ly 55[’3)

L’intégrale générale est représentée par le systéme de deux

équations
z = @[>y, 7y, @, Y(x3, 74, 5, a)],

f e 99 9y _
( /3714—@011*0’

a désignant un paramétre auxiliaire.

13. Pour présenter les résultats obtenus sous la forme la plus
générale possible, remarquons que I'une quelconque des équations
canoniques a n variables admet une intégrale intermédiaire de la
forme

(38) F(ub u?s"‘:uﬂ)ZOy
Uy, Us, ..., U, étant pris parmi les 27 + 1 variables
(39) Ty, X2y «oev Tny Pty P2, -+ Pny 2-

Inversement, quelles que soient les n quantités choisies parmi
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celles-1a, I'équation (38) représente toujours une intégrale inter-
médiaire d’une équation appartenant a la catégorie que nous
venons d’étudier. Cela est d’abord évident si u,, u,, . .., u, sont
deux a deux en involution; I’équation du second ordre correspon-
dante est une de celles qui ont été étudiées au n° 8.

Si les fonctions uy, us, ..., u, ne sont pas deux a deux en
involution, il suffit, pour notre objet, de montrer que I'on peut
trouver n autres fonctions distinctes (¢,, vy, ..., ¢,) telles que
I'on ait (u;, vx) = o, quels que soient les indices ¢ et k; la dé-
monstration n’offre aucune difficulté. Le groupe des n fonctions
(w4, ugy ..., uy) est de la forme

Zy, P cey ‘z'(p P!p mq+h cevy Try Praty cees Psy

ou de la forme

Ty Pry ceey Tgqy, Pgy Tg+1s ey Tpy Praty ooy Psy, 3

Dans le premier cas, on a ¢ + s = n, et le groupe de n fonc-
tions distinctes

Zs+1y Ps+1y ey Tny Pay Lg+1y oo Tpy Proty «-+y Ps

a toutes ses fonctions en involution avec les u;.
Dans le second cas, on a ¢ +s=n —1, et le groupe de n fonc-
tions

s+1 n—1
Ls41y o0y  Tnj ———pp ’ (¥ P——p H
n n
r+1 K
Lgayy «eey &p; Prea - Ps
q ’ P P
n n

a encore toutes ses fonctions en involution avec les u;.

Ce résultat est d’'un énoncé plus général que le résultat obtenu
aux paragraphes précédents (n° 11), mais il est moins précis, car
toutes les équations du second ordre obtenues par ce dernier pro-
cédé ne sont pas essentiellement distinctes.

En revenant maintenant a un systéme de variables quelconques,
par une transformation de contact générale, on voit que les
résultats obtenus peuvent étre résumés comme il suit :

Soient Xy, X, ..o, Xpy Py, Poy ..o, Puy Z des fonctions des
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(2n 1) variables x,, xyy ..., Zuy Pir P2y vy Pus 2, Satisfaisant
a l'identité
dL —PidXi—...— P,dX,=p(dz—pide;—...—pudz,);
toute équation de la forme

D(uy, sy ..., un) _
D(zy, g,y ..., xy)

o,

Ol Uy, Ugy ..., Uy SONt N quelconques des Jonctions L, X;, Py,
admet deuz intégrales intermédiaires distinctes. Réciproque-
ment, toute équation du second ordre qui jouit de cette pro-
priété peut étre obtenue de cette facon.

Remarque. — Etant donnée une équation du second ordre
appartenant a la catégorie précédente, on peut toujours recon-
naitre, sans aucune intégration, a quelle forme canonique il est
possible de la ramener par une transformation de contact, car cela
revient & déterminer le nombre des intégrales communes aux deux
systémes (13) et (14). La réduction effective exige d’abord I'inté-
gration de ces deux systémes, puis la réduction d'un groupe
homogéne d’ordre n + 1 & sa forme canonique; ce dernier pro-
bléme est traité en détail dans les travaux déja cités de M. Sophus
Lie, auxquels nous renverrons le lecteur.

14. Je terminerai ce travail par quelques remarques sur les
équations linéaires par rapport & 5 et & ses dérivées. Il est naturel
de chercher a étendre & ces équations la méthode de transforma-
tion de Laplace. Or, si 'on prend cette méthode sous sa forme
générale ('), on reconnait aisément que le succés de ce procédé
de transformation tient & ce que I'équation peut s’écrire

X[Y(2)] +aX(3)+bY(3)+czs=M,

ou
X(f)=¢1%+¢gg§9
Y(f)=@tg‘—£+§:%f"

(') Legons sur lintégration des équations aux derivees partielles du second
ordre a deux variables independantes, t. 11, chap. V.
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a, b, c, M, a,,-a,, B, B, étant des fonctions des variables z et y.

Prenons maintenant une équation a n variables indépendantes
Zy, Ly -+, Tn, qui peut s’écrire sous une forme analogue

(40) X[Y(2)]+aX(z)+bY(2)+cz=M,
ou

o of
X(j)_dlgz—l—*‘...—‘-'and—x-;’

Y(f)=B.g—l+...+B,.

cette équation peut encore s’écrire
(4v) X[Y(z)+az]+b[Y(3)+az]+3(c—X(a)—ab]l=M.

Si le coefficient de 3, h = X (a)+ ab — ¢ est nul, Uintégration
est ramenée a I'intégration de deux équations du premier ordre

successivement
X(u)+bu=M,

Y(3)+as = u.

Si le coefficient A n’est pas nul, prenons une inconnue nouvelle
en posanl:

(42) z51=Y(3)+az;
ce q‘ui permet d’écrire I'équation proposée
(43) X(1)+ bz = hz+ M.
L’élimination de z, entre les deux relations (42) et (43) conduit

a équation (41) elle-méme, tandis que I’élimination de z conduit
a une nouvelle équation de forme analogue

(44) Y[X(zl)-*"bzl]*‘al[x(z:)-!"[?51]=hzt+ M,;

la transformation définie par les formules (42) et (43) raméne
ainsi I'une a I'autre les équations (41) et (44). On a bien la une
transformation analogue a celle de Laplace; mais, pour qu'on
puisse avoir une suite de transformations, et non une transforma-
tion unique, il faudrait que 'on puisse permuter X[Y(3z)] et
Y[X(z)] sans changer la forme de I’équation (41); autrement dit,
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que I'on ait une identité de la forme
X[Y(2)] — Y[X(5)] = AX(5) + nY(2).

Les conditions précédentes sont d'ailleurs suffisantes; car la
méthode de Laplace, sous sa forme générale, s’étend sans aucune
modification.

Etant donnée une équation linéaire du second ordre, il est
toujours possible de reconnaitre sans aucune intégration si les
condilions précédentes sont remplies. En eflet, pour que I'en-
semble des termes qui renferment les dérivées du second ordre
soit identique a I’ensemble des termes du second ordre de X[ Y (3)],
il faudra que ces termes soient précisément

ay BIP“ e %n lgnpnn—" ZZ(%‘ §k+ &“k)lh’k-
i k

La forme associée a I’équation du second ordre

oF
=32 e,
pm"s"

est alors décomposable en un produit de deux facteurs linéaires

I= (algl"" ce angn)(plsl"*‘-- .+ Bngn)-

Il faudra donc d’abord que la forme associée a I'équation
linéaire proposée soit le produit de deux formes linéaires; notre
équation du second ordre doit donc rentrer dans la catégorie étu-
diée ici et posséder deux familles de caractéristiques du premier
ordre. Cette condition étant supposée satisfaite, la décomposition
de la forme associée I en ses deux facteurs linéaires fait connaitre
les coefficients a;, B, et, par suile, X(z) et Y(z). Il restera a
vérifier si le premier membre de I'équation proposée peut éire
mis sous la forme '

(45) X[Y(2)]+aX(z)+bY(3)+czs=M,
et si I'on a identiquement
(46) X[Y(2)] — Y[X(2)] = X (2) + pnY(3),

ce quin’exige évidemment que des calculs tout a fait élémentaires.
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15. 1l est intéressant de remarquer que toute équation du
second ordre qui satisfait aux conditions précédentes peut éire
ramenée, par un changement de variables, a la forme méme de
Laplace. En effet, une des familles de caractéristiques de 1’équa—‘
tion du second ordre est définie par les équations différentielles

(47) dxy dz, dz,

—_— = = .= ——

% oz %pn
I’équation non écrite étant linéaire en dp,, .. ., dp,. Comme aj;
a3, .. ., & ne renferment que les variables z,, z,, ..., z,, les

équations (47) admettent (7 —1) combinaisons intégrables
distinctes, que 'on obtiendra par lintégration de I'équation li-
néaire X(f) = o: Le second systéme de caractéristiques admet
de méme (n — 1) combinaisons intégrables distinctes, qui s’obtien-
dront en intégrant I'équation Y (f)==o0. L'identité (46) prouve
que ces deux équations X ( /) =o0, Y(f) = o forment un systéme
complet, c’est-a-dire qu’elles ont (n — 2) intégrales communes
distinctes. On peut alors effectuer un changement de variables tel
que I'équation X ( f) = o admette les n — 1 intégrales

’

Ty Ty e., Ty,
et 'équation Y (f) = o les n — 1 intégrales
‘ .
&y, Ty oo, T3

on aura alors identiquement

0 /]
X()=hisles  YU)=h g

et 'équation (45) prendra la forme de I’équation de Laplace

014 +a o + b 93 +czs=M
0z, 0z, ! oxy A ==
Les variables zy, &, . . ., x, ne figureront que dans les coeffi-

Cients a,, b|, Cy, Mg.
Prenons, par exemple, I'équation étudiée par M. Forsyth (')
2P1— P2 —P3 . °

-+ P93 — g—‘1+—'—,————=
P11 P23 — P1 Pis T2+ 2 )

(1) Philosophical Transactions; vol. CXCI, p. 20; 1898.
XXViL. 3
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qui peut s’écrire

X[Y(5)] + X—*—-—(;Z:::‘) =o,
en posant
_of o _o o
x(f)—d—z.t"—;‘,a’ Y(f—;);l“"g_;a'

Les équations X(z) = Y (z) = o forment bien un systéme com-
plet, et en prenant pour nouvelles variables

Ty = @1+ 22+ @3, Xy = s, 'y, = x5,
on est ramené a I'équation

(& + z3) 03 0z 0z —o
2T Y ox, 0xy ~ oxy  dwy

qui est intégrable par la méthode de Laplace.



