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BULLETIN
DE LA

SOCIÉTÉ MATHÉMATIQUE DE FRANCE.

MÉMOIRES ET COMMUNICATIONS.

SUR LES ÉQUATIONS DU SECOND ORDRE A // VARIABLE-:.
ANALOGUES A L'ÉQUATION DE MONGE-AMPÈRE ( ' ) .

Par M. E. GOURSAT.

Une équation de Monge-Ampère

(i) ^(rt—s^-^Br-^-Cs-^ D<-+- F === o,

où A, B, C, D, F sont des fondions quelconques de .r, y, ^,/?, </,

( 1 ) Les équations dont il s'agit dans ce travail ont déjà été étadiées par M. Vi-
vanti dans deux Mémoires :

Sulle equazioni a derivate parziali ciel secondo ordine a tre variabili indi-
pendenti {Mathematische Annalen, t. XLVIII, p. 474-5i3).

Contribuio alla teoria délie equazioni a derivate parziali del secondo ordine
{Rendiconti del 7?. Istituto Lombarde di Se. e Lett., série II, vol. XXIX; i8()6).

Mais le point de départ de l'auteur est tout à fait différent de celui que j'ai
adopté, et qui repose sur la considération des caractéristiques. D'un autre côté,
M. Vivanti ne s'est pas occupé du principal problème que j'avais en vue, c'est-
à-dire de la formation des équations du second ordre admettant deux intégrales
intermédiaires distinctes.

Voir aussi sur ce sujet :
FORSYTH, Cambridge philosophical Transactions, vol. XVI, Part III, p. 1 0 1 -

218.
JOSEF KURSCHAK, Mathematischer und Naturwissenschaftiicher Amei^er

der Akademie^ t. XIV, Budapest; 1898.
Les principaux résultats de mon Mémoire ont été résumés dans une Note pré-

sentée à l'Académie des Sciences {Comptes rendus de l'Académie des Sciences,
t. CKXVII, p. (io3-6o6; 24 octobre 1898).
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peut être considérée comme provenant de l'élimination du rap-
dy

port —- entre deux équations linéaires et homogènes en dx, dy,

dp^ dq^ et la considération des multiplicités d'éléments à une
dimension satisfaisant à ces deux relations, joue un rôle fonda-
mental dans l'étude de l'équation (i) (voir Leçons sur l'intégra-
tion des équations aux dérivées partielles du second ordre à
deux variables indépendantes y t. I, Chap. II). Les résultats
obtenus dans le cas de deux variables indépendantes s'étendent
sans difficulté aux équations à un nombre quelconque de variables
indépendantes, comme je l'indiquerai d'abord rapidement.

Soient x\^ x^y ..., Xn un système de n variables indépendantes,
z une fonction de ces variables; nous emploierons la notalion

àz à^z , . ,
pi==^ ^^àx^x, ^Â-=: i ,2, . . . , /z) .

Donnons-nous arbitrairement un système de n relations dis-
tinctes, linéaires et homogènes en dx^ dxi^ ..., dxn^ dp^y ..., dp^
les coefficients étant des fonctions quelconques de ^, j?i, ..., x,^
p^ ...,/?/<• Si l'on remplace dpi par

pu dxt -4- piî dxï •+-... -+- pin dxn,

l'élimination de dx^ ..., dxn entre les n relations obtenues con-
duit à une équation du second ordre d'une forme particulière qui,
au point de vue où nous nous plaçons, doit être considérée
comme analogue à l'équation (i).

Pour étudier de plus près les équations ainsi obtenues, suppo-
sons d'abord que l'on parte de n relations résolues par rapport
àrf/?,, ..., dpn

l clpi-\-oi^dxt +...4-a^ûf.r,, = o,
} dpî -4- a^i dxi -+-... -4- y.în dxn = o,

( dpn-^ a^i^i-h.. .-\-y.nndxn-== o;

si l'on remplace dpi parjo/i dx^ +• • •+ pi/idx/iy puis qu'on élimine
dx\^ dx^^ ..., dXf^ on est conduit à l'équation du second ordre

(3) 11=

/?n-+-an /?i2-+-ai2 ... pin-^^iii
Pîl •+ a2i /?22-+-a22 . - . Pîn-^^în

/?/il4-a,,i /î/t2-^-a/»2 * • • Pnn-^~^ntï



li est évidemment d'une forme très particulière. Adjoignons aux
lations (2) la relation

qui est évidemment d u
relations (2) la relation

(4) dz—p^dxi—pîdXi—.. .—pndxn

et convenons, comme dans le cas de deux variables indépendantes,
d'appeler multiplicité caractéristique toute suite simplement in-
finie d'éléments du premier ordre satisfaisant aux équations (2)
et (4); ces multiplicités, étant définies par (^+i) relations entre
(2/14-1) variables, dépendent de (n — i ) fonctions arbitraires d'une
variable. D'après la façon même dont on a obtenu l'équation (3),
il est clair que toute intégrale de celte équation est un lieu de mul-
tiplicités caractéristiques, et le problème de l 'intégration peut être
posé de la façon suivante :

Trouver une multiplicité n fois étendue d'éléments unis du
premier ordre telle que, par chacun de ces éléments, il passe
une multiplicité caractéristique située tout entière sur celte
multiplicité à n dimensions.

Le déterminant H ne changeant pas quand on permute a^ et a^-,
il s'ensuit que l'équation (3) possède un second système de carac-
téristiques dont on obtient les équations différentielles en permu-
tant ai/si et a/^ dans les équations (2). Ces deux systèmes de carac-
téristiques sont en général distincts; pour qu'ils soient identiques,
il faut et il suffît que l'on ait a/^== a^'.

2. L'équation (3) ne possède que ces deux familles de caracté-
ristiques; en d'autres termes, une équation du second ordre ne
peut être mise sous la forme d'un déterminant tel que H que de
deux façons, si la chose est possible. Nous nous appuierons pour
cela sur le lemme suivant, qui est à peu près évident :

Etant donné un discriminant bordé

an

an

^nt

^i

^\'î

^îî

Ctnî

^2

... a^t

dîn

' ' • a fin

- ' . Vu

fl\

HÎ

Un

0

où aik= a^i-, ce discriminant ne peut être nul identiquement,
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quels que soient les éléments a^f à moins que tous les éléments
de la dernière ligne, ou tous ceux de la dernière colonne, ne
soient nuls simultanément.

En effet, pour que ce délerrninant soit nu l , quels que soient
les coefficients a^, il faut évidemment que Pon ait, quels que
soient les indices / et À',

l̂ /,-4- UkVi=== 0;

si Pun des éléments de la dernière colonne, Ui par exemple, n'est
pas nul, la relation précédente donne, en faisant À '===/ , (^==0;
en faisant successivement À' = i, 2, ..., /z, on en déduit successi-
vement Vi= ^2===- * '= ^72== o* Le lemme est donc démontré.

Cela posé, étant donnée une équation de la forme (3), considé-
rons un système de n relations linéaires e n p ^ y p ^ , " - y p n f i delà
forme suivante :

(5)

^iPll + ̂ 2pï2 -4-. ..-+- ̂ npin-^- ^1 == 0,

^iRll -+- ^2pî2 -r-- "-^-^nPîn-^- ^2 == P,

' ^iptil-^^îpnî-^-" •+ ^npfin-^- ^n = 0,

à coefficients indéterminés 5^, )^ • • • ? ^/<» ^i? (^2? • * •? ^/î? et cher-
chons à quelles conditions doivent satisfaire ces coefficients pour
que Inéquation (3) soit une conséquence des relations (5). Pour
reconnaître s^il en est ainsi, on peut imaginer que Pon procède
comme il suit : supposant que )<i n^est pas nul, ce qui ne restreint
pas la généralité, on peut tirer des équations (5) les dérivées/?«,
P^îf ' ' " ) P U I exprimées au moyen des dérivées/?^, où les indices
i et k sont supérieurs à Funité. Ces dérivées étant remplacées par
leurs valeurs dans le premier membre de Inéquation (3), il faudra
exprimer que le résultat est identiquement nul , quelles que soient
les valeurs des dérivées p^y p^, ..., pnu-

Le calcul peut se faire comme il suit . Posons

A/= Xia / i -+- Xaa/2 +•. •+ ^n^in — ^,
BA.== ^t^ik-T- ^2^2/£+- ••+ ̂ n^nk— ^A,

C =-= )viAi+ ^2^24-. . .-4- X,tA,t= ^lBi-1-. . .4- )^B,t

( î , Â == 1 , ^ , . . . , / î ) ;

quelques combinaisons faciles de lignes et de colonnes per-
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mettent de remplacer l 'équation (3) par la nouvelle équation

W

G B, ... B,,
Ag Pîî—V-îî . • • Pîn-^-^în

A/i pn2~^~ ^-nî • • - Pfl^t~^~ann.

en tenant compte, bien entendu, des relations (5). Celte nouvelle
équation, ne renfermant plus que les dérivées pijç, où les indices i
et k sont au moins égaux à 2, doit se réduire à une identité. Il y a
un seul terme en p^^ ..... pnn dont le coefficient est G; on doit
donc avoir G == o. D^une manière générale, si Fon ne tient compte
que des termes du degré (/i — i) par rapport aux dérivées, on voit
que le discriminant bordé

o B,
Aâ pîî

fin

P-în

| A,t pnî ... pnn \

doit être identiquement nul . D'après le lemme démontré tout à
Plieure , ceci ne peut avoir lieu que si Pon a à la fois

ou bien
A 2 == A3 =... = A,t == o,

B 2 = B 3 = . . . = B , , = = o .

En résumé, pour que tous les systèmes de valeurs des déri-
vées pi/f-) qui vérifient les équations linéaires (5), vérifient
aussi Inéquation (î), il faut et il suffit que les coefficients \i, y.^
satisfassent à V un des deux systèmes de conditions (A) ou (B),

(A)

(B)

Xian -4-X2ai2-+- . . .-4-)^ai,,,-- ̂  == o,
Xiasi -4- X 2 3 1 2 2 + . . .-4- ^n^în—— ^2 = 0,

* ' • * • • • • • • • ' * * • • « . • . . . . . • . . . . . . . . ;

^1 a^i 4- Aa a,i2 -r- . . . -h ^/i y-nn — l^ti == 0 'i

X i a n +X2a2i -+-.. . - f -X^a^i — ;jii == o,
Xiai2-+- ^2022 -+-...-+- ^n^nî— ^2 == 0^. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ^ . . . . . . . .
^1 3ll» -+- ^2 aâ/^-^- • • • -+- X,, a^/z — ̂  = 0 ;

la réciproque est d^illeurs évidente.



Revenons maintenant à la question proposée. Etant donnée
une équation de la forme (3), si elle admet un système de carac-
téristiques défini par les équations différentielles

dpi-}- pu ^1-4-.. .4- pi/t^/t= o,
clpï-h pai dvi^-,..-+- ^îndx,t== o,

dpn-^ P,u^l+.. .-1- ^nndXn= 0,

c'est que cette équation provient de Féliminalion de n paramètres
)^, As, ..., \rt entre les n relations linéaires

(7) ^Ipii-^ ̂ iPiî 4-...-4- ^/»/>//t-h^i?/i-4-...-h ̂ n ?//< == 0 (t == 1 , 2 , ..., /l),

et, par suite, tous les systèmes de valeurs des dérivées pih qui
satisfont aux relations (^) vérifient aussi l'équation (3), et cela,
quels que soient les coefficients )^, Àa, ...» ^//. Or, diaprés le
résullat qui vient d^être établi, cela ne peut avoir lieu que si ces
n coefficients et les n quantités y.i= 5^(î/i 4-...+ 5^ (3^ satisfont
aux conditions (A) ou aux conditions (B). Dans le premier cas, on
doit avoir

•Xia,i-4-...-t- ^a/,,== Ai p,i -(-...+ \n ̂ in {i= 1 , 2 , ...,7l),

et comme les À( sont arbitraires, il faut que Fon ait

P(Â-==^A- (t, k == I , 2, . . . , 7l);

on retrouve ainsi le premier système de caractéristiques. Les con-
ditions (B) conduiraient de même au second système de caracté-
ristiques.

3. On arrive encore au même résultat par la méthode suivante,
qui offre Pavantage de se prêter au calcul pratique. Posons pour
abréger

[ Pli Pl2 • • . Pin

Rît Pîî . . . pînA =

Pnt Pni . • . Pntt

réquation (3) développée est une fonction linéaire de A et de ses

dérivées partielles -.—, -——-—-, •.., dont les coefficients sont des
^Pik àpikOpf^



fonctions dex^ x^ ..., *r,,, z, p^ . . . , /?/< seulement. Mais, inver-

sement, toute expression linéaire en A, ,—? • • • ne peut pas être

mise sous la forme (3), lorsque n est supérieur à 2.
Bornons-nous, pour simplifier les calculs, au cas de / i==3; la

méthode est d'ailleurs la même, quel que soit n. L'équation du
second ordre développée est alors

A -r- ail(^22/?33—/?J3)+ V-îî (pitP33 — PÎ 3) -+- »33 (PiiPîî — PÎ î)

^-(ai2^-^2l)(pl3p23—Pt2p33)-^-(^i3-+-^l){pi2p32——Pi3Pî^

-4- (3t23-<- a32)(/?21/?31 —Pï3Pil)

-+- (û^^— ^î3^3î)Pn -+-(ail^33— al3a3l)7?22

-+- (ai 1 0 3 2 — O^O^l)/^-^0^0^!-^ al3a32— ̂ (a^-^- ^îl)]pi2

-+• [a32a21-+- «12 «23—— ̂ («n-l- a3l)]7?13

4- [a2iai3-+-a3iai2—^11(^23-^ ^î)]p23
an ai2 ai3

-+- ^i 3(22 «23 " =0.

^1 a32 a33

En identifiant celle équalion avec une équation de la forme

A-4-A(/)22/?33——7 ? j3)+B( / ? l l / ?33—/?Î3)+ c( / ? l l7 ?2•2—^Î2)

-T- ^(pl3p23•~-Pi2p33)-3^- ̂ (pi3P3'i—PlïRîî}

^-¥ (PîlP3l ——P23pil)-^-Gpii-+-Hp22

-^- K/?33 4- L7?i2 4- Mpi3 + N7)23 + P = o,

où A, B, G, ..., P ne dépendent que de ^, x^ x^ x ^ ^ p ^ p^ ^3,
on a immédiatement

an=A, 032 =B, a33==C, a i24-a2 i==D, ai3+a3i==E, «23 4- 032= F,
«23233 == BC — G, ai3a3i == A G — II, 0112021 = AB — K,

<223a31-+- 213032= L -+- CD, «21^32-^ 012023== M -h BE,

021 ai3-4- «31 ai2 = N -h AF,
an ai2 ai3
021 «22 a23 = P \

031 032 «33

ai 2 et aai , par exemple, sont racines de Inéquation du second
degré

a 2 — D a - + - A B — K == o,

et Pon aura ensuite oco, 03,, 033, 033 au mojen des équations
linéaires

ai3+a3i= E, a2iai3+«12031= N 4- AF,
033 4-032== F, 3121^32 4-ai2 023 == M-4-BE.
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II ne restera plus qu'à examiner si les valeurs ainsi obtenues
pour les coefficients a^ satisfont à toutes les conditions précé-
dentes; la détermination de ces coefficients dépend, comme on
devait s'y attendre, de la résolution d'une équation du second
degré.

Dans le cas particulier où l'on aurait y.^= agi, la méthode pré-
cédente pour le calcul des autres coefficients devient illusoire. On
commencera par déterminer les coefficients (043, a.^) ou (033, 032) ;
si l'on avait à la fois

012=^21, ai3=3t3i , 023=032,

il n'j aurait qu'à vérifier si ces valeurs des coefficients a<^ satisfont
à toutes les équations de condition. S'il en est ainsi, l'équation
du second ordre a ses deux systèmes de caractéristiques con-
fondus.

4. On peut rattacher les propriétés précédentes des équa-
tions (3) à une théorie plus générale. Soit

(8) F(.yi,;z-2, . . . , x n, z, p i , . . . , / ? //,/?ii, . . . , /^ /0==o

une équation du second ordre de forme quelconque ; posons, pour
abréger,

à¥
vik=^ (^=I'2--^

et considérons la forme auxiliaire

(9) I=^SP^^

où C i , i;2, . . . ) ^a désignent n variables auxiliaires, que nous
appellerons la /orme associée à l'équation (8).

Pour que l'équation (8) admette une famille de caractéristiques
linéaires ( ^ ) , il faut et il suffit que la forme associée soit décom-
posable en un produit de deux facteurs linéaires en ^, Ça, ..., i^.

Soit ^ iÇi- l -XaSs+•• • •+^/<S/ î l'un de ces facteurs linéaires; si

( l ) Voir une Note que j^ai publiée dans les Comptes rendus de l'Académie
des Sciences (t. CXXVI, p. i332-i335; 9 mai 1898), et dont les résultats seront
établis dans un Mémoire plus étendu.
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dx\ dx^ dxn-)7= 'xr^'-^TT
oa peut ajouter à l'équation F = o un certain nombre d'autres
relations entre rf/^n, dp^^ ..., dpun') et l'on est ainsi conduit à
considérer une famille de caractéristiques du second ordre pour
l'équation proposée. Appliquons cette théorie à Inéquation (3); la
forme associée à cette équation a pour expression

I=AH^ï+-...-.-A,,^S+^(A,/,4-A^)^^ (^/Q,

\ik désignant le mineur de H correspondant à rélément^/^+ a^.
On a identiquement

An! == (AiiSi4-Ai2$2+. . .+Ai, ,^ ,)( .An^-4- An ^-+-. . . -+-A,n^/t) ,

car la relation H = o entraîne les suivantes

An A22== A i g A g i , ..., AnAf l^== Ai / tA/^ ,
AuA^== AIA-A(I , Ai iA^/ = Ai/A^.i;

la forme 1 est donc le produit de deux formes linéaires. Pour avoir
un des systèmes de caractéristiques, il faut, diaprés la théorie
générale, poser

do) da-t _ dx<j _ _ dxg
An Ai2 ~^" ' ' Ai,t

mais ici il se présente une simplification qui ne se présente pas
dans le cas général, car on peut se borner à considérer les dérivées
du premier ordre. En effet, Inéquation H = o peut s^cnre

An(/?u -̂ - an) 4- Ai2(7?i24- 012)-+-... -4- Ai^(/?i^+ ai,,)= o;

remplaçons-y An, A^s •• . i A^ par les quantités proportionnelles
dx^ dx^ ..., dxn ', il vient

dpi 4- an dx^ 4-.. .^- ̂ ndxn = o,

et l'on obtiendrait de même les autres équations différentielles des
caractéristiques du premier ordre (2). Le second facteur linéaire
de ï fournira le second système de caractéristiques du premier
ordre de l'équation (3).
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o. Nous avons supposé jusqu'ici que l'on parlait d'un système

de n relations linéaires résolues par rapporta dp^ dp^ ..., dpn.
Si l'on part d'un système de n relations linéaires quelconques en
dx^ ...,rf*r,,, dp^ ..,, dp ̂  tell es que

(ii)
andpi-^-. ..-+- din dpn -\-b^dXi-r-. . .-+- bindXn^= 0,

t = = I , 2 , ...,/l,

où les coefficients an, et 6^ sont des fonctions de x^ x^ ..., x,^
Z • > P \ ' > P 2 ' ) - • • » / ^ î l'élimination deAi-i, ..., dxn conduit à l'équa-
tion du second ordre

^lipa -+- ai27?i2 -+-...4- ai,,/?i^ + bu ... ûTuT?,,, -+-...-+- a^pnn + ̂ i/»
^ipii -+-......................... ... .........................

^1^11 -+-' ......... .+ annpin-^- bni . . . a^pi „+...-+- a,̂ 7?,,̂ + ̂

dont le développement est une fonction linéaire de A et de ses
dérivées partielles. On pourrait raisonner sur cette équation
comme on l'a fait sur l'équation (3), mais il nous suffit de remar-
quer qu'une transformation de contact permet toujours de
ramener le cas général au cas particulier où les équations li-
néaires (n) sont résolues par rapport à dp,, dp^ ..., dpn. Soit,
en effet, f{x^x^ ...,.r,,) une fonction ne satisfaisant pas à
l'équation (12); si l'on remplace z par z +/, la nouvelle équation
n'étant pas vérifiée pour.^ = o, le déterminant

^11 • • . bin |

doit être différent de zéro. On peut donc résoudre les équations
linéaires (i i) par rapport à dx,, ..., dxn, et, si l'on emploie main-
tenant la transformation de Legendre généralisée

^I=PI , ..., ^=P^, /?i==~Xi, ..., ^=_x,,,
^=Z~P,X,~. . . -P^X^

on est ramené à un système d'équations linéaires résolues par
rapport à rfP,, ..., rfP,,.

Pour établir les propriétés de l'équation générale (12), qui se
conservent par une transformation de contact, on peut donc se
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borner au cas où les équations différentielles des caractéris-
tiques (i i) sont résolues par rapport à dp^ dp^ ..., dpn. Ainsi,
toute équation de la forme générale (i 2) possède deux familles
de caractéristiques du premier ordre, qui sont, en général,
distinctes ; toute transformation de contact, appliquée à une
équation de cette forme, la change en une équation de même
forme, et transforme les caractéristiques en caractéristiques.

Remarque (1). — Lorsque les équations différentielles des
caractéristiques sont de la forme

| dx<i — ^2 dxi =o, ..., dxn — y.n dx^ == o,
( ai dpi -+-... -h a,i dp,i -4- b dxy = o,

Inéquation du second ordre correspondante est linéaire par rap-
port aux dérivées du second ordre, et elle a pour forme associée

1 =(aiÇi-h...4-a,,^)(^-+- (Jt2 Sa-+-...+ î^/Oî

inversement, toute équation linéaire par rapport aux dérivées du
second ordre, dont la forme associée est décomposable en un pro-
duit de deux facteurs linéaires, admet deux familles de caracté-
ristiques du premier ordre. Les équations de celte espèce sont
donc des cas particuliers des équations de la forme (12), comme
Péquation linéaire en /*, s, t, dans le cas de deux variables, est un
cas particulier de Inéquation de Monge-Ampère.

6. Revenons à Féquation (3) et à ses deux systèmes de caracté-
ristiques du premier ordre

( d z — p ^ d x ^ — . . . — p n d x n ^ o ,
) dpi•^-Oindx't -+-... -4- OiindXa = 0 ( i -= 1 , -2, . . ., 7l),

(Jî} ^ ds—pidXt—.^—pndXn==0,
{ dpk-+- au.û?.ri-+-.. .4- v-nkdxn^ o ( ^ = 1 , 2 , . . . , /i);

inétude de inéquation (î) est liée à la recherche des combinaisons

( l ) D'une manière générale, lorsque parmi les équations différentielles des
caractéristiques, il y en a r indépendantes de dp^ ..., dp^ et r seulement,
l'équation du second ordre correspondante est de degré n — r par rapport aux
dérivées du second ordre.
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intégrables des équations différenlielles de chacun de ces systèmes.
V ê t a n t une fonction de x^ x^ ..., x,^ z . p ^ p ^ p n , pour que
dV ==o soit une combinaison linéaire des équations (A), il faut
et il suffit qu'en remplaçant dans rfV les différentielles dz,
dp^ ..., dpn par leurs expressions (A), le résultat soit identique-
ment nul, quels que soient dx,, dx^ ..., dx^ En faisant cette
substitution, on arrive aux n équations simultanées

(i3)

Xi(V)==

X2(V)=

X.(V)=

à\
àx\

à\
àx^

ày
àx,t

-^-Pi

-+-/?2

-+-Pn

ày
~àz

à\
~àz

à\
~àz

à\

~all^l
à\

'-a12^

àV
— ^ln •^—

api

à\
-a21^

àV
— 022 ,——

àpî

à\
-a2-^

— •.. —

—...--

a ni

a/î2

a/^/(

à\
àpn

ày
àpn

à\
àpn

== 0

= 0

= 0

que Fon obtiendrait en remplaçant, dans les n dernières équations

(B), dxi par ̂  et dpk par — ( ^ +/?^V Pour que dU = o(B)
soit une combinaison intégrable des équations (B), on obtiendra
de même les conditions

Y,(U)=

Y,(U)=

Ya(U)=

àV
àx,

OU
àx,

àV
àXn

-^-Pi

-+-/>2

^Pn,

à\J
àz

à\î
àz

à\]
àz

—an

—021

— a/M

àV
api
àV
api

àV
api

—ai2

—^22

à\J
àpî

àU
àpî

—. .^

— ai/t

—V-ln

— ^nn

àV
àpn

àV
àpn

à\]
àpn ^

(»4)

On démontre immédiatement l'idenlilé

[U,V1»^Y,(U^...^Ï.(U)-^X,(V)...-^X.(V),

[U, V] étant le crochet de Jacobi

ru vi - Vàv (ÔN -4- àv\ àv (w àu\
^^^àpAà^^^àz)^^

par conséquent, si rfU == o, rfV =o sont deux combinaisons
intégrables appartenant à deux systèmes de caractéristiques
différents, les/onctions U et Y sont toujours en involution.
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Si, en particulier, a/^ == a^/, les deux systèmes ( i3) e t ( i 4 ) sont

identiques et deux intégrales quelconques de ce système sont
toujours en involution.

Chacun des systèmes ( i3)e t ( i4) admet au plus n + i inté-
grales distinctes. Pour que le système (i3), par exemple, admette
le nombre maximum d'intégrales, il faudra qu'il forme un système
jacobien, c'est-à-dire que l'on ait identiquement, quels que soient
les indices i et A-,

X,[XA.(V)]-X,.[X,(V)]==O;

or, le coefficient de — dans celte combinaison est9 oz

dik—^ki'

On doit donc avoir a^== a^ et l'on en conclut qu'un des sys-
tèmes de caractéristiques ne peut admettre 7 / 4 - 1 intégrales
distinctes que si les deux familles de caractéristiques sont
confondues. Cette condition nécessaire n'est d'ailleurs pas suffi-
sante.

7. Plaçons-nous dans le cas où l'un des systèmes (i3) ou (i4)<
le système (i3), par exemple, admet n intégrales distinctes
M,, ^2, . . ., ̂ . Toute intégrale de l'équation du second ordre
proposée peut être considérée comme un lieu de caractéristiques
linéaires issues des divers éléments 3'une multiplicité (n— i) fois
étendue M/,_i d'éléments du premier ordre; le long de M,,_<, u^
«2? • • • » Un étant des fonctions de (n—i) variables seulement,
sont liées par une relation

( 1 3 ) F(^l, ^2, ..., Uu)== 0,

et, comme ^i,^,..., Un restent constants tout Je long d'une
caractéristique, il s'ensuit que la relation (i5) s'applique à tous
les éléments de l'intégrale considérée.

Inversement, quelle que soit la fonction F, toutes les intégrales
de l'équation (i5), sauf peut-être les intégrales singulières, satis-
font à l'équation du second ordre. D'une façon plus générale, si
d{] == o est une combinaison intégrable des équations diHcrcn-
tidies (B), toutes les intégrales de l'équation du premier ordre

U == C,
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sauf les intégrales singulières, vérifient l'équation (3); ce que
nous exprimerons en disant que U == C est une intégrale inter-
médiaire àe Inéquation du second ordre. En effet, d'après la façon
même dont on a obtenu le système (i3), les caractéristiques de
U == C sont des multiplicités d'éléments à une dimension salis-
faisant aux équations (A); les intégrales non singulières de U === C
sont donc aussi des intégrales de l'équation du second ordre (n° 1).

Remarque. — Toute équation du second ordre qui admet une
intégrale intermédiaire de la forme

¥(ui,Uî ... «,,)=o,

où F désigne une fonction arbitraire, est nécessairement de la
forme considérée ici. On peut le vérifier par un calcul direct; mais
il est plus simple de remarquer que, si l'on élimine les rapports

\-p
de(/î — i) des dérivées .— à la /î^1»® dans les équations différen-

tielles des caractéristiques, on obtient n relations linéaires et ho-
mogènes en dxi, dp/sy outre la relation évidente

dz — pi dx\ — ... — pa dxn == o.

Il nous reste à démontrer que la méthode précédente fournit
bien toutes les intégrales intermédiaires de Inéquation du second
ordre, c'est-à-dire toutes les fonctions

U(;TI, X^ . . ., Xn. Z ^ P i î P î ï • • -fPn)

telles que les intégrales de l'équation du premier ordre U = C,
sauf les intégrales singulières, vérifient l'équation (3). De l'équa-
tion

(16) U==C

on déduit, en effet, en différentiant,

I ÔV à\] àV f)V
—— Plï -+-...+ —— Pin 4- —— -4-/?i —— == 0,
api ^Rn ^1 à3

àV W àU àV
(.7) .^/?21'-•••4"^7?"'"^+7?^=05

<){] àV ()LJ à\]
\ T- Pnl -1-...4- 7)_-^«w-+- ;)~4-'/?^-.T =0:

\ Vpi ifpn tïXn 0^
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si toutes les intégrales de l'équation <lu premier ordre U = G
vérifient l'équation du second ordre (3), cette équation doit être
une conséquence des relations (17), car, pour une intégrale de
Féqualion U === C, il ne peut exister plus de n relations distinctes
entre les dérivées du second ordre. Or, les relations précédentes
(17) sont identiques aux relations (5) où l'on aurait posé

à\] àV à\]
À/ == -—? M.A- == -;—— — Ph ~~<~ 'api ' àxk àz

D'après le théorème établi au n° 2, on voit que U doit satis-
faire à l'un des systèmes d'équations obtenues en remplaçant \i et
[JL^ par ces valeurs dans les conditions (A) ou (B). Les deux sys-
tèmes d'équations linéaires auxquels on parvient ainsi sont pré-
cisément identiques aux systèmes (i3) et ( i4)-

8. On a vu jusqu'ici se manifester une analogie complète entre
les propriétés de l'équation de Monge-Ampère et les propriétés
des équations étudiées dans ce travail. Pour poursuivre cette élude,
il est naturel d'étudier d'abord les équations pour lesquelles l'un
des systèmes de caractéristiques admet (n -4- i) combinaisons inté-
grables distinctes; l'analogie avec l'équation de Monge-Ampère se
poursuit encore. D'après les résultats du n° 6, les deux systèmes
de caractéristiques doivent être confondus, et les n + i intégrales
u^ M 2 î « - - î ^/î+< doivent être deux à deux en involution. Soit
alors

(l8) ¥ ( U i , U î , ...,^)=0

une intégrale intermédiaire dépendant de la fonction arbitraire F;
puisque Fon a

(?/./, Uk) = o (i, À' == r , ^, .,., n — r),

il s'ensuit que les n 4- i relations

(19) F = 0, l^i=ai, ..., Un-\=1 CT/A-l? Un+l== ^n+lï

où a,, .... a/,_i, an^.\ sont n constantes arbitraires, représentent
une intégrale complète de Féquation F === o. On peut donc en
déduire, par des éliminations et des différentiaijons seulement,
l'intégrale générale de l'équation F = o et, par suite, de l'équa-
tion du second ordre. Si, par exemple, l 'élimination de /? i , /^2? • • • ?
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pu entre les n 4- i équations

(20) MI == ai, Ma == 04, .... UH= an, Un+î == a,/-n

conduit à une seule équation, on a, pour obtenir l'intégrale géné-
rale de l'équation du second ordre, la règle suivante, que l'on
établit comme dans le cas de deux variables indépendantes :

Soit „

(-2I) ^(^1, ^2, .. ., Xn, Z : Oi, a.,, . . . , 0,,, 0,t-n)== 0

le p^ésultat de l^ élimination de p^ p^y ..., pn entre tes n 4-1
relations ( 20) ; pour trouver l'intégrale générale de l'équation
du second ordre y on établit entre les n 4- i paramètres ai un
certain nombre h 4- i de relations arbitraires (A^ i), soit

dn-h-^-ï == ./l(<^l» . . » Cl'n-h)j

^n-h-^-2 ̂ fî^if • • • î an-h)^

«/i-H == f/t+i (^1, . . • » Cin-k ),

^/ ^o/î élimine a\, 02, ..., o/î-Â entre les n — h 4- i relations

d^ d^
<î> === 0, -,—— ==0, . . . , -.———— == 0.

dât dan-it

Lorsque l'élimination de p^ p^ ,...,/?„ entre les (n 4- i) rela-
tions (20) conduit à r relations distinctes entre x^ x^, ..., Xi^ z^
a^ 02, ..., o/î+n l'intégrale intermédiaire du premier ordre est
semi-linéaire, et l'intégrale générale peut encore se déduire de
l'intégrale complète, comme l'a démontré M. Sophus Lie; il est
à remarquer que l'équation du second ordre correspondante est
de degré n — r + i par rapport aux dérivées du second ordre. Le
cas limite est celui où r = n\ l'élimination de/?i,/?g, ..., /?„ entre
les équations (20) conduit à un système de n équations entre x^
x^y ..., Xf^ z, a\y a--^, ..., a/j^.\ ',

(î9.) Fi(^i, ..., Xn, z', ai, 03, ..., <ï,i4-i), ..., F,» ===0.

Ces relations représentent, dans l'espace à n 4- i dimensions, une
famille de courbes dépendant de n -+- i paramètres. L'équation
correspondante est linéaire par rapport aux dérivées du second
ordre, et l'intégrale générale s'obtient en prenant les hyper-
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surfaces de l'espace à (/i + i) dimensions, engendrées par les
courbes précédentes associées suivant une loi arbitraire (1) .

Toutes les équations de la classe précédente peuvent être rame-
nées à une même forme canonique par une transformation de
contact; les (n + i) fonctions u^ u^y ..., Un^ étant deux à deux
en involution, on peut, en effet, trouver une transformation de
contact qui ramène ces fonctions à la forme suivante

Ui=pi, Uî==pî, . . . , Un=pn, Un^-=^P\-Vi-^-...-^-pnXn—Z.

Inéquation du second ordre correspondante est alors

<.3) D(^,^,...,^)
D(^i, X^ ..., Xn)

c'est-à-dire A = o (n0 3); cile caractérise les hypersurfaces déve-
loppables dans l'espace à /? 4-i dimensions. On obtiendra les
équations générales de ces surfaces, comme on l'a expliqué tout à
l'heure, en posant

<t» == ai.ri-4-. . .-+- dnXn-{- (Zn+i—Z = 0.

On obtient une forme canonique encore plus simple en rame-
nant u^ ..., Uff^.^ à la forme

Ui==pt, Uï= X^ . . . , U,t==V,^ U,^\ == Z —Ri Xi ;

l'équation du second ordre correspondante est alors

( ' î4) /?H==0.

En revenant à un système de variables quelconques, on peut
énoncer comme il suit les résultats obtenus :

Pour déterminer toutes /es équations du second ordre qui
admettent deux intégrales intermédiaires distinctes, apparte-
nant à un même système de caractéristiques, et dépendant
chacune d'une fonction arbitraire de n — i variables, on
déterminera (2 n -(- ̂ fonctions X,, Xa, ..., X,», Z, P,, ..., P,<

( * ) Ce cas particulier a été spécialement étudié par M. Josef Kûrschàk, qui l'a
rattaché à un problème du calcul des variations : Ueber eine Classe der par-
tiellen Dijfferential-Gleichungen zweiter Ordnung ( Mathematischer und na-
tunvissenschaftiicher Anzeiger der Akademie, t. XIV^; Budapest, 1898).

XXVII. 2
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des in 4- i variables z^ x^ p^, satisfaisant à V identité

Û%—PI^XI—...—P,^X,,= p(dz—p^ dx^—,.. — pndxn),

V équation du second ordre cherchée prendra F une des formes
équivalentes suivantes ( < )

D ( X i , X a , . . . , X,,) ^ ^ D^Z, Xa, . . . . X ^ )
D(a'i, ^2, . . . , ^) 0' D(.yi, .y,, . . . , a^) "'"' °'

Remarque. — Lorsque les deux systèmes de caractéristiques
sont confondus, et qu^il existe n intégrales distinctes pour les
équations (i3), ces n intégrales, étant deux à deux en involution,
peuvent être, par une transformation de contact convenable,
ramenées à la forme

Uï=pif Mi==/?2, ..., un=pn,

et Inéquation du second ordre devient, par celte transformation,
A = o. On voit donc qu'en dehors du cas qui vient d^être examiné,
lorsque les deux systèmes de caractéristiques sont confondus, il y
a au plus (n — i) combinaisons intégrables distinctes pour les
équations différentielles des caractéristiques. Par exemple, l'équa-
tion
/ c v . à^(î5) A4-a,^-——==o

àpnn

a ses deux systèmes de caractéristiques confondus; les équations
différentielles des caractéristiques admettent les combinaisons
intégrables

dpi== o, ..., dpn-i==o,

mais n'en admettent pas d'autres, si la fonction a,,^ est quel-
conque. La transformation de Legendre, appliquée à l'équation
précédente, la ramène à la forme

Pnn=f(yiî ^2» . .., .y/t, 5;/?1, Pt, ...,/?„).

9. Supposons maintenant que les deux systèmes de caracté-
ristiques soient distincts, et que les deux systèmes d^équations

( * ) Voir le Mémoire de M. DARBOUX, Sur les solutions singulières des équa-
tions aux dérivées partielles du premier ordre ( Mémoires des Savants étran-
gers, tome 27, IP série; p. 212) .
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linéaires ( i3) et ( i 4 ) admettent respectivement n intégrales
distinctes (i^, ^3, ..., Un) e t (^ , v^ .... ^), de telle façon qu'il
existe pour l'équation du second ordre deux intégrales intermé-
diaires distinctes

F(MI, U^ ..., Un) ===0,

^(^1, ^2, • • • , t^)= 0,

dépendant chacune d'une fonction arbitraire de (n — i) variables.
Diaprés le théorème établi plus haut (n° 6), le problème revient

à déterminer deux groupes G, G', composés respectivement de n
fonctions distinctes, tels que deux fonctions appartenant à deux
groupes différents soient toujours en involution. Soit, en effet,

(•26)
G Ui, U.î, . . . , Un,

G' Vi, ^2, ..., Vn,

les deux groupes de fonctions, tels que l'on ait, quels que soient
les indices i et A-, [^, ̂  === oj ; formons l'équation du second
ordre qui admet Fintégrale intermédiaire

F(Mi, Uî, ..., Un) =0.

Celte équation, qui peut s'écrire

D(MI, Mg, . . . , Un) ̂

D(.Ti, X^ . . ., Xn) ~ !

admet les n combinaisons intégrables du^ = o, ..., ^,,==o,
pour un de ses systèmes de caractéristiques. Le second système
de caractéristiques est formé par les caractéristiques de l'équation
du premier ordre, où F est une fonction arbitraire. Mais on a,
quel que soit F, les relations

[ F , ^ ] = = o , ..., [F,( . , , ]==O,

de sorte que dv^ === o, ...,o?^ == o sont n combinaisons intégrables
des équations différentielles de ce système.

Chacun des groupes G, G' peut être mis sous une infinité de
formes distinctes, sans changer l'équation du second ordre corres-
pondante. Nous dirons, pour abréger, qu\me fonction appartient
au groupe G, si elle peut s'exprimer au moyen des fonctions u^
u^, ..., M,, seulement; il est clair qu'on peut remplacer les n fonc-
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lions u^ Uî, . . . y Un par n fonctions distinctes appartenant an
groupe G, et de même pour le second groupe. On profitera de
cette propriété, comme on le verra plus loin, pour ramener les
deux groupes G et G' à une forme simple.

Remarquons aussi que, si l'on a une solution du problème, on
peut en déduire une infinité d'autres en appliquant aux variables
z, Xi, pk une transformation de contact quelconque, nous ne con-
sidérerons pas comme essentiellement distinctes toutes les solu-
tions que l'on peut ramener l'une à l'autre par une transformation
de cette nature.

Les n fonctions (^, u^ ..., Un) sont, par hypothèse, distinctes,
ainsi que les n fonctions ((^, (^ • * • ? ^/Oî mais il peut arriver
qu'il existe /' fonctions appartenant à la fois aux deux groupes.
Soient w < , Wa, ..., Wr ces r fonctions; les deux groupes peuvent
alors s'écrire

G Wi, Wg, ..., Wr, ^r-t-l» • • • , Un,

G' Wi, (Va, • • • , Wr, Vl'+i^ • • • , Vn'

Le nombre r est, au plus, égal à n — a ; si, en effet, l'on avait
r = = / i - — i , on aurait d'abord [^,(^]===o, puisque w, et Wk
appartiennent à la fois aux deux groupes, et ensuite

[WI ,M^]=O, ..., [W^-i, Un} == 0,

de sorte que le groupe G serait en involulion, cas qui a déjà été
traité (n° 8).

Les fonctions w^ Wg, ..., Wr sont les fonctions distinguées des
deux groupes complémentaires G et G'; elles sont en involution
avec toutes les fonctions de chacun de ces groupes. Il est évident
que deux groupes, qui se déduisent l'un de l'autre par une
transformation de contacta ont le même nombre de fonctions
distinguées; la réciproque sera démontrée plus loin.

1U. Effectuons la transformation suivante

x\-=y\, .^2=^2? • • • » ^n=yn, -s==y/i-+-i»
^^-JTl., ..., pn=-^-;(27) \ r. ^ n (în •1 Ri = — — — — ? • • • ? Pn~=————;

[ qn+l yn+tqn+l ^n+t

toute fonction des 2 / 2 + 1 variables x^ p / s , z se change en une
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fonction des 2^4-2 variables y,, qi, homogène et de degré zéro
par rapport aax q^ et réciproquement. Soient

Ui, Us, . . . , U^,
Vi, v s» • • • » T /^

les deux groupes de fonctions qui remplacent les deux groupes G
et G'; on a, comme il est facile de le vérifier,

(28) (U,, VA:)=- —— [ui, Vk] = o,
<ln-^-\

en posant, d'une manière générale,

,n v^-V^^- à^àv-vu ' v / -^^ àyi ày, àq,'

Les n équations linéaires

(Vi,/)=o, ..., (V^/)=o

admettent pour intégrales les n fonctions U<, Ua, ..., U,,, et, par
suite, toutes les parenthèses (U,, U^). L'une au moins de ces
parenthèses n'est pas nulle, soit ( U < , Us); c'est une fonction
homogène et de degré -— i de q^ q^ ..., qn-, et, par conséquent,
une fonction distincte de U < , Ua, ..., U,,, que nous désignerons
par U/î+i. Tout pareillement, les (/z -+- i) équations linéaires

(Ui , / )=o , .. . , (U,,,/)=o, (U^i , / )==o

admettent pour intégrales les n fonctions V < , Va, ...5 V^; comme
l'une au moins des parenthèses (V/, \h) n'est pas nulle, on en
déduira une nouvelle intégrale V/,+o qui sera homogène et de
degré — i par rapport aux qi.

La transformation qui précède fait donc correspondre aux
deux groupes primitifs G, G' deux nouveaux groupes H, FF, de
( ^ _ ^ _ i ) fonctions à 2 ^ + 2 variables conjuguées (yi, y ^ ) , . . . y
(y/<+n 3^+Oî homogènes par rapport aux <y/,

H Ui , U^, . . . , U^i,
H' Vi, V,, .. , V^i,

tels que l'on ait

(U/ , V A . ) = O ( l , ^ = 1 , 2 , . . . , / l4 - I> .
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Les deux groupes H, H' constituent donc deux groupes po-
laires homogènes de n -+- i fonctions à 2 / 1 - 4 - 2 variables conju-
guées ( 1 ) .

Inversement, soit II un groupe homogène d'ordre n 4- i, non
en involution ; le groupe polaire H' est également d'ordre n + i et
non en involution. Chacun de ces deux groupes admet n, fonctions
distinctes qui sont homogènes et d'ordre zéro par rapport aux qi.
Soient U<, . < . , V,i les n fonctions homogènes du groupe H et V'<,
Va, .. ., V,, les n fonctions homogènes de H'. En revenant aux
variables primitives X i . p h ^ z ^ ces ïn fonctions donnent naissance
à deux groupes de n fonctions

G Ui, U^ ..., Un,

G' ^i, ^2, • • . , Vn\

les relations (U/, V^) == o deviennent d'ailleurs [^,M^]==O, de
sorte que les deux groupes G, G' fournissent bien une solution
du problème proposé. La question est donc ramenée à la déter-
mination de tous les groupes homogènes, non en involution, de
n -\- i fonctions à 2 n 4- 2 variables conjuguées

(yiî yi; ^2,^2; • • . , y/t-n, y/<-n).
Quand on effectue sur les vari.ablesy/, ç/une transformation de

contact homogène, c'est-à-dire telle que y^ya? -••?y/?4. i soient
des fonctions des variables nouvelles^, q^ homogènes et de degré
zéro par rapport aux q^ tandis que les variables q^ . . ., qn-\-\ sont
homogènes et du premier degré des variables q'^ ces fonctions sa-
tisfaisant d'ailleurs à la relation

<7i dy^ 4- ...-+- qn+i d/n+i = q\ dy\ -h ... -4- y;,-n dy1^,

on sait qu'il y correspond pour les variables z ^ X i , ph une trans-
formation de contact tout à fait générale, et réciproquement.
D'autre part, le groupe homogène H se change en un nouveau
groupe homogène H<, et toute fonction homogène et de degré zéro

(') SOPHUS LIE, Begrûndung einer Invarianten-Théorie der Berùhrungs-
Transformationen (Mathematische Annalen, t. VIII, p. 2i5-3o3; id. t. XI,
p. 464-555).— Théorie der Transformationsgruppen. Zweiter Abschnitt, p. 178-
a5o.

J'ai donné un résumé de cette théorie dans le Chapitre XII de mes Leçons sur
l'intégration des équations aux dérivées partielles du premier ordre, p. a38.
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dii groupe H s'exprimera au moyen des n fonctions homogènes
et de degré zéro du groupe Hi. Le groupe G correspondant au
groupe homogène H se change donc en un nouveau groupe qui
se déduit de H, comme G se déduit de H. 11 suit de là que, si l'on
ne considère pas comme distincts tous les groupes G qui peuvent
se déduire de l'un d'entre eux par des transformations de con-
tact, il suffira, pour avoir toutes les formes essentiellement dis-
tinctes des groupes G, de considérer tous les groupes homogènes
d'ordre n 4- i essentiellement distincts.

H. Étant donné un groupe homogène, non en involution,
M. Sophus Lie a démontré que l'on peut toujours le ramener à
l'une des formes canoniques suivantes ( 1) :

(I) YI, Ya, . . . , Y/ro» Ql • • • » Qw» Y,,,-n, - * ' î 1L r j

(II) YI, Ya, . . . ? Y^, Qi, . . .» Q/n? Yy/i-i-i, • • • ? Y,., Q/i-t-ii

suivant qu^il renferme des fonctions distinguées d'ordre nul ou
non, les Y( étant des fonctions homogènes d'ordre zéro par rap-
port aux qi^ et les Q( des fonctions homogènes d'ordre i, satisfai-
sant aux relations

(Y,, YA)== o, (Q,, Q^)= o, (Y,, Q0== i, (Y,, Q^)= o.

On peut ensuite compléter le groupe (I) ou le groupe (II) par
d'autres fonctions Qw+i j • • • » Q/<+< » Y^+r+i, . • . , Y,^ de façon
à former un groupe canonique de 2/1+2 termes; et enfin, en
effectuant une transformation de contact convenable, on voit que
l'on peut prendre pour forme canonique d'un groupe homogène
une des deux formes suivantes

(!) .ri» y^ • • • » y^ ^i» ^2, .... qm, ym+\, ..., y,">
(II) yi, y^ . . . , ^^, q^ q^ . . . , q,n, y/n+iî • • • » yr, y/i+i.

Considérons d'abord la forme (I); on doit avoir

m 4- /' = n 4- i,

et le nombre des fonctions distinguées d'ordre nul / ' — m est

( l ) La forme canonique (II) n'est pas absolument identique à* la forme employée
par M. Sophus Lie, mais il est facile de passer de Pune à l'autre.



- 24 -

toujours de même parité que /i-{- i. Le nombre w peut varier

depuis i jusqu'au plus grand entier contenu dans———-Quant au
groupe polaire H', il a pour forme canonique

V'r^ ..., ^n+i, ^r+ïî ..., qn+l, Y m-^-\i • • • » Vr-

Pour passer aux deux groupes G, G' correspondants, nous po-
serons

rFl:==J/'l? • • • î ^m— 1 = y/n—ii ^'^ymi ^m-\-\ '-=: J^m-t-iî • • • i ^m-\-r == y in.-\-r^

Pi
-îi-.
qm9

ce qui donne pour ces deux groupes, en modifiant un peu les
notations^

[ G | X^,X.^ . . . , ^y,/?i, . . . , P y , .^+1, . . . , X r , Z ^

(•29) ( G' y/.+i, ..., Xni -'^j ... î—71-1?^-^!, . ..,.y,. .
____________Pn________/3^_________

La somme q + r est égale à ^ — i et q peut varier depuis i

jusqu^au plus grand entier contenu dans ———• Les fonctions qui

sont communes aux deux groupes sont Xq^.\ f • " • ) ^ry 6t leur nombre
est égal à n — i — iq\ il peut prendre les valeurs n — 3^ n — 5, ....
toutes de même parité.

Si le groupe homogène H a la forme (II), le gi oupe polaire H'
se compose des n + i fonctions

^r+l» • • • ? Yni yr-^-if • • • ) ^ni J^m-^-iî • • • ? y ri ^/n-t-if

et les groupes correspondants G, G' peuvent se mettre sous la
forme

(3o)
G j^l,^â, . . .,.Ty,/?i, . . .,/?y, *r<7-Mi • • • )

G' | ;r,.-n, • • .,a^,/?/.4-i,.. .,/^, .yy+i,...,.z*r •

La sommer + /• == Hy elle nombre q peut varier de i jusqu'au

plus grand entier contenu dans — : le nombre des fonctions com-

munes aux deux groupes est n — ay, et ce nombre peut prendre
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les valeurs n— 2, A I — 4 . 7 A — 6,..., etc. On voit que nous obtenons
en tout n — i formes canoniques pour les deux groupes G et G';
ces formes sont essentiellement distinctes^ car chacune (Telles est
caractérisée par le nombre des fonctions distinctes qui appar-
tiennent à la fois aux deux groupes.

A chacune de ces fonctions canoniques correspond une forme
canonique d'équation du second ordre, admettant deux intégrales
intermédiaires distinctes. On peut obtenir sous forme explicite
l'intégrale générale de chacune de ces équations. Il résulte, en
effet, de ce qui précède quelles admettent toujours une intégrale
intermédiaire de la forme

(3i ) F(^i , /?i ,^2,/?2, .-- î^/»P<7;^-n, ...,a-/.,-s)= o,

ou de la forme

(3-2) ¥(x^ptî ^2, P-2) - - ' ^ q i P q \ «^-l-l» • • • » ^r ) ==0,

et il suffit de montrer que l'on peut supposer la fonction F mise
sous une forme telle qu'il soit possible d'intégrer ces équations du
premier prdre.

Prenons d'abord l'équation (3i ) ; si l'on y considère Xq^.^ . . .,
Xri comme des paramètres, elle admet une intégrale complète
de la forme

Z = <î»(a-i, X^ . . ., Xq\ ^y+i, . . ., Xr\ Oi, Os, . . ., O/y);

la fonclion F étant arbitraire, il est évident qu'il en est de même
de ^, et réciproquement. Pour déduire de cette intégrale complète
l'intégrale générale, on sait qu'il faut établir entre a < , 02, ..., dq
un certain nombre de relations, ces relations contenant en outre
les variables Xq^.\, ..., Xri ^r+n • • • ? ^fiy qui jouent ici le rôle de
paramètres. D'après ce que Fon sait sur la théorie des intégrales
complètes, on peut supposer que ces relations se réduisent à
une seule, soit

ây== ^(.Ty+i, . . ., Xr\ ^r-|-l, . . ., Xn\ Oi, 03, . . ., Oq^ ),

et l'intégrale générale est représentée par le système de q équa-
tions

/ ,3 == <Î»[;TI, ..., a\y, ..., Xr\ ^i, ..., a^-i; ^F(;ry-+-i, ..., TI; ..̂ ., Xn\ a^a^ ..., aq i)|,
(33) \ (M> à^ OW

\ àa-^Wàa^0 ( .=1 , •> . . . . ,< / - ! ) ;
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à cause de la relation q -4- r •== n — i , chacune des fonctions 0
et W dépend bien de (n — i) arguments, et les deux fonctions
arbitraires se trouvent mises en évidence.

Dans le cas particulier où q = i, les formules se simplifient, et
l'intégrale générale est fournie par Inéquation unique, résolue par
rapport à z,

(34) z = ̂ [a-i, X î , ..., Xn-î\ W(x^x^ ...,.r,,)];

l'équation du second ordre correspondante est

Pnpi,n-i—Pn-ïpl,n== 0.

Si l'intégrale intermédiaire est de la forme (32), elle admet une
intégrale complète de la forme

Z = ̂ (a'1, X^ .. ., Xq\ Xq^, . . . , X,. ; 0.^0^ . .., Oy-i ) -+• <2y,

et, en raisonnant comme tout à l'heure, on en déduit que l'inté-
grale générale est représentée par le système de q équations

(35)

z === «ï»(a7i, .... a-y, ..., Xr\ ai, 03, ..., a^-i)
-4-^(^+1, .. ., Xr\ Xr^\, ..., Xn\ 04, . . . . Oy-i ),

à^ àW
àa^àa,^0 (/-^....y-O,

^ et W désignant des fonctions arbitraires. Si q = i, l'intégrale
générale est donnée par Inéquation

(36) z== <i»(.ri,;r2, ..^Xn-i)-h^(a'^X3, ...,^),

et l'équation du second ordre correspondante est

pi,n== o.

12. Nous allons énumérer les diverses formes canoniques pour
n == 3, 4^ 5.

Si n ==- 3, on a les deux formes canoniques

(a) ^i2=0, (?) Piîp3—pi3p2=0',

la forme (a) admet les deux intégrales intermédiaires

Pi =/(^1, ^3), P2==fl(Xî, ^3),
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et rintégrale générale est

z = tp(.ri, a-3)+ ^(^2, ^s)»

<p et ^ étant deux fonctions arbitraires. La forme (jâ) admet les
deux intégrales intermédiaires

P\ =/(^i, -s), J£2 ==/i(.y2, ^3),
/'3

et rintégrale générale est

z=^[x^ ^(^2,^3)],

© et A désignant encore deux fonctions arbitraires.
Pour n = 4» on a trois formes canoniques

(a') 7?i2==o, (y) pi2p3—pîpts=o, (y) pi3pî!,-p^p23^o;

la forme (a') admet les deux intégrales intermédiaires

^l^A^lî-2^ ^4), /?2=/l(a'2»^3, ^4)»

et l'intégrale générale est

z == œ(a*i, .273, a^) 4-4'(^2» ^3, ^)-

La forme (P7) admet les deux intégrales intermédiaires

pi==f(^i,y^ z), pî =/i (^2,^3,^4),
^3

et rintégrale générale est

Z = <p[.yi, .2-4» 4^2» ^3» ^4)].

Enfin., la forme (y) admet les deux intégrales intermédiaires

^^/(^l»/^,-^)» P3-==ft{^Pk^k\

et rintégrale générale est représentée par le système des deux
équations

z=^(x^x^ a)-+-<}/(.r3,a'4, «),
(37) <)ç à^

T- -h -r- = °»da (^CT ^

a désignant un paramètre auxiliaire.
On remarquera sur ces exemples une loi générafe qui se déduit

aisément des résultats précédents, à savoir que, parmi les n —
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formes canoniques relatives à une équation à n variables indépen-
dantes, figurent les n — 2 formes canoniques relatives au cas de
n— i variables indépendantes. Lorsque le nombre des variables
indépendantes augmente d'une unité, il ne s'introduit donc qu'une
forme canonique réellement nouvelle. Connaissant l'intégrale
générale d'une équation canoniqne à ( n — î ) variables indépen-
dantes x^ .^2, ..., ^/î_i, pour avoir l'intégrale générale de l'équa-
tion canonique correspondante à n variables x^, x^^ . . ., Xn^ il
'suffit d'ajouter la variable »r^, à titre de paramètre, dans les deux
fonctions arbitraires qui figurent explicitement dans l'intégrale
générale de l'équation à (n — î ) variables indépendantes.

Ainsi, pour n == 5, on a d'abord les trois formes canoniques
(a'), (P7), (y) et la forme canonique nouvelle

pis piï pis
(^) PÎS R^ PZS =0,

PS P\ P&

qui admet les deux intégrales intermédiaires

Pl^fÇ^Ï, x^ ^^2), pl =/l(^3, ^4, ̂ 5,^ ) •
PS \ PS/

L'intégrale générale est représentée par le système de deux
équations

/ z = <p[.yi, Xî, a, ̂ (x^ x^ x^ a)],

i ei + ̂  ̂  ̂  o
f 'àa d^ àa '

a désignant un paramètre auxiliaire.
13. Pour présenter les résultats obtenus sous la forme la plus

générale possible, remarquons que l'une quelconque des équations
canoniques à n variables admet une intégrale intermédiaire de la
forme

(38) F(^l, Uî, . . . , Un)== 0,

u^ ^2? • • • ? Un étant pris parmi les in + î variables

(39) xi, Xî, ..., Xfi, p i , p^ . . . , pn^ z.

Inversement, quelles que soient les n quanti tés choisies parmi
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celles-là, l'équation (38) représente toujours une intégrale inter-
médiaire (Tune équation appartenant à la catégorie que nous
venons d'étudier. Cela est d'abord évident si u^ u^ . . ., Un sont
deux à deux en involution ; l'équation du second ordre correspon-
dante est une de celles qui ont été étudiées au n° 8.

Si les fonctions u^, u^ . . . , « „ ne sont pas deux à deux en
involulion, il suffit, pour notre objet, de montrer que Fon peut
trouver n autres fonctions distinctes (<^, (^ • • *? ^n) telles que
l'on ait (iii, Vk)= °? quels que soient les indices i et k\ la dé-
monstration n'offre aucune difficulté. Le groupe des n fonctions
(î/ i , u^ ..., Un) est de la forme

^l» Pif • • • » xq'> Pq-> xq-^\•) • • • » xr^ Pr-^-\i • • • • PSI

ou de la forme

•^l? Rlî * • • » xq^ Pqi ^y-M» • • • » xr^ Pr-^-iî • • • » Rs^ ^\

Dans le premier cas, on a q + s = n, et le groupe de n fonc-
tions distinctes

a^-n, ps-^-ii • • • » xln P H ' ) •^y-M» • • • x r ' ) Pr-¥-\i • • * » PS

a toutes ses fonctions en involution avec les Ui.
Dans le second cas, on a q -h s = n — i, et le groupe de n fonc-

tions
„ . Ps+l Pn-l.

« -̂H» • • • » '^ni » • * ' f "
PU Pn

^ ' P''^ P5
Xq^, . . . , Xr, ————> • • • . » ——

Pn Pn

a encore toutes ses fonctions en involution avec les Ui.
Ce résultat est d'un énoncé plus général que le résultat obtenu

aux paragraphes précédents (n° H), mais il est moins précis, car
toutes les équations du second ordre obtenues par ce dernier pro-
cédé ne sont pas essentiellement distinctes.

En revenant maintenant à un système de variables quelconques,
par une transformation de contact générale, on voit que les
résultats obtenus peuvent être résumés comme il suit :

Soient X^, Xa, . . ., X,,, P< , Pa, . . ., P//, Z des fonctions des
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(a/i 4- i) variables x^^ x^i • • • » ^119 P^Pîi ' " i P/i^ ^5 satisfaisant
à l'identité

ûfZ—PtO?Xi—...—P^û?X,,= p(dz— pid^i— ...—/?,t dx^)\

toute équation de la forme

D(MI, u^ ..., M^) ^
D(.Ti,A-2, . . . , .r^) ~ '

oà M|, «a? • • • ? ^/< 50/?^ n quelconques des fonctions Z, X,, P^,
admet deux intégrales intermédiaires distinctes. Réciproque-
ment, toute équation du second ordre qui jouit de cette pro-
priété peut être obtenue de cette façon.

Remarque. — Étant donnée une équation du second ordre
appartenant à la catégorie précédente, on peut toujours recon-
naître, sans aucune intégration, à quelle forme canonique il est
possible de la ramener par une translormation de contact, car cela
revient à déterminer le nombre des intégrales communes aux deux
systèmes (i3) et (i4). La réduction effective exige d^abord Finté-
gration de ces deux systèmes, puis la réduction d^un groupe
homogène d^ordre n + i à sa forme canonique ; ce dernier pro-
blème est traité en détail dans les travaux déjà cités de M. Sophus
Lie, auxquels nous renverrons le lecteur.

14. Je terminerai ce travail par quelques remarques sur les
équations linéaires par rapport à z et à ses dérivées. Il est naturel
de cherchera étendre à ces équations la méthode de transforma-
tion de Laplace. Or, si Pon prend cette méthode sous sa forme
générale (1), on reconnaît aisément que le succès de ce procédé
de transformation tient à ce que Féquation peut s^écrire

ou
X[Y(^)] -^a^(z)^rb^(z)-^cz= M,

X(/)=,.g-.^,

W-^^'

(') Leçons sur l'intégration des équations aux dérivées partielles du second
ordre à deux variables indépendantes^ t. II, chap. V.
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a, 6, c, M, ai, aa, p i , [â-j étant des fonctions des variables x ety.

Prenons maintenant une équation à n variables indépendantes
.2*1, x^ ..., Xn, qui peut s'écrire sous une forme analogue

(40) X[^(z)]-^aX(z)-{-b\(z)-}--cz== M,

^—ê-——»^
Y(/)=^-....^;

cette équation peut encore s'écrire

(41) X[Y(<s )+a^ ]+^[Y(^ )4 -a3 ]4 - s (c—X(a)—a6]== M.

Si le coefficient de ^, A = X(a) -4-a6—c est nul, l'intégration
est ramenée à l'intégration de deux équations du premier ordre
successivement

X(u)-+-bu==M,
Y(^) -h az == u.

Si le coefficient A n'est pas nul, prenons une inconnue nouvelle
en posant

(42) z^=\(z)^-az\

ce qui permet d'écrire l'équation proposée

(43) X(^i)-4-6^1== A-3-4-M.

L'élimination de z\ entre les deux relations (4a) et (43) conduit
à l'équation (4i) elle-même, tandis que l'élimination de z conduit
à une nouvelle équation de forme analogue

(44) Y[X(^i ) + bzi ] -h ai[X(zi) -4- bzi] = hz^ Mi ;

la transformation définie par les formules (4îî) et (43) ramène
ainsi Fune à l'autre les équations (4 i ) et (44)* 0" a bien là une
transformation analogue à celle de Laplace ; mais, pour qu'on
puisse avoir une suite de transformations, et non une transforma-
tion unique, il faudrait que l'on puisse permuter X[Y(^)] et
Y[X(<s)] sans changer la forme de l'équation (40; autrement dit,
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que Von ail une identité de la forme

X[Y(^)]~.Y[X(^)]=XX(^)-4-{JiY(^).

Les conditions précédentes sont d^ailleurs suffisantes; car la
méthode de Laplace, sous sa forme générale, s'étend sans aucune
modification.

Étant donnée une équation linéaire du second ordre, il est
toujours possible de reconnaître sans aucune intégration si les
conditions précédentes sont remplies. En effet, pour que Fen-
semble des termes qui renferment les dérivées du second ordre
soit identique à Fensemble des termes du second ordre de X[Y(^)],
il faudra que ces termes soient précisément

aipiJDii+...+a^P,,/7^4-^^(a/pÂ:4-P/a^)/?^..
( k

La forme associée à l'équation du second ordre

T V à¥ ^ tl=^^^

est alors décomposable en un produit de deux facteurs linéaires

I = (a^i+...+ a,^)((î^ +.. .4- M")-

II faudra donc d'abord que la forme associée à Inéquation
linéaire proposée soit le produit de deux formes linéaires; notre
équation du second ordre doit donc rentrer dans la catégorie étu-
diée ici et posséder deux familles de caractéristiques du premier
ordre. Cette condition étant supposée satisfaite, la décomposition
de la forme associée 1 en ses deux facteurs linéaires fait connaître
les coefficients a/, j3/, et, par suite, X(^) etY(^). ]1 restera à
vérifier si le premier membre de l'équation proposée peut être
mis sous la forme

(45) X[^(z)]-^aX(z)-{-b\(z)-{-cz== M,

et si l'on a identiquement

(40) X[Y(^)] - Y[X(^)] = AX(^) + (JiY(^,

ce qui n^exige évidemment que des calculs tout à fait élémentaires.
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15. 11 est intéressant de remarquer que toute équation du
second ordre qui satisfait aux conditions précédentes peut être
ramenée, par un changement de variables, à la forme même de
Laplace. En effet, une des familles de caractéristiques de l'équa-
tion du second ordre est définie par les équations différentielles

(47)
dx\ dx^ dxn
ai a^ a,t

Inéquation non écrite étant linéaire en dp^ . < ., dpn. Comme a,,
a2, . . ., a^ ne renferment que les variables x^ x^ . . ., x,^ les
équations (47) admettent ( n — i ) combinaisons intégrables
distinctes, que l'on obtiendra par Vintégration de Inéquation li-
néaire X(y) == o. Le second système de caractéristiques admet
de même (/z — i) combinaisons intégrables distinctes, qui s'obtien-
dront en intégrant l'équation Y(/)=±=o. L'identité (4ti) prouve
que ces deux équations X(/) == o, Y(/) == o forment un système
complet, c'est-à-dire qu'elles ont ( n — 2 ) intégrales communes
distinctes. On peut alors effectuer un changement de variables tel
que l'équation X(/) == o admette les n — i intégrales

x'îi x^') • • • ? ^m

et l'équation Y (y) == o les n — i intégrales

x ̂ , x^i .. ., x,^ \

on aura alors identiquement

X(/)=Â,^-, Y(/)=Â-^,

et l'équation (45) prendra la forme de l'équation de Laplace

àîz àz ^ àz

^^4-al^-h61^+cl5==Ml•

Les variables x^ x'.^ .: , ., x^ ne figureront que dans les coeffi-
cients < 2 < , b^ c\, MI.

Prenons, par exemple, l'équation étudiée par M. Forsyth ( ^ )

2 / ? i — P S — P t
Pn^P^-Pi^-pi^ F ^ ̂  ^ ==o,x^ -+- 373

( 1 ) Phitosophicdl Transactions^ vol. CXCI, p. 20; 1898.
xxvii. 3
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qui peut s^écrire

X^)]-^^)4-^.)^
^2+^3 ?

en posant

X ( / ) ^ ^ - ^ Y(/)=^-J/:.
^1 ^2 ^ / ^ ^

Les équations X(z) =^ Y(^) == o forment bien un sjstème com-
plet, et en prenant pour nouvelles variables

x\ = xi + ^2 + a-3, x\ = x^ x\ = a-3,

on est ramené à Inéquation

( ^ ^ ̂ '\ àïs àz àz
(a?2+'73)5^^-'^~^=o-

qui est intégrable par la méthode de Laplace.


