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BULLETIN

DE LA

SOCIETE MATHEMATIQUE DE FRANCE.

MEMOIRES ET COMMUNICATIONS.

LA DEVELOPPEE MOYENNE ET LES SURFACES APPLICABLES;

Par M. pe MonTenruiL.

I

Interprétation géométrique d’une forme quadratique parti-
culiére. — L'étude des propriéiés relatives a la surface, lien des
centres de courbure d’une surluce donnée, a permis de déter-
miner un cerlain nombre de surface applicables. On sait, par
exemple, que les deux nappes de la suifaces des centres de cour-
bure relative @ une surface de M. Weingarten sont applicables
sur une surface de révolution (*).

A la surface, lieu des extrémités du segment focal, substituons
la sucface, licu du milieu de ce segment; en d’autres termes,
consilérons la développée moyenne ponctuelle de la surface
donnée. Nous allons voir que cette surface conduit, elle aussi,
a la détermination de divers couples de surfaces applicables.

Dans tout ce qui va suivre, nous exprimerons les coordonnées
cartésiennes z, y, 5 d’une surface donnée S, de la fagon que nous
allons briévement indiquer.

Soit donnée une surface S, enveloppe du plan mobile défini
par I'équation

(u+u)zy + (g —u)y+ (euy —1)s,+£t =o,

£ étant une fonction donnée de « et de ;.

(") J. WEINGARTEN, Uecber eine Klasse auf einander abwickelbarer Fli-
chen (Journal de Crelle, . LIX, 1861, p. 382).
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Cette derniére fonction conservant la méme valeur, détermi-
nons quatre nouvelles fonctions de u, #; au moyen du systéme

(v up)r - i(uy—u)y + (uuy —1)z + i(uug +1)p + £ = o,

. . 0%
I—l_}/+lttz+lulp—|—b—i=0,
.. . 0t
x4+ Uy us—+ zup+c—)g-=o,

1
R ) 9§ o
19—+ — =
! Ju du,

On vérifie que les quatre fonctions x,y, 5, — ip ainsi définies
représenlent les coordonnées cartésiennes de la développée
moyenne S et la demi-somme des rayons de courbure relative a
la surface proposée S,.

Géomdétriquement, ce systéme d’équations, formé d’une fagon
analogue a celui qui définit les coordonnées d’une surface, consi-
dérée comme I'enveloppe d’un plan mobile, revient a envisager
une surface S, comme I’enveloppe d’une sphére variable, dont le
centre décrit sa développée moyenne S. D’ailleurs, en détermi-
nant ainsi les éléments de la sphére, par le fait, le systéme défi-
nit S aussi bien que S,.

Dans ce qui va suivre, nous considérerons donc les coordonnées
d’une surface S comme exprimées au moyen du systéme précédent,
en fonction des éléments relatifs 4 une surface S, dont elle est la
développée moyenne.

Ces préliminaires établis, soient les deux systémes de quan-
tités x, y, s, 05 2/, )/, 7, ¢’ relatifs a deux surfaces S, §', déve-
loppées moyennes respectives de deux autres surfaces S/, §', carac-
térisées par les fonctions &, §'. Nous nous proposons de calculer
la forme quadratique

drdr' - dydy'+ dzdz'+ dadp'.
Plus généralement, nous allons calculer la forme
0) db,db, + dbyd0y + dbydb’y + db, db’,

définic comme il suit.
Soient ag, by, ¢4, dy des constantes quelconques. Déterminons
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une fonction 2, par la relation
(u+t,)ag+ iy — )by + (uuy —1)cq + (U +1)dy + 95 = 0.

D’aprés le mode de représentation d’une surface, exposé toul
a ’heure, la fonction w4 peut élre considérée comme déterminant
une sphére immobile de centre ay, by, cq, et de rayon — id,.

Cela posé, nous supposerons les fonctions 6, données par des
expressions de la forme

l( 92 Opx ok df‘o,( ot 020, ,)
2= S\ R 5 T w s
2\ 77 dudu, dul Ju Ou Juy dJu du,

ou I'on donne & « les valeurs successives 1, 2, 3, 4.

Les fonclions 6, se déduisent des précédentes par la substitu-
tion de la fonction £ a la fonction §. .

On vérifie que les fonctions 8, 6, sont des combinaisons
linéaires respectives des quanlités z, y, 3, p d'une part; z/, y/,
7, o' de l'autre; et, par suite, elles les renferment & titre de cas
particuliers.

Différentiant ces fonctions, on trouve

/03¢ 0p, 02§ ( Iy 0 £
diy = '1(7“ Juou, - FJ; Ju? AP L du’ du - du du’)du'

Les différentielles db, seront représentées par des formules
analogues.
Portant ces valeurs dans la forme quadratique (1) il vient

a=t a=t o=t
09
S Fot o Foutie o Yoot
oa==1
a=h =4
1.07% 0*F W (9942 ut 1 02 02% NO /doy du?
+ 7 omt 0w Do) e+ 3 5 G ou )
a=1 —
1 /02 0F 02t 0% 00y 0Py
+Z<T¢; dut " our du‘1> ou ou, T4
o=l

A, B, C désignant ici des fonctions des différenticlles du, du,
et des dérivées secondes et troisiémes de § et de £'.
Cela posé, cherchons a déterminer les constantes ayy by, Coy dy
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de telle sorte qu’on ait identiquement

a=*%

thi:o.

o=1
Cette identité entraine les suivantes
00y Q. 99x ’r):px)’ _ 0o \?
Do = Deagr= X 5) = 2(5) =

Si donc on pose

AN ?%‘ gﬂ‘ = 2K2 = const.,
dud O QU

on obtient pour expression de la forme quadratique

. K2 /0E 0F o oF
(2) Zdoadﬂa_ = ((m s+ o oui> dudu,.

Il reste a délinir le systéme de relations entre les seize con-
stantes ay, by, Cq, dg, qui donne

On vérifie qu’il suffit de poser

Naz=Yoi=Nei= Ndi=K,
E(zm/)ql = Eaaca = Eaadu = zbacq = Ebada = zcuda =o.

Si I'on pose en oulre
K=,

les relations précédentes entraineront les suivantes :
aiz+0i+ci+di=u, azag + babg + cqcg + dydg = o.

On sait par la que identité

e

¢quivaut & un systme de neuf relations entre seize constantes,
analogue au systéme des six relations entre les neuf cosinus
directeurs relatifs a trois droites rectangulaires.
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Le systéme de relations que vérilient les constantes peut
s’écrire comme il suit :

al +bi+ci+di=r,

(@q— apg)? + (bg— by)? + (cx —€3)* - (dy— dp)? = 2,

formules qni donnent immédiatement I'interprétation du systéme
de quatre sphéres définies par les quatre fonctions ¢,.

La premiére formule exprime que les quatre sphéres sont de
méme puissance par rapport a l'origine. La seconde exprime que
la distance de deux points de contact d’une tangente commune a
deux sphéres est constante quel que soit le couple de sphéres
considéré.

Les quatre sphéres sont orthogonales a la sphére de rayon 1,
ayant son cenlre & I'origine, qui serl de représentation sphérique
a la surface proposée S,.

SiTon pose

a5=b‘=C‘=dl=d’=d3=0, d,g:l,

on retrouve le systéme des neuf cosinus; alors I'une des sphéres
a son cenlre a l'origine, et les droites qui joignent ce centre a ceux
des trois autres sphéres lorment un systéme orthogonal.

On remarquera que le systtme des quatre sphéres que nous
venons de définir joue, dans les questions relatives a la développée
moyenne, un rdle analogue a celui que remplit le systéme penta-
sphérique de M. Darboux, dans les questions relatives aux lignes
de courbure (*).-

Nous avons établi I'identité (2) dans I'hypothése ou les surfaces
S, §' caractérisées par les fonctions &. £ avaient méme représen-
tation sphérique. Nous allons considérer cette identité comme se
rapportant a des surfaces associées dans des conditions différentes.

1 est évident que &, £ étant des fonctions données de u, u,;
aq, by, ... des constantes également données, l'identité subsis-
tera, quelle que soit la signification géométirique donnée a ces
quantités.

Cela posé, imaginons I'équation du plan tangent & une surface,

(') DarBoux, Th. des Surfaces, t. 1, p. 213.
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définie successivement par les deux relations

(u—+ w2y +i(uy—u)yy+ (vuy —1)z, + £ = o,
(—uu)wy + (14 uu) y, + (e + )3, + £ =o.

Si 'on désigne, comme précédemment, par z, y, 3 les coor-
données de la développée moyenne, et par — ip la demi-somme
des rayons de courbure, on vérifie que les deux relations précé-
dentes entrainent les suivantes : '

(3) (u+up)r+i{uy—u)y +(uuy —1)z+ i(uuy+1)p+£ =o,

(5) (1—uu)x+ f(uuy +10)y +(u+u)z+i(uy —u)p+§=o.

Posons

z =z, Yy =—p, 3 =—2, o =y.

Portant ces valeurs de z, y, 2, p dans la seconde équation, on
constate qu’elle devient identique a la premiére.

Nous en tirons cette conséquence :

Interpréter au moyen de ’équation (4) une fonction § de u, u,
interprétée d’abord au moyen de I’équation (3), revient a rem-
placer une relation de la forme

. F(x, y, 5, p),
par la relation

[“(—;7 ey, —J’)-

Cela posé, imaginons qu’on interpréte les fonctions &, 0, de
u, u, dans le premier systéme, et les fonctions &', 8, dans le
second; dés lors, les surfaces définies respectivement par £, &
n’auront plus méme représentation sphérique. Désignons
par ¢, ¢, ¢’ les cosinus directeurs de la normale de la premiére
surface; par G, C/, C" ceux relatifs 3 la normale de la seconde
surface. Le calcul montre qu’aux points correspondants, c’est-
a-dire, pour un méme systéme de valeurs u, u,, on aura les rela-
tions

" L4
. ¢ .C
C ==, c =1+
cl CI
I 1
CI=—) ¢ = y
c' C’
. c . G
C”:—-lz—,o ‘C”:—-ZE,'
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Ces formules montrent qu’aux méridiens de l'une des surfaces
correspondent les paralléles de U'autre, et réciproquement.

On voit de plus qu’a un cercle de la représentation sphérique
de 'une des surfaces, paralléle au plan des 2z, z, correspond un
cercle semblable pour la seconde.

Nous avons ainsi défini la correspondance qui relie dgux & deux
les points des surfaces définies par les fonctions E el . Il nous
reste & déterminer la correspondance des fonctions 8y, 6. Inter-
prétées dans le méme sysiéme, ces fonclions sont des combinai-

sons linéaires identiques des quanlités z, y, z, p d’une part;

Ioad
X'y Yy B,

va que, lorsqu’on passe de la premiére interprétation a la seconde,

¢/ de I'autre, définies précédemment. Or, nous avons

toute fonction de la forme

F(x, y, 5, p)
devient
F('—_Z, e, x, "‘)’)-

)

On voit par la qu’une fonction 0 ne sera autre que la combi-
naison 8, ot 'on aura fait I'échange indiqué.
Nous pouvons donc résumer les considérations que nous ve-

nons de faire dans la proposition suivante :

§, ¥ étant des fonctions données de u, w,, aq, bg, ... des
constantes également données, Uidentité (2) a lieu entre
quatre combinaisons linéaires des quantités z,y, 3,0 d’une
part, et quatre combinaisons linéaires ', y', ', o' de U’autre;
soit que £ & définissent des surfaces de méme l'epl'éseqtation
sphérique; soit qu’elles définissent des surfaces dont les points
se correspondent de la fagon que nous avons indiquee.

Dans le premier cas, les deux groupes de combinaisons seront
identiques; dans le second cas, ils se déduisent 'un de l'autre,
par I’échange

@y by, cay da; — Cqy day @y — by
Arrétons-nous un instant a considérer la surface de coordon-

nées 0, 8,, 8; qui devient, a titre de cas particulier, la développée
moyenne de la surface définie par §.



De la relation

et
on tire

(5) ¥ Guddta=o,

c’est-a-dire
dﬂ —— CP‘ dO‘ -+ ?2 do.’ -+ (?;5(163 .
a o

(2) = (2) (5=
Pu G2 P

. ) .
On peut donc considérer les quantités gi, etc. comme les cosi-
&

On a d’ailleurs

nus directeurs d’une droite.

Si donc, par chaque point 8,, 0,, 8; de la surface nous menons
une droite de direction définie par ces cosinus, d’aprés la rela-
tion (5), cette droite sera ’élément d’une congruence normale &
une famille de surfaces. On obtiendra les surfaces de cette famille
en posant — (8, = const.

Ainsi donc, une surface § étant donnée, on en déduit par
de simples dérivations une congruence normale & une famille
de surfaces dont U’élément linéaire renferme sixz constantes
arbitraires.

La symétrie de la relation (5) montre qu’on obtiendra des
résuliats analogues, quelles que soient les trois fonctions O
adoptées pour coordonnées de la surface.

Si I'on suppose fg définie & une constante prés, les coordonnées
de la famille de surfaces seront définies par la formule

— op by — pabp ,
P8

ou I'on donnera a B une des quatre valeurs 1,2, 3,4 etd ales
trois autres valeurs.

Mo

IL.

Méthode pour déduire de U'identité (2) des couples de sur-
Jaces applicables. — Nous remarquons tout d’abord que le pro-
bléme équivaut a la détermination des surfaces se correspondant
par orthogonalité des éléments linéaires.
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Soient 8§,, 0,,05; 8, 8,, 0, les coordonnées respectives des deux
surfaces, que nous supposons se correspondre par orthogonalité
des éléments linéaires.

L’identité (5) devient alors

K2 /02t 0°F 02t 02k
= = — — dudu,.
@, b 2 (du’ ou} + ou} du‘-’) wa

Remarquons d’abord qu’on ne saurait avoir
K2 = o,

car alors, les quantités 8, 8,, 0, seraient liées par une relation
linéaire, ce qui est contre notre hypothése.
On vérifie que les surfaces salisfaisant 'identité précédente

sont déhnies par le systéme
6 0y 99 O 99
Judu, Ju, ou  ou ou, Juodu,

02 0% 02k o2f

ou? ou} = ou} du?

o,

Nous avons supprimé l'indice 4 dans Ja premiére équation.
Cette équation s’intégre immédiatement. Désignant par U, U,
deux fonctions respectives de u et de u, ; par U', U, U, U’ leurs
dérivées premiéres et secondes, on lrouve

o (U U —0®® v, 9%
(6) E=0o (U +U) 25‘_—‘1,- ZOu,U"

et la seconde équation prend la forme

w O w2
(7) U13u§'+U d_us%=0.

Telle est, en définitive, I’équation dont I'intégration donnera la
solution du probléme.

Ainsi donc, si 'on considére comme coordonnées carté-
. I . 3 . . ’ .
siennes de deux surfaces 2, 2 trois combinaisons linéaires

convenablement choisies des coordonnées des développées
moyennes S, S' relatives a deux surfaces S,, S, ainsi que des

. 4
segments focaux de celles-ci, les surfaces 2, z se corres-
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pondent par orthogonalité des éléments linéaires, toutes les
Jois que les surfaces S,, S, ayant méme représentation sphé-
rique seront définies par les équations (6) et (7).

La proposition s’applique encore au cas ou la correspondance
entre les points des surfaces S,, S/ serait celle de méridiens a
paralléles que nous avons définie plus haut.

Nous avons vu comment il faut particulariser les constantes ay,
by, . .., silon veut que les fonctions 8, 8, représentent les coor-
données de la développée, et le segment focal correspondant.

On aura alors
0, =p=o.

D’ol cette conclusion

Pour que les développées moyennes S, S' relatives a deux
surfaces S, S, de méme représentation sphérique, se corres-
pondent par orthogonalité des éléments linéaires, il faut que
U’unedes deux surfaces, par exemple S, soit une surface mini-
ma, et que la seconde surface S' soit la développée d’une sur-
Sace S vérifiant la relation

" 025’ + UIII ()igi — 0.

Ju?

' w2

Celte proposition établie, il est aisé de déterminer la signifi-
cation géométrique de celte équation.

Remarquons, en effet, que les lignes asymptotiques de la sur-
face minima sont données par I’équation

"
U"du? + U dul = o.

D’autre part, les lignes de courbure de la surface S| sont
définies par la relation
,)25' N 02E .
ot du? — o du} = o.
L’équation (7) exprime donc que les lignes asymptotiques
de la surface minima correspondent aux lignes de courbure de
la surface dont la développée moyenne correspond a la premiére
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par orthogonalité des éléments linéaires. Nous retrouvons ainsi
un résultat signalé par M. Cosserat (').

On sait que la surface la plus générale, dont les dévelop-
pables de la congruence des normales découpent sur la déve-
loppée moyenne un réseau conjugué, s’oblient en prenant la
surface la plus générale, correxpondant par orthogonalité des
éléments linéaires a une surfacc minima de méme représentation
sphérique que la proposée (2).

Cette proposition, rapprochée de celle que nous venons
d’énoncer, permet de conclure que les surfaces correspondant
aux surfaces minima de la facon indiquée sont précisément les
surfaces données par I’équation (7).

Par tout ce que nous: venons de dire, on voit importance du
réle géomélirique que joue cetle équation.

Cherchons une expression des coordonnées des surfaces décou-
pées suivant un réseau conjugué, par les développables de la con-
gruence des normales, a une des surfaces dont eiles sont les
développées moyennes.

Nous venons de voir que ces coordonnées sont définies par
trois fonctions i ; les constantes ay, by, . .. étant convenablement
choisies, et la fonction & qui y figure par ses dérivées, vérifiant
P’équation (7).

Soit w une solution quelconque de cette équation.

On vérifie que les relations

()251 n
guz = U

a3 "
g~ Uie
sont compatibles et définissent des sclutions de 'équation véri-
fiée par .

Or, on a

(et S By (o, gt
= - —_ 2 1 — | s T« > .
@ 2 <%‘ dutouy;  du, ou? aur 2\ 7% Juiou Ju du} du,

\-

D’ou I'on tire, en vertu des relations précédentes,
12 ro__ 1 ()0) 6?1 o I [ dw d?l m
(8) 01—;f<:pam—mw>b du—;L a5 = g m>Uldu1.

(') Surles congruences de droites et sur la thecrie dcs surfaces (Annales
de la Faculté de Toulouse, 1893).
(%) DarBoux, Th. des surfaces, t. 1V, p. gr.
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Il n’est pas sans intérét de rapprocher ces formules de celles
que donne M. Darboux (*).

On remarquera que les fonctions g, jouent un role analogue
aux fonctions 8, de I'éminent géométre. e part et d’autre, nous
avons un systéme de quatre solutions, reliées par une forme qua-
dratique, rclative & une méme équati n aux dérivées partielles,

dont la solution générale intervient dans les expressions des coor-
données.

Seulement, tandis que les fonctions 8, » de M. Darboux véri-
fient une équation de la forme

020
Edu; = ke.

les fonctions ¢,, w qui figurent dans nos formules vérifient
I’équation (7).

II.

Solutions diverses de 'équation (7). — Celte équation est
d’abord vérifiée par le systéme

, , 1] Jy
mE=ou(U+Uy)—2°F2 u—»5tu,
0P 09y
'E = ' U) — o =2 ==z .
m' = ¢u(U'—U)) —2 Sit U+2 t)u,U'
ot m, m’' représentent des constantes quelconques. On a alors

dhy = dby = o.

En donnant a 3 les trois valeurs que ne prend pas «, on aura

2 dOdeL = o,

et nous oblenons ainsi des surfaces qui se correspondent par
orthogonalité des éléments linéaires.
Si l'on pose
0y =p =0, 0&:9':0,

les deux surfaces sont des surfaces minima associées, surfaces

(') DarBoux, Th. des surfaces, t. IV, p. g3.
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dont les propriétés concordent bien avec les résultats que nous
venons d’établir.

Faisons au contraire

11 viendra ,

2(103 dﬂfj = drdz'+ dydy' + dp do' = o.

Les surfaces définies par les fonctions £, & sont des surfaces
développées moyennes planes.

La velation précédente montre qu’il suffira de relever sur le
plan des z, z les segments — {p, — (¢/ dans des directions telles
que I'on ait 93’ > o, pour obtenir des surfaces se correspondant
par orthogonalité des éléments linéaires.

Supposons Loujours § donné par la relation (6), nous-trouve-
rons une seconde solution de 'équation (7) en posant

¢=U—U,.

Celte équation détermine ’ensemble des surfaces qui admettent
pour développée moyenne les surfaces lieux des points également
distants d’un point lixe et de la proposée.

Pour déduire de cetie solution des surfaces applicables, il suffit
de chercher les développées moyennes des surfaces définies par
les relations
£+ ¢ o E—F

2
2 M By

2

et Pon trouve

- -—f1+u U"du _I_f —uj U" duy, x":f_;__./'_ff U"du ——f ~r—4ui Ul du,
. —
¥ —lfu Yol de — f3+ul- UY du,, Y= lf3+u U"du - "’fU| Uy du,
i
z’=fu1U';'du1, z”:qu”’du.

Ces deux surfaces sont des surfaces de Iranslation, engendrées
chacune au moyen d’une courbe plane quelconque et d’une courbe

qui se transforme en courbe minima quand on multiplie par ‘/? sa

distance au plan des z y.
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Une solution w de I'équation (7) ayant été ainsi déterminée, on
pourra en déduire d’autres w,, wy, ..., v, en nombre indéfini,
au moyen des formules précédemment éLablies

02“’/! — Um
Jur Wp—y s
9w, _ i
duf =W, 1.

Chaque solution introduira quatre nouvelles constantes arbi-
traires.

Dans le cas que nous venons de traiter, nous avons considéré
une surface minima quelconque, et nous en avons déduit des
solutions particuliéres de I’équation (7) correspondante. Nous
allons maintenant considérer des surfaces minima particuliéres,
qui nous permettront de déterminer 'intégrale générale de (7).

Il nous suffit de poser

U = aud, U=« ui},

a, a, désignant des constantes.

On a alors
uuy+ 3

. (au?+ a,u}).

E=—

Nous avons alors a résoudre I'équation

0251 dzgl

a, E‘—!
dont on obtient la solution générale en posant
¢ =F(au—~+ajuy)+ Fy(Bu+ Buy),
%, %y, 3, B, désignant ici des constantes liées par les relations
aat+ aa} =o, a2+ aB}=o.

Il suffira de remplacer dans la formule (8) w par la valeur
de & que nous venons de trouver pour obtenir les coordonnées
des surfaces cherchées.

Si Ion fait

a=a,
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la surface minima est celle d’Enneper. On peut faire alors
r=B=r, py=—0 =10

Si 'on suppose maintenant que les points des deux surlaces
définies par les fonctions §, &' se correspondent de méridiens a
parall¢les; nous avons vu que, les fonctions z, y, z, p restant les
mémes, les fonctions 2, 3, 7, o' seront remplacées par les sui-
vantes : —z', o', &/, — y'.

Nous avons alors

dr'ds — dzr dz'=- dy d'— dy'ds = o.

Une rotation de 'une des surfaces autour de 'axe des y nous
permettra d’écrire

drdr’' 4 ds d3"+ dy dg’— dy ' dz = o.

Il sera aisé de déduire de la des surfaces applicables, par les
procédés précédemment indiqués.

Entre autres surfaces, se correspondant par orthogonalité des
éléments, nous signalerons les développées moyennes des surfaces
définies respectivement par les relations

=U'+ U,
F=u(ulU —2U0)—u(u, U, — U).

On a pour les premiéres surfaces

z-+ip=o,
el pour les secondes
s'—ip'=o.

La premiére équation définit, comme nous I'avons dit, les sur-
faces enveloppes d’une sphére tangente a un plan fixe, dont le
centre décrit la développée moyenne. La seconde équation définit
la classe des surfaces syméiriques des premiéres par rapport au
plan des z ).

Posons par exemple

U = cus, U, = cui.

Il vient

t=3c(u®+ u}),

' =cuuy(uz—u2).
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Les deux surfaces qui se correspondent par orthogonalité des
¢léments sont alors définies par des relations de la forme

z=a(y'—a2),
d=B(@+ iy + (2 — i),

2, 3, y représentant des conslanles.

Le paraboloide hyperbolique défini par la premicre surface est
la développée moyenne de la cyclide de Dupin définie par la
fonction &.

Iv.

Cas oi les deux fonctions §, &' sont identiques. — Jusqu'ici
nous avons considéré 'identité

A=
o K2/0E 028 o2 0°%
Zd()ad()'z - — g O E -2 )de duy,
2 \du? du} = Jdu? Jdu? ’
=1
comme relative & deux surfaces distinctes. Supposons maintenant
que les deux surfaces, et par suile les deux fonctions §, § qui
les définissent, viennent a se confondre.
L’identité précédente prend alors la forme

2E 92
(9) 240;1; = K2 X diduy.

dur Ju?
Si 'on désigne par o la demi-somme des rayons de courbure
que nous avons désignee précédemment par — ip; et parzx, v,
s les coordonnées de la développée moyenne, il vient

0%t 02
ont Ju

leve

(10) ds? = dx? + dy? - dz? = dp? + dudu,.

-

Nous obtenons ainsi une forme de I'élément linéaire relatif a
une surface quelcenque, qui permet d’établir plusieurs relations
entre les éléments géométriques d’une surface.

Désignons par R, R’ les rayons de courbure de la surface défi-
nie par la fonction E; par ¢, ¢/, ¢’ les cosinus directeurs de la
normale & cette surface; par do I'élément linéaire de la sphére de
rayon i.
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Nous avons ici

R+ R
Pg= ==
2
2g e .“HTZJS:>2
ou® oul (.‘.4. auny )’
4
ds? = dc? + de'? + de"? = i du dlll» .
(4 + uiq)?
On a donc
4 2 —R’\2
ds? = [l] (R—t—ﬁ.)] —+ (R R) ds®.
2 2
Pour

R+ R'=o.
équation des surfaces minima, on aura

ds? = Rtds?.
Pour
R—R=o,
équation des surfaces réglées imaginaires de Monge ('), on aura
ds? = dR?.

On retrouve ainsi des résultats connus.
Si l'on désigne par ds,, ds, les éléments linéaires relatifs aux
deux nappes de la surface des centres, on trouve encore la relation

jds? = ds? + ds} + 2dR dR'.

Revenons a la relation (g) et désignons par y 'angle que fait
le segment.de direction ¢, ¢,, ;3 passant par le point de coor-
données 8y, 8, 8; avec 'élément linéaire en ce point.

Désignant par ds cel élément linéaire, on trouve

; d(—i0,)= dscos~.
Dot

2 2k

ds?sin?y = 9—5 g“_{

! du? dui

du du,.

Or, ds sin y représente la projection de I’élément linéaire d's
sur une quelconque des surfaces normales au segment précédem-
ment défini. On voit donc que si I'on fait varier les constantes a,

(') MoxngE, Application de I’ Analyse a la Géometrie, rédigée par Liouville.
5¢ édition.
XXXI.
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by, Cq, dy la surface de coordonnées 8§, 8,, §; se modifiera, la pro-
jection de son élément linéaire demeurant invariable.

Supposons maintenant que 8,, 8, 8, représentent les coordon-
nées de la développée moyenne et — 8, le segment focal corres-

.

pondant, nous pourrons énoncer la proposition suivante :

La projection de U'élément linéaire de la développée moyenne
sur la surface proposée est la méme aux points correspondants
pour toutes les surfaces définies par Uéquation aux dérivées
partielles

g:z_i 3:_; = Fluu,);
F désigne ici une fonction donnée quelconque de u« et de u,.

Si le segment se réduit 4 o comme cas particulier, on retrouve
les surfaces minima assocides. Pour ces surfaces, les projections
des éléments linéaires se confondent avec ces éléments et 'on a
par suite des surfaces applicables.

Nous venons de voir que l'on a

do = ds cosy.

D’autre part, la relation (9) montre que pour les courbes de
parameélres i ct «, on a
ds? = dp?.
D’ou
COS‘{ =1l.
Cette formule semblerait devoir autoriser a conclure que 'on a

Y = o.

Mais alors, il faudrait admettre que les normales a une surface
quelconque sont tangentes a sa développée moyenne, proposition
¢videmment fausse.

Nous devons donc chercher une explication de la valeur trouvée
pour cos vy, dans 'hypothése de I'existence de droites isotropes,
perpendiculaires aux éléments linéaires de paramétres u, u, rela-
tifs a la développée moyenne ct situées dans un méme plan avec
ces éléments et la normale a la proposée.
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Soumettant cette hypothése au calcul, nous trouvons la con-
gruence définie par le systéme

X — 0 _ Y—0,
?5(101,1101-1— ?]d&’ - ?5(105([02—1—?3([32
_ Z—6, _ V(X =02+ (Y—0,) +(Z—63),
= Gud,db; & oy ds® L, ’
AN S iw;\/—d—g i,E du du,
i Ju2 Jui

ds désigne ici un élément linéaire donné quelconque de la déve-
loppée moyenne qui a pour coordonnées 9, 6, ;.

On voit que pour du = 0 ou du, = o les formules précédentes
définissent une congruence isotrope. Alors les coordonnées de
ces droites vérifient le systéme

(X — 04)2 4 (Y — 0,)t + (Z — 0,)? = o,
(X—0,)d0—+ (Y — 04) d0y + (Z — 0y) dl; = o,

les différentielles db,, df,, di; prenant successivement les valeurs
correspondant aux courbes de paramétres u et ;.

Nous obtenons ainsi deux systémes de droites, caracléristiques
respeclives des surfaces réglées, enveloppes du cone isotrope, dont
le sommet décrit les courbes de paramétres u et u,.

Ces considérations nous permettent de formuler la proposition
suivante :

Soit M un point quelconque de la développée moyenne S rela-
tive a une surface donnée S,. Considérons sur S les deux
courbes correspondant aux génératrices rectilignes de la
représentation sphérique de S, et passant par le point M; les
deux plans tangents au céne isotrope de sommet M qui enve-
loppent respectivement ces deux courbes donneront par leur
intersection la normale & S,.

Si S est une surface de translation, la surface S, sera définie
par I'équation (')
I)'IE

udu? -

(') Voir thése de doctorat : Sur une classe de surfaces, 19o2.
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Nous allons laisser de coté 1’étude de I'identité (g), considérée
dans sa forme la plus générale, et nous nous bornerons au cas
ou £ est définie par I’équation

2t 02%
Ju? du}

= Uy,

U/, U, désignant les dérivées premiéres de deux fonctions respec-
lives de u et de u,. )
La relation (10) prend alors la forme

ds* = dp? + dUdU,,

identité qu'on peut encore écrire

dst = dp* + [d(L';z(Z'-')] - [d(i U= U)]’.
Posons
2= Ul
==
)/= L ;—)
3=,

It viendra
ds? = da? < dy? + ds* = dor'? + dy't + dz'?,

et les surfaces de coordonnées z, y, s; 2/, y/, 7

cables.
“Ces surfaces seront donc données par le systéme

TN 0% 0% ot e U+U,
r= ;lw"b‘“’)()u()u, ou_ uyl’ -2 ?
! 0t ok ok . .U—=U
:;[(n,——u) dlldlt,_¢)_u+dll, ’ =t P

\

.1‘ B

1 0% ok 3 :J o1 ozt ot
= ;[(uu,—l)m—-{tm——u,ou‘ +z1 3 == (uu.-i—l)m—l—u&z

On prendra pour £ une solution quelconque de I’ équation

02f o2
(12) Ju? Ju

s

= U'U.

)
<

-

Le probl¢me est donc ramené & la résolution de cette
équation.

seront appli-

-l

ot

>

ey

—+

£
N

].
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Les surfaces définies par celle équation jouissent d’une pro-
priété caractéristique.
De la relation
ds? = dp® + dUdU,,
on tire .
ds?sin?y = dUdU,.

Cette formule montre que Uéquation précédente définit les
surfaces sur lesquelles les triangles infinitésimauzx, projections
des triangles infinitésimaux formés avec l’élément linéaire de
la développée moyenne, peuvent étre déplacés sans défor-
mation. :

Ces formules jouissent.donc d’une propriété analogue a celle
des surfaces développables.

On peut encore chercher les relations qui existent entre les
surfaces de coordonnées z, y, 5 d’une part, 2/, »', 3 de l'autre.

Nous venons de voir que ces surfaces sont applicables.

De plus, la relation z'= o montre que la distance des premiéres
a la surface définie par £ est égale a la distance des secondes au
plan des z y.

Enfin, la relation ds*— dp? = dx'* + dy'*= dUdU, montre
que la projection de I’élément linéaire de la premiére sur la sur-
face définie par &, -est égale a la projection de I'élément linéaire
sur le plan des z y.

Considérons d’abord le cas particulier ot la solution de I’équa-
tion (12) est de la forme

£ =aFF,,

F, F, désignant des fonctions respectives de v et de «,.

Etant donné le but que nous poursuivons, nous pouvons sans
inconvénient nous donner a priori les fonctions F, F, et déter-
miner ensuite U, U, par la condition que I'équation aux dérivées
partielles proposée admelte cette valeur de . Il suffira évidem-
ment de poser

U'=2F"F,
U, = 2F!F,.

Le couple de surfaces applicables est alors donné par le
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systéme
z=F (uF—F)+F(u;Fi—F,),
¥ =iF,(F — uF') + {F'(u,F} — Fy),
s =(u,Fy—F,)(uF' —F) — F'F};

m’:fFF"du+ fF.F:du.,

y=i [FlF’;du.—i [‘Fl"'du,

s =(uyFy—F)(uF —F)+F'F).
l.a formule
E = ‘ZFF‘

donne la solution générale de I'équation aiix dérivées partielles

Uk S A, S
Souou;  owow F T TYTE=ES
x, ¥, 5, p ayant la signification donnée précédemment. On en
conclut une propriéié caractéristique des surfaces trouvées.

Les surfaces de coordonnées x, y, z sont les développées
moyennes des surfaces enveloppes de sphéres passant par un
point fixe dont le centre décrit cette développée.

Les coordonnées de ces surfaces vérifient les relations

_ F’ (+iy)+ uF’—F(x ,
5= N(F—uF) ) 2 F’ —h
_ F" o ulF’j'—'Fl: o
zZ = m(&‘—l}’)-’- —T(Z—Fl_}’).

Ces formules montrent que les lignes de paramétres u, u, sont
des courbes planes dont les plans passent par I'origine.
Les coordonnées des deux surfaces d’un couple sont lides par

la relation
3= 2%+ y? + 3%

Des formules qui donnent z/, /, combinées avec I'équation
qu’on oblient cn égalant les deux valeurs de z données précé-
demment on déduit que les coordonnées x, y; z', ' sont lides
par une relation de la forme

Z—,=9(w’,y’)-
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Des deux relations que nous venons d’'établir entre les deux
surfaces du couple, on peut déduire la conclusion suivante :

Soit donné, sur la premiére surface, un réseau déterminé
par les intersections de deux familles de plans, les premiers
étant paralléles au plan des xy, les secon-ls passant par I'azxe
des z; si 'on fait correspondre sur les deux surfaces: les lignes
de méme longueur, & ce réseau de la premiére correspondra
sur la seconde un réseau déterminé par les intersections d’une
famille de sphéres concentriques, et d’une famille de cylindres
de génératrices rectilignes paralléles & ’axe des =.

Prenons par exemple
F =Vaun,
Fy= ya .

1l vient
iy =o2am(m—1)umuTt,

x—iy =o2am(m—nun-ty,

s=aur= W (m -0 (my— 1) — mmy ]

m(m—1)
a———
2m o~ 1

2m--1
t ]

.’I"—i— i_}" =

. my(my -1 _
@' — v = gq AT 175 i
20y —1
.

3 =aun=1u " (m —1) (my—1)uuy+mm, ).

Dans le cas particulier ou les constantes m, m, satisfont a la

condition
UMM — M — M +1 =0,

les coordonnées des deux surfaces satisfont aux relations

3= 7% 4+ ¥? 4 32,
32 = "2 2 37

D’ou 'on tire

224y + 22+ 32 = o.

Pour m = m, on a des surfaces de révolution.

Parmi les couples de surfaces applicables que définissent les
équations (11), il en est qui se composent de surfaces identiques.
Le calcul montre que ces surfaces sont celles pour lesquelles

on a une des deux relations

p+2=0, p—3z=0.
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Nous connaissons la signification géométrique de ces surfaces.
Elles sont définies en coordonnées cartésiennes par I’équation

?z 0% _
0z g T
V.

Interprétation de U’équation rt = const. — Nous allons main-
tenant considérer 'équation (12) dans le cas ou I'on a

U'U}=— K? = const.,

et écrivant cette relation avec la notation des coordonnées carté-
siennes nous aurons

(13) rt+ K?=o.

Décrivant le premier membre par rapport a y, il vient

D’ou, en tenant compte de I’équation proposée

Jt or
— 2
ay dy

= 0.

Cette équation peut s’écrire

@

(1) 2) -

Joz? oyt o
et sous cette forme on reconnait une équation de Monge et
d’Ampére.

En appliquant la méthode des caractéristiques, on trouvera
une combinaison intégrable pour chaque systéme. D’ou l'on
déduit les deux relations

31[ d’)
- dy
Jaq - ap b
e S, K xr o K
3 Ket | o= KeK.

Si nous considérons maintenant ¢, z,  comme les coordon-
nées d'une surface, les relations précédentes nous montrent que
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nous obtiendrons des surfaces développables. L'intégration des
équations trouvées se fera donc en écrivant les formules qui défi-
nissent de pareilles surfaces.
Bornons-nous a la premiére équation. Il vient
a

g =ar+Keky +a,

,
3

oza'(\z‘+e‘-‘y>+|.

La détermination de 5 s’achévera par une quadrature.

Si nous procédons par rapport 4  comme nous avons procédé
par rapport & y, nous obliendrons deux relations de I'équation
proposée renfermant chacune une fonction arbitraire.

Revenant aux notations primitives nous voyons que & sera
défini par le systéme

ot 2
o = au + Kek uy+ a,

a
o =a’(u+e“'u|) -+ 1.

L’équation (13) se préle a quelques transformations intéres-
santes que nous allons briévement exposer.
Pour plus d’ordre dans les calculs, posons

q = 3, xr = g, Y =i
1.’équation (14) devient
qiri— K*t;=o,

équation de Monge et d’Ampére dont nous venons de détgrminer
deux solutions particuliéres. ‘
Appliquons a cette équation la transformation de Legendre.
Nous remarquerons toutefois qu’il faudra exclure de cette trans-
formation les solutions trouvées précédemment comme vérifiant

la relation
S‘lz —ryti=o.

On a ici
81 = Sy — P2%2— G2 )2
Z| = P,
Y11= {2

et 'on trouve
R2ry—yity=o,
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nouvelle équation de Monge et d'Ampére qui offre elle aussi une
combinaison intégrable dans chaque systéme, combinaisons qui
nous raménent aux solutions précédentes.
Posons maintenant
r3= Ts+ Klog}g:
Y2
“~?

y;,:.r,—Klog'C

C désignant une constante arbitraire.
On obtient 'équation de Laplace

VK sy pa— 3 =
ANSy—— Py /3= o.
Posons enfin

T3=Ty 3= Yao Gy 7= 50 4K
et 'on obtient 'équation de Laplace & invariants égaux
1I6K2s,+ 3. = o.

Nous avons pris pour point de départ des résultats exposés en
dernier lieu la forme quadratique définie par la relation (g).
Toutelois, remarquons-le en lerminant, le réle principal de cette
formule n’est pas dans la détermination de surfaces applicables.
Elle intervient plus naturellement dans la recherche d’un pro-
bléme plus général qu’on peut formuler comme il suit :

Déterminer deux surfaces variables S, S, telles que les
dimensions des projections orthogonales sur S, des figures
infinitésimales tracées sur S soient indépendantes de la varia-
tion des surfaces.

Sil’on impose aux deux surfaces la condition de devenir iden-
liques, on retrouve le probléme des surfaces applicables.

Le probléme élant ainsi posé, on voit tout de suite que la
formule (9) en donne des solutions.

Si, d’abord, nous nous donnons une surface quelconque S, défi-
nie par la fonction &, les projections sur cette surface fixe des
figures infinitésimales, tracées sur une surface S de coordon-
nées 0,, 0,, 8; variant par conséquent avec les conslantes ay, bq,
Cay dq serontindépendantes de la variation de cette surface. Nous
obtenons ainsi une premiére solution du probléme.
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Nous pouvons encore nous donner une équation aux dérivées

partielles de la forme

ot ot

—. —> =F(u,u

o dll% ( » l)’
F désignant une fonction arbitrairement choisie. A la solution
générale de cetle équation correspondent deux surfaces S, S,
variant toutes les deux avec les deux fonctlions arbitraires que
renferme cette solution. Or, encore ici, les projections considérées,
dépendant uniquement de la nature de la fonction F, sont indé-
pendantes de la variation des fonclions arbilraires qui entrent
dans la solution, et par suite de la nature des surfaces S, S,.



