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BULLETIN
I)K LA

SOCIÉTÉ MATHÉMATIQUE DE FRANCE.

MÉMOIRES ET COMMUNICATIONS.

LA DÉVELOPPÉE MOYENNE ET LES SURFACES APPLICABLES;

Par M. DE MONTCHEUIL.

I.

Interprétation géométrique d^une forme quadratic/ue parti-
culière, — L'élude des propriét'''s relatives h la surface, lieu des
centres de courbure d\ine surtîice donnée, a permis de déter-
miner un certain nombre de surface applicables. On sait, par
exemple, que les deux nappes de la surfaces des centres de cour-
bure relative à une surface de M. Weiugarlen sont applicables
sur une surface de révolution ( 1 ) .

A la surface, lieu des extrémités du segment focal, substituons
la surface, lieu du milieu de ce serment; en d^autres termes,
cousiJérons la développée mojeune ponctuelle de la surface
donnée. Nous allons voir que cette surface conduit, elle aussi,
à la détermination de divers couples dé surfaces applicables.

Dans tout ce qui va suivre, nous exprimerons les coordonnées
cartésiennes j?, y, z d^uue surface donnée S, de la façon que nous
allons brièvement indiquer.

Soit donnée une surface Si enveloppe du plan mobile défini
par Inéquation

(u-^- ui)^i 4- i(ui —u)^i-^(uut — i )s i -4-£ ==o,

ç étant une fonction donnée de u et de u^.

(') J. WEINGARTEN, Ueber élue /Liasse auf eînaïulcr (tbwickcibal'er Flu-
chen {Journal cîe CrcUe, t. L1X, 1861, p. 38^).

X \ X I . \
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Celle dernière fonclion conservant la même valeur, détermi-
nons quatre nouve l les fonctions de «, u\ au moyen du système

( U 4- Ui }X 4- ;'( MI — M ) Y 4- ( UUi — î )Z 4- t ( UUi -4- 1 ) ? -I- Ç =-= 0,

^•y — ?y 4- "î •s -+- n/! F + T- == °i
. . . . ^

x-\-ly-^- us 4- ; ^ p 4 - — — = = o ,
C'MI

^s
,54- lî 4- -T——— = 0.1 au àifi

On vérifie que les quatre fonctions x ^ y ^ z^ — ip ainsi définies
représenlent les coordonnées cartésiennes de la développée
moyenne S et la demi-somme des rayons de courbure relative à
la surface proposée S^ .

Géométr iquement , ce système d^qnations, formé d'une façon
analogue à celui qu i définit les coordonnées d^une surface, consi-
dérée comme l 'enveloppe d'un plan mobile, revient à envisager
une surface S^ comme l'enveloppe d 'une sphère variable, dont le
centre décrit sa développée moyenne S. D'ailleurs, en détermi-
nant ainsi les éléments de la sphère, par le fait , le système défi-
nit S aussi bien que Si .

Dans ce qui va suivre, nous considérerons donc les coordonnées
d'une surface S comme exprimées au moyen du système précédent,
en fonction des éléments relatifs à une surface S< dont elle est la
développée moyenne.

Ces préliminaires établis, soient les deux systèmes de quan-
tités .r,y, ^, p ; x \y ' , z ' ^ p' relatifs à deux surfaces S, S', déve-
loppées moyennes respectives de deux autres surfaces S', S^ carac-
térisées par les fonctions Ç, ç'. Nous nous proposons de calculer
la forme quadratique

dv dx 4- dy dy ' 4- dz dz 4- d^ d^ .

Plus généralement, nous allons calculer la forme

( î ) rf6i d^\ 4- d^ d^ 4- dQs dtfs -h ^64 d^\

définie comme il suit.
Soient ûfotî ^a? ^a» ^a des constantes quelconques. Déterminons
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une fonction -pa par la relîilion

(u + «O^a 4- i.(ui - u)b^ -+- (uu^ —l)Ca -+- î(^, + l)6/a 4- ©a = o.

D'après le mode de représentation d'une surface, exposé loul
à l'heure, la fonction ̂  peut être considérée comme déterminant
une sphère immobile de centre a^ b^ c^ et de rayon — id^.

Cela posé, nous supposerons les fonctions Q^ données par des
expressions de la forme

Oa=Voa -^L.^ ^ -àllÊ..^^ A
' 2 \ * àuàui àui au à u à u i au àti^ ]

où l'on donne à a les valeurs successives i, a, 3, 4.
Les fondions 9^ se déduisent des précédentes par la substitu-

tion de la Fonction ç' à la fonction ç.

On vérifie que les fonctions 9^, 9^ sont des combinaisons
linéaires respectives des quantités x, y, z, p d'une part; x', y,
z\ ?' de l'autre; et, par suite, elles les renferment à titre de cas
particuliers.

Diflerentiant ces fonctions, on Irouve

-'••'U^-^S)—^-» -£•§)-,.
Les différentielles ̂  seront représentées par des formules

analogues.

Portant ces valeurs dans la forme quadratique (i) il vient

a=A a=='» a==fr a=^ï^-^s^-^s^s^
a=i a=i a=i a-i

a=4 0,=='
_l ̂  ̂ ' V / < > ? a \ . . l ̂  d^' V/^a\2 . ,

+ 4 ^î d^ 2d \àu'J du' -'- 4 57^ Juî 2< ( ̂ ) </"^
îx—1 a==i

^/^ <)^' ^ç ^•\ "̂  ̂  ̂
+ 4\<M ̂  + d«î (h<t^ 2<^ J«, (/wt("

a==l

A, B, G désignant ici des fonctions des différentielles du, du^
et des dérivées secondes et troisièmes de ç et de ç'.

Cela posé, cherchons à déterminer les constantes a^ b^ c^ d^
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de telle sorte qu'on ait identiquement

a==^

^<pâ=o.
a==i

Cette identité entraîne les suivantes

V1 ^a Vr. ^a Y/^V- V/^V-n2-^ ̂  ̂ ^^^ ^^(.yay'~2d\^J -°'
Si donc on pose

V^$?=,K*=consl.,
^^ c)« oui

on obtient pour expression de la forme quadratique

(,) y ̂ o, = K2 (ÇA ;̂ + ̂  ̂ ) ̂ ^.v / ^à a '* ^ ^î^ ^^^ (^j ^IA2/

11 resie à déHnir le système de relations entre les seize con-
stantes a^ by., c^ d^ qui donne

^<?â=o.

On vérifie qu'il suffit de poser

^oâ=^=^â=^rfâ=K.,

Voît^a =-- ^ ûta^a = ^ ^a^a = j.^a^a = ̂ ^a^a = ̂ <*a^a = 0-

Si l^on pose en outre
K = i ,

les relations précédentes entraîneront les suivantes :

</à 4- &â + ̂ î -T- d\ == ï, ^a^^P -t- ^a^P + ̂ a^p -^ dg,d^ = o.

On sait par là que l'identité

S?2-0

équivaut à un système de neuf relations entre seize constantes,
analogue au système des six relations entre les neuf cosinus
directeurs relatifs à trois droites rectangulaires.
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Le système de relations que vendent les constantes peut
s'écrire comme il suit :

û?â -+- bj. -4- cî -+- di == i.
(aa—ap)24-(&a—^) ^ -^- (Ca—^)2 -.-(d^—d^Ï1 === ^,

-formules qui donnent immediîilement l'interprétation dtu système
de quatre sphères définies par les quatre fonctions (pa.

La première formuie exprime que les quatre sphères sont de
même puissance par rapport à l'origine. La seconde exprime que
la distance de deux points de contact d'une tangente commune à
deux sphères est constante quel que soit le couple de sphères
considéré.

Les quatre sphères sont orthogonales à la sphère de rayon i,
ayant son centre à l'origine, qui sert de représentation sphérique
à la surface proposée Sic

Si l'on pose

04 == &4 == c\ == di == //a = ̂ 3 = o, di, = i,

on retrouve le système des neuf cosinus; alors l'une des sphères
a son centre à l'origine, et les droites qui joignent ce centre à ceux
des trois autres sphères Forment un système orthogonal.

On remarquera que le système des quatre sphères que nous
venons de définir joue, dans les questions relatives à la développée
moyenne, un rôle analogue à celui que remplit le système penta-
sph/'rique de M. Darboux, dans les questions relatives aux lignes
de courbure (1).

Nous avons établi l'identité (î?) dans Thvpolhese où less-urfaces
S, S' caractérisées par les fonctions S;, ç' avaient même représen-
tation sphérique. Nous allons considérer cette identité comme se
rapportant à des surfaces associées dans des conditions différentes.

11 est évident que Ç, Ç étant des fonctions données de M, u^ ;
dot, frai • • • des constantes également données, l'identité subsis-
tera, quelle que soit la significution géométrique donnée à ces
quantités.

Cela posé, imaginons l'équation du plan tangent à une surface,

( 1 ) DARBOUX, Th. des Surfaces, t. I, p. ai3.
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définie successivement par les deux relations

0-+- i<i).yi + i(ui — u)j^t -{-(uni — i ) z i + ç == o,
(i — M^i );ri 4- i(i-h MMi)yi 4-(^ -+- U i ) s i +Ç == o.

Si l'on désigne, comme précédemment, par .r, y, 5 les coor-
données de la développée moyenne, et par—/? la demi-somme
des rayons de courbure, on vérifie que les deux relations précé-
dentes entraînent les suivantes :

(3) (M-+- Ui)v-}- i(ui — n)y-^(uu^ —1)^ -1 - i(^Mi-+-i)p-h-ç ===0,

r 4 ) ( i— uui)a;-h i(uuf -^-i)y^-(u-^-Ui)2-+-i(ui — ^ ) p 4 - ç = o.

Posons
x ' ^ z ; y=—p, z'=—x, ^^.y.

Portant ces valeurs de x^ y, ^, p dans la seconde équation, on
constate qu'elle devient identique à la première.

Nous en tirons cette conséquence :
Interpréter au moyen de l 'équation (4) une fonction Ç de u, </,

interprétée d'abord au moyen de l'équation (3), revient a rem-
placer une relation de la forme

par la relation
F(a-, y, z, p),

F(—^, p, x, — y ) .

Cela posé, imaginons qu'on interprète les fonctions ç', ôa de
u, M! dans le premier système, et les fonctions ç', 9^ dans le
second; dès lors, les surfaces définies respectivement par Ç, ç
n'auront plus même représentation sphérique. Désignons
par c, c', d ' les cosinus directeurs de la normale de la première
surface; par C, G', G" ceux relatifb à la normale de la seconde
surface. Le calcul montre qu'aux points correspondants, c'est-
à-dire, pour un même système de valeurs u, u^ on aura les rela-
tions

r • c w •<"c = l 7 ï '^C7 '

c/==^ cl=^

C--^, c^-^.
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Ces formules montrent qu^aux méridiens de l'une des surfaces
correspondent les parallèles de Pautre, et réciproquement.

On voit de plus qi^à un cercle de la représentation sphérique
de Pune des surfaces, parallèle au plan des x^ z, correspond un
cercle semblable pour la seconde.

Nous avons ainsi défini la correspondance qui relie d^uxà deux
les points des surfaces définies par les fonctions S; eC^'. Il nous
reste à déterminer la correspondance des fonctions Qoc, 8a* l'^er-
prélées dans le même système, ces fonctions sont des combinai-
sons linéaires identiques des quant i tés x^ y, ^, p d\me part;
x ' ^ y ' ^ z\ p 'de Pautre, définies précédemment. Or, nous avons
vu que, lorsqu^on passe de la première interprétation à la seconde,
toute fonction de la forme

devient
F(^y^p)

F(—.5, p, x, —y).

On voit par là qu^une fonction 0^ ne sera autre que la combi-
naison Ooi où Pon aura lait réchange indiqué.

Nous pouvons donc résumer les considérations que nous ve-
nons de faire dans la proposition suivante :

ç, ç' étant des fonctions données de u^ u^ Oa, fra» • • • des
constantes également données, l'identité (2) a lieu entre
quatre combinaisons linéaires des quantités x,y^ z^ o d'une
part y et quatre combinaisons linéaires x' y', z!', p' de l'autre;
soit que ç, ç' définissent des surfaces de même représentation
sphérique ; soit qu'elles définissent des surfaces dont les points
se correspondent de la façon que nous avons indiquée,

Dans le premier cas, les deux groupes de combinaisons seront
identiques; dans le second cas, ils se déduisent Pun de Pautre,
par Rechange

^î ^a» ^a? û^a; — c^ dy.i ^a, — ^a-

Arrêtons-nous un instant à considérer la surface de coordon-
nées 6 < , Oa, Os qui devient, à titre de cas particulier, la développée
mojenne de la surface définie par ç.



De la relation

^?S==°
on lire

(5) ^<p^0a=o,

c^est-à-dire

rf6a =— Î-^-Z.Î2 ̂ (L -1- ?^gj
?4On a d'ailleurs

fër-fë)2^?)( în--./^v.^/i t^>v^

On peut donc considérer les quantités '-îl, etc. comme lescosi-
i * ®4

nus directeurs d'une droite.
Si donc, par chaque point 8., 9^ 83 de la surface nous menons

une droite de direction définie par ces cosinus, d'après la rela-
tion (5), celle droite sera l'élément d'une congruence normale à
une famille de surfaces. On obtiendra les surfaces de celle famille
en posant — /(^ == const.

Ainsi donc, une surface ^ étant donnée, on en déduit par
de simples dérivations une congruence normale à une famille
de surfaces dont Vêlement linéaire renferme six constantes.
arbitraires.

La symétrie de la relation (5) montre qu'on obtiendra des
résullals analogues, quelles que soient les trois fonctions 9a
adoptées pour coordonnées de la surface.

Si l'on suppose 9p définie à une constante près, les coordonnées
de la famille de surlaces seront définies par la formule

y == P^a—yqQj
<pp

où Pon donnera à j3 une des quatre valeurs i, 2, 3,4 et à a les
trois autres valeurs.

II.

Méthode pour déduire de l'identité (2) des couples de sur-
faces applicables. — j^ous remarquons tout d'abord que le pro-
blème équivaut à la détermination des surfaces se correspondant
par orthogonalilé des éléments linéaires.
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Soient O i , 82, 83 ; 9',, 6'21 ^3 ^es coordonnées respectives des deux
surfaces, que nous supposons se correspondre par ortiiogonalilé
des éléments linéaires.

L'identité (5) devient alors

,n -7A. KY^^S' à ^ Ô ^ ^ ' \ , ,^64^64 = --( -— — -4- —— —— )dudui.* 2 \àu2 àu\ àu{ àuî /

Remarquons d'abord qu'on ne saurait avoir

K 2 = 0 ,

car alors, les quantités Q| , Oa? 83 seraient liées par une relation
linéaire, ce qui est contre notre hypothèse.

On vérif ie que les surfaces satisfaisant l ' identité précédente
sont déhnies par le système

,6=»-^--^^-^ ^-+-^^=0,
* àuàui oui au au ou y ôuOit^

à'1^ à^' (̂  ̂  __
au2 àu\ àu\ ou2

Nous avons supprimé l'indice 4 dans la première équat ion.
Cette équation s'intègre immédiatement. Désignant par U, Ui
deux fonctioTis respectives de u et de u\ \ par U', U',, U^ U, leurs
dérivées premières et secondes, on trouve

(6) ç=,(U-+U,)-^L'--.^U.,

et la seconde équation prend la forme

(7) UÏ-''^'U-"^=o." ' 1 au" au}

Telle est, en définitive, l'équation dontrintégralion donnera la
solution du problème.

Ainsi donc, si i7 on considère comme coordonnées carté-

siennes de deux surfaces ^> ̂  trois combinaisons linéaires

convenablement choisies des coordonnées des développées
moyennes S, S' relatives à deux surfaces Si, S\ ainsi que des

segments focaux de celles-ci, les surfaces ^^ ^ se corres-
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pondent par orthogonalité des éléments linéaires, toutes les
fois que les surfaces S< , S\ ayant même représentation sphé-
rique seront définies par les équations (6) et (7).

La proposition s'applique encore au cas où la correspondance
entre les points des surfaces S,, S\ serait celle de méridiens à
parallèles que nous avons définie plus haut.

Nous avons vu comment il f au t particulariser les constantes a^
b^ . . ., si l'on veut que les fonctions 9a, 9a représentent les coor-
données de la développée, et le segment focal correspondant.

On aura alors
64 = p == o.

D'où cette conclusion

Pour que les développées moyennes S, S' relatives à deux
surfaces S< , S\ de même représentation sphérique, se corres-
pondent par orthogonalité des éléments linéaires, il faut que
l'une des deux sur faces, par exemple S, soit une surface mini-
ma, et que (a seconde surface S' soit la développée d'une sur-
face S^ vérifiant la relation

UïÇl'+L-'-'.^o.1 au2 àu\

Cette proposition établie, il est aisé de déterminer la signifi-
cation géométrique de celte équal ion.

Remarquons, en effet, que les lignes asjmplotiques de la sur-
face minima sont données par l'équation

IT^+U^i =o.

D'autre part, les lignes de courbure de la surface S\ sont
définies par la relation

,)ïV ()î^
—— du^ — —', du2, = o.
au2 àu\ l

L'équation (7) exprime donc que les lignes asjmptotîques
de la surface minima correspondent aux lignes de courbure de
la surface dont la développée moyenne correspond à la première
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par orthogonalilé des éléments linéaires. Nous retrouvons ainsi
un résultat signalé par M. Cesserai ( f ) .

On sait que la surface la plus générale, dont les dévelop-
pables de la congruence des normales découpent sur la déve-
loppée moyenne un réseau conjugué, s^obtient en prenant la
surface la plus générale, correspondant par ortho^onalité des
éléments linéaires à une surface minima de même représentation
sphérique que la proposée (2).

Cette proposition, rapprochée de celle que nous venons
dénoncer, permet de conclure que les surfaces correspondant
aux surlaces minima de la façon indiquée sont précisément les
surlaces données par Inéquation (7).

Par tout ce que nous venons de dire, on voit Pimportance du
rôle géométrique que joue cette équation.

Cherchons une expression des coordonnées des surfaces décou-
pées suivant un réseau conjugué, par les développables de la con-
gruence des normales, à une des surfaces dont elles sont les
développées moyennes.

Nous venons de voir que ces coordonnées sont définies par
trois fonctions 0^5 les constantes Oa, &a? • • • étant convenablement
choisies, et la fonction Ç7 qui y figure par ses dérivées, vérifiant
inéquation (7).

Soit (o une solution quelconque de cette équation.
On vérifie que les relations

^ ryn ^ TT.-— == U œ, —- -=. — U i (x)
au'1 ou} 1

sont compatibles et définissent des solutions de Inéquation véri-
fiée par (o.

Or, on a

[ / à^ ^?a à^\ , l / à^ à ^ r j , à ^ \ ,
^9a = - ( 9a , .. — —a —— ) du + - ï»a ———f- — —— -T^ ) du^.l\' f)u2àu^ àui au2/ •.t\.' àu\àu au àu\ I

D^où l'on tire, en vertu des relations précédentes,

w ••= v^'s- s- )"-•'"-^(-^-t ")";''"••
( 1 ) Sur les congruences de droites et sur la théorie cïcs surfaces {Annales

de la Faculté de Toulouse, 1898 ).
( 2 ) DARBOUX, Th. des surfaces, t. IV, p. 91.
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II n'est pas sans intérêt de rapprocher ces formules de celles
que donne M. Darboux ( 1 ) .

0»» remarquera que les fonctions y» jouent nn rôle analogue
aux fonctions 9a de réminent géomètre. l)e part et d'autre, nous
avons un système de quatre solutions, reliées par une forme qua-
dratique, relative à une même éqnali n aux dérivées partielles,
dont la solution générale intervient dans les expressions des coor-
données.

Seulement, tandis que les fonctions 6a? a) de M. Darboux véri-
fient une équation de la forme

_^26

au à Ut
Â:6,

les fonctions (pa» (0 qui figurent dans nos formules vérifient
Inéquation (^7).

in.
Solutions diverses de l'équation (^). — Cette équation est

d'abord vérifiée par le système

'^=.a(U'+U.)-.^U-,^U,

^=^U-U,)-.^U-.,^U.,

où m^în1 représentent des constantes quelconques. On a alors

6/Ca == d^'y. == o.

En donnant à {3 les trois valeurs que ne prend pas a, on aura

V^ep<^=o,

et nous obtenons ainsi des surfaces qui se correspondent par
orthogonalilé des éléments linéaires.

Si Fon pose
6a= p = o, 6a = p'= o,

les deux surfaces sont des surfaces minima associées, surfcices

( l) DARBOUX, Th. clés surfaces, t. IV, p. g3.
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dont les propriétés concordent bien avec les résultats que noua
venons d'établir.

Faisons au contraire

^a=Y, Oa=y.
Il viendra

V</0p d^ == d.c dx'-}- d y d y ' - { - dp d^'= o.

Les surfaces définies par les fonctions ç, ^ sont des surfaces a
développées moyennes planes.

La relation précédente montre qu'il suffira de relever sur le
plîin des .r, z les serments — /o, — i^' dans des directions telles
que l'on ait pp'^o, pour obtenir des surfaces se correspondant
p.ir orthogonalité des éléments linéaires.

Supposons toujours Ç donné par la relation (6), nous trouve-
rons une seconde solution de Inéquation ('7) en posant

ç'=ir-Ui.
Celle équation détermine Fensemble des surfaces qui admettent

pour développée moyenne les surfaces lieux des points également
distants d'un point fixe et de la proposée.

Pour déduire de ce'tle solution des surfaces applicables, il suffit
de chercher les développées moyennes des surfaces définies par
les relations

r-^S' r-^-^'L, — ————— f ^ —

et l'on trouve

^^fL±^ ̂ du-r-f3^ UT^, ^=^1=^1 ydu-f^ u-;'̂ ,

y^iC^^'a^if^^ u^ y=.-̂ 3 !̂ ̂ ciu^-if^ r,'̂ ,

z1 = TMI U'̂ /MI, z" = Çu\V"du.

Ces deux surfaces sont des surfaces de translalion, engendrées
chacune au moyen d'une courbe plane quelconque et d'une courbe

qui se transforme en courbe minima quand on multiplie par v- sa

dislance au plan des x y .
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Une solution (o de l'équation (^7) ayant été ainsi déterminée, on
pourra en déduire d^autres (Oi, co^ . . ., <o,/ en nombre indéfini.
au moyen des formules précédemment établies

s?—-."".
à'^^n ^-.,,-^-=-^-.L,

Chaque solution introduira quatre nouvelles constantes arbi-
traires.

Dans le cas que nous venons de traiter, nous avons considéré
une surface minima quelconque, et nous en avons déduit des
solutions particulières de l'équation (7) correspondante. Nous
allons maintenant considérer des surfaces minima particulières,
qui nous permettront de déterminer l'intégrale générale de (^).

Il nous suffit de poser

U == aa3, Ui = ai u^,

€/, a\ désignant des constantes.
On a alors

„ uu,i -+- 3 , , -,
ç = — —\—— {au'2 4- ai u\).

Nous avons alors à résoudre Inéquation

^ ^/

ai —— -4- a —-, == o,
au2 àu\

dont on obtient la solution générale en posant

S'=F(aM-4-ait^)-4-Fi(P^-4-PiMi),

a, a,, p, pi désignant ici des constantes liées parles relations

Oia2'-!-aa^ == o, a\ P2 -}- apj == o.

1 1 suffira de remplacer dans la formule (8) o par la valeur
de Ç' que nous venons de trouver pour obtenir les coordonnées
des surfaces cherchées.

Si l'on fait
a = ai,
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la surface minima est celle d'Enneper. On peut taire alors

a - p - r , ai --?i- /.

Si l'on suppose maintenant que les points des deux surfaces
déunies par les fonctions Ç, Ç' se correspondent de méridiens à
parallèles î nous avons vu que, les fonctions x^ y, z, p restant les
mêmes, les fonctions x'^ y, 57, o' seront remplacées par les sui-
vantes : —z\ p', x', —y ' .

Nous avons alors

dx' dz — dx dz — dy d^'— dy' d^ — o.

Une rotation de Pune des surfaces autour de l'axe des y nous
permettra décrire

dx dx" -^- ds dz" -+- dy d^'— dy d^ = o.

Il sera aisé de déduire de là des surfaces applicables, par les
procédés précédemment indiqués.

Entre autres surfaces, se correspondant par orthogonalité des
éléments, nous signalerons les développées moyennes des surfaces
définies respectivement par les relations

ç - = î r - + - u \ ,
v == u ̂  ( u \ j ' — -2 U ; — /( ( il i U'i — L 1 1 ).

On a pour les premières surfaces

Z -r- (p == 0,

et pour les secondes
5'—— lp'== 0.

La première équation définit, comme nous l'avons dit, les sur-
faces enveloppes d^une sphère tangente à un plan fixe, dont le
centre décrit la développée mojenne. La seconde équation définit
la classe des surfaces symétriques des premières par rapport au
plan des x y ,

Posons par exemple

II vient
U == cM3, L I = c u ' [ .

^== 3c(uî^ u]),
ç'== cuu\ (u2 — u\).
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Les deux surfaces qui se correspondent par orlhoçonalité des
éléments sont alors définies par des relations de la forme

z —. a(j.2__^2^

3'=p(^4-<r')'+ï(^-</Â
a, ^, y représentant des constantes.

Le paraboloïde hyperbolique défini par la première surface est
la développée moyenne de la cyclide de Dupin définie par la
(onction ç.

IV.

Cas où les deux/onctions ç, ^ sont identiques. — Jusqu'ici
nous avons considéré l'identité

V^ft ^/ KS/C^ c)^ <^ ̂
^(WOa - -^(^ ̂  + ̂  ̂  )^^,
a- l

comme relative à deux surfaces distinctes. Supposons maintenant
que les deux surfaces, et par suite les deux fondions Ç, ^ qui
les définissent, viennent à se confondre.

L'identilé précédente prend alors la forme

^ ^-Kî^cll<lll-•
Si l'on désigne par p la demi-somme des rayons de courbure

que nous avons désignée précédemment p< i r—/? ; et par x, y,
z les coordonnées de la développée moyenne, il vient

( 10) ds^ == dx^ -+- dy^ -;- d^ -=. d^ + ̂ ç ()2| dudu^
àù^ <)u\ 1

Nous obtenons ainsi une forme de l'élément linéaire relatif à
une surface quelconque, qui permet d'établir plusieurs relations
entre les éléments géométriques d'une surface.

Désignons par R, R/ les rayons de courbure de la surface défi-
nie p;»r la fonction Ç; par c, c', c'7 les cosinus directeurs de la
normale à cette surface; par dv l'élément linéaire de la sphère de
rayon i.
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R - h R '
Nous avons ici

? == •2

^ ̂ j - / R — ̂  y2
()«2 (^MJ — \t-\-UU\)

»î —— ^ (^u ̂ ul

~ { l -h UUt Y-

. / J ' - ( .

^ (̂  J _ / R -
<)«2 (^MJ ~~ \ i -i-

d^- --: ̂ 2 4- ^c'2 4- ̂ ff2 ==

On a donc

^"["C^ÏÏ-W-'-
Pour

K 4- R' == o.

équation des surfaces minima, on aura

ds1 = R2^ï2.

Pour
R — R' == o,

équation des surfaces réglées imaginaires de Monge (4) , on aur;»

ds2 - ^R2.

On retrouve ainsi des résultats connus.
Si Pon désigne par ds^ ds^ les éléments linéaires relatifs aux

deux nappes de la surface des centres, on trouve encore la relation

4 c/À'2 == ds\ + ds^ -h >^R rfR'.

Revenons à la relation (9) et désignons par Y Pangle que fait
le segment de direction <pi, cpa, ^3 passant par le point de coor-
données 61, 62, 63 avec Félément linéaire en ce point.

Désignant par ds cet élément linéaire, on trouve

D'oii
d(— IQ^)== dscos^.

f)î ^ f)î î
ds^s'in2^ == —— —<9 dudu^.

' on2 <)ff']

Or, ds sin Y représente la projection de l'élément linéaire ds
sur une quelconque des surfaces normales au segment précédem-
ment défini. On voit donc que si Pon fait varier les constantes f/a,

( l ) MONGE, Application de l'Analyse à la Géométrie, rédigée par Liouvilh'.
>• (édition.5* édition.

X X X I
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^a? ^a» da la surface de coordonnées 9i, 83, ^3 se modifiera, la pro-
jeclîon de son élément linéaire demeurant invariable.

Supposons maintenant que Q|, O^ 83 représentent les coordon-
nées de la développée moyenne et — (O^ le segment focal corres-
pondant, nous pourrons énoncer la proposition suivante :

La projection de C élément linéaire de la développée moyenne
sur la sur face proposée est fa même aux points correspondants
pour toutes les surfaces définies par l'équation aux dérivées
partielles

à^ r)^
—i -4 = 1^ uui);
du2 au} / î

F désigne ici une fonction donnée quelconque de u et de M|.
Si le segment se réduit à o comme cas particulier, on retrouve

les surfaces minima associées. Pour ces surfaces, les projections
des éléments linéaires se confondent avec ces éléments et Fon a
par suite des surfaces applicables.

Nous venons de voir que l'on a

rfp -= fis cos y.

D^autre part, la relation (9) montre que pour les courbes de
paramètres u et u^ on a

d.^ == </?2.

D'où
(.'O?Y = i.

Cette formule semblerait devoir autoriser à conclure que Fon a

7=0.

Mais alors, il faudrait admettre que les normales à une surface
quelconque sont tangentes à sa développée moyenne, proposition
évidemment fausse.

Nous devons donc chercher une explication de la valeur trouvée
pour cos v, dans riiypolhcse de l'existence de droites isotropes,
perpendiculaires aux éléments linéaires de paramètres M, u\ rela-
tifs à la développée moyenne et situées dans un même plan avec
ces éléments et la normale à la proposée.
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Soumettant celte hypothèse au calcul, nous trouvons la con-
gruence définie par le système

X — 6 i _ Y~Q^
<p4 ̂ 64 ^91 -h <p i (/51 <p4 û?04 d^î -+- <p, dsî

== z — 63 _ /(x—epî-t-rY—o^^-o—eI)1.
œ^04â?e.3-+-<p3^2 "" / ( F T ^ ? )

t<M/ — — du dui1 y ài^ àu\

ds désigne ici un élément linéaire donné quelconque de la déve-
loppée moyenne qui a pour coordonnées 9,, O^, Ô3.

On voit que pour du === o ou ( / u ^ === o les formules précédentes
définissent une congruence isotrope. Alors les coordonnées de
ces droites vérifient le système

( X - Oi )2 4- ( Y - Oi)î + ( Z - 03)2 = o,
( X — 0, ) d0i -r- (Y — Os) d^ 4- ( Z — 03) dQs = o,

les différentiel les rf9i, âfOa^Oa prenant successivement les valeurs
correspondant auK courbes de paramètres «et u^.

Nous obtenons ainsi deux systèmes de droites, caractéristiques
respectives des surfaces réglées, enveloppes du cône isotrope, don»
le sommet décrit les courbes de paramètres u et u^.

Ces considérations nous permettent de formuler la proposition
suivante :

Soit M un point quelconque de la développée moyenne S rela'
tive à une surface donnée Si. Considérons sur S les deux
courbes correspondant aux génératrices rectilignes de la
représentation sphérique de S, et passant par le point M; les
deux plans tangents au cône isotrope de sommet M qui enve-
loppent respectivement ces deux courbes donneront par leur
intersection la normale à Si.

Si S est une surface de translation, la surface Si sera définie
par l'équation ( ' )

^ _,
ài^ôui

( * ) Voir thèse de doctorat : Sur une classe de surfaces, 1902.
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Nous allons laisser de côté l'élude de l'identité (9), considérée
dans sa forme la plus générale, et nous nous bornerons au cas
où ç est définie par l'équation

^^i-LI-U'ôu^ au] " l î

U', U, désignant les dérivées premières de deux fonctions respec-
tives de u et de M|.

La relation (10) prend alors la forme

^== d^—d\]d\]^

identité qu on peut encore écrire

..,̂ .4.(̂ )y4.(.!̂ ")]-.
Posons

,^Uj_l^
•2

- ,_ U i — U

1 1 viendra

</52 = dn^ -r- dy^ + d^ = ^/y 2 + ^y» 4- dz^,

et les surfaces de coordonnées x^ y . z\ x ' ^ y ' ^ z' seront appli-
cables.

Ces surfaces seront donc données par le système

( i l , ^ ^ ^ 1 ^_U-^U.•^4^ ̂ àuà^^^^r 'T-~~^~1

} i r à^ ^ ^n . .Ui—L 7

. . . ) ^-^-^^^^^[ r = l —— ?

-- iF-.-*)-'11—^-^-?-^!1 .'=^|(^+i)^-^^ ^4--;!.( ' ^ ï ' ôiiàui . àif Oui J '2L /àuàu^ au ài^ 'J

On prendra pour S; une solution quelconque de l'équation

^S ^£ ^^
( î 2 ) < W ^ " L L 1 •

Le problème est donc ramené à la résolution de celte
équation.
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Les surfaces définies par celle équation jouissent (Tune pro-
priété caractéristique.

De la relation

on tire
ds^=d^+d{]d\]i,

ds^sïnï^^dVdiJi.

Cette formule montre que l'équation précédente définit les
sur faces sur lesquelles les triangles infinitésimaux, projections
des triangles infinitésimaux/ormes avec l'élément linéaire de
la développée moyenne, peuvent être déplacés sans défor-
mation.

Ces formules jouissent.donc d'une propriété analogue à celle
des surfaces développables.

On peut encore chercher les relations qui existent entre les
surfaces de coordonnées *r, y, 5 d'une part, x\ y ' \ d de l'autre.

Nous venons de voir que ces surfaces sont applicables.
De plus, la relation z9' = p montre que la distance des premières

à la surface définie par Ç est égale à la distance des secondes au
plan des x y .

Enfin, la re lat ion^ 2—dQ Ï=dx ! î-} 'dy h î=d{]d\!^ montre
que la projection de l'élément linéaire de la première sur la sur
face définie par Ç,'est égale à la projection de Félément linéaire
sur le plan des x y .

Considérons d'abord le cas particulier où la solution dcl^équa-
lion (12) est de la forme

S=^FFi,

F, F( désignant des fonctions respectives de u et de u^.
Étant donné le but que nous poursuivons, nous pouvons sans

inconvénient nous donner a prioriles fonctions F, Fi et déter-
miner ensuite U, Ui par la condition que l'équation aux dérivées
partielles proposée admette cette valeur de ç. Il suffira évidem-
ment de poser

U^aF^F,
U \ = 2 F Ï F i .

Le couple de surfaces applicables est alors donné par le
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La formule
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a^Fi^.P—F^+F^iFi—Fi) ,
y = l'F'i (F — uF) 4- tF'(^ F, — Fi),
- - = = ( ^ F ^ - - F ^ ) ( M F / - F ) ~ F / F l ;
.y'= ^FF"du+ ^FiFî^i,

y=i fFiF^Mi—i FFF ,̂
t.7 »/

^ = O/i Fi - FO^F'- F; 4- F'F,.

S = 2 F F i

donne la solution générale de l'équation aux dérivées partielles

, <^ ^ ^S? -—— — -1 —•- == p2 — x^ — r2 _ ^2 — o^ àuàui au àu^ r *' ~~ 0»

^? Y» ^ï P ayant la signification donnée précédemment. On en
conclut une propriété caractéristique des surfaces trouvées.

Les surfaces de coordonnées x, y, z sont les développées
moyennes des surfaces enveloppes de sphères passant par un
point fixe dont le centre décrit cette développée.

Les coordonnées de ces surfaces vérifient les relations

F' , . u¥'—¥z^^=^)(T+ty^—^(v-i^
-^^F-^——^-1^1^^^

Ces formules montrent que les lignes de paramètres u, u^ sont
des courbes planes dont les plans passent par rorigîne.

Les coordonnées des deux surfaces d^un couple sont liées par
la relation

^2= yî-^yî^^.

Des formules qui donnent a*', y', combinées avec Féqualion
qu'on obtient en égalant les deux valeurs de z données précé-
demment on déduit que les coordonnées a*, y\ x^ y1 sont liées
par une relation de la forme

•^=?(^y).
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Des deux relations que nous venons d'établir entre les deux
surfaces du couple, on peut déduire la conclusion suivante :

Soit donné, sur la première surface, un réseau déterminé
par les intersections de deux familles de plans, les premiers
étant parallèles au plan des xy^ les secon'/s passant par Vaxe
des z\ si l'on fait correspondre sur les deux sur facéties lignes
de même longueur, à ce réseau de la /crémière correspondra
sur la seconde un réseau déterminé par les intersections d'une
famille de sphères concentriques, et diune famille de cylindres
de génératrices rectilignes parallèles à l^axe des z.

Prenons par exemple
F == \fa u " i ,

Vt-= v/^ï7-.
11 vient

^ -4- iy —_ 2 am \ ( m — i ) u111 u^1 ~1.

T — iy = 9. am ( m i — i ) 11m -1 if'[1 ',

î = a M7"-1 î /7^1""11 ( m - - i ) ( m i — i ) mi1 — mm i ] :

, . , m (m — i )
y'^, iy' ̂  ').n ——'-————— H'1"1-^J •2m - i

.^_,v=^wl^"—o(/r>-l,
im^—\

z =-- a M7"-1 u^^^m — i)(mi— i)uui-[- mwj.

Dans le cas particulier où les constantes m, m^ satisfont à la
condition

'.t. mm i — m — m i -+- i == o,

les coordonnées des deux surfaces satisfont aux relations^

y 2== .-r2 4-^y3 -4-52.

zï = x'î-\- Y' •î 4- 3 /2.
D^où l'on tire

.r2 -+- yï -(- x''1 -L- Z'2 == 0.

Pour m == mi on a. des surfaces de révolution.
Parmi les couples de surfaces applicables que définissent les

équations (î î), il en est qui se composent de surfaces identiques.
Le calcul montre que ces surfaces sont celles pour lesquelles
on a une des deux relations

p -î- z == o, p — z = o.
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Nous connaissons la signification géométrique de ces surfaces.
Elles sont définies en coordonnées cartésiennes par Féquation

à^z à2 s
^ "+- àyï == 0'

V.

Interprétation de l'équation rt =± const. — Nous allons main-
tenant considérer l'équation (12) dans le cas où l'on a

\JtV'^=—KÎ= const.,

et écrivant celte relation avec la notation des coordonnées carté-
siennes nous aurons

(i3) / •< - r -K2=o .

Décrivant le premier membre par rapport à y, il vient

àr àt1 3- -+• r — == °-ày ày

D^où, en tenant compte de l'équation proposée

K^-.4=o.
ày ày

Celte équation peut s^écrire

(^•Ê2-^-

et sous cette forme on reconnaît une équation de Monge et
d'Ampère.

En appliquant la méthode des caractéristiques, on trouvera
une combinaison inlégrable pour chaque système. D'où l'on
déduit les deux relations

à^ àp
i c^•r -» àv
^=K^, ^=K^.
ày àx

Si nous considérons maintenant y, x^ y comme les coordon-
nées d'une surface, les relations précédentes nous montrent que
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nous obtiendrons des surfaces développables. L'intégration des
équations trouvées se fera donc en écrivant les formules qui défi-
nissent de pareilles surfaces.

Bornons-nous à la première équation. Il vient

n

<f = ajr -+- K e^ y -4- a,

/ - \
o = a' \x -\- e^ y ] -4- i .

La détermination de z s'achèvera par une quadrature.
Si nous procédons par rapport à x comme nous avons procédé

par rapport à y, nous obtiendrons deux relations de l 'équation
proposée renfermant chacune une fonction arbitraire.

Revenant aux notations primitives nous voyons que Ç sera
défini par le système

^ a

~9- = au -+• Ke^ ifi — a,
au i

/ (! \
o === a' \ u -+- e^ u\ ) -+-1.

L'équation (i3) se prête à quelques transformations intéres-
santes que nous allons brièvement exposer.

Pour plus d^ordre dans les calculs, posons

q == 3t, ^=.ri, y==7r

Inéquation ( i 4 ) devient

q \ /-i -K2 ̂ 1=0,

équation de Monge et d'Ampère dont nous venons de déterminer
deux solutions particulières.

Appliquons à cette équation la transformation de Legendre.
.Nous remarquerons toutefois qu'il faudra exclure de cette trans-

formation les solutions trouvées précédemment comme vérifiant
la relation

S\—/•i^i == 0.

On a ici
^i == Zî—pîS'î— q 27.2,

^1=/?2,

.ri==<34,
et 1 on trouve

l^/'â—jrj^o,
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nouvelle équation de Monge et d'Ampère quî offre elle aussi une
combinaison intégrable dans chaque système, combinaisons qui
nous ramènent aux solutions précédentes.

Posons maintenant
.y3==^2-HKlog^,

ys^Vî—V.^7-,

C désignant une constante arbitraire.
On obtient Inéquation de Laplace

4K5{-!,-7?3—<73= o.
Posons enfin

^ = .n, r.{ — j^, ^3 — ^4 / ^K

et l'on obtient l'équation de Laplace à invariants égaux

iGK'2^-^ ̂  = o.

Nous avons pris pour point de départ des résultats exposés en
dernier lieu la forme quadratique définie par la relation (9).
Toutefois, remarquons-le en terminant, le rôle principal de cette
formule n'est pas dans la détermination de surfaces applicables.
Elle intervient plus naturellement dans la recherche d'un pro-
blème plus général qu'on peut formuler comme il suit :

Déterminer deux surfaces variables S, Si telles que les
dimensions des projections orthogonales sur S» des figures
infinitésimales tracées sur S soient indépendantes de la varia'
tion des surfaces.

Si l'on impose aux deux surfaces la condition de devenir iden-
tiques, on retrouve le problème des surfaces applicables.

Le problème étant ainsi posé, on voit tout de suite que la
formule (9) en donne des solutions.

Si, d'abord, nous nous donnons une surface quelconque Si défi-
nie par la fonction ç, les projections sur cette surface fixe des
figures infinitésimales, tracées sur une surface S de coordon-
nées 81 , O^, 03 variant par conséquent avec les constantes a^, éa,
Cy,', d^ seront indépendantes de la variation de cette surface. Nous
obtenons ainsi une première solution du problème,
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Nous pouvons encore nous donner une équation aux dérivées
partielles de la forme ^ y-•''"•"•>.
F désignant une fonction arbitrairement choisie. A la solution
générale de cette équation correspondent deux surfaces S, S»
variant toutes les deux avec les deux fonctions arbitraires que
renferme celte solution. Or, encore ici, les projections considérées,
dépendant uniquement de la nature de la fonction F, sont indé-
pendantes de la variation des fonctions arbitraires qui entrent
dans la solution, et par suite de la nature des surfaces S, S<.


