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MEMOIRES ET COMMUNICATIONS.

SUR LES MOUVEMENTS D'UNE NAPPE SOUTERRAINE,
PARTICULIEREMENT DANS LES TERRAINS PERMEABLES, SPONGIEUX
ET FISSURES (!);

Par M. Eomono MarLrer.

I.

Nous déterminerons ici principalement :

1° Les équations indéfinies du mouvement de la nappe dans un
pareil terrain, particuliérement dans les périodes ou il ne regoit
pas d’apports extérieurs.

2° Les formes du fond de la nappe pour lesquelles il ya un ré-
gime ol ’épaisseur de la nappe ne dépend que du temps. Il y a
alors un régime o le débit de chaque source est de 1a forme

Q = Cye—ut+ Coe—t,
(a4, a3 > o0, a4, ag, Gy, Cq const.).

3° Le cas d’un fond horizontal.

II.

Considérons une nappe souterraine dont le fond a pour équa-
tion (dans un systéme d’axes rectangulaires, Oz étant vertical)

(1) Zo=fo(-‘”, I
et la surface
(2) 3= f(x, y,t).

Supposons qt’en chaque point I'élément de surface de la nappe
dont la projection sur Ozy est dz dy regoive un apport superfi-
ciel venant de U'extérieur y dz dy dt, pendant le temps d¢ (y fonc-
tion de z, y et t).

(') Cec Mémoire a été déposé a la séance du 17 novembre 1904. (Note de la Réd.)
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Considérons alors ce qui se passe a l'intérieur du prisme indé-

fini I dont dz dy est la section droite (fig. 1).

Nous admettrons, d’aprés les expériences de Dupuit, que la
vitesse horizontale moycnne ¢; sur la verticale en un point A est
dirigée dans le plan tangent vertical a la ligne de plus grande
pente AC de la surlace et proportionnelle a la pente de cette ligne,
c’est-a-dire

d
(3) o=k

(k constante spécifique du terrain); elle est orientée du coté ou 5
décroit sur la surface de la nappe; { désigne une longueur comptée
suivant la tangente en (2, ) & la projection P de la ligne de plus
grande pente sur Ozy. On a alors

0z 0z dr 03 oy
(4) A==l Toy ol
et, si n indique une direction normale & / en (2, y) dans le

plan Ozy,
03 0z 0z 03 Oy
puisque / est pris sur une ligne de plus grande pente.
Soit a 'angle de Oz et de la tangente & Pen (z,y):

/
‘—lﬂ=(0§1= (-)Tl,
?1) — sina = or
Lot =TT o



d’aprés (5),

et, d’aprés (4),

92 63 cosa+d‘ sing = — E-—--—l 95
ol = dy = Cosa oz~ sina oy

Si 05 et ¢, sont les composantes de ¢; suivant Oz et Oy,
d’apres (3),

0z

‘ Vr=v1C08% ==k —,

6) ) oz

( ( 9z

Oy = smaz—k—-.
y !
oy

Ceci posé, cherchons I’équation de continuité, en examinant ce
qui se passe dans le prisme II pendant le temps dt.
Le volume qui entre & travers la face AB, paralléle 4 Oyz, est

[/)
—kodydt(z— zo)-d—;,

. . . . .. 9z
il faut le signe —, car I'expression doil étre positive quand -~ est

négatif; ¢ est la proportion du vide par unité de surface dans le
terrain.
Le volume qui sort & travers la face CD est

— kodydt (z—z.,)—-+-d.7:—[(z-—z.,)d ]%

Le prisme perd ainsi
—-—Ic(pdxdydt— [(z-—zo) ——J-
Il perd, a travers les faces paralléles 4 Oz3z,
9 03
Le prisme gagne d’autre part
% Az dy dt,

ﬂppOl‘l des parues du terrain non comprises dans la nappc au



-8 —
temps ¢ et siluées au-dessus de la surface libre de celle-ci; cet ap-
port se fait par le haut.

Enfin, a la partie supérieure, le volume de la nappe contenu dans
le prisme augmente de

0z
?dzdydt&-

Il en résulte

(7) %=&—ﬁ[k(z-—z,)z—:]—%,[k(z—zo)g.—;].

Cette équation, quand on y fait 4 = o, se réduit 3 une équation
indiquée par M. Boussinesq ('); quand on y suppose les mouve-
ments paralléles au plan Ozz, elle se réduit, ¢ étant quelconque,
a une équation indiquée par moi (2).

Elle permettra, par exemple, d’aborder ’étude du mouvement
dans une nappe alimentée par les pluies (3), quand on suppose
que le mouvement se fait parallélement 4 Ozz.

Elle permet encore d’étudier les mouvements d’une nappe dans
un terrain perméable et spongieux. Nous allons nous occuper d’un
des cas que I'on peut y rencontrer.

III.

Nous supposerons dorénavant un terrain perméable formé de
masses de petites dimensions susceptibles de s'imbiber d’eau  cer-
tains moments ou de restituer & d’autres moments cetle ean d’'im-
bibition. I’eau qui pénétre dans ce terrain, I'eau de pluie par
exemple, imbibe en partie les masses qu’elle rencontre, gagne en
partie la partie inférieure (*) ot I'eau circule entre les vides des

(1) Comptes rendus, 22 juin 1903, p. 1511. Nous snivons ici une marche assez
analogue; nous supposons, dans ee qui précédc, k constant; mais () subsiste évi-
demment quand & varie dans I’étendue de la nappe.

(?) Equation (21 bis), p. 55 de mes Essais d'Hydraulique souterraine et flu-
viale. Pavis, Hermann, 19oj.

(*) Ibid.

(') Voir mes FEssais d’Hydraulique précités, p. 136, 207-205 ct 216. Dans le
terrain considéré, la nappe est la partic o non sculement les masses en question
sont compliétement imbibées, mais encore oit Pean remplit tous les intervalles
entre ces masses, intervalles qui forment des canaux capillaires.



— 6 —

masses. Voyons ce qui se passe quand il n’y a plus d’apports exté-
rieurs (par la surface du terrain par exemple), ou quand ils sont
négligeables.

Sur la verlicale qui se projette au point (z, y), au temps ¢, la
nappe occupe I’espace compris entre le fond, d’ordonnée z,, et la
surface libre de la nappe, d’ordonnée z. Au-dessus, jusqu’au point
d’ordonnée 3z, par exemple, régne un terrain imbibé qui laisse
échapper d’une maniére continue son ean d’imbibition suivant une
certaine loi. Dans cette partie, un petit volume =, en (z,y, 3.2),
perd, pendant le temps d¢, la quantité d’ean d’imbibition

kyw ®(2,34)dt, (k comst.),

que nous admettons (*), par hypothése, étre proportionnelle au
volume d’eau d’imbibition w®(¢, z,) contenu au temps ¢ dans w.
On aura ainsi

ko ®(t, 33)dt + w P, (2, 53)dt =0

ou

P
(8) ky Q(t,z,)-f-—d? = 0.

On peut alors considérer I'apport 7 dx dy dt dans le prisme Il
comme étant au temps ¢, la somme des apports des masses drdyds
situées dans ce prisme entre z el 3,, ’eau perdue par les masses ©
élant supposée se mouvoir verlicalement vers le bas, et ne pas
profiter aux masses w inférieures situées au-dessus de la surface
libre de la nappe; on négligera le temps relativement faible que met
lapport kyw®(¢,3,)dt pour parvenir en (z,y,3). On aura
alors

ldxdydt=dxdydl‘/‘”k,¢b(1,z,}dz,,
(9) x=1q/ & (2, 39) d3,.

Cette hypothése parait assez plausible dans des terrains spon-
gleux trés fissurés verticalement.

(*) Comp. Essais ci-dessus, p. 204; (¢, 5,) peut dépendre de z ¢t y.
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Faisons croitre ¢ de dt; on a, d’aprés (g),
3
x+Fa=k [ @(+dis)da
i,

3 3, d‘b
=k1f (b(t,z,)dz,+lc, dtf -&d‘g
3 3

s+

3
+Ic,f d (¢, 34) daa,
z+—z dt

ot
ou

3y d
X+ %d!:x—kldt“/; kid>(t,z,)dz,—k.¢h(t,z)£dt,

ou

0 03

d-’i-:—k,x—lqA&, (A const.),
puisque, au contact de la nappe, dont le niveau est supposé
s’abaisser, I'imbibition :des volumes w que la nappe vient d’aban-
donner est encore compléte, et que ® (¢, 3) = A = const. L’équa-
tion permettant de définir ¢ est donc

9 03

(10) 7Xt‘+k|x+k‘A&=o.

Les équations indéfinies du mouvement dans le terrain per-
méable, spongieux et fissuré verticalement sont iciles équations
(7) et (10).

1v.

Mouvements ot l'épaisseur de la nappe ne dépend que du
temps. — On peut cncore se proposer de chercher quelles sont
les formes de nappes ou I'épaisseur peut ne dépendre que du
temps (c’est-a-dire étre la méme partout a chaqueinstant), comme
nous I'avons fait pour les nappes en terrains perméables, mais non
spongieux (') (sensiblement). Posons

3 = 3p+ "l’v
ou ¢ ne dépend que de ¢,
05 _0n 05 _dn  0_dy
dr — dr’ ay oy’ gt~ de’

(") Lssais d’Hydraulique précités, p. 48, 53, 55.



(7) et (10) devicnnent

X ﬁ+k@ﬁ;&g=o
() “ e dt ¥ dzty  dy? ?
( X‘+k.x+k1A‘2—q‘_o

Eliminons 7 : nous adjoindrons a ces deux équations la premiére
équation (11) dérivée par rapport au temps :

10y d*y ay (otz,  9%z,\ _
q;d_t—mi-’_kmkdxi-‘_dy’)_o’

d’ou
Lot (5 52)
kot e =o.
o f —@E 2‘?(3%‘“5;‘—.")
Développons :
-t G )AL (5]
9’A ‘2’ =0
w)  k(Gm+ ) [F+re] =G+ P (brnd).
Il en résulte de suite que I'on a : soit
(13) %+‘§;§—2c_const
soit
(1) %+h=o
Premier cas : (14) a lieu. — On devra avoir en méme temps,
"aprés (12) :
i + (b nf) =
W k=,
dvy  d



d’ott

¢ = const. =0 = 7, ce qui est absurde, ou A = o, ce qui est im-
possible, le terrain étant spongieux. Finalement, (14)n’a pas lieu.

Deuzxiéme cas : (13) a lieu. — (12) devient

:%;‘i “+ (Iq+lq % —'zkc)% —2kkicy = o.

C’est une équation linéaire a coefficients constants, dont 'inté-
grale générale est (sauf un cas particulier ol oy = x,),

qﬂ = CI e~ Ot 4 C,e—%t,

a,, @y étant les racines de 'équation

A
a’-—(k.+ ky ; —ake )a—2kk,c =o.
Nous supposerons ¢ <o. Alors
A 2
8 = (k1—|— kl ; —_— ‘lkc) -+ Skk,c

kIA?

= (ky— 2ke)r+ 2(&‘,—2I:c)l% -+ o + 8kk,c
. 2 A2
= (ky+ 2ke)2+ 2(ky— 2kc) I'—:?é— + ,:P:\

est essentiellement positif ('), et a,, a, sont réels; d’aprés ¢ < o,
oy, oy sont positifs.
Les surfaces (13) ool leur équation de la forme

x4 y?

sy=f(@+yi)+filx —yi)+c

(') Dans la pralique, 2kc scra sans doute parfois petit par rapport & A, (voir
mes Essais d'Hydraulique précitds, p. 194, 202-203, 204-206, par exemple), ct
Pexpression ¢ -sera >o0, don a4 a, Il en résulte pratiquement qu’une des
racines a, est pelite par rapport & l'autre a,. Alors, dans les limites de la pra-
tique, unc expression de la forme ¢ = C, - C,e~%¢ pourra représenler y, avee une
approximation suffisante. Une expression analogue pourra également suffire pour
représenter & peu pres le débit d'une source issue de la nappe.

Toutefois, d'aprés moi, cette théorie semblerait pouvoir plutot sappliquer aux
sourees i variation de débit assez rapide. Ce n'est dlailleurs qu'une opinion pro-
visoire.
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Un cas particuli¢rement intéressant est celui ot le mouvement

le fait parallélement 3 Oz3, le fond étant un cylindre de généra-
trices paralléles 4 Oy. Alors,d’aprés (13),

Zy=a+bx+cat (c<Lo)

Le fond est un cylindre parabolique convexe. A la limite amont

de la nappe, au sommet de la parabole, g-% =% _y + 2¢x =o0;

oz
le débit

Q=B(s—50) 2

y est nul. Le débit par unité de largear de la nappe en un point
quelconque est
Q=BY(b+2¢cx);

par suite, sous cerlaines hypothéses (), le débit d’une source ali-
mentée par cette nappe est de la forme Q =B,¢. Donc, appelant
encore régime propre ou non influencé de la nappe en terrain
spongieux et fissuré verticalement celui ot elle ne regoit d’autres
apports extérieurs que les pertes d’eau d’imbibition faites par le
terrain spongieux situé au-dessus de cetle nappe, nous pouvons
dire :

Soit une nappe en terrain perméable spongieux et fissuré
verticalement dont le fond est un cylindre paraboligue con-
vexe de génératrices paralléles a Oy, d’ordonnée

Zy=a+ bz +cx* (c<o);

il existe pour cette nappe un régime propre ou non influencé
o Uépaisseur & de la nappe est a Uinstant t la méme dans
toute l’étendue de la nappe (). On a en général

40 = Cl e—%¢ C’ e—ﬂ,l’

(') Essais d’Hydraulique précités, p. 9. Dans le régime considéré ici,
d’aprés (11), y, est fonction de ¢ scul.

(2?) Comune dans le cas ou A =y = o. Comp. Essais d’Hydraulique precités,
P 48.
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avec a,, a,>> o. Au voisinage d’une verticale quelconque don-
née, le débit est proportionnel a ¢.

Dans un cas étendu, le débit d’une source alimentée par
cette nappe est proportionnel a .

Nous pouvons encore chercher a étudier si ces nappes peavent
avoir, 2 la suite d’une pluie uniforme Lombant dans leur étendue,
le méme régime, avec, an besoin, des valeurs différentes des con-
stantes C, et C,.

Aussitdt aprés la cessation de la pluie, la fonction ®(¢, 3,),
peut-&tre aussi la limile z,, vont se trouver modifiées; mais I'on
voit encore que les mémes calculs sont applicables. La solution
trouvée reste encore valable; les valeurs de C, et C; pourront étre
modifiées.

On peut encore chercher les solutions de (7) et (10), ou y est

. ’ 03 .
fonction du temps seul. D’aprés (10), - est fonction du temps

seul, et
3=3+{+¢,

ou ¢ est fonction de ¢, § fonction de z et y.

On substituera dans (7), et, pour continuer, on s'inspirera de
ce que nous avons fait ailleurs (*). On retrouvera, bien entendu,
la solution précédente ou § = o.

V.

Cas d’un fond horizontal zy—=o0. — Comme |'a fait rcmar-
quer M. Boussinesq (2) pour le cas ou

A=y =o,
on peut encore ici chercher une solution 5 de la forme
3 =4 ()8=,7),

ol { ne dépend pas de ¢, ¢ ne contenant que ¢.

(') Surtout dans lc cas ol g%' = o; voir Essais d’Hydraulique précités, p. 45

cL suiv.
(?) Comptes rendus, G juillet 1go3, p. 5 et suivantes.
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(7)et (lo) deviennent

RN R SR
d~ +/c.x+lc,A(—q-’ =o0.

Eliminons 7, en adjoignant aux équations (15) la premiére de
ces deux équations dérivée par rapport a ¢ :

sor =t —mv (@) 5 (5))

d’ot
Lo e [2(E) 5 (5)]
o= [k 1 “"'A“flf ’
o ;i@ [H0E) 5(5)]
ou

< (E) -5 (5)]
whie R0 H(E) e =

ou enfin

C\fit‘l’ (k|+/ﬂ )7‘!’% (Mwﬂ_‘—khqﬂ)[ <dc)+}'(ci€>]

On en conclut, A étant une constante,

(¢ (‘fx) (c—S) =,

‘%‘}‘—-.-(/q k.?)d"‘ ““’d—t"“"”"“'

La premicre de ces deux équations est identique i celle que
M. Boussinesq a trouvée par une méthode semblable dans lc cas
ou A=+ =o. Quand les mouvements se font parallélemeni a
O3, on a encore comme solution une valeur de § qui s’exprime
par les fonctions elliptiques. Mais la valear de ¢, qui renfermera
deux constantes arbitraires, parait plus compliqudée.



