
BULLETIN DE LA S. M. F.

DAUTHEVILLE
Sur les systèmes non holonomes
Bulletin de la S. M. F., tome 37 (1909), p. 120-132
<http://www.numdam.org/item?id=BSMF_1909__37__120_0>

© Bulletin de la S. M. F., 1909, tous droits réservés.

L’accès aux archives de la revue « Bulletin de la S. M. F. » (http:
//smf.emath.fr/Publications/Bulletin/Presentation.html) implique l’accord
avec les conditions générales d’utilisation (http://www.numdam.org/
conditions). Toute utilisation commerciale ou impression systématique
est constitutive d’une infraction pénale. Toute copie ou impression de
ce fichier doit contenir la présente mention de copyright.

Article numérisé dans le cadre du programme
Numérisation de documents anciens mathématiques

http://www.numdam.org/

http://www.numdam.org/item?id=BSMF_1909__37__120_0
http://smf.emath.fr/Publications/Bulletin/Presentation.html
http://smf.emath.fr/Publications/Bulletin/Presentation.html
http://www.numdam.org/conditions
http://www.numdam.org/conditions
http://www.numdam.org/
http://www.numdam.org/


- 130 —

SUR LES SYSTÈMES NON HOLONOMES;

PAR M. DAUTHEVILLE.

On sait, depuis les travaux de M. Appell, que les équations du
mouvement d'un système non holonome peuvent être mises sous
une forme analogue à celle des équations de Lagrange, les seconds
membres contenant des termes correctifs. On a ainsi les équa-
tions de Lagrange corrigées. Si l'on se propose de ramener ces
équations au premier ordre, on obtient les équations canoniques
corrigées, qui diffèrent des équations canoniques par des termes
correctifs ajoutés aux seconds membres. Certains théorèmes de la
Dynamique des systèmes holonomes subsistent pour les systèmes
non holonomes ; d'autres doivent être modifiés. En particulier, le
théorème de Poisson ne supplique pas aux systèmes non holo-
nomes sous la forme qui convient aux systèmes holonomes. Lorsque
l'on connaîtra deux intégrales des équations canoniques corrigées,
on pourra encore en former une troisième. Mais il faudra, pour
cela, trouver une solution particulière d 'un système d'équations
différentielles linéaires; en outre, l'intégrale formée n'a plus la
forme simple qui convient aux systèmes holonomes. Nous nous
proposons d'attirer l'attention sur ces divers points.

I. — EQUATIONS CANONIQUES CORRIGÉES.

Nous considérerons, pour plus de simplicité, un système non
holonome dont les liaisons sont sans frottement et indépendantes
du temps, et qui sera sollicité par des forces dérivant d'une fonc-
tion des forces U, qui ne contiendra pas explicitement le temps.
Rappelons d'abord les résultats qu^n doit à M. Appell (1).

Soient q^ q^ ..., qn. les paramètres indépendants dont l'ex-

( 1 ) Remarques d'ordre analytique sur une nouvelle forme des équations de
la Dynamique { Journal de Mathématiques pures et appliquées^ 5e série, t. Vil,
1901, p. 5).
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pression eu fonction du temps détermine, à chaque instant la posi-
tion du système.

Posons

(1) ^==^ ^-Ï (-1^..^).

Si l'on appelle 2T la force vive, et 2 S l'énergie d'accélération,
on a

(2) j T==(P1(^.'<^ •-^

î S =?î(<7W2> ••..<^)+Wi-+-...+<{^+^,

où yi est une forme quadratique en y'; ̂  est la forme y< où l'on a
remplacé les q ' par les y"; les ^ sont des formes quadratiques
en q1, ̂  est une forme du quatrième ordre en q ' . Les coefficients
de ces diverses formes sont des fonctions de q^ q^ . . ., q^ qui
ne contiennent pas explicitement le temps. Mais ces coefficients
ne sont pas indépendants les uns des autres. On a en effet l'identité

(3) E=^^+...+^^=^l^+,..+^^
oqi àqn

Le mouvement du système est alors donné par les équations de
Lagrange corrigées :

_. d /\àrT\ àT à\J
w ^^V^^"^ ( . = 1 , 2 , . . . ^ ) ,

OÙ

(5) A;.=^-2^1-+,
^i àqi Tt

Les équations (4) admettent l'intégrale des forces vives. Multi-
pliant, en effet, ces équations par q\, q^ ..., ^ et ajoutant, on
obtient

<6) ^T==^+(A^^-^-...-+-A;^,)^.

Mais on a

I;A^,=2^^—I;^^-2^
Remarquant que E est une forme du troisième ordre en y', et
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tenant compte de l'identité (3), il vient

V A/y, = 3 E — 2 E — E = = o .
i

Inéquation (6) donne alors l'intégrale des forces vives

T = U -+- h.

Remarquons l'identité

(7) ^A^^o.
i

Tels senties résultats donnés par M. Appell.
Appliquons aux équations (4) la transformation de Poisson-

Hamilton. Posons
<)T ,.

pi=^ (l==I^ •-» 7 1 ) '
H == T - U.

Le raisonnement qui s'applique aux systèmes holonomes peut
se répéter dans le cas qui nous occupe, et il conduit aux équations

dq, àH dpi àH
(8) dî^-àp^ It——^^ (^ ' .^••-^

où A, désigne la fonction en laquelle la substitution précédente
transforme A^.. L'identité (^) s'écrit maintenant

/ N Y ^àîî
(9) i^-0-

Les équations (8) sont les équations canoniques corrigées.
Cherchons la condition pour que l'équation

/(<, Ci, ..., qn, P^ ..., /?/i)=const.

soit une intégrale de (8). On a

df ̂  àf v àj_ dq, y ̂ f dp^
dt àt ^âàqi dt ^ààpi dt

i i

-àL V/J^ S?11--.^. ̂ H^ V^G
'" àt ^Zà \àgi ôpi '" ôpi àq'J "4"' Zà api t

-ï^-^^-
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La condition cherchée est donc

(.0) ^(/.H)^.,=o.

On déduit de là que, si /== consl. est une intégrale, -/ === consl.
en sera une autre.

En effet, les liaisons étant indépendantes du temps, aucune des
fonctions <pi et ^ ne contient explicitement le temps; il en est de
même pour les A et pour E, en vertu de (3) et (5); les fonctions T
et U ne contenant pas explicitement le temps, il en est de même
pour H. On a alors, en prenant la dérivée partielle par rapport à t
du premier membre de (10),

^H^^œ"-».
relation qui montre que -/ == const. est une intégrale.

On voit de même que si /== const. est une intégrale, et si H et

les A sont indépendants de qjç oude/^, —== consl., ou — /-= const.,

est aussi une intégrale.
On a ainsi des théorèmes relatifs aux systèmes holonomes qui

se conservent pour les systèmes non holonomes que nous considé-
rons. Mais le théorème de Poisson ne supplique plus, du moins
sous la formé qui convient aux systèmes holonomes.

Suivons le raisonnement par lequel on a coutume d^tablir ce
théorème. Soient /=== const. et y = consl. deux intégrales des
équations canoniques corrigées. On a identiquement

[(/,?), H]+[(<?, H),/]+[(H,/) , y] =o.

Mais, puisque (10) supplique aux fonctions/et y, on a

(,,H)-g-2^,,

<-•/" Ï,^9
i

et, par suite, en utilisant les propriétés des parenthèses de
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Poisson,

r». ">./)=-(g./)-(2;"^).
^H),/]-(/,S)^"(/.^)-2^<"./>-

On trouve de même

[(H,/),,]-(|{,,)^A<(^,,)^^(.,,,,
t i

En substituant dans (10), on obtient

[(/,ï),H)-.(/,$)+(^,,)

-2 '• [(/. 5) - (^.)] -2 fê<"-.) - ̂ <w,] =.,
ce qu'on peut écrire

a(/,t)+K/,t),H)+^»,^(/,,)
-2fê<'«»)^,^/>]-.-

En rapprochant celte identité de la condition (10), on voit que
(/î?)::=consl• n^ sera pas, en général, une intégrale. Le théo-
rème de Poisson ne supplique pas. Il subsisterait, si, étant donnée
l'intégrale y==const., on pouvait choisir la seconde intégrale
y == const. de manière à avoir identiquement

sfê^»-^»]--
Nous laisserons de côté l'examen de ce cas particulier.

II. — THÉORÈME DE POISSON CORRIGÉ.

Dans son Mémoire sur le problème des trois corps (Acta mathe-
matica, l. XIII, p. 46), M. Poincaré a fait connaître les équations
qu'il a appelées équations aux variations des équations cano-
niques. Il a montré que deux solutions des équations aux varia-
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lions sont liées par une certaine relation, et que si les solutions
sont connues cette relation constitue une intégrale des équations
canoniques. On peut trouver une solution de.s équations aux
variations quand on en connaît une intégrale, et réciproquement.
Enfin , si Pon connaît une intégrale des équations canoniques, on
peut trouver une solution des équations aux variations, et le théo-
rème de Poisson est la conséquence immédiate de cette dernière
remarque. En suivant, pour un système non holonome, la méthode
de M. Poincaré, on obtient la généralisation du théorème de
Poisson.

Reprenons les équations canoniques corrigées

, , dqi àH dpi àH
(I) -Sl^^ -&--ôq^^ (.=!,.,...,n).

Considérons deux solutions infiniment voisines de ces équations
qi, pi et <7/+ii<ï pt-^fïiî les ç, ri étant assez petits pour qu'on
puisse négliger leurs carrés. Les ç, ^ satisfont alors aux équations
différentielles linéaires

(2)

^i - V àî H ^ V ^H
dt ~ 2j api ôqk ÇÂ"+^ àq, àpk ̂ i

If k

d^, _ v-^li-t V àîH Y^^'t V < '̂
^-^^^T^.^^^^ïT^^^^^^^^^

qui sont les équations aux variations des équations (i). Soit ç-, •y^
une autre solution des équations (2), de sorte que

w
^= y-^L^+yd^'i V ^H ., î ai H
dt ^ààpiàqk' ^à\ api àqk ' ^à api àpk

k k
^k

d^, v-s ^H „ V ^H , ^ à^i , ^ à^i ,
^="2d^7^ÇÂ~2^5y,^^+2^^ç^

Multiplions respectivement les équations (a) et (2') par^'^ —ç^ ,
—7^( , ç, et faisons la somme de tous les résultats obtenus; il
viendra

;^<^-6-"-SE-(^-^)
{ tk

V £ (t1 à^t _.- ' ̂ ^-iK^^-4-^^-0-
xxxvn. 9



ce qu'on peut écrire

^2;(^-^)^^(,^-..^-)çW)-^^lç«
i ik

^ / , à^f , à^i \

-'i^^^4-^^)''0-

ou encore

^S01^-^
{

-i-v ( c v r^ (à^ à^i \ 'à à i i -L- v c/<^ <^j^^^^^-^^J^^
On déduit de là

(3) ^(n^—S^/)

-/2i^[i.fê-^) -^] - .2 ĵ——..
Telle est la relation qui existe entre deux solutions des équa-

tions aux variations. Cette relation n'est plus algébrique, comme
cela arrive pour les systèmes holonomes. Si tous les A sont nuls,
on retrouve bien la relation

^ (^IS/— Sl^t) = const.,

donnée par M. Poincaré.
Dans le cas où ç,, TI(; ^., •y .̂ seraient connues, la relation (3)

serait une intégrale des équations canoniques.
Si Fon suppose que i^ , ^ désignent une solution particulière^

connue, des équations (2), et ç<, r\i leur solution générale, la rela-
tion (3) devient une intégrale des équations aux variations. Ainsi
la connaissance d'une solution particulière de ces équations en
fournit encore une intégrale.

Réciproquement, supposons que nous connaissions une inlé-



— 127 —

grale des équations (a),

(4) ^(A^+B^-)

. r v ( s v FR /^" ^^ A ^ 1^ Z j ̂  [BA (^ - ̂  -^J
— 71, V BA. j-^ ^ = const.,

où les A, B sont donnés. On aura, en differentiant, et remarquant
que Ç(, T\i vérifient (2),

^ (dPLi dB, \ .y . /y <)2H i V àîtt \
Z {W^ -dT^) ̂ ^(^lîp^^^^^
i i \ k k /

-L-V n / V ÔÏH t V àïïî V ̂  c V à^ \^^(-ZSçT^^^^^^^i
^ \ n A" A k /

. V s V r R / ^ ' ^^ A ^1 V V D ^A:^ S.1 [B.(^ ~ ̂  - A. ̂ J ̂ ^ ,̂  B, ̂  = o.

On peut écrire cette relation

V t t ^ . V r R ( à ^ 1 à^k\ A ^1)^s(j^+2.LBA(^-^)-^
î /dBi Y()AA.\ V . / ^H . à^n \

^^^^^^^(si^^
^VB^S,^^,,^^Ç,^^,,^

^d \ ^^A àpiàqk ' àqi k api ) 1

ou encore

V. / ^ .VA ()ÎH VR ^H . V p ^ ^ ^AAZ^^^^^^-^^s^
V< /dBi v» - ^H YI . ()«H \

^-^(-dT ~i BA^^, -^Z ̂ -Sp^l} ==0-
i \ ^ A /

D'où Pon déduit, en identifiant,

d?Li _ ^ ^H ^ ^H ^ à^{ ^ àù.i
'dT ~" "Zd ^7^ "̂  "^ 5yr^Z '"'2^ BA àqk '+"2^ ALÂ: ̂ ?

dBi ^ y ^H _v à^H
dt "" 2^ k àpiàqk 2^ kàpiàpk
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Si l'on pose

on trouve
a,==B,, ^=—A, ,

V ^H v àî H aÏ̂ - V à:iîî y ^H
o^ ^cd c^?/ dy^. i] Â^ api àpk

k k
Zà àpiàqk aÂ ̂ 2^ àpiàpk ' k î

d^i Y< à^îî y» ^H o V^ ̂  V ̂  Q
^-^c^T^^^^T^^^^^^

et l'on voit que a,, (i, constituent bien une solution particulière
des équations aux variations.
Il reste à examiner si la connaissance d'une intégrale des équa-

tions canoniques peut conduire à une solution des équations aux
variations. Soit

/(y>/^ <)=const.

une intégrale des équations canoniques.
Cette relation subsiste si l'on y remplace ç, p par y -+- ç, p -+- T} ;

ç, t\ étant une solution quelconque des équations aux variations.
On a donc Fintégrale des équations aux variations

2(M")-•^y}-'"
Si l'on peut mettre celte intégrale sous la forme (4), on en

déduira, par ce qui précède, une solution des équations aux varia-
tions. En désignant par Uiy Vi des inconnues auxiliaires, l'intégrale
précédente peut s'écrire

2 K -4- ul) ̂  (^ + '/) ̂ ] ̂ ( u^^ v t 7 i l ) == ()-
t i

Mais on a

^/= l(Utd^i-^^tdUt)

r\ V / à2H ^ àîîî \ > dui^ ,-j [^(^^^^ àî^p-^) -^^-^Jd t
et

^i'*}t== f( Vi dr^i -+- f^i dvi )

l ^ . / d2H , ^H ^, à^ \ dvi} ,/ T V / d2H f à2H à^ c ^ \
^ [^(-^7^^^^^l^l^-^^^^^^^^^^^^^^k \
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On a donc Fintégrale

^ -"'^'-'-fê-- •'')"•?[(
r v r v / dî H ». ^ n \ > dm-Jl^'K <^^^7y '̂̂ -

vi / ()2H ^H ()A; . dA, \ rfc,-|
^-^(-riyT^.^-riyT^^^^^^.^ ^'"^J

\ dVi~\ ,
ïï< ) -+- ̂  -7- ^ = o.

Le coefficient de dt, sons le si^ne I , |)eut s^écrire

^1 /. Û?M, ^,\
2A^+^)

___ ^ H
àpiàqj, " '̂(^7^

Y» / .. ^ H
-+- 7, ^çA-t——.—— -+- uiÀ»à \ àpiàqj,

.. ^H ^H , à\i à^i\
- v^- Z^-TT- - v'^ ZT :̂ -4- (;^^ ̂ - -l- ^^A ̂ - ï

' < W , ' ^ à g , ^^'^àpi)' àqi àqk

ou bien, en permutant les indices (', k dans la somme double et
mettant ensuite Ç, et t\( en facteurs,

2^ ^^-h2(
()»H <)îH <)AA.\I

^Sy^ï-^Sy^.-^^^;^ ^dY Âr^^ "àqiàqk 'àqi

à^V / ^H <)2H à^\~\i
-Z^,;.^.-^^^^^-+-T1<

et l^inlégrale s^écrit sous la forme

sfô-)^^-)"]
-/2{ i'p-2( ^H ^H ^A/Al j

M A - , . . . -^T——î——-4-^^-
rfM,

1 | '̂ " "^Zl ̂ àqiàpk ~~ ̂ àqiàqk ^ vlt'àq~i

~dvi
'dt-+-ÏI*

^H <)2H <)AA^
^T—3— -- ^T——T— + v k •-2( ()2H à^k\~\ ,

—^— + Vk—— } \\dt = o.Di àqk api f làpiôpk 'àpiàqfc api ^

Si Von prend pour u^ P< des solutions des équations différen-
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délies linéaires

du! V / àïH àîH à^ \
~dt ^Zà [^ àqi àpk ~~ vkàq7àq~k~}~ vk'àqi)

V1 r/ àf \ (à^i ^k\ / àf \à^i~\
--Zitë^^)^-^)^

^ V / ^H ^H à^àvi ^ / ^H ^H ^.\^+^^^^^^-^^^+^^:^~di "+"2*
Y^ / àp \ Ô^f,-K^4-^}^-(^^ v ^

qui s^ëcrivent, en simplifiant,

du^ yi [ / ^H ^AA / ^«H ^\1
dt ^Zà [uk\àqiàpk ~ àpk) ~ ̂ A^/^ ~ ̂ J

.. . v . V <^ ̂

(5) ^ -^^^-Z^.^-

^ ^ / à^ H ^H \ _V <y ^AÂ-
'3F "̂ L v^ ^•<^A ~" ̂  ̂ T^y ~"^ 4^ ̂ 'x A- /f

l^nlégrale se présente sous la forme (4)? où l'on a

A,=^-^,, B,=^+.,:

De là résulte que, étant donnée Pintégrale .f(q, p ) == const. des
équations canoniques corrigées, si Fon peut trouver une solution
des équations (5), on aura une solution des équations aux varia-
tions, à savoir

î•t^^v" rli^~^-ut•
Pour les systèmes holonomes, tous les A étant nuls, les équa-

tions (5) admettent la solution évidente ^<== (^== o, et l'on retrouve
la solution connue des équations aux variations

t àf àf
^ôp,9 ïh———^-

Pour les systèmes non holonomes, on n^aperçoit pas, a priori,
une solution des équations (5).
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Laissant de côté la détermination d'une solution particulière

des équations (5), supposons que nous connaissions deux inté-
grales/*== const. et <p = const. des équations canoniques corrigées;
une solution Ui, Vi de (5), et une solution ^ , v\ des équations (5)
dans lesquelles f est remplacé par y. La relation (3) donne alors
une intégrale des équations canoniques corrigées.

Après quelques réductions faciles, celte intégrale peut s'écrire

(/.,)+2;<"."-""»-2(-$-^)-.S("-^-^,)
' i i

^/SS [^A') - È^'A')] -^[•''•(T' A.)-^/, A,)]
f ' i

-L.V r ̂  /« ^AA ^\ y /" /à^ , à^\^[^l^~uf^)^^^
, /à\/c à^\ , à^i , à^\'\ \^^(^ -^) "-('i"A^-"t('^)]r<=const•

Telle est la forme dans laquelle se présente le théorème de
Poisson pour les systèmes non holonomes. Si les A sont nuls, on
peut prendre

Ui == Vf = U'( = V't = 0,

et Pon retrouve bien l'intégrale (/, (p) == const.
On peut simplifier les résultats précédents en s'appuyant sur un

théorème dû à M. de Donder ( < ) . Étant donné le système

/ A \ ^ v(6) W^^

dont les équations aux variations sont

/ \ ^i Y^ ^X/ .,
(7) ^^^.^

k

si l'on connaît une intégrale /== const. des équations (6), et
si ç est une solution des équations aux variations (7), les équa-

( * ) Étude sur les invariants intégraux (Rendiconti del Circolo Materna tico
di Palermo, t. XV et XVI, 1901 et 1902).
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lions (6) admettent la nouvelle intégrale

(8) Sâ^00"51-
A

Dès lors, si nous supposons connues les deux intégrales
f •=. consl. et y == const. des équations canoniques corrigées, et
une solution M/, Vi des équations (5), on aura la nouvelle intégrale

y r^L (EL + ̂  _ p. (V ^ ̂ 1 = const.,
^\_àpk\àpk I àqk\àqk / ]

k

ou bien

(/, f) +2 (^ "*- 1^*) = co"^.

ce qui donne une forme plus simple du théorème de Poisson.
On peut encore écrire la nouvelle intégrale

(?./)+2 (i^14- ̂ t4)= const-'
u1^ v1 étant solutions des équations (5) où y remplace y.

Remarquons enfin que, en associant à Fintégrale f= const. la

solution £,=== —/- + v^ •n(== — -L + ^(, on obtient rinléfirale
Cpi î

V r àf/àf \ àf / àf \y 1 ~ { ~ -4- VL- \ — ~ { —'— -+- u^ \ == const.
^ L^^ \^A k ) àpk \àqk ' uk)

OU
V / àf àf \
Z. ( T~ ̂ ~ T~~ u^} == const-Ad\d^ <?pA /^\^ ^

Pour un système holonome, cette dernière intégrale est une
identité.

Resterait à examiner si les nouvelles intégrales sont distinctes
de celles qui servent à les former.


