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SUR LES SYSTEMES NON HOLONOMES;

Par M. DavuTHEVILLE.

On sait, depuis les travaux de M. Appell, que les équations du
mouvement d’un systéme non holonome peuvent étre mises sous
une forme analogue & celle des équations de Lagrange, les seconds
membres contenant des termes correctifs. On a ainsi les équa-
tions de Lagrange corrigées. Sil'on se propose de ramener ces
équations au premier ordre, on obtient les équations canoniques
corrigées, qui différent des équations canoniques par des termes
correctifs ajoutés aux seconds membres. Certains théorémes de la
Dynamique des systémes holonomes subsistent pour les systémes
non holonomes ; d’autres doivent étre modifiés. En particulier, le
théoréme de Poisson ne s'applique pas aux syst¢mes non holo-
nomes sous la forme qui convient aux systémes holonomes. Lorsque
I'on connaitra deux intégrales des équations canoniques corrigées,
on pourra encore en former une troisiéme. Mais il faudra, pour
cela, trouver une solution particuliére d’un systéme d’équations
différentielles linéaires; en outre, I'intégrale formée n’a plus la
forme simple qui convient aux systémes holonomes. Nous nous
proposons d’atlirer I'attention sur ces divers points.

I. — EQUATIONS CANONIQUES CORRIGEES.

Nous considérerons, pour plus de simplicité, un syst¢éme non
holonome dont les liaisons sont sans frottement et indépendantes
du temps, et qui sera sollicité par des forces dérivant d’une fonc-
tion des forces U, qui ne contiendra pas explicitement le temps.
Rappelonsd’abord les résultats qu’on doit 4 M. Appell ().

Soient gy, qa, ..., qn les paramétres indépendants dont I'ex-

(') Remarques d’ordre analytique sur une nouvelle forme des équations de
la Dynamique (Journal de Mathématiques pures et appliquées, 5° série, t. VII,
1gor, p. 5).
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pression en fonction du temps détermine.a chaque instant la posi-
tion du systéme.
Posons

d d?q; .
o e aefE Gmna . w

Si l'on appelle 2T la force vive, et 2S 1'énergie d’accélération,
on a

T= (Pi(qli_’ 9'2, LERR) q’n)1

(9‘) ” " " {) " 1 "
S =a(g7, 9% s qn) +¥1g o+ bngh+ %

ol ¢, est une forme quadratique en ¢'; ¢, est la forme ¢, ou I'on a
remplacé les ¢’ par les ¢"; les ¢ sont des formes quadratiques
en ¢'; x est une forme du quatriéme ordre en ¢'. Les coefficients
de ces diverses formes sont des fonctions de ¢y, g3, ..., qn, qui
ne contiennent pas explicitement le temps. Mais ces coefficients
ne sont pas indépendants les uns des autres. On a en effet I'identité

?‘Q1+ .+ ?lq;z-

(3) E=4¢\+...+¢ng,= 31 an

Le mouvement du systéme est alors donné par les équations de
Lagrange corrigées :

d (oT\ oT _oU . .
4) E(m)—@;—@ﬂ-h (i=1,2, ..., n)
ou
0E g,
’— —— —— —— 3
(5) M=o T ag Y

Les équations (4) admettent I'intégrale des forces vives. Multi-
pliant, en effet, ces équations par ¢, ¢5, ..., ¢, et ajoutant, on
obtient

(6) dT = dU + (8} ¢ +...+ AL q},) dt.

Mais on a

2 iqi = Zt) ,q, Z ‘Ii"zq‘tq:

Remarquant que E est une forme du troisiéme ordre en ¢/, et
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tenant comptle de l'identité (3), il vient

ZA;q;:sE—zE—E:o.
e ;

L’équation (6) donne alors I'intégrale des forces vives
T=U+ A

Remarquons I'identité
) }_] Aigi=o.
Tels sontles résultats donnés par M. Appell.

Appliquons aux équations (4) la transformation de Poisson-
Hamilton. Posons

_T
pPi= dq; (i=1,2, ..., n),
H=T - U.

Le raisonnement qui s’applique aux systémes holonomes peut
se répéter dans le cas qui nous occupe, et il conduit aux équations

dg: _ oH dpy _ oH .
(8) —‘-E_‘-;!Ti, —IF_—(;(;;+A1 (L—l,A,...,Il{),

ou A; désigne la fonction en laquelle la substitution précédente
transforme A;. L’identité (7) s’écrit maintenant

(9) E s =

Les équations (8) sont les équations canoniques corrigées.
Cherchons la condition pour que 'équation

S(t g1, ...y Gny P1y ..., Pn) = cOUSL.
soit une intégrale de (8). On a

o dgi N o dpi
dt dq, dt dp, dar

of oH of 0H) of
= _ + o 2L A;
2 (09i ap:  opi og:) dpf ‘

f+(f,H)+Z ¥ .
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La condition cherchée est donc

(10) f+(f,H)+2 s=o.

. \ . ., /]
On déduit de 13 que, si f= const. est une intégrale, d-—{ = const.

en sera une autre.

En effet, les liaisons élant indépendantes du temps, aucune des
fonctions ¢, et ¢ ne contient explicitement le temps; il en est de
méme pour les A et pour E, en vertu de (3) et (5); les fonctions T
et U ne contenant pas explicitement le temps, il en est de méme
pour H. On a alors, en prenant la dérivée partielle par rapport a ¢
du premier membre de (10),

(i) + (oo #) =2 () =

o

relation qui montre que 5= const. est une intégrale.

On voit de méme que si f= const. est une intégrale, et si H et

)
les Asontindépendants de gk ou de py, %f— =const.,ou (% =const.,
k

est aussi une intégrale.

On a ainsi des théorémes relatits aux systémes holonomes qui
se conservent pour les systémes non holonomes que nous considé-
rons. Mais le théoréme de Poisson ne s’applique plus, du moins
sous la forme qui convient aux systémes holonomes.

Suivons le raisonnement par lequel on a coutume d’établir ce
théoréme. Soient f= const. et © = const. deux intégrales des
équations canoniques corrigées. On a identiquement

[(fs ) H]+[(¢, H), f1+[(H, f), 9] = 0.

Mais, puisque (10) s’applique aux fonctions f et ¢, on a

(9, H)—— = —'EAz
(H’f)= 2 dp;

et, par suite, en utilisant les propriétés des parenthéses de
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o M), f1== (5 1) - <2A. )
e, 1), f1= (£, 5) X (f 52 2 (80 ).

On trouve de méme

(1= (L ) +2Ai(-—-, ) +2——( " 9).

En substituant dans (10), on obtient

Poisson,

(oo B+ (7.58) + (2 o)

S [ ()] +S[soser poser] -

ce qu'on peut écrire
SO+ 9 B+ D8 - (f,9)
_._V [ f( A ‘P)“‘—(Auf)]

En rapprochant cette identité de la condition (10), on voit que
(f, ¢) = consl. ne sera pas, en général, une intégrale. Le théo-
réme de Poisson ne s’applique pas. Il subsisterait, si, étant donnée
I'intégrale f= const., on pouvait choisir la seconde intégrale
¢ = const. de maniére & avoir identiquement

2[;{,( 0 e)— 52 0] =o.

Nous laisserons de c6té I'examen de ce cas particulier.

II. — TatoriME DE POISSON CORRIGE.

Dans son Mémoire sur le probléme des trois corps (Acta mathe-
matica, \. X111, p. 46), M. Poincaré a fait connaitre les équations
qu'il a appelées équations auzx variations des équations cano-
niques. Il a montré que deux solutions des équations aux varia-
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tions sont liées par une certaine relation, et que si les solutions
sont connues celte relation constitue une intégrale des équations
canoniques. On  peut trouver une solution des équations aux
variations quand on en connait une intégrale, et réciproquement.
Enfin, si 'on connait une intégrale des équations canoniques, on
peut trouver une solution des équations aux variations, et le théo-
réme de Poisson est la conséquence immédiate de cette derniére
remarque. En suivant, pour un systéme non holonome, la méthode
de M. Poincaré, on obtient la généralisation du théoréme de
Poisson.
Reprenons les équations canoniques corrigées

dq; oH dp, JH

(1) 7{255,7’ o= 3—q?+Ai (t=1,2, ..., n).

Considérons deux solutions infiniment voisines de ces équations
qi, pi et qi+ i, pi+ i, les E, 7 étant assez petits pour qu’on
puisse négliger leurs carrés. Les &, n satisfont alors aux équations,
différentielles linéaires

df #H N _oH
dt - op;: 9q; k 0q opr Nk
(2)
dn; _ 21k ~ 0?H
dat T - 0q; dq,-‘.gl“_—% op; Opxk KL Edq St dp m"

qui sont les équations aux variations des équations (1). Soit £}, =;
une autre solution des équations (2), de sorte que

[ dt; _ 0*H Eit 02H
dt - opi ogr * - opi Ipk "
(2')
dun); > 02H < : B ~ 0A; ., dA,
—_— =  — -+ —Ck
dt Akdt)q,'qus‘ deqidpknk - l)qk& 01) TM

Multiplions respectivement les équations (2) et (2') pary;, —§&,
— 4, &. et faisons la somme de tous les résultats obtenus; il

viendra
- Z (niks— Erma) +2 b (B g+ )

2 (6 5+ nkgpt) =,

XXXVII. 9



— 126 —

ce qu'on peut écrire

dtz("hEx Em;)+2 gk( dAk e z;‘)
—ge‘(gl"%""ﬁ%) =o,

ou encore
£ 3 it tind
[0S (2 - ) ] B o
On déduit de la
(3) 2<n;e.~—-ez-m)
*fZ%EE[ (G —5t) — ]+ 2& }m:.:onst

Telle est la relation qui existe entre deux solutions des équa-
tions aux variations. Cette relation n’est plus algébrique, comme
cela arrive pour les systémes holonomes. Si tous Ies A sont nuls,
on retrouve bien la relation

Z (n8i— Eimi) = comst.,

donnée par M. Poincare.

Dans le cas ou &;, w;; &;, n) seraient connues, la relation (3)
serait une intégrale des équations canoniques.

Si I'on suppose que £;, n; désignent une solution particuliére,
connue, des équations (2), et E:, n: leur solution générale, la rela-
tion (3) devient une intégrale des équations aux variations. Ainsi
la connaissance d’une solution particuliére de ces équations en
fournit encore une intégrale.

Réciproquement, supposons que nous connaissions une inté-
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grale des équations (2),

(4) Z(Aiii+ B;w;)

0A, oA, 0A;
) AL
+f2 } E' qu dq:) "qu]

A,
—_ 1),2 Bk Eldt = const.,

ol les A, B sont donnés. On aura, en différentiant, et remarquant
que &;, n; vérifient (2),

Z ("%ﬁ o —'m) +2 ( ) 01’10(1/. opiogs 01(::‘::’/: T"‘)
+Z Bt(—- - '(%Ek— 2 %7 Th g;; Ei+ dpk )
S (- ) a] B
i : :
On peut écrire cette relation
D NE) D)
i

o H oH oAk | OAg\
+; ( E"’Qtqu n'dptqu+§'5q_z+"‘ﬁ>~°’

ou encore
BB P Tt S 3
D’ou I'on déduit, en identifiant,

dB; J02H o*H
—E - ;Bk ()p,' qu _—; Ak dpi dpk.
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Sil’on pose
a;= By, Bi=—A,

on trouve
da; eH_ N 0H
dt & 0p;Oqs « = 9p; Ipi K
g _ N ol o orH O 0A; 9A;
dr T e Og10qx e+ i 09 0pi Bi+ — g * ”“2:40,0,, B

et 'on voit que a;, B; constituent bien une solation particuliére
des équations aux variations.

Il reste & examiner si la connaissance d’une intégrale des équa-

tions canoniques peut conduire a une solution des équations aux
variations. Soit
Sf(q, p, t) = const.

une intégrale des équations canoniques.

Cette relation subsiste si I'on y remplace ¢, p par ¢ + £, p+n;
§,  élant une solution quelconque des équations aux variations.
On a donc l'intégrale des équations aux variations

S (e o)

Si T'on peul mettre cetle intégrale sous la forme (4), on en
déduira, par ce qui précéde, une solution des équations aux varia-
tions. En désignant par u;, ¢; des inconnues auxiliaires, I'intégrale
précédente peut s’écrire

2 [quf +u>E, <_f_+v,> ,] 5 (wiki+ o) = o.

i i

Mais on a

uiEt'=f'(uid€i+ t;du;)
T o H #H N\, du
R ez e
et

vim=f(vi dni+ n; do;)

_ N 0*H 02H 0A; 0A; R ) dy;
—/[0.2’:‘ <— Tqrogs 4 agrop ™ g ap, ) -dTJ “
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On a donc I'intégrale
S [ )e (£
IS S e

02H 0*H
“+0; — — -+
’§< oq; dp/_.E" 9g; dpkn"

‘) Ez du,

0A;

o bt 5
qus

0A;

dy
'r”) “+ N dt] dt

Le coelficient de dt, sous le signe f, peut s’écrire

2 <E: du; + %’)

+2(u.g oH O
-\ Kopioqr M opiopy
[

02H 02 H

o K 0A;
Vi l'dq dq,4 l"]l.dq opr -+ ¢ /"l)q

ou bien, en permutant les indices /, & dans la somme double et

meltant ensuite &; et 1; en facteurs,

0tH

2 E .d_u‘ “+ (u o*H —
i < de[de

o*H

dy; 02H
'[— +Z( Kopiopy

et I'intégrale s’écrit sous la forme

S [(&w)e (&0))

SE [

JotH

0*H

dv; 02H
n [— +Z ( dp,-dp/.. -

Si I'on prend pour u;, ¢; des solutions des équations différen-

[
I‘dp,‘ 0q/¢

Yk -+
*og: g

ok +
A op; 9q

P fp ————— = P
AOQiqu :

ViNk

0Ay

o9

0A;

" ops

o5
dq;
o 0A
Sy

0A;
Opk

|

)]

)’

H

)]
| dt =o.

)|

)

o-
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tielles linéaires
+Z ( s 091 01’/: "’;:;:n- " v,,j%f)
> [(opk ) (22— ) — ()]
0 +2 ( k d]’z dp/. d;: ;lq/.- - v"%ﬁ)

Z (t’m > ;l(

qui s’écrivent, en simplifiant,

du,' [ ( 0A; ) ( o*H 0A; ]
== 4 —) o — — L
2 0g:9ps dpk bk 9q; 0g;; OQI:)
op !)A/,
. =(f, As
(3) (f l)+deﬂ Uql
dv; o H 02 H I o
dt +k2 (uk opiopr ¥ op 0qk> - - 0p1 Op;

I'intégrale se présente sous la forme (4), ou l'on a

A,':%—l—ui, Bi=g]-{-i+vi:

De 1a résulte que, étant donnée I'intégrale f(gq, p) = const. des
équalions canoniques corrigées, si I'on peut trouver une solution
des équations (5), on aura une solution des équations aux varia-
tions, a savoir

si“"‘i‘*’vu df

Pour les systémes holonomes, tous les A étant nuls, les équa-
tions (5) admettent la solution évidente ;= v;= o, et I'on retrouve
la solution connue des équations aux variations

Pour les systémes non holonomes, on n’apergoit pas, a priori,
une solution des équations (5).
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Laissant de coté la détermination d’une solution particuliére
des équations (5), supposons que nous connaissions deux inté-
grales f = const. et ¢ = const. des équations canoniques corrigées;
une solution u;, ¢; de (5), el une solution u}, ¢; des équations (5)
dans lesquelles f est remplacé par ¢. La relation (3) donne alors
une intégrale des équations canoniques corrigées.

Aprés quelques réductions faciles, cette intégrale peut s’écrire

B 2 ) R e
+f Z[dpw,ﬁt (f A:]+2[01(¢,A)—v(f,.\,)j
[t ) )

) 0Ag 04a; LY LY .
+v,v’k<m - m) —+ v,uklm u'v"dp;)] }dt_ const.

Telle est la forme dans lagquelle se présente le théoréme de

! q p

Poisson pour les systémes non holonomes. Si les A sont nuls, on
P y ]

peut prendre

U= v;= uj=vi=o,

et 'on retrouve bien I'intégrale ( f, ¢) = const.
On peut simplifier les résultats précédents en s’appuyant sur un
théoréme dit 4 M. de Donder (*). Etant donné le systéme

dz
(6) = =Xo

dont les équations aux variations sont

&
1) & —Z it

si 'on connait une intégrale f = const. des équations (6), et
si § est une solution des équations aux variations (7), les équa-

(1) Etude sur les invariants intégraux (Rendiconti del Circolo Matematico
di Palermo, t. XV et XVI, 1gor et 1902).
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tions (6) admettent la nouvelle intégrale
(8) 2%&: const.
k

Dés lors, si nous supposons connues les deux intégrales
JS=const. et ¢ = const. des équations canoniques corrigées, et
une solution u;, v; des équations (5), on aura la nouvelle intégrale

Z [01’/: (dpk ") g% (,;:{k u;‘)] = const.,

ou bien

fs ?)4"2 (3—6‘ o— mok) = const.,

ce qui donne une forme plus simple du théoréme de Poisson.
On peut encore écrire la nouvelle intégrale

(‘?vf)—**Z ((—%é u'k— %02) = const.,
k

u', ¢ étaot solutions des équations (5) ou ¢ remplace f.

Remarquons e¢nfin que, en associant a Vintégrale f= const. la
. 9, 9 . .
solution §; = -5}4 + 04y M= — 5§ ~+ ui, on obtient 'intégrale
1] 1

; [;{; (% + v") - g; (d.qf,‘ + uk) = const.

of o -
; <5-q—,; k— '5;; ul‘) = const.

Pour un systéme holonome, cette derniére intégrale est une
1dentité.

Resterait & examiner si les nouvelles intégrales sont distinctes
de celles qui servent a les former.

ou



