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SUR LE PRINCIPE DES TRAVAUX VIRTUELS (');

Pir Er. DELAssUs.

1. Le principe des travaux virtuels et celui de Dalembert, qui en
découle rigoureusement, sont absolument généraux;ils expriment
rigoureusement les conditions nécessaires et suffisantes, soit de
’équilibre, soit du mouvement, tant qu’ils sont applicables, c’est-
a-dire tant que 'on n’arrive pas i une position singuliére ou les
hypothéses fondamentales de la Mécanique cessent d’avoir un
sens.

On est donc tenté de considérer ces principes comme des
espéces de mécanismes Lransformant antomatiquement un pro-
bléme de mécanique en un systéme d’équations rigoureusement
équivalent. Il n’est pas nécessaire de chercher des exemples bien
compliqués pour s’apercevoir que cette conception est fausse et
que les équations de Lagrange peuvent donner des solutions étran-
géres au prdblémc proposé.

Prenons le mouvement d’un solide pesant suspendu par un
point O. Tragons dans le corps une droite A issue de O et cher-
chons s’il peut arriver que cette droite garde une position fixe
verticale dans I'espace.

Prenons trois axes fixes Oz, ¥y, 34, et trois axes Oz, y, z,

(1) Dans un afticle des Nouvelles Annales de Mathématiques, Sur la mise
en équation des problémes de Mécanique, mars 1906, M. Hadamard a donné
quelques indications sur les cas ou les équations du mouvement ne traduisent
pas exaclement le principe de Dalembert.

L’article que je publie maintenant, bien que la discussion qui y figure ait fait
partie de mon enseignement dés 19o2-1903, peut étre considéré comme la suite et
le développement de celui de M. Hadamard en se bornant, pour avoir des pro-
priétés précises, aux seules équations de Lagrange et sans faire intervendr aucune
intégrale premiére.
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altachés an solide, Oz étant la droite A. Soient 8, o, ¢ les trois

angles d’Euler et
F(z,y,3)=1

I'équation de l'ellipsoide d’inertie. On aura

2T = F[{ sin0sing + 0" cos9, ¢'sin0 cosp — 0" sing, ¢’ cosb+ ¢']
el, comme on peut toujours supposer le centre de gravité dans le
plan 30z,

U=—Mg(asingsind + ccosb).

Il 0’y a aucune difficulté a former les équations de Lagrange; si
nous y introduisons alors les hypothéses

, 0 =0"=o,

qui expriment que Areste toujours en coincidence avec O z,, nous
obtenons

Alll'=0,
EY"— E¢'2= Mge,
EY'—F{1=o,
1l en résulte
F=o

sans quoi, en vertu de la premiére, la troisiéme donnerait
Y=o

etil n'y aurait pas mouvement. Cette condition étant réalisée, la
seconde donnera, pour ¢/, une valeur constante

V5
—E

Il est donc nécessaire que le plan mené par A perpendiculaire

au pian contenant A et le centre de gravité coupe I'ellipsoide
d’inertie suivant une ellipse admettant A pour axe et, de plus, que
la rotation initiale, dirigée suivant A placée verticalement, ait une
valeur bien déterminée.

Traitons maintenant le probléme en prenant A pour Oz et avec
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trois paramétres 0, ¢, u, le dernier étant défini par
u=9-+{.

Si nous prenons encore zox contenant le centre de gravité, les
axes seront les mémes que précédemment, sauf que Oz et Oz se
sont permutés et que Oy a changé de sens; I'équation de 'ellip-
soide d’inertie est donc

F(Z, —Y,X)=o,
donc ] ,
T = F [(u’-—-(p') cosf + ¢', 0" sing — (u'— ¢') sin0 cosq)]’
6 cosp + (u'— ¢') sinfsing
U=—Mg(acosb+ csingsinh).

Si nous écrivons alors les équations de Lagrange et introduisons
I’hypothése

0=0=0"=o,

I'équation relative a ¢ devienl une identité et il reste les deux
équations
Au" =o,

g; [w'(Ecos¢ + Fsing)] + u'(u' — ¢')(Fcosg — Esing) = Mgcsing;
la premiére donne

et la seconde devient alors
a?(F cosp — Esing) = M gcsing

et donne pour ¢ une valeur constante 3. Les équations de Lagrange
admettent donc la solution

6=o, =8, u=at+vy,

7, 3, y étant trois conslantes donl les deux premiéres sont liées
par la relation
22(F cosf — EsinB) = Mgcsinf.

I’hypothése § = o exprime que la droile A reste verticale et,
comme u est variable, le corps tourne réellement autour de A.

Les équations de Lagrange, au moyen des paramétres 8, ¢, «,
donnent donc une infinité de mouvements autour de A restant ver-
ticale sans aucune condition relative a la position de A et du centre
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de gravilé dans Uellipsoide d’inertie et & la vitesse initiale de rota-
tion. D’aprés la premicre fagon de traiter le probléme, les droites A
doivent satisfaire & une-condition, c’est-a-dire étre les génératrices
d’un certain cone. On peut donc affirmer que toutes les solutions
fournies par la seconde mise en équations et qui correspondent a
des droites non situées sur ce céne sont des solutions étrangéres
au probl¢me proposé, elles donnent des mouvements qui ne peuvent
se produire effectivement sans ’action des forces auxquelles le sys-
téme est soumis.

De cet exemple résulte que les équations de Lagrange ne sont
pas toujours rigoureusement équivalentes au probléme de dyna-
mique qui les fournit. L’équation générale de Dalembert est la
traduction exacte du probléme, mais les équations de Lagrange ne
traduisent pasrigoureusement le principe de Dalembert; c’est dans
celte traduction que 'équivalence se perd.

Comme le principe de Dalemberl est une conséquence du prin-
cipe des travaux virtuels, nous commencerons par étudier, a ce
point de vue, les équations d’équilibre d'un systéme et nous appli-
querons ensuite 4 la Dynamique les résultats obtenus.

2. P étant une position d’un systéme matériel soumis & des
liaisons définies géoméiriquement, les déplacements virtuels re-
latifs a cette position et compatibles avec les liaisons se définissent
sans ambiguilé et les 8z, 8y, 82 d’un point quelconque du sys-
téme sont alors des fonctions d’un certain nombre de paramétres
qui sont les mémes pour tous les points du systéme.

Nous dirons que la position P est une position ordinaire si,
pour cette position, les déplacements virtuels compatibles avec les
liaisons forment un groupe linéaire, c’est-a-dire sont tels que les
3z, 3y, 8z d’un point quelconque puissent s’exprimer comme
fonctions linéaires et homogénes d’un certain nombre de para-
métres indépendants. Nous désignerons, d’une fagon générale,
par (G) un tel groupe.

L’ensemble des déplacements virtuels relatifs a une position
peut ne pas étre linéaire, mais il peut arriver qu’il se décompose
en plusieurs autres ensembles dont certains peuvent constiluer
des groupes linéaires. Nous dirons alors que la position P est la
superposition de plusieurs positions dont certaines sont ordinaires.
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C’est, en définitive, la méme notion que celle qui conduit a con-
sidérer un point double d’une courbe comme réunion de deux
points simples appartenant respectivement aux deux branches
qui viennent s’y couper. Nous pourrons dire que les diverses posi-
tions appartiennent & des nappes différentes de la liaison et sup-
poser toujours que l’on considére séparément ces positions super-
posées. .

Nous poserons en principe (la vérification en est immédiate
dans les cas simples) que le probleme de l’équilibre n’a de sens
que pour les positions ordinaires el nous laisserons systémati-
quement de cdté toutes les positions (ui ne seront pas de cette
nature.

3. Pour ne pas compliquer inutilement, bornons-nous au cas
d’un systéme holonome défini par des paramétres ¢,, ..., g. que
nous ne supposerons pas forcément indépendants et qui seront
alors liés par les équations finies

0, (91, ceeyqn) =0,
(1) ceetesnenn
{ 0n(q1, ...,vq,.)=0.

R

La représentation du systéme est rigoureuse aa point de vue ponc-
tuel, mais il n’en est plus forcément de méme au point de vue
tangentiel, " c’est-a-dire quand on considére les déplacements
virtuels.

Si I'on donne aux ¢ des variations infiniment petites du premier
ordre et salisfaisant aux équations linéaires

o0,
891——- E8q1+...+——
('),) tetseseesecet et .t escarenncneann 5

. 00
86/,-— EZSqH-.. ot E-Sq,l— 0,

on délinit ainsi des déplacements virtuels formant un groupe
linéaire (I') qui, en général, est d’ordre n— /, c’est-a-dire
dépend linéairement de n — L paramétres indépendants.

En général, ce groupe coincide avec (G), mais il peul exister

2

des positions ordinaires qui, a ce point de vue, soient singu-
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liéres, c’est-a-dire pour lesquelles (I') ne coincide pas avec (G).
Une position ordinaire sera singuli¢re de premiére classe si
(T') est entierement contenu dans (G), singuliére de seconde
classe si (G) est entierement contenu dans (T), et singuliére de
troisiéme classe si aucun des deux groupes (G) et (I') west
entiérement contenu dans 'autre.

4. Considérons les ¢ comme des paramétres indépendants et
donnons-leur des accroissements 8¢ arbitraires. Nous définissons
ainsi des déplacements virtuels du systéme libéré des liaisons
exprimées par les équations (1), dép‘ucements compatibles avec
les liaisons et qui forment un groupe linéaire (I") dont 'ordre n’
est égal ou inférieur & n. Si, pour une position du systéme, n' est
inférieur a n, nous dirons qu’il y a réduction sur n.

On obtient évidemment tous les déplacements du groupe (T') en
cherchant tous les déplacements de (I') qui satisfont aux équa-
tions (2); le nombre &' de ces équations qui sont distinctes est
égal ou inférieur & /. Si, pour une position du systéme, A’ est
inférieur a £, nous dirons qu’il y a réduction sur A.

S’il n’y a réduction ni sur n, ni sur A, on a évidemment une
position ordinaire non singuliére de sorle que : toute position
singuliére donne une réduction de U'un, au moins, des deux
nombres n, h.

Considérons d’abord une position donnant une réduction de n
sealement (n' << n, A’ = h). Soit (G’) le groupe véritable, pour la
position considérée, du systéme fictif dont les ¢ seraient indé-
pendants.

Dans le cas actuel, (I") n’est qu’une portion de (G’). Les équa-
tions (2), étant toutes distinctes, expriment exactement les condi-
tions pour qu’un déplacement (G') soit un déplacement (G); en
les appliquant aux déplacements (I') on n’obliendra donc, en
général, qu’une partie de (G), de sorte que (I') sera contenu
dans (G) et la position sera singuliére de premiére classe. Le rai-
sonnement peut étre cn défaut, car il peut arriver (ue les déplace-
ments (G) qui ne font pas partie de (I") ne satisfassent jamais aux
équations (2); en appliquant alors ces équalions aux déplace-
ments (I") on trouve le méme résultat qu’avec (G'), c’est-a-dire (G);
(T) coincide donc avec {G) et la position n’est pas singuliére.

XL. 17
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Ainsi :

Une position pour laguelle il y a réduction sur n seulement
est une position non singuliére ou singuliére de premiére
classe.

Lorsque les paraméires sont indépendants, (G) et (') coin-
cident respectivementavec (G') et (I'); donc, s'il ya réduction sur n,
(I') est contenu dans (G) et la position est singuliére de premiére
classe. Ainsi :

Quand les paramétres sont indépendants, toute position pour
laquelle il y a réduction sur n.est forcément singuliére de pre-
miére classe.

Considérons maintenant une position pour laquelle illy a réduc-
tion sur A seulement (n'=n, k' << h), (I') coincide avec (G'),
mais les équations (2) n’expriment plus complétement les condi-
tions que doivent remplir les déplacements (G') pour étre des
déplacements (G); donc, en les appliquant a (I'), on obtiendra
des déplacements plus gén)érallx que ceux de (G) et le groupe (G)
sera contenu dans (T'), donc la position sera singuli¢re de seconde
classe.

Pour qu’'un déplacement (I') soit un déplacement (G), il faat
qu’il satisfasse aux équations (2) et a des conditions complémen-
taires se traduisant par de nouvelles relations entre les 8¢ et
comme, dans les déplacements (I"), les 8¢ sont tous arbitraives, il
est impossible que les (I") vérifient lous ces condilions complé-
mentlaires, de sorte que (I') ne peut coincider avec (G). Ainsi :

Une position pour laquelle il y a réduction sur h seulement
est forcément singuliére de seconde classe.

Considérons enfin une position pour laquelle il y a réduction
simullanée sur n et sur b (7' << n, h' < h).

Pour former (I') on ne prend qu’une partie (I') du groupe (G')
eton ne luiimpose qu’une partie des conditions qui définissent (G)
au moyen de (G/). Il n’y a plus aucune relation entre (T') et (G) et
tous les cas pourront se présentcr.
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Par exclusion, on peut formuler les réciproques suivantes :

Les positions singuliéres de premiére classe sont forcément
des positions pour lesquelles il y a réduction sur n.

Les positions singuliéres de seconde classe sont forcément des
positions pour lesquelles il y a réduction sur h.

Les positions singuliéres de troisiéme classe sont forcément
des positions pour lesquelles il y a réduction simultanée sur n
et sur h.

5. En général, une position du systéme matériel est définie par
un systtme de valeurs des ¢ vérifiant les équations (1) et, récipro-
quement, unc position définit un sysi¢me de valeurs des ¢ satis-
faisant a ces conditions.

Il peut arriver qu’une position du systéme ne définisse pas com-
plétement les paramétres, c’est-d-dire qu’il existe des ¢, dépen-
dants d’un certain nombre de paramctres arbitraires, vérifiant
identiquement les équations (1) et fournissant Lloujours la méme
position du systéme; autrement dit, tous les systémes de valeurs
des g vériliant les équations distinctes

(3) e, Ceeeeeaan , e, cen,
6h(qh ey qn)=0, wk(qh LERT] 9n)=0)

dont le nombre A+ & est supposé inférieur a n, fournissent la
méme position du systéme matériel. Nous dirons alors que cclle
position est une position d’indétermination paramétrique el quc
I'indétermination est d’ordre

p=n—(h+k).

Si nous appelons position paramétrique un systéme de valears
des g satisfaisant aux équations (1), nous pourrons dire qu’'unc
position d’'indétermination paraméirique d’ordre p est la super-
position d’une suite & p paramétres de positions paramélriques.

Soit g%, ..., g une de ces positions paramétriques, donc véri-
fiant les équations (3). Si 'on fait varier les ¢ a partir de ces va-
leurs en continuant a vérilier ces équations, les z, y, 5 des points
du systéme matériel restent fixes; en particulier, si nous donnons
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aux g des varialions 8¢ satisfaisant aux équations

30, = o, 3wy = o,

80/, =0, ka= o,

qui sont distinctes, les 8z, 8y, 8z seront nuls, donc seront des
combinaisons linéaires et homogénes des 80 et des Sw. Les 3z,
8y, 6z, ot 'on considére les 8¢ comme absolument arbitraires,
sont donc des fonctions linéaires et homogénes de £ -+ k para-
métres 88, 8w, de sorte que le groupe (I") est d’ordre au plus égal
ah+k, cest-a-direa n — p. Il y a donc réduction sur n, de sorte
que :

Les positions paramétriques qui constituent une position
d’indétermination paramétrique sont toutes singuliéres de
premicre classe ou non singuliéres; elles sont forcéement sin-
guliéres de premicre classe quand les paramétres sont indé-
pendants.

A chacune de ces positions paramétriques correspond un
groupe (') et le groupe (G) relatif & la position du systéme est
fourni par l'ensemble de tous les déplacements de tous ces
groupes (T').

Comme exemples simples, on peut citer le point r = o en coor-
données polaives planes r, 0; il y a alors indétermination d’ordre 1,
ct le point r = o en coordonnées polaires de I'espace r, 8, ©, I'in-
détermination étant alors d’ordre 2.

Enfin il peut exister des suites continues de positions d’indé-
termination. Une suite 4 s paramétres de positions d’indétermi-
nation d’ordre p, étant définie par des équations telles que (3),
mais les w contenant s constantes arbitraires distinctes. On en a
un exemple simple par les coordonnées semi-polaires r, 8, z, en
prenant les positions

«t élant une constante arbitraire et aussi, au moyen d’un solide
ayant un point fixe et qu’on délinit par les trois angles d’Euler 8,
©, ¢. La suile a considérer est ici

6=o, ?+q’=a"
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6. Il est encore plus facile de donner des exemples de positions
singuliéres de seconde classe.

L’exemple immédiat sera fourni par un point matériel défini
par ses trois coordonnées rectilignes z, y, s el assujetti a rester
sur une courbe

0y (x, y,3)=o0,
02(2, 5, 3) = o,

les deux surfaces 6, = o, 6, = o étant tangentes en un point.
En ce point, les deux équations

30, = o, 3, =0

se réduisent 4 une, de sorte que (T') est d’ordre 2, il est constitué
par tous les déplacements dans le plan tangent commun aux deux
surfaces, tandis que (G) relatif au point considéré comme ordi-
naire sur I'une des branches est d’ordre 1, constitué par les dépla-
cements sur la tangente & cette branche.

On peut avoir de telles positions singuliéres de seconde classe
isolées ou formant des suites continues et il peut méme arriver que
toutes les positions du systéme soient singuliéres de seconde
classe ; c’est ce qui arrivera, en particulier, si, dans I’exemple pré-
cédent, on suppose que les deux surfaces 8,, 0, sont circonscrites
tout le long de la courbe étudiée.

7. Reprenons le raisonnement par lequel on établit les équa-
tions générales d’équilibre.

Un déplacement virtuel quelconque compatible avec les liaisons
est obtenu en prenant n'importe quel systéme de valeurs des 8¢
satisfaisant aux équations

(4) 805:0, ooy 80h=o.

Pour ces valeurs, le travail des forces données a une expression
de la forme
6= Q| 8qg+...+ Q,.Bq,,,

et il doit étre nul en vertu des équations (4). Donc, considéré
comme fonction linéaire et homogéne des n variables indépen-
dantes 3¢, il doit étre une combinaison linéaire et homogéne des
premiers membres 80 des équations (4), ce qui revient a dire qu’il
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doit exister des multiplicateurs A, ..., A, tels que I'identité

(5) G+7\,80,—|—...+)\h80,,=o

ait lieu quels que soient les 8. En exprimant ce fait, on obtient
les équations classiques

08, 00,
A — .. Ap— = .
Qi+ ‘3q1 kdq; o
00, 00,
Qn+7\1;é—;+. . )]‘djq—-—-o,

qui, jointes aux k& équations qui relient les ¢, forment an sys-
téme de n -+ h équations aux n—+ k inconnues ¢, ..., ¢n,
My eouy Mae

Ces équations, d’aprés le raisonnement méme qui les donne, ne
sont évidemment la traduction exacte des conditions d’équilibre
fournies par le principe des travaux virtuels que sous les deux
hypothéses suivantes :

1° Il y a identité entre les déplacements virtuels (G) compa-
tibles avec les liaisons et les déplacements virtuels (T') définis par
les 8g vérifiant les équations (4);

2° Les multiplicatears ) sont tous finis, de fagon que I'iden-
tité (4) soit bien de la forme considérée.

Pour mieux concevoir la seconde restriction, écrivons l'iden-
tité (5) sous la forme homogéne

(7) po® + g 80y +. ..+ pp 80y =o.
Nous pourrons alors dire :

A toute position d’équilibre qui n’est pas singuliére corres-
pond une solution qy, ..., quy oy iy ---5 on des équations d’équi-
libre, solution dans laquelle p, n’est pas nul.

Réciproquement, toute solution q,, ..., qny Poy Pay oeey wa des
équations d’équilibre pour lagquelle p, n’est pas nul donne une
position du systéme qui, si elle n’est pas singuliére, est forcé-
ment position d’équilibre.

Enfin la considération de py conduit & considérer les équations
d’équilibre (6) de deux lagons bien distinctes.
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La premiére consiste a n’admettre que les solutions dans les-
quelles o n’est pas nul ou, ce qui revient au méme, les solutions
dans lesquelles les A seront tous finis. Comme on doit, dans la
solution, s’occuper des multiplicateurs, on est obligé de les con-
server et nous dirons que les équations d’équilibre, considérées
a ce point de vue, sont les équations aux multiplicateurs
JSinis.

Les multiplicateurs . figurent linéairement, leur élimination est
une opération élémentaire trés facile et, en outre, ces inconnues
auxiliaires n’offrent, en général, aucun intérét. On est donc amené
souvent a les éliminer pour obtenir les équations ne contenant
plus que les véritables inconnues ¢ du probléme d’équilibre pro-
posé. Cette élimination ne fait aucune distinction entre p, et les
autres . On est ainsi amené a considérer les éguations sans mul-
tiplicateurs en appelant ainsi indifféremment, soit les équations
aprés élimination des multiplicateurs, soil les équations avec ces
multiplicateurs, mais en ne leur imposant aucune condition res-
trictive.

8. Les équations aux multiplicateurs finis expriment rigoureu-
sement que le travail virtuel est nul pour tous les déplacements du
groupe (T'); et il en résulte :

Pour une position ordinaire non singuliére, (T') et (G) coin-
cident, donc les équations aux multiplicateurs finis expriment les
conditions nécessaires et suffisantes de I’équilibre. Toute position
d’équilibre non singuliére fournira une solution de ces équations
et, réciproquement, toule solution de ces équations qui ne sera
pas une position singuliére sera une position d’équilibre.

Pour une position singuliére de premiére classe, (I') est contenu
entiérement dans (G), donc les équations aux multiplicateurs finis
expriment des condilions nécessaires mais non suffisantes de I'équi-
libre. Une position d’équilibre singuliére de premiére classe vérifie
forcément les équations, mais une position singuliére de premiére
classe vérifiant les équations n’est pas forcément position d’équi-
libre.

Pour une position singuliére de seconde classe, (G) est contenu
dans (T'), donc les équations aux multiplicateurs finis expriment
des conditions suffisantes mais non nécessaires de I'équilibre: Une
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position d’équilibre singuliére de seconde classe ne vérifie pas for-
cément les équations, mais si une position singuliére de seconde
classe les vérifie, elle est certainement position d’équilibre.
Enfin, pour une position singuliére de troisiéme classe, aucan
des deux groupes (I'), (G) n’étant entiérement contenu dans
l'autre, les équations aux multiplicateurs finis ne sont des condi-
tions ni nécessaires ni suffisanites de I'équilibre, elles n’ont,

pour ces positions, ancun sens au point de vue de I'équilibre.
Donc :

Les équations d’équilibre aux multiplicateurs finis peuvent
Sournir des solutions étrangéres, c’est-a-dire des positions qui
ne sont pas des positions d’équilibre ; ces positions sont forcé-
ment singuliéres de premiére ou de troisiéme classe. Elles
peuvent aussi laisser de cété de véritables solutions du pro-
bléeme, c’est-a-dire ne pas admettre comme solutions certaines
positions d’équilibre; ces positions sont forcément singuliéres
de deuziéme ou de troisiéme classe.

9. Etudions maintenant, d’une facon analogue, les équations
sans multiplicateurs. Elles sont équivalentes a I'identité () sans
aucune restriction sur les w, de sorte qu’elles expriment, si u, n'est
pas nul, que & est nul pour tous les déplacements (T) et, si u, est
nul, que cette identité se réduit a '
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c’est-d-dire que les 88 ne sont pas indépendants ou, suivant I'ex-
pression adoptée antéricurement, que, pour la posilion considérée,
il y a réduction sur A.

Considérons une position d’équilibre. Si elle est non singuliére
ou singuliére de premiére classe, (G) coincide avec (I') ou le con-
tient; dans les deux cas, & est nul pour les déplacements (T) et
les équations sans multiplicateurs sont vérifiées. Si elle est singu-
liére de seconde ou troisitme classe, il y a forcément réduction
sur & et ces équations sonl encore vérifiées. Donc :

Toute position d’équilibre vérifie les équations d’équilibre
sans multiplicateurs.

Voyons maintenant la réciproque. Toute position pour laquelle
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il y a réduction sur % vérifie les équations sans qu’on puisse en
conclure qu’il y a équilibre. Une position, vérifiant les équations
el pour laquelle il n'y a pas réduction sur k, est forcément non
singuliére ou singuliére de premiére classe; & esl nul pour les
déplacements (T'), donc, si la position n’est pas singuliére, il y a
équilibre puisque (T') et (G) coincident et, si la position est sin-
guliére de premiére classe, 1'équilibre n’a pas lieu forcément
puisque (T') est contenu dans (G).
En résumé :

Les équations d’équilibre sans multiplicateurs fournissent
toutes les positions d’équilibre.

Elles admettent forcément, comme solutions étrangéres,
toutes les positions pour lesquelles il y aréduction sur h et qui
ne sont pas des positions d’équilibre. Elles peuvent admettre
d’autres solutions étrangéres qui sont forcément des positions
singuliéres de premiére classe sans réduction sur h.

Dans le cas des paramétres indépendants, il n'y a plus de mul-
tiplicateurs, il n’y a qu’une maniére de considérer les équations
d’équilibre, il n’y a pas & considérer les positions pour lesquelles
il y aréduction sur 4 et enfin il existe une seule catégorie de posi-
tions singuliéres, celles de premiére classe que, pour abréger,
nous appellerons simplement positions singuliéres. Le résultat
précédent se simplifie alors et devient :

Dans le cas des paramétres indépendants, les équations
d’équilibre fournissent toutes les positions d’équilibre, mais
peuvent donner des solytions étrangéres qui sont forcément
des positions singuliéres.

10. Nous venons d’avoir un exemple de solutions étrangéres
s'introdunisant normalement par les équations sans multiplicateurs,
ce sont les positions pour lesquelles il y a réduction sur 4 et, en
particulier, les positions singuliéres de deuxiéme et troisiéme
classe.

En voici un autre exemple qui s'applique indifféremment aux
deux maniéres de concevoir les équations, puisqu’il est relatif a des
positions sans réduction sur A.

Supposons que le systéme admette une suite continue a 7 para-






