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SUR LES EQUATIONS INTEGRALES NON LINEAIRES;

Par M. G. Brarvu.

1. Le premier type d’équations intégrales d’ordre supérieur,
qui apparait d’upe facon naturelle, est de la forme

() P[z, o(z)] +.fF[w, Y, 9(¥)]dy = o,

ou ®(z,z) et F(z,y,z) sont deux fonctions données. Ce sont
les équations intégrales ron linéaires ordinaires.
M. E. Schmidt (*) considére le cas de ’équation

#(@)+ [ NGz, ) () ds+..
+fN(-’#, Sty eeey 5n) ©(81)RR(8) ). @ (5 )0m k(5 )Rn dsy...ds) = a,

les «; et B; étant des entiers posiiifs et les N et & des fonctions
données. Ce sont les équations non linéaires & puissances inte-
grales.

M. V. Volterra (2) a imaging des équations intégrales dans les-
quelles figurent des compositions ou des puissances itérées de la
fonction inconnne. Par exemple

F(w, y)= Saq,. 8, Feob . . cpgn,

les a étant des constantes, les ®;(x,y) des fonctions données et
la puissance itérée F™ étant par définition I'intégrale multiple :

Fm= f---fF(x, s1)F(s1, 82) ... F(Sm—1, ¥)dsydsy...dsy—.

Ce sont les équations intégrales d’ordre itératif superieur.
Dans tous les cas, les limites des intégrales peuvent étre cons-
tantes ou variahles.

(*) Zur Theorie der linearen und nichtlingaren Integralgleichungen (Math.
Ann., t. LXV, 1908).
(%) Atii delia Reale Ascademia dei Lincei, 1910.
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2. Nous voulons étudier I'équation intégrale non linéaire ordi-
naire

: b
™ *[z, 9(@)]+ [ Flz,790)1dy =o.

Si les fonctions données ®(x, z) et F(z,y, ) sont des séries
entiéres en z, le probléme se raméne & celui des équations &
puissances intégrales.

En introduisant un paramétre A et en réduisant 'intervalle
(@, b) a 'intervalle (o, 1), nous allons considérer d’abord I’équa-
tion intégrale

1
() ?(@ =2 [ K@) Flr 9,
0
dans laquelle
(3) F(r @) =bo(r)+ b1(X)e+...+ ba(y)p"+...,
les coefficients b; étant des fonctions données, finies et intégrables,

et la série étant réguliére pour oSy Si1et|o|<p.

3. Existence de la solution autour de X\ =o. — Cherchons
un développement en série ordonné suivant les puissances entiéres
du parametre X et satisfaisant & Péquation (2).

En posant

(4) o(z) =ray(z)+ Nas(x)+...+Ma,(z)+...,

en substituant cette expression dans I’équation (2) et en identifiant
les deux membres, nous obtenons les égalités

1
\van‘x)=f K(z, ¥)bo(y)dy,
0

(5) !
a.(x>=f K(z, y)bi(y)a(y)dy,
0

.............. @c s s se s st et seat 00 e

En général, le coefficient du terme en M\* dans ¢P(y)(p<n)

est
app= T a;a,... Qiyy

{4, iz, ..., Lp étant un arrangement avec répétition des nombres
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1,2, ...,nprisp a p et telque {,+ia+...4+ip=n.Ona, en

particulier, a, = an(y), @n,n=a}(y).
On trouve donc

1
(6) a,H_,(a,-):f‘ K(z,y)[b1an+ bsans+...+bpapp~+...+ b,at] dy.
0

Démontrons que la série ainsi obtenue, et qui satisfait formel-
lement & Uéquation (2), est convergente au voisinage de A = o.
Nous remplagons la série (3) par une série majorante

By+Bio ...+ Bypr+...,
Ba2|ba(¥)| pour osyZir,

et le noyau par une fonction K, (z, y) positive pour z et y com-
pris entre o et 1 et telle qu’on ait dans ce domaine

| K(z, ¥) | Ky(=, y).

En cherchant & satisfaire la nouvelle équation

1
P(x) = lf Ki(#,y)[Bo+ B ®(y)+...]1dy
()

par une série de la forme

(7) D(x) =MA(z) + A Ay(2)+.. .+~ N A () 4. ..,

nous trouvons, comme plus haut, les équations

1
Ay(z) =f Ki(z,y)Bo dy,
[}

1
A,,+,(.z')=f Ki(2,¥)[BiAn~+...+BpAnp+...--BoAZldy, ...,
v

d’ou Pon conclut, de proche en proche,
Az)zla(@)]|, ..., Ax(@)Z]an(z)|, ...

La série (7) est donc majorante pour la série (4).

Si F(y, o) est holomorphe pour |o| <p, oSy <1 etsiNestle
maximum de son module dans ce domaine, on peut prendre comme
majorante de F la fonction

P—¢
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Supposons en outre | K (z, y)|SM pour o<z, y 1.
Tout revient & démontrer que l’équatiou intégrale

() *lz) = lf Mify)

admet une solution holomorphe en A autour de A = o.
Or Iéquation (8) montre que ® ne dépend pas de z. On peut
donc poser ® = C(1) et 'on a I'équation
G AMN f ,
P —_
d'oti la solution nulle pour ) = o

C= P—y PQ—AXMNP.

P

Cette solution étant holomorphe pour 4MN | )| <g, la série (4)
est absolument et uniformeément convergente pour

(9) <y o oSesn

et le module de ¢(x) reste inférieur dp. Lie développement (3) est
donc valable et la somme de cette série repre’sente dans tout
le domaine (9) une solution de U’équation (2) (').

4. Pour F(¢)=e? on a l’équation intégrale exponentielle (*).
L’inégalité (9) devient

’

' l<4MEP P'

Comme e? est une fonction entiére en ¢, p peut étre pris aussi
grand qu’on veut. Le rayon de convergence ¢! est maximum pour
5 =

‘
Remarquons aussi que I’équation intégrale (2) admet une seule
solution holomorphe autour de A = o,

(') G. BraTu, Sur certaines équations intégrales non lin€aires (€. R. Aead.
Sc., t. CL, 11 avril 1910, p. 896).

(?) G. Braru, Sur l’équation intégrale exponentielle (C. R. Acad. Sc.,
t. CLII, 18 avril 1911, p.1048).
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3. Sil’on considére I’équation
1
(10) 2@ =2 [ Kz, )Pl & + f(2)
[}

J étant une fonction donnée, finie et intégrable pour oSz <1,
et F(p) une fonction entiére en o, en posant o(x) = (z) + f(x),
celte équation prend la forme

1
(1) 4(@) = [ K(@, ) () +4F(S) o+ 4 FD(f) +.] dy
o

et I'on est ramené au cas de ’équation (2).

L’équation intégrale (10) admet donc autour de A= o une
solution holomorphe et une seule se réduisant a f(x) pour
A=o.

Pour F(v) = ¢ on a ’équation de Fredholm.

6. Etude de la solution autour d’une valeur quelconque
de \. — Pour I'équation intégrale non linéaire de la forme

1
(12) () = XJO’ K(z, 7)Fly, o(»)] dy + f(2),

ou F(z,z) est une fonction entiére en z, on peut énoncer le¢
théoréme fondamental suivant : Soit @o(x) une fonction réelle
ou complexe, dont le module reste fini pour z réel et compris
entre o et 1.

Si léquation (12) admet pour A=123\, la solution ¢ = ¢4(x)
et si le déterminant de Fredholm D()\) formé avec le noyau
K(z,y)Foly,e(y)] est différent de zéro pour A=>2%,, ¢ = s,
Uéquation (12) admet une solution et une seule ¢(x,A) holo-
morphe en X autour de ), et se réduisant a ¢,(x) pour h=1l,.

En effet, en posant ¢ =9py—+ ¢, A =02 + p, 'équation (12)
devient

1
(13) “””"*‘fo K(2, ) [F(90) + 4 F'(g0) +...] dy

n

1 n :
+xof K(z, y) [¢ F'(90) ..+ “‘,me)-;-,..] dy,
A .
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car, par hypothése, on a
1
w(@) =D [ Kz, 7)F(30)dy +f=) (1)
0

L’équation (13) admet pour u = o la solution ¢ (z) = o. Cher-

chons si on peut satisfaire & cette équation par une série de la
forme

S (14) Y(z)=pa(x)+ ptas(z) +...+ pray(z) +....
En remplacant ¢ par cette série dans P’équation (13) et en
identifiant les deux membres, on trouve
; 1 1
L@@ = [ Ko, ) Flga(r)dr+ [ Kz, 7)F(z0) dy,
0 0

iy e e ,
) an(@)=hs [ K(z,7)F'(90)an(y) dy + un(a),
0

un(2) étant une fonction connue si a,, ay, ..., @,_, sont connus,
car on a, avec les notations du paragraphe 3,

1 " m F
(16) u,(x)= )\of K(CL‘,]’)[; Qp,2 -+ g'ran,a'*“- e Ta'll] dy
o ! ! !

! , ) o Fla-1) 1] g
+£ K(.Z‘,_}’)[F a,,_,+ﬂa,._;,g+...+(n—+—l-ﬁa, ] ly.

Si ko n’est pas racine du déterminant de Fredholm formé
avec le noyau K(xz,y)Fo(y,90) et si I'(z,y,\) est le noyau
résolvant correspondant, les équations (15) donnent

1
(17) an(2) = )q f I(2, ¥, Ao)ua(y) dy + un(@).
0

On obtient ainsi, de proche en proche, tous les coefficients du
développement (14) déterminés d’une maniére unique. Il reste &

(') Nous écrivons, pour abréger, F(¢), F', ... au lieu de F[y, ¢(»)],
oF
I

Dy
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démontrer que cette série est convergente pour p suffisamment
petit. Nous allons employer la méthode de M. Schmidt.

Avec les hypothéses faites sur F(x,0), K(z,y) et X,, toutes
les expressions

1 |
[ K@ Fogdr =020
0

qui interviennent dans le développement (16), ainsi que la
fonction T'(z, y, \), restent finies pour A voisin de %, et
o<z, y<1. On peut donc écrire pour ce domaine

1
(18) lf K(z, ) FO(2)dy <P (i=o0,1,3,..), [T(z,0,)|<M,
[

P et M étant deux nombres positifs déterminés. Posons pour
abréger
ne an: ' al

! n!’

{19)

a1

2,,“‘) = i S G

€t désignons par d; le maximum du module de a;(y) pour oSy 1.
La formule (16) donne

120) ua(2)| < P[12o| Zn (@) + 2, (a)]
et, d’aprés (17), (18) et (20),
(21) | an(z) | < P14 ho| MY[| Do Za () + S(@)].

Ces remarques étant faites, la convergence de la série (14) se
-démontre facilement. Comme I’équation

{22) W=P('+IA°IM)IP+F‘F+E%W”‘2
m=2

admet une solution holomorphe autour de = o et nulle avec y,

(23) V=Aip+Ayut+...+A,p+...,

-en substituant ce développement dans I'équation (22) et identifiant



{es deux membres, on trouve

‘A,=P<(+|10|M),
(24) L e e y
[ Aw=P (1 o] M)[| Aol Za(A) + Z4(A)].

Les coefficients A;sont des constantes positives, et comme
lai(z)|SAs,  Za(@)SZa(A),  E(d4)SEL(A),
W résulte, d’aprés (21) et (24), que 'on a en général
(25) |an(z)| SA,.

La série (14) est donc réguliére pour les valeurs de p inté~
rieures au cercle de convergence de la série (23) et le théoréme
énoncé est démontré.

Si le déterminant de Fredholm D (L) formé avec le neyau
K(z,y)Fo(y, o) est nul pour A=12%y, ¢ =9,, 'équation (12)
admet, en général, an voisinage de Ay, deux branches solutions
au moins, qui se croisent pour A=12», et oSx<a. On dit, dans
ce cas, qu'il y a ramification autour de g,.

7. Cas général. — Prenons plus généralement 1’équation inté-
grale non linéaire du premier ordre

1
(26) ® [z, ¢(z)] = xf K(z, y) Fly, o()] dy,
0

ou, pour simplifier, nous supposons le noyau K(z, y) une fonc-
tion continue et ®(z, ), F(z,2) des séries entiéres en z pour
olz,ysa.

Soit, pour A =1, ¢ = @yp(&) une solution de cette équation
finie et continue pour toutes les valeurs de  comprises entre o
et 1.

En posant A =X+ u, ¢ = ¢+ §, on a

(2, 9) =P(2, o) + § VLT, fpo) +-vuy
F(z,0)=F(x, o)+ ¢ F'(2, 00) +...,

les dérivées étant prises par rapport & ¢. En introduisant ces dé-
veloppements dans 1’équation (26), on veit gue la forme intégrale
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linéairé en ¢, indépendante de u, est
4 & ‘ N
() P et =k [ K@) ¥, 0040 dr.
0

Nous allons distinguer trots cas :

1° Si Pexpression ®y[x,9,(x)] est différente de zéro pour
oSz <1, nous dirons que la solution @, (x) est de seconde espéce.

2° Si @[z, 9(x)] s'annule pour des valeurs de & comprises
entre o et 1, sans étre identiguement nulle dans tout cet inter-
valle, Ia solution sera dite de troisiéme espéce.

3° 8i ®p{ z, pe(x)] =0 pour 0 Sz 1, nous dirons que oo (%)
est une solution de premiére espéce.

Dans le premier cas le noyau de la forme intégrale linéaire peut
s’écrire
1
K =K ’ V| ————
(28) ?n(x7.}/) (xv}’)F[.yHPO(}’)]q,:[x, ?0(“‘)]

8. Supposons d’abord ® (x, ©o) = o0 pour oSz 1.

L’équation (26) est satisfaite pour A=0 et ¢ = @,; comme la
fonction déterminante de Fredholm D(4) est égale d 1 pour A=o,
il résulte, d’apres le théoréme de Schmidt, que 'équation (26)
admet une solution holomorphe et une seule ¢(z, ) se réduisant
& @o () pour XA = o.

Il s’ensuit que, pour A = o, I’équation intégrale (26) admet un
nombre de solutiohs au moins égal & celui des racines de 'équa-
tion ® (z, z) = o, finies et continues pour oSz 1.

9. Dans le plan de la variable complexe A, en dehors de l'ori-
gine, on peut, aprés M. Schmidt, énoncer le théoréme général
sulvant :

Si les fonctions ®(x,z) et ¥(x,z) sont entiéres en s pour
oSz S1; st l'égquation (26) admet pour N =X, la solution finie
et de deuxiémeespéce o —= oy (x); si-le déterminant de Fredholm
D(X) formé avec le noyau K, (z,y) est différent de zéro
pour A =2X,, Uéquation (26) admet une solution et une’seule
o(x,\) holomorphe en N autour de A\, et se réduisant identi-
quement a @, (x) pour A= k.
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Les deux premiéres conditions étant remplies, si le déterminant
D (X) est nul pour A=k, ¢ = 9, le théoréme de Schmidt nous
apprend qu’il y a ramzﬁcatwn autour de A, et (po(x) est une
solution limite ou de croisement. Pour A voisin de Ay, I’équation
intégrale (26) admet au moins deux solutions finies et de deuxieéme

espéce ¢,(x), 92(x), qui tendent vers @y(z) lorsque A tend
vers Ag.

10. La forme particuli¢re K (x, y) A(z) B(y), sous laquelle se
présente le noyau (28), nous permet de faire une remarque pour
le cas ou le noyau donné K (z, ) serait symétrique et défini. Le
noyau (28) est alors symétrisable et toutes ses constantes caracté-
ristiques sont réelles. Donc si 'équation (26) admet une solution
finie oy (z) pour une valeur Ay en dehors de 1'axe réel, cette solu-
tion est réguliére autour de \,.

Le théoréme de M. Schmidt ne nous apprend rien sur les solu-
tions de premiére ou de troisiéme espéce. Remarquons que si

®(z, 9) est de premier degré en o, toutes les solutions de I'équa-
tion (26) sont de méme espéce.

11. Si K (z,y) =o0 pour y >z, on a I’équation du type de
Volterra (). Comme dans ce cas le noyau (28) n’admet aucune
constante caractéristique, l’équation intégrale ne peut pas ad-
mettre des solutions limites ou de croisement.

EQUATIONS INTEGRALES ALGEBRIQUES.

12. Nous appelons équation intégrale algébrique une équa-
tion de la forme

1

(29) Pulz, $(2)] = xf K(z, ¥) Paly, ()] dy,
[1]

dans laquelle

Pm=Am(x)<P""‘“Am 1 () ?m—l_§_ +A0(x)1
Py =Bn (¥)9" + Buy () 9" +...4 Bo(y).

Si ces polynomes admettent une solution commune o(zx),

(') Tn. LaLEsco, Thése de Doctorat, Paris, 1908.
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celle-ci est solution de I’équation intégrale (29) quel que soit A.

De méme, si pour une racine o,(z) de P,,—= o, on a identique-
’ p 7o 9
ment

1
(30) f K(2, y) Pulys 9o(3)] dy = o,
[']

@0 () est solution de 'équation (29) quel que soit ). En parti-
culier pour I'équation linéaire de Fredholm, on a

P,,,:c?(x)—f(z'), Pn:?(.}’)

et si les données K (z,y) et f(x) sont liées par la relation

1
[ K71 £ dy =o,

J(x) est une solution de 'équation intégrale quel que soit\; c’est
d’ailleurs la seule, dans le cas ol A n'est pas une constante carac-
téristique du noyau K (z, y).

Si pour 0Sz<1 ona Ay(z) =o0(i>1)et A,(x) %o, 'équa-
tion (2g) est dite de seconde espéce.

13. Supposons A, (z)z# o0 pour oSz <1 et considérons le
solutions ¢;(x) de deuxiéme espéce, c'est-a-dire telles que la
dérivée

0
"_'*P Pulz, ¢:i(x)]

ne s’annule pour aucune valeur de x comprise entre o et 1.
Si la fonction P, (z,9) est un polynome en z et 9, comme
An(x) # o, toutes les solutions of, o}, ..., o) de I'équation

(31) Pu(z, 0)=o0

restent finies. Pour avoir des solutions de deuxiéme espéce de
I’équation (29), correspondant & A = o, il suffit de prendre les
fonctions ¢, @}, ...,y (vSm), qui n’ont aucun point critique le
long du segment (o,1) de I'axe réel.

En général, si n est le nombre des solutions ©?(x) de I'équa-
tion (29), finies et de deuxié¢me espéce, le théoréme de Schmidt
nous apprend que cette équation intégrale admet n solutions
¢ (2, ), (2, X), ..., 0n(2, \) holomorphes en \ autour de

xLII. 9
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l'origine et qui tendent respectivement vers of, o}, ..., o,
lorsque \ tend vers zéro.

14. Etude des cas simples. — Considérons I'équation intégrale
élémentaire

1
(32) 7(x) =2 [ A(2)B() () dy + f().
0
En posant
1
33 t=x[ B(y)or(y)dy,
(33) / ()92 (3) dy

Péquation (32) donne

(34) ¢(x) =tA(z) + f(x)

et 'équation (33) devient

(35) t =A(atr+ bt +c),

a, b, ¢ étant des constantes déterminées. Soient ¢, () et £3(A) les
solutions de cette derniére équation; I'une d’elles est holomorphe
autour de A==o0 et s’annule avec ); l'autre, uniforme autour
de X = o, admet ce point comme pdle simple. En dehors de Vori-

gine les deux branches restent finies et admettent dans tout le
plan deux points critiques algébriques simples

1

(36) M e

Comme on a
1 1
= B A’ d ) = B 2 d [}
a [ (¥) AN (y)dy c /; W 1) dy

ct.d’apres l'inégalité de Schwartz

1 2 1 1
[f Ade_y] <[ BA*dyf B ft dy,
[] 0 0

il résulte que les deux points critiques (36) sont réels. Remar-
quons que le noyau de 'équation (32) est symétrisable.

Pour ¢ = o, les deux solutions sont holomorphes en dehors
de A = o; on est dans le cas (30) du paragraphe 12.
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15. Considérons pour le méme noyau I'équation intégrale de
seconde espéce et de degré n >1

1
(37) #@ =2 [ A@)BG)Puly, 2] dy,
. 0
dans laquelle

Pu(_)’, (?) = Ao(_}’) -+ A](J’) © e e e o ‘A,,(}’) (P".

En posant o(x) = tA(x), la fonction ¢ doit satisfaire & I'équa-
tion algébrique adjointe
(38) t=)\(10+111+...+1"1"’),

dans laquelle
l .

Go)  w=[ ADBOAG A (=010,
)

La résolution de I'équation intégrale (37) se rameéne ainsi i
celle del’équation algébrique (38).

Si a, 5% 0, pour chaque valeur A =%,3£ o I'équation (39) dé-
termine n valeurs ¢,, ty, ..., t, pour ¢, en général distinctes.
L'équation (37) admet donc en général et au plus n solutions
distinctes de la forme

(4o) ei(z, ) =t(MNA(z) (i=1,2,...,n)
holomorphes en X autour de \,.
Silon a

1
“o=f Ao(y)B(y)dy # o,
[}

la théorie des fonctions algébriques nous apprend que les diffé-
rentes branches ¢;(A\) ne peuvent admettre comme pole que
I'unique point A = o. En ce point une seule solution de l'équa-
tion (38) s'annule; toutes les autres sont infinies.

En posant t = 11:, cette équation devient
(41) gt 4 (Aag — 1)1+, ..+ Aa, == 0.

Pour X =o0, on a donc » —1 racines t nulles. On peut voir
facilement par Ja méthode de Puiseux la distribution de ces racines
en cycles. Comme dans I'équation (41), les coefficients du terme
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en A et du terme en t*~' sont différents de zéro, les n— 1 racines,
nulles pour A = o, forment un seul systéme circulaire autour de
Porigine.

On en déduit pour les solutions (40), de DP’équation inté-
grale (37), les résultats suivants : 3

Autour de 2 =0 une seule des branches o;(x, ) est holo-
morphe et s’annule avec \; toutes les n — 1 autres sont infinies
a Uorigine, admettent \\ = o comme point de ramification et
Jorment autour de lui un seul systéme circulaire.

Pour ) £ 0, les fonctions algébriques ¢;, définies par I’équa-
tion (38), ne peuvent admettre comme points singuliers que des
points critiques algébrigques. Pour les obtenir, on élimine ¢ entre
les deux équations

(38) t=A(ag+ ¢ +4...4+ ath),
(42) 1=A(dy+ 2af +...+ natr-1).

Soit A le résultant ainsi obtenu; il est un déterminant d’ordre
2n —1 et se réduit &

(43) A = An-1D,(R),
D, étant un polynome de degré n. Si a,52 0 et n > 1, on trouve
D,(o)=(—1)2[(n—1)2,]?»~15 o.

Il existe donc n valeurs singuliéres (s =1, 2, ..., n) diffé-
rentes de zéro, distinctes ou confondues.

Pour chaque valeur ), 'équation (38) admet au moins une
racine multiple. Ces valeurs particulieres de ¢ sont les racines de
Véquation

(44) (n—1)apt?+...+agt? —ay= o,

qu’on obtient en éliminant A entre les équations (38) et (42).
Comme, d’aprés la théorie de I’élimination, pour toute racine
multiple de (44) les équations (38) et (42) devraient avoir
plusieurs racines communes en A, ce qui est évidemment absurde,
il résulte que !’équation (44) a toutes ses racines simples.
D’autre part, les dérivées par rapport a ¢ des équations (42)
et (44) s’annulent pour les mémes valeurs de ¢ £ o et différentes
des racines de U’équation (44). Par suite, sipour une valeur de A,
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I’équation (38) a une racine multiple en ¢, cette racine est cer-
tainement double.

On a le méme résultat, si 'on suppose ap=o,=...=a;_y=0
et ;52 0. D’ou la conclusion :

Toutes les branches o;(x, \), solutions de l’équation inte-
grale (37), ont comme points singuliers, en dehors de )\ = o,
des points critiques de biramification dans tout le plan de la
variable complexe \. '

16. Noyau de M. Goursat. — Supposons maintenant le noyau
K (z,y), de 'équation intégrale, de la forme

p
(4) K(2, y) =3, Xe(@) Yi(»):

i=1

Ils ont été considérés pour la premiére fois par M. Goursat (*).
Le nombre de leurs constantes caractéristiques est fini et
M. Schmidt a démontré que tout noyau & un nombre n de cons-
tantes caractéristiques peut étre mis sous la forme (45), p étant
fini et au moins égal a n.

Soit 'équation intégrale

(46) ?(@) =2 [ K(z, 5) Puly, ¢ dy + H(2),

dans laquelle K (x, y) a la forme (45) et

(47) Pu(y, @) = Ao()+ A()) o +.. .+ An() 9%
avec A,(y)s#2 opour oSy<i.
En posant
l .
(48) =2 [ Vi) Palys 9] dy,
0

la solution de ’équation (46) prend la forme

P
(49) 9@, 1) =Y, Xu(@) (V) + f(2),

i=0

(') Annales de la Faculté des Sciences de T'oulouse, 2° série, t. X; Bulletin
de la Sociéte mathématique de France, t. XXXV.
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les fonctions ¢; étant solutions du systéme adjoint d’équations
algébrigques a coefficients constants

1 Ld
Go)  u=nf Y Pl XX+ 1) | dy.
0

j=0

Par suite, toute solution de l'équation intégrale (46) est
Jonction algébrique de \. Elle a un nombre firi de points sin-
guliers dans tout le plan et ces points sont des péles ou des points
critiques algébriques.

Comme pour h=o, on a ¢, =ta=...=tp,=o0, les équa-
tions (50) admettent un systéme et un seul de solutions ¢;(}),
holomorphes autour de lU'origine et s’annulant avec ). Toutes les
autres solutions, infinies & l'origine, ont A =o0 comme pdle ou
point critique d’ordre négatif.

Pour A 3£ o, on sait, d’aprés le théoréme de Bezout, que les
équations (50) admettent n? systémes de solutions firnies au plus.
En considérant encore les équations homogénes formées a l'aide
des groupes de degré n de chacune des équations (50), on voit
que toute solution finie pour une valeur A £ o reste finie dans
tout le plan en dehors de Uorigine. Les points singuliers sont
donc des points critiques algébriques d’ordre positif.

Pour les obtenir, il suffit de former le déterminant fonctionnel A
des équations (50) et de résoudre I’équation

S(A)=o,

obtenue en éliminant ¢, ¢,, ..., t, entre les équations (50) et
’équation algébrique de degré penAet p(n—1)ent

A(X, tyy gy oooy Ep) =o0.

La regle de Fouret (') donne une limite supérieure du nombre
des valeurs singuliéres.

Remarquons encore que pour n > 1, les solutions holomorphes
autour de A= o ne sont pas des fonctions entiéres de X\, les
ordres de grandeur des deux membres de 'équation (46) n’étant
pas, en général, égaux pour ¢ infiniment grand.

(V) Bulletin de la Société mathématique de France, t. 11, p. 127.
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On peut donc énoncer les conclusions suivantes :

1° Toute solution de l’équation intégrale algébrique (46),
dans laquelle le noyau a la forme (45), est une fonction algé-
brique de \.

2° Autour de A = o, une solution et une seule est holomorphe;
elle s’annule pour \ = o. Toutes les autres branches ont A = o
comme pdle ou point de ramification d’ordre négatif.

3° Pour A 3£ 0, l'équation (46) admet en général et au plus
n? solutions de la forme

o(z) =Xy (z)ty(A) +...+ Xp(2) tp(N) + f(2).

4° Toutes ces solutions n’admettent comme points singuliers
A#Z o que des points critiques de deuxiéme ordre, c’est-d-dire
qu'autour de toute solution limite ou de croisement o,(x, \)
il y a biramification.

5° Sy n>1, toute solution, holomorphe autour de lorigine,
admet au moins un point de ramification dans le plan de la
variable complexe )..

17. Cas de p = . — Si le noyau de I'équation intégrale (46)
a la forme
(51) K(z, ) =Y, Xu(@) V(7).

i=1

en employant le méme procédé (), nous ramenons la résolution
de cette équation a celle d’un systéme adjoint d’équations impli-
cites en nombre infini et & une infinité d’inconnues

(532) = ANS;(tyy tay oy limy o-.) (i=1,2, ..., ®),

les S; étant des polynomes de degré n par rapport a chacune des
lettres ¢.
M. R. d’Adhémar (%), en prenant pour simplifier le cas de

() G. BRATU, Sur l’équation intégrale exponentielle (C. R. Acad. Sc., t. CLII,
18 avril 1911, p. 1048).

(2) Les fonctions implicites en nombre infini et U’équation intégrale non
linéaire (Bull. Soc. math., 1908, p. 195).



— 130 —

I'équation intégrale de deuziéme degré

¢ (z) + lf [2 Xsz]«?*(y) dy = f(z),

i=1

et en employant la méthode des approximations successives de
M. Picard, a démontré que cette équation admet une solution
holomorphe autour de X = o.

Nous I'avons démontré au paragraphe 3, dans un cas plus
général, 4 I'aide des majorantes.

18. Equations intégrales de deuxiéme degré. — Prenons
Péquation
1
(53) w(@) =2 [ Kz, 7) g2 () dy + /(@)
0

dans laquelle K (z, y) et f(z) sont des fonctions connues et inté-
grables.

Si f(x)7£ 0 pour oSz <1, on peut toujours ramener cette
équation a la forme

1
(59) 2(@) =) [ K(z,3)9:(r)dy+1,
et en posant
‘ oy
(55) So=[ K@ »eNdy (5=30,
[}

on a la suite des approximations successives

Po=1,
(p,:[-—&-)\s,
2 =1+ AS + 2A2SS + A3 582,

En général,
(56) on=1+ a1 A+ asM~+...+ ap M+ R, =P, + Ry,

les a étant des fonctions de z et R, un polynome en A de degré
2" — 1, contenant \**! en facteur.

Dans toutes les fonctions ©;, pour i > n, le groupe des termes
de degré au plus égal a n en \ est le polynome P, de ¢,.

La proposition est visiblement vraie pour n =1, 2, 3. Sup-
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posons-la vraie jusqu’a n, on a alors
Pns13=1+ AS(P,+ R,)?,
et, puisque par hypothése,
(57) P,= P, 1+ anlr,
on peut écrire
Pn1 =1+ AS(Pp—y+ a, A2+ R,)2.

Par suite, tous les termes de ¢, de degré au plus égal a n
en X se trouventdans 'expression ASP?_ ; mais ceux-ci sont préci-
sément les termes de degré au plus égal & n dans o,.

Quant aux termes en \**! de @, ce sont ceux de A\SPZ. On

les obtient tous en faisant I'opération AS sur la somme des pro-

duits
Ap X1+ Qp181—+...+A1Qp_y+1X ap

des coefficients des termes équidistants des extrémes dans le
polynome P,.

La solution de l’équation intégrale (54) est donc donnée par
le développement
(58) ¢(@, \) = 1+ AS ~+ 2A2SS -+ A3(§SSS + SS?) +...
uniformément convergent pour A\ suffisamment petit et
oSz<t.

Si le noyau K (z,y) est réel et positif pour z et y compris
entre o et 1, tous les coefficients de la série (58) sont réels et
positifs, et 'on sait que le premier point singulier de ce dévelop-
pement est sur !’axe réel du c6té des X positifs (*).

19. Dans le cas de f(z) quelconque, on trouve la solution
(59) o(2, M) =f(x)+arh+ a2 4. ..+ a, A\ +...
avec
1
a= [ K@ fr(r)dy =572
0
as= 2S(fo’),

...... D )

(') J. HADAMARD, La serie de Taylor et son prolongement analytique (Col-
lection Scientia).
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et en général
a, = S(a,,_,f—l— Ap—-2ay—+.. .+fa,,_,),

comme on voit aussi par identification, en cherchant i satisfaire
& I'équation (53) par un développement de la forme (59).

EQUATIONS INTEGRALES TRANSCENDANTES.

20. Equation exponentielle. — Si dans 'équation (12) (§ 6)
nous supposons
Fly, o(y)] =2,

on a I'équation transcendante

1
(60) qa(.z'):lf K(z, y) e?0) dy + f(=),
[
que nous appelons équation intégrale exponentielle.
21. Pour K(z,»)=1 et f(x)=o0, cette équation prend la
forme élémentaire '

1
(61) (p(.‘t‘):)\f 9 dy.
0

Par suite, ¢ est fonction de A seul et 'on a
(62) ¢ = A e?.

En construisant cette courbe, on voit que pour chaque valeur
réelle et négatice de A, I'équation (61) admet une seule solution

, N . . .. I
réelle. Pour %> o0, il y a deux régions distinctes : pour A < =
v, . » . ’ - 1
I'équation (61) admet deux solutions réelles; pour ). = > ona la
. . . 1 . .
solution limite ¢, =1; pour A > = les deux solutions deviennent
imaginaires.
. 1 .
Pour toute valeur de A £ = la solution ¢ est holomorphe en .
N 1 . . .
Autour de A = =, il y a ramification.
e 8, y a f

On vérifie facilement le théoréme de Schmidt. La fonction
déterminante étant dans ce cas

D(A) =1—e,
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A= . est bien une constante caracteristique du noyau

K(=, y) Fé’: = eP1=e.
22. Considérons maintenant I’équation
1
(63) <p(w)=xf A(z)B(y)e? dy,
0

les fonctions données A (), B(y) étant réelles et intégrables.
En posant
1
t= A [ B(y) e?) dy,

Jo
la méthode des constantes indéterminées donne
(64) ¢(z)=1tA(x)

avec I'équation adjointe
1
(65) z=xf B(y)etAy) dy = AL(¢).
[}

Si A(x)=B(x) (noyau symétrique), on a L'> o0, L”> 0 et
les fonctions L et L” s’annulent pour une seule valeur réelle de t.
Soit L(t) = o, L’(§) = o, et supposons pour fixer les idées

1
=<8, L(o)=f A(y)dy >o.
)

La courbe représentée par 1'équation (65) admet, dans ce cas,
deux asymptotes {=< et A=o. En prenant ¢ pour abscisse,
A croit de 0 & -+ o pour — w0 < t < 1; pour ¢t >1, A croit de — oo,
s’annule pour ¢ = o, passe par un maximum A, pour t =1¢,> o et
décroit ensuite jusqu’a o pour £> ¢,.

Par suite, 'équation exponentielle (63), avec A = B, admet

Pour ) < o, une seule solution réelle;

Pour oSh <\, trois solutions réelles;

Pour ). >, une seule solution réelle.

Pour ) =,, il y a une solution réguliére en X et une solution
limite de biramification.

Si A (z) B(x), toutes les valeurs ¢; qui rendent A maximum
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ou minimum sont données par les racines de I’équation
1
166) f B(y)[tA(y)—1] etA) dy = o.
0

Soit A; la valeur de A correspondant & t =¢;. Si L(o)3 o0 et
S1Ty, T, ..., Tp sont les zéros réels de L(t), la courbe (65) adnet
les asymptotes A—o et t=r1;({=1,2,...,p). A s'annule pour
t=0, —o et +oc, et en supposant le plan divisé en plusieurs
régions par les asymptotes t = 7y, la courbe reste du méme cdté
de l'axe des t dans chacune de ces régions, sauf dans celle qui
contient l'origine.

D’ou les conclusions suivantes :

Pour \voisin de zéro!’équation intégrale exponentielle (63)
admet une solution et une seule s’annulant avec ). ; .

Pour \ # o, cette équation a en général plusieurs solutions

e (), 02(x), ..., op(x), toutes de la forme t(X) A(x).
" Pour les valeurs singuliéres \=1>,;, on a des solutions limites.
Si A=\ est un mazimum de P'ordonnée de la courbe (65),
lorsque A, en croissant, passe par la valeur };, le nombre de solu-
tions réelles de I'équation (63) diminue de deux unités, deux de
ces solutions se confondant en une seule pour A = A; et devenant
imaginaires pour A>>);,. Au contraire, si A; est un minimum,
lorsque A passe par; en croissant, le nombre des solutions réelles
de l'équation (63) augmente de deux unités.

Pour A==, on a une autre espéce de solutions limites
o =1;A(x).

Si L(o) =0, on peut avoir L/(0) =o0 ou L'(0) >~ 0. Dans les
deux cas il existe un nombre positif &, tel que pour —h <A<+ h
I'équation (63) n’admet aucune solution réelle (sauf ¢ = o pour

)\—'——0).

23. La méme méthode permet de résoudre I’équation intégrale
non linéaire

1
¢(@) =xf A(2)B(») Fle(»)]dy,
[ ]

dans laquelle F est une fonction entiére de ¢. La solution est

#(@) = t(}) A(w),
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t(7) étant la fonction implicite définie par 'équation adjointe

‘= x[ B(y)F[tA(y)]dy.

24. Noyau de M. Goursat. — Soit 'équation intégrale trans-
cendante
L P
6 (2) =\ Ai(z)Bi(y) F dy,
(67) #(@) =1 [ A B Pl

dans laquelle F (o) est une fonction entiére en ¢. En posant
1
173 A = )‘ B ( F ( d 'y
(%) fo 1) Fle(r)]d)

on trouve comme solution I'expression
I]

(68) 2(2) = 3 t:(M) Ai(2),

i=1
les fonctions ¢; étant définies par le systéme adjoint

1
(69) ; ti= xf Bi(3) FIA () ti+ As()tat. . .+ Ap(3)tp] dy
[)
(i=1, 2, -.~7P),

dans lequel les seconds membres sont des séries entiéres, a coef-
ficients constants, en &y, £, ..., Lp.
Si Pon pose

1
(70) cu=f Bi(y) A; () Fo(Arty+ Asta ...+ Aptp) dy,
0

le déterminant fonctionnel du systéme (69) est

)\C“—l RC12 oo AC”,
&1 po| Mo Mmmro M
)\Cpll )Cpg “ee )\Cpp—l
Les équations (69) sont vérifiées pour A= t, = ty=...=tp,=o0

et pour ces valeurs on a D = (—1)?. Ces équations admettent



— 136 —
donc un systéme de solutions
ty=t,(}), ta= ty(\), Leey tp=t,(\)
holomorphes en A autour de l'origine et s'annulant avec A.

Dans le méme domaine de A, 'équation intégrale (67) admet la
solution réguliére et nulle pour h=o:

(72) o(x) = 41(N) Ay () + ta(A) A (@) +.. .+ £, (M) Ap(2).

En général, si pour a =,, le systéme (6¢9) admet les solutions
0,83, ..., t) et si le jacobien D (A, ty,ty,...,¢p) est différent de
zéro pour ces valeurs, 'équation intégrale (67 ) admet une solution
réguliére autour de A, et se réduisant en ce point &

o(®) = A(z) +t) Ao(z) +...+ L Ap(2).

En éliminant ¢, s, ..., t, entre les équations (6g) et (71),
on obtient une équation en A donnant toutes les valeurs singu-
liéres.

23. Nouvelle forme du jacobien (71). — En posant

(73) X;= By, Y; = A[F%(Alt‘—l— Agla—+...4+ Apty),

les fonctions C;; prennent la forme
1
Cij =f X:Y,dy,
0

et, d’aprés un calcul développé par M. Goursat (') dans le cas de
I'équation de Fredholm, le déterminant (71) devient

4 1 1
O (— )Py
D=Z_T£ ..-/o\ A.,dxldz'g.../dw-,,

v=0
A, étant un déterminant d’ordre v, dont la premiére colonne est
formée par les éléments
X1($‘|) Y,(xi) +XQ(Z‘1)YQ(1‘1) o pRI XV(.Z“) Yv(x1)’
(74) Xi(zs) Yi(2y) + X (22) Yo (21) 4. ..+ Xy(22) Yy (21),

Xy (2y) Yi(zy) + Xo(2y) Ya(21) +. ..+ Xy(2y) Yy(2)),

(') E. Goursat, Sur un cas élémentaire de l’équation de Fredholm (Bull.
Soc. math., t. XXXV, 1907, p. 163).
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et les autres colonnes s'en déduisent en remplacant dans les fonc-
tions Y; la variable z, par z,, z;, ..., 2.

D’apreés la forme (73) des fonctions Y;, on remarque que, dans
la colonne de rang ¢ du déterminant A,, on peut mettre en facteur
Pexpression

FolAi(@:)t1+ Ag(2:)ta—+. . .+ Ap(2:)2)]

et en employant la notation abrégée de M. Fredholm, on peut
écrire

Lyy Loy o0ey T
AV=K< b v>HFqg[Ai(z‘,)t,—i-...—!—A,,(r,)t,,]

T1y Loy «oey T i1
En tenant compte de la formule (68), le jacobien (71) devient
donc

(75) D(}, th Ly, ey tp)

1
Ly Ty eany
E_p‘/ e K IlF Nld {Tye
( I) / .,/0‘ (l‘hz‘zy -,1‘v> 3[?(1‘) Py

v=0

Cette expression n’est que le déterminant de Fredholm corres-
pondant au noyau K(z,y)Fy[o(y)]. On voit ainsi que le théo-
réme de M. Schmidt pour l’equatlon intégrale transcendante (67)
se réduit au théoréme classique appliqué au systéme adjoint
de fonctions implicites (69).

EQUATIONS INTEGRALES DEDUITES DES EQUATIONS DIFFERENTIELLES.

26. Considérons 'équation différentielle

(76) 3{—*—)\”_0,
ou A est une constante positive et proposons-nous de trouver la
solution y (z) satisfaisant aux conditions y (0) = o, y'(0) = m > o.
Nous allons trouver que cette solution, nulle pour z = o, s'‘annule
pour une seconde valeur x = b > o. '

" Au lieu des conditions initiales y (o) = 0, y'(0) = m, on peut
se donner y (o) = o et ¥ (b) = o. Sous cette forme (') le probl¢me

(1) E. PicARD, Traité d’Analyse, t. 111, 1908, p. 100. — S. SANIELEVICI, T/hése
de Doctorat, Paris, 1908.
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revient & la recherche des solutions de l’équation intégrale
exponentielle

b
(77) y(@)=2 f Gz, §) er® d,

dans laquelle b est un nombre positif donné et G(z,§) désigne
la fonction de Green :

(b—=z)({—a)

G(Z‘,E).: b—a pour § < =,
(78)
G(z, t) = (_Iz%w?;—_a) pour § > .

27. En multipliant I'équation différentielle (76) par 2 % et en

intégrant entre o et x, avec les conditions y (o) = o et /(o) = m,
nous obtenons

<Z—:>2— mr—+ 2 (e¥—1)=o,
d’ou
dy 2
(79) o == y/m2— 2k(er—1).

Si lon veut avoir la solution qui commence par étre positive
pour £ > o, on doit prendre le signe +- devant le radical.
En posant alors

2
(80) t=1+%:
on a
Y vi—e,
d’ott
! Yo dy
(81 xr = -———-f .
) V‘Z)\ 0 \/‘—Bf
\ y \ W Aty .
Comme, d’aprés (76), Tos est négatif, la courbe y = y(z)

tourne sa concavité vers les y négatifs. La fonction y croit jusqu’a
la valeur maximum

(82) y =logy,

ot elle arrive effectivement pour

logt
(83) == —— [ dy
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En posant e? = u, on voit que

I ‘' du
T = —= —
Vahdy uyt—u
est une quantité finie.
Pour z > x,, y décroit et 'on doit prendre le signe — devant
le radical dans la formule (79). La courbe est symétrique par
rapport & la droite x = x, et y redevient nul pour

(84) x=b=‘/)3—\‘/‘d.#ufu.

L’équation fonctionnelle (81) définit donc la solution y(x)
de Uéquation (76) qui reste positive entre o et b et s’annule
auzx extrémités de cet intervalle.

La formule (84) donne & en fonction de ¢ (ou de m) et de A.
En posant t — u = ¢2, nous trouvons

2 = de ﬂ—}—\/l—l
b:\/ifo 2% \/ log L=t

ou encore
(85) b= z\/%,log[ﬁ+ Vi=il

Pour t =1 (m =o0),ona b=o.
Pour ¢ >1, comme u?> 2 (u —1) et, comme pour u21,

ona
Sy S
2 “Vah Va—oi—w Vs
et la formule (84) donne

(86) b<
4N
Pour t =0 (m =), ona b=o.
Par suite, lorsque le coefficient angulaire m varie entre o
et + o, b passe par un maximum.
XLIL 10
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28. Considérons maintenant 1'équation linéaire (*)

dry
(87) gz TRy =0

T Y . . . ,
et posons b, = i Cette équation admet, comme intégrale nulle

en o el en b et positive ou nulle pour o <<z << b,la solution y = o
pour b b, et y = sin(xﬁ) pour b =10,.

En comparant 'équation linéaire (87) avec I’équation exponen-
tielle (76), 'inégalité (86) donne b << b,.

29. Reprenons la formule (85) et soit B le maximum de b.
On a
P vz log(VE+ vVt —1)
Vi vt

- 7).

Pour t =1, on a b, = .

et

SIS

(88)

Pour ¢ > 1, b, est positif tant qu'on a

(89) 'e(t)=\/

Or la fonction 9 (t), nulle pour ¢ =1, croit avec ¢t pour ¢ >1,
3,2760..., on a o(z) =1, b,=o. Pour t >+,
b, est négatif et pour £ = + o0, on a de nouveau b, = o.

l;)g<\/f+ Vi—1) <1

t—1
t

et, pour { =7 -=

Pour ¢ = =, b passe par un maximum

/
(90) =, h=1,8743....

VA
Pour b =8, le coefficient angulaire de la tangente & l'origine

est w=2,1338... \/i

30. Soit A =1. Pour m <, la courbe y = y () part de l'ori-
gine, présente un maximum ) = log ¢ et vient couper de nouveau

I'axe des z en un point B d’abscisse & << 3. Lorque m croit, ¢, b

(') E. PicARD, Traité d’Analyse, 2* édition, t. III, p. 114.
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et ordonnée maximum de la courbe croissent; le point B, sur
Vaxe des z, s’approche du point B, d’abscisse 3.

Pour m =y, B est en B,. Pour m > ., 'ordonnée maximum de
la courbe croit toujours, mais b diminue; le point B revient vers
Porigine.

Nous retrouvons donc, aprés M. Picard ('), comme nombre des
solutions de I'équation différentielle (76) s’annulant en z=o
etrxr==0: k

Pour b << B, deux solutions C,, Cy;

Pour b = 3, une seule solution C;

Pour b>> B3, aucune solution.

Lorsque B tend vers B, les deux solutions C,, C, tendent vers
la solution limite C.

31. Si nous supposons b comme donné et A variable, pour
chaque valeur de A, les formules (85) et (go) déterminent les
quantités ¢ et 3. Posons

h
> ou —_— =
) Vi
En comparant les formules (go) et g1) et en tenant compte des
conclusions du paragraphe précédent, on voit que :

(9v) A=

@l}‘
)

1° Si A <<y, on a b<< B et I'équation différentielle (76) admet
deux solutions s'annulant pour z = o et z = b;

2° Si A =1X\,, les deux solutions se confondent;

3° SiA>A;, on a 3<<b et 'équation (76) n’admet plus de
solution s’annulant en o et b.

On en déduit pour [’équation intégrale exponenticlle (77)

P
y@ =t [ Gl b e d;
0
les conclusions suivantes :
1° Pour chaque valeur de \ comprise entre o et

(1,8745...)?

M b2

(') Sur certains exemples singuliers d’approximations successives (C. R.
Acad. Sc., t. CXXVI, 14 février 1898, p. 497).
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cette équation a deux solutions réelles et distinctes. Ces
courbes G, et C,, de forme parabolique, tournent leur concavité
vers les y négatifs et passent par les points z=o0 et £ =105 de
Paxe des x.

2° Lorsque A tend vers A,, ces deux courbes tendent vers une
position limite C comprise entre C, et C,.

3° Pour A=A, on a la solution limite C.

4° Pour \>h,, l’équation intégrale n’admet plus de solu-
tion réelle.



