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SUR LA CROISSANCE DU MODULE MAXIMUM DES SÉRIES ENTIÈRES ;

PAR M. G. VALIRON.

Nous considérerons dans ce qui suit une série entière de rayon
de convergence fini et non nul; nous supposerons ce rayon égal
à un ainsi que le terme constant, ce qui ne nuira pas à la généra-
lité. Soit

(0 f(^)=^an^n

cette série, nous posons

| an \ = A,» === e8n,

de sorte que Pon a

(2) Hm ̂  = o.
n==« n

Nous désignerons parM(r) le maximum du module de f{z)
pour | z 1 == r et par m(r) le module du terme (ou des termes)
dont le module est pour [ z \ = r supérieur (ou supérieur ou égal)
à celui des autres, et nous appellerons ce terme (ou Pun quel-
conque de ces termes) terme maximum. La relation entre les
fonctions M (r) et m(r) pour les valeurs de r voisines de un a été
étudiée par M. Borel (*) , qui montre, en prenant pour A^ une
fonction de n à croissance régulière, et en supposant que Pon ait

<ï/»=An, lim .—n- ==
n=» log/i

que m(r) et M(r) sont du même ordre de grandeur, en ce sens
que Pon a

(3) li,n;°gM^,.
rsllog//^)

( * ) BOREL, Leçons sur les séries à termes positifs, Cliap, V.
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Dans un récent Mémoire ( * ) , M. Wiman a obtenu des résultats
très précis, mais (Tune nature différente; il montre en particulier
que, sous la seule condition

( 4 ) îï^n10^^
71=00 i0g7l î

on a
,. logM(/ ')( :>) lim --°—L7 = = i .
T^ï logw(^)

Lorsque la condition (4) est remplacée par des conditions
moins générales, la méthode de M. Wiman conduit à des égalités
plus précises que (5), mais qui, elles aussi, ne sont valables que
pour une suite infinie de valeurs tendant vers un. Je me propose
de montrer dans ce qui suit que la méthode que j^ai employée
pour les fonctions entières (2) peut donner aussi, dans le cas de»
séries entières, des résultats assez précis, valables pour toutes les
valeurs de r voisines de un. Je montrerai notamment que, lorsque
l'un des nombres

fi^ !°̂ 1 ou ÏÏÏn ̂ ^r}

n==oo log/A ,.=i I

^T^

est fini et différent de zéro, il existe un nombre fini k tel que Pon
ait Pinégalité

M(r)</n(r)^J (r> /-o).

Dans le cas plus particulier où M(r) vérifie à la fois la condition
précédente et la condition

(C) li.n10^^^

"'log^

Inégalité (3) se trouvera réalisée; on obtient ainsi une classe de
fonctions pour lesquelles la croissance de M(r) considérée comme

( 1 ) WIMAN, Ueber dem Zusammenhang zwischen dem Maximalbetrage einer
analytischen Funktion und dem grôssten Gliede der zugehôrigen Taylorschen
Peihe (Acta mathematica, t. XXXVII, p. 3o5).

(2) Voir VALIRON, Sur les fonctions entières d f ordre fini et d'ordre nul
{Annales de la Faculté de Toulouse, iQiS).
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fonction de y-^ est assez comparable à celle du module maximum

d'une fonction entière d'ordre fini; pour cette classe de fonctions,
les calculs seront semblables à ceux que l'on fait pour les fonc-
tions entières; j'indiquerai, par exemple, les conditions néces-
saires et suffisantes auxquelles doivent satisfaire les nombres a,,
pour que l'on ait

^
logM(r)~ ——-—^.

Lorsque M(r) croît plus vite que dans les cas considérés ci-
dessus, les inégalités sont moins simples; mais, en faisant une
hypothèse assez large, je montrerai que l'on a

(7) M(r)<w(/')[logm(/-Vp-+-£^ (i),

sauf peut-être dans des intervalles exceptionnels, la longueur
totale de ceux de ces intervalles qui sont compris entre x et i
étant infiniment petite par rapport a i — x.

i. Pour obtenir le terme maximum de la série (i) pour \z\ == /',
nous devons chercher le maximum de

^n -+- n log r == gn — n log - •

Marquons dans le plan xOy les points B^(/î, ̂ ). Le coefficient
angulaire des droites OB,, tend vers zéro lorsque n croît indéfini-
ment [condition (2)]; il y a donc un nombre fini de points în au-
dessus de la droite OXr passant par l'origine et de coefficient

angulaire égal à log^, et par suite, parmi les points B,,, il y en a

un ou plusieurs ayant par rapport aux axes OX^, Oy une ordonnée
supérieure ou égale à celle des autres. Ce point (ou l'un de ces
points) donne le terme maximum, et la parallèle D,. à la droite OX,.
passant par ce point (ou ces points) laisse tous les autres points B,<
au-dessous d'elle. Lorsque r croîtra de o à ï , la droite D^ enve-
loppera un polygone de Newton n tournant sa concavité vers le
bas, ayant pour sommets certains des points B^ et laissant les

( l) Dans tout ce travaille désignerai par e(.r) toute fonction positive de la
variable positive a*, qui tend vers zéro lorsque x tend vers un.
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autres sur ses côtés ou au-dessous d'eux. Ce polygone TC peut avoir
un nombre fini de côtés; il faut et il suffit pour cela que Pun des
nombres gn soit supérieur ou égal à tous les autres ; si n^ est son
rang, on a alors

M(r)<m(r)-^

w(r) restant d^ailleurs fini, nous laisserons ce cas de côté. Nous
désignerons par Gn Pordonnée du point du polygone ^ dont Pab-
scisse est n\ on a

^n^Gn

quel que soit n^ Inégalité ayant lieu pour les sommets du poly-
gone TC. La suite des nombres G,, ne va pas en décroissant, elle
peut avoir une limite G ; on aura alors

M(r)<m(r) el

i — r

inégalité qui ne présente pas plus d^intérêt que la précédente.
Nous supposons donc que Pon ait

linri gn= lim Gn = oc,
/î=00

et nous poserons
G,(-(-I — G,( = logr,»-+-i,

ce qui donne, Oo étant égal à un,

^n=:nr2.../',/.

Les nombres r,» ne croissent pas lorsque n croît et tendent
vers un', Pun d^eux, /^, est le rapport du coefficient du terme de
rang n 4- i nu coefficient du terme de rang n dans la série

dont le maximum da module majore celui de f{z) et celui de la
série SA»^", et qui possède, pour chaque valeur de r, un terme
maximum de même valeur et de même rang que ces deux séries;
nous appellerons rn rapport rectifié de A,,^( à A^. Nous désigne-
rons par n ( x ) le rang du terme maximum pour | z \ == x (ou, plus
exactement, le rang du terme maximum de plus haut rang); n (x) est
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déterminé par les inégalités

rn^x^i^i'n'x, ^^,^^,^

et l'on voit immédiatement que Pon a

W Iogm(r)= f'nÇx)^.
^ x

2. On a évidemment

7ï== —

M(r)<V^r/*
»=o

[ /»=,o -,

</n(r) ^i-+-^r/,./^^...r^^/^j
/.=o J

[ ^ 1
<w(/-) n^-^^rr^Y

o J

sous la seule condition que rr^ soit plus petit que un^ ce qui
exige que n^ soit supérieur à /i(r). Nous obtenons donc l'iné-
galité

M(r)<m(r)Li4--——!——1 <r/^<i).
l. 1 — / / ^ J

La quantité entre crochets est supérieure à —!—, ce qui est bien

conforme à la nature des choses; d'ailleurs, dans le cas qui nous
occupera et où l'on aura l'égalité(5), /^ sera^ tout au moins pour

certaines valeurs de r, supérieur a ——• Nous écrirons l'inéga-

lité obtenue ci-dessus sous une autre forme, soit r^ un n3mbre
supérieur à r; pour

^i== / t ( / - ' ) -+- i ,
on aura

^^TT;
donc

(9) M(/-)<m(r) \n ( r 1 ) -+- i -h ——^ 1 (r</-'<i).

L '"^J
C'est cette inégalité que nous emploierons en prenant pour r ' une
fonction de r convenablement choisie,

XLIV,
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3. Nous examinerons rapidement le Cas où Poa a

(10) îiïn -^- =E;
v / n=«.log7l

les points B^ sont à partir (Tune valeur 7lo(£) ^ /l au-dessous de
la courbe

y= (E4-e)Iog.r,

dont la concavité est tournée vers le bas; le polygone TC se trouve
donc à partir de Pun de ses sommets au-dessous de cette courbe,
et cela si petit que soit s; on a donc, puisque gn^Qni

(10') iTm-î^-^E.v ,/=ooiogn

Inversement (10') entraîne Pégalité (10). De Pégalité (10') on tire,
en remplaçant G,, par n logr^ qui est inférieur,

JmL(^^I)i^n£EÎ

c^esl-à-dire
^n(r)(^r)^

^S—1—

La formule (9), dans laquelle on prendra r '===r+ —————»
lo§i^7.

âohnera Pîtiêgalîtê
E[i^t<r)]hïg——

(n) M(n)<m(r)—————^^—————,

qui est la plus précise qive Pon puisse obtenir lorsqu^on fait la
s^nlè'hypothèse (10).'En effet, prenons les sommets du polygone -îî
sur la courbey==Eloga*, ces sommets correspondant à une suite
de valeurs TI|, 7^, ..., rip^ ... de n liées par la relation

i^ios^=,;
p==» iog^

si Pon prend alors

on aura
8n == G/»,

Ï?[l-6(^)]log————

M(^>m(r) ————————————, r= ——.
l—r rny

Mais, d^autre part, si, le polygone -îrétant le même que dans ïe ^as
particulier précédent, on prend gn === o, sauf pour les sohimets, on
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verra bien facilement que l'on aura

M(r) === hm(r),

A restant fini lorsque 7-tend vers un', comme m ( r } est infériear

[ V ~l E
à (i 4- s) __ f on voit que Perdre de grandeur de M(/') par
rapport à m (r) est mal déterminé et dépend non seulement de la
fonction w(r) , mais de tous les coefficients a,,. Ce n'est donc
qu'en faisant des hypothèses sur la forme du polygone TC ou, ce
qui revient au même, sur la croissance de m (r), que l'on pourrait
arriver à une inégalité plus précise que (i i).

Les difficultés seraient encore plu-s grandes si l'on supposait
que E fût nul; nous laisserons ces cas de coté et supposerons
dorénavant que les conditions équivalentes

i-— gn 7-— GH .-— lo^Mf/ ')
l i t i» ——— = hm -——— = oc, lini ————-— = ao

n=,olog/l n=<olog/l ^h 1
0? i — r

sont réalisées.

4. Nous supposerons d'abord que l'on ait

(12) iïnT ̂ s^ === D ( o < D < i ) .
71= «O lu^/t v '

On montrera comme ,plus haut que celte, condition est éguivp-
lente a

<r2') ÏÏnîl^^D;
TO==« lOg/l

en remplaçant dans (12') Gn par zilogr,,, qui est inférieur, on volt
que l'on aura

iÏ^I^L^D^D-i
n=» logTil

et en passant de nouveau de r,, à G,, on voit que D '===D_r
(i^ ' ) entraîne donc Pégalité

(13) Î^IF^^D-I./,=„ log^i

L'égalité (î3) s'écrit aussi sous la fonne

-l̂ ii-L»
n(x)^(i-x) • ^-^

et par suite, en prenant dans rinégalité (9)

r^r^ni-ir) ('À>i),
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on aura l'inégalité
1 ->-£!/•)

( i 4 ) M ( r ) < m ( / ' ) n — r ) ~ 1-1* .

On montrera comme plus haut que l'inégalité ( ï4) est la plus
précise que l'on puisse obtenir lorsqu'on fait la seule hypo-
thèse (12), c'est-à-dire qu'il existe des fonctions dont les coeffi-
cients vérifient l'égalité (12) et pour lesquelles on a

M(/-)>m(r)(i-r) 1 - 1 *

pour une infinité de valeurs de r tendant vers un.
L'inégalité ( i4) est analogue à celle que l'on obtient dans le

cas des fonctions entières d'ordre fini; on a d'ailleurs, évi-
demment,

—— \oîr•^rï^( f) D
<i5') hni—————==-——-

y=l . _l ' — *^I O < T —————e i — r
et, par suite, l'égalité

05) THn10^^--0-— Dlog^^

qui, réciproquement, entraîne l'égalité (12), comme on le voit par
un calcul facile* Les fonctions que nous considérons sont donc
celles pour lesquelles M(r) est majoré par le module maximum
d'une fonction entière d'ordre fini (et ne peut l'être par le maxi-
mum du module d'une fonction entière d'ordre nul). Pour ces
fonctions on a l'inégalité ( i4 ) î d'où l'on déduit, au moyen de (i3'),
l'inégalité

M^Xw^l logm^)] 1) ,

valable pour une infinité de valeur» de r ayant pour limite un,
mais l'inégalité ( i4) ne conduit plus à l'égalité (3) comme dans
le cas des fonctions entières, puisqu'il n'est pas certain que
l'on ait

,. logm(r)
(16) lim ——— == oc.». —-1 . i

log———e i — r

On peut d'ailleurs construire effectivement des fonctions pour
lesquelles Pégalité (3) n^est pas vérifiée; construisons, par
exemple, le polygone v. de la façon suivante : traçons la courbe(C)

y^x-*- (a<i)



et la courbe (G')
— ^3 —

y= jàloga-;

prenons B( sur (G) et menons par ce point la tangente a (G')
ayant un coefficient angulaire positif; ce sera le second côté de T:y
le second sommet situé sur ce côté étant le premier point B,, situé
au-dessus ou sur (G). Par B,̂  nous menons la deuxième tangente
à (G'); ce sera le troisième côté de T:, le second sommet situé sur
ce côté étant le premier point B^ situé au-dessus de (G), et ainsi
de suite. On voit alors immédiatement que Pon a

w(^)= (,——r^r-^ r= /^ 1^)1==^)»

et

m(r) = eÂl-r^r•(r), r = e-̂ ,, h(r) | = e(r).

a,̂  étant le coefficient angulaire d^une tangente à (G) menée
par B^ . Les valeurs e""""/* sont donc parmi celles donnant lieu à
Fégalité (i5), tandis qu^un calcul facile montre que, si Fon
prend gn === G^, on a, pour r == r^,

M ( r ) = w ( r ) .
(l~r)

et, par suite,

i-t-^—ïti-t-ïKrn
M(r)=[m(r)] P , |^(r)|=e(r).

On voit également que si Fon prend ^,,=o, sauf pour le^
valeurs rip^ on aura

M ( r ) = A m ( r ) ,

h restant fini. Ainsi, lorsque Pégalité (i 6) n^est pas réalisée, la
correspondance entre M(r) et w(r ) peut être compliquée et
dépendre d^autres éléments" que de ceux qui déterminent m(r).
Li condition (16) est d^ailleurs une condition nécessaire pour que
Pégalité (3) ait lieu pour toutes les séries entières ayant m(r)
pour terme maximum, car il est bien évident que, si Fon.
prend gn~===- G^, on aura pour toute valeur de r

m(r)>m(r)———

et, par suite, Inégalité (3) ne peut avoir lieu que si (16) n^est pas^
réalisée. Dans le cas actuel, cette condition nécessaire est suffi-
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santé; elle entraîne l'égalité (6), qui exige que l'on ait

(17) lim0^^»./ / n=«log/i

Réciproquement, cette égalité (17) entraîne Inégalité (16) et, par
suite, régalîté (3).

S. Pour les fonctions satisfaisant aux conditions (17) et (12)
ou (6) et (i5), la relation entre M(r) et ^(r), c'est-à-dire
entre M(r) et la fonction /i(r), est la même que dans le cas des
fonctions entières ; on. a

(8') logM(/') ~ logw(r) ~ I n(x
^o

logM(/') ~ logw(r) ~ I n(x)dx\
^•o

on pourra donc résoudre les mêmes problèmes, et en particulier
le problème qui consiste à déduire d'une valeur approchée
de logM(r) les propriétés des coefficients an. Cherchons, par
exemple, les conditions pour que l'on ait

(l8) IogM(r)~À-—— î

(i-,•/•'

on aura, d'après (8'),
/ i\ / ^ ^ A - h 6 A — £/i(r')(r—r')=

-(i-/^ (i-r'/-
(r'<r, £>o).

A — £< A -+- £

-(^(—^rr-^-o^^
La première de ces inégalités donne

. , . . , (A - ( - £U" 2£

"^)^^T-^-(7^7-JI7=^7. ('•'<'••<'-);

en preaant

oa aura
^=,'—/c(i-r),,

'^^- ^
En opérant de même avec la deuxième inégalité, on aura

AA-n(r)
<i-r)^i

ou encore
AÂ-

(r^-i^iî
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il résulte de cette égalité que Von aura

^(l-t-S).^ ^n

quelque petit que soit e, pourvu que n soit assez grand; on
a donc

gn=Gn

pour une suite de valeurs de n : TI|, n^ ..., iip^ ... telles que

lim ^-i^i.
JT) = • ï^f

On a, d^autre part,

Gn == (i^r^ — / l }0^ 1 'Î 1 = ̂ ^

AÂ'-+-in' . ,, ,
n =(^-7)^' 1 7 i •=ïe^

ce qui donne
4 /n\A~FT

G,^(r4-À:)AÂ^I(^ ,

condition qui entraîne, d^ailleurs, l'égalité (18). On obtient ainsi
le résultat suivant : la condition nécessaire et suffisante peur
que Con ait F égalité (18) est que

k

logA^^i+eKi+^A^^y'"1, n>^o(e);
A

logA. > (1-6^(1 ̂ )A^(^y^, lim^U^i, Ums^o.
\ A / /^=«B /*/» p=9B

6. Lorsque les coefficients Oa satisfont à la condition (4) et à
l'égalité

——log^ •7-^-logG,,li m -;—— == IMII -^-—— == o,
n=« 10g7l „=» log/l

la formule (9) conduira à ^inégalité

M ( r) < m(r) (i — r)-l*-»-e^l,

qui est évidemment liplus précise que l^on puisse obtenir.
Les fonctions de cette catégorie ont une croissance en quelque

sorte comparable à celle d^une fonction entière d'ordre nul pour
laquelle _ serait le module de la variable, les restrictions étant
les mêmes qu'au n" 4. Lorsque l'égalité; (17) est réalisée, on aura
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Inégalité (3) pour toutes les fonctions pour lesquelles les nom-
bres GH auront la même valeur; les calculs pourront se faire comme
dans la théorie des fonctions entières.

7. Pour toutes les fonctions pour lesquelles on a

l i m ^ = = o c , lÏïn!-^ =D, (D^o),
n=«log/l n=» log/l

ou, ce qui est équivalent,

^l^M^) ^lo^MM / =-"-).

'•'•^.——, "'^T^ v ' ' /

la relation entre M(r) et la fonction n(x) est donnée par la
formule

logM(r)~ f n(x)dx.
Jo

Si I^on pose

^——^ = X, logM(r) = U(X), n(r) === N(X) ,

on aura la nouvelle égalité asymptotique
r x -, / . dx

(19) U(X)~/ N(d^)ï^
^x.

qui est plus générale que celle que Pon obtient dans le cas des
fonctions entières d^une variable de module X. L'égalité (19)
peut servir à chercher des fonctions pour lesquelles le module
maximum est une fonction simple du rang du terme maximum et
de X. Dans le cas considéré au n° 8, on a
, , ,,,_ N ( X ) l o g X
(20) V(\)^ K(V.\'

Xlog^

nous allons chercher, d^une façon générale, à quelles conditions la
relation (20) est réalisée; on obtiendra ainsi des séries entières
pour lesquelles la correspondance d^ ordre zéro ( * ) entre M(r)
et n(r) est parfaitement régulière. En posant

w-f^(^

( l ) J'emploie ici là terminologie que j'ai adoptée dans le travail cité plus haut,
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et en désignant par V^X) la dérivée ou la dérivée à droite ou à
gauche de V(X), on aura

y^i^x
•og (VX)

y
d'où l'on déduit, puisque .—„ devient infini,

V'X^ï-^logf,-^—);V / Vv'x/- • /
logX e\\og\/f

celte dernière égalité montre que

,. losVlim r—v- == 00
x=«» logaA

et peut, par suite, s^écrire

VX-.Ï-1^.

On arrive ainsi aux résultats suivants :

i° L'égalité (20) est équivalente à

L ( X ) X l o g U ( X )
i o i x ;(2i) N(X).

2° Une condition nécessaire pour que l'égalité (21) ait lieu
est que U(X) soit asymptotiquement égale à une fonction
W(X) vérifiant les inégalités

/ loff\ ' \ i-e h)ffW^) / loî îX' \^e r Y ' ^ V ^ Y ^ M
w (î^X/ < Jo^W(X) < (joiX^ [X>X>Xo(. ) ] ,

où e est aussi petit que l'on veut.

On vérifiera aisément que cette condition est suffisante ; les
calculs sont semblables à ceux que Pon fait dans la théorie des
fonctions entières. On voit, en particulier, que les conditions (22)
sont remplies lorsque W(X) est dérivable et que Pon a

W'XIogX^WlogW;

on voit également que ces conditions (22) exigent que Fon ait

.. log,UfX)lim —S-—-=— == i.x=« logîX

Les conditions relatives à la fonction N (X) et aux coefficients An
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s'obtiendront également comme dans le Mémoire cité '^ les formules
seront les généralisations de celles trouvées au n° S.

8. Les fonctions qui vérifient les conditions indiquées au début
du n° 7 ont une dérivée dont le maximum du module Mi ( r ) est
de l'ordre de M (r) en ce sens que

"" ^^s^—
En effet, si l'on pose

/?•;»= ^4-1+log( 714-1),

on voit que l'on a

i^ 1°̂  = ÏÏÏn Io^ = D,
n=oo log/l „=» log/l

Par suite, w,(r) étant le terme maximum de la dérivée, on aura

l - 4 - £ ( r )

Mir r ) < m,(r) (i - r)" 1 - ^ ,
et comme

w, (/•)== /^l(^)an,(,.)^tt*(^-^/^l(7•)w(^)-!-

[/ii(r) désignant le rang du terme maximum de la dérivée], on
obtiendra l'inégalité

Î4-g|r)

(24) Mi^XM^'Xi-r)'"1^

qui démontre la propriété énoncée, puisque l'on a évidemment

Mi( r )>M(/ 1 ) .

La relation (a4) est d'ailleurs applicable à toutes les fonctions
pour lesquelles on a

ÏÏÏn!^=D,
/»=yo iOg/l

ce qui montre que l'on a pour toutes ces fonctions

,. l o ^ M i r r )
^^T=1•\

mais l'égalité (28) peut n'être pas réalisée, c'est ce qui a lieu pour
les fonctions particulières considérées au n° 4.
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9. Nous considérerons maintenant les fonctions pour lesquelles
les nombres

i^10^; ïïm10^^
n==oo 10ÎÎ /1 ,.=i ^__I__

sont infinis, c'est-à-dire les fonctions dont le module maximum
ne peut être majore que par le module maximum d'une fonction

entière d'ordre infini de z ^\z \ = ——) • Nous obtiendrons pour

ces fonctions le même résultat que pour les fonctions entières en
faisant une hypothèse destinée à simplifier l'inégalité (9) et à la
rendre analogue à (îelle que Pon trouve dans la théorie des fonc-
tions entières. Nous supposerons que l'on ait

, .. .. logn^)(23) Iim—"—-—- = x>
.»=!, 1

lûff —————
' —— y

et nous prendrons dans F inégalité (9)

^^^r
cequi est possible à partir d!une ciertaine valeur r,, de r; nous
aurons alors

(26) Mrr)<am(r)J»Tr+ ̂ 1 ^J,

logm(r) ~ i n^x\dx.
</o

Spit r un nombre plus petit que un^ on a

^\(.)^>n(r-^)^;

soit, d^autre part, un nombre (3((3<<i) ; les propriétés des fonc-
tions croissantes mises en-évidence par M* Berel montyeftt que
rona

n ('-1^)> H'^ r^)]^
sauf peut-être dans un ensemble dénombraLbIe:. d'intervalles dont
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la longueur totale pour ro < r < i est au plus égale à

/•(a.P)
l^o)]^

/>=00

^'^"'^r^ïï^-
A rextérieur des intervalles d'exclusion, on aura

M(r)<3m(r)[logm(r)p-^-»,

et comme on peut prendre pour a et (î des nombres tendant vers
zéro avec i — r^ mais assez lentement pour que le produit

^(«,P) i
l/^/'o)]31 l—'o

tende vers zéro, on obtient le résultat suivant :

Lorsque l'égalité (2 3) est réalisée, M(r) vérifie la relation

(7) M(r)<w(r)[logw(r)ji-^

d l'extérieur d^un ensemble dénombrable d'intervalles dont
la longueur pour r^>ro est infiniment petite par rapport
à i—ro (< ) .

On voit que Fhypothèse (a5) entraîne Inégalité

/ . ,. lo^» '^ î^^^(9.7) l im——————=00;
'•^log——-0 i— r

réciproquement, de l'égalité (27) on déduit (aS); en eflet, si (25)
n'a pas lieu, il existe un nombre A et une suite infinie de valeurs
de x tendant vers un pour lesquelles on a

n{x)< (i-.r)A»

( l ) Pour les fonctions entières, l'hypothèse (a5) n'est pas utile puisque l'inéga-
lité correspondant à la formule (9) est de la forme (26) ; on a alors un résultat
valable pour toutes les fonctions; l'inégalité (7 ) a lieu, sauf dans des intervalles

à l'intérieur desquels logr varie pour /• > /. de moins de ———————» e( /« ) ten-
[^(r.)]6^'

dant vers zéro lorsque f\ croît indéfiniment.
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soit x une de ces valeurs de x\ en prenant dans l'inégalité (9)

/•' == x ' et /• = x ' — ( l — a ^ ) 2 ,
on aura

, ... t - t -E f r )^c-x^—^

et par suite Inégalité (^7) ne sera pas vérifiée»
Relativement aux coefficients, la condition (27) est évidemment

équivalente à la condition

(-.8) lim10^^,v /»==« log/i

qui entraîne par suite l'égalité (7) dans les conditions indiquées
ci-dessus. Il semble difficile de voir si la condition (a5) [ou (27)
ou (28)] est nécessaire pour que l'inégalité (7) ait lieu dans les
conditions indiquées; il est d'ailleurs probable que, dans l'inégLi-

lilé (7)^ l'exposant i -h e (r) peut être remplacé par -1—e——.

10. Lorsque l'égalité (26) n'est pas réalisJe, on a toutefois

,—— loirnf.-r)lini —————— == ac:

'= loï

soit alors un nombre r^ pour lequel on a

't^>•^^ ^>^
dans l'intervalle ro, i — (i — ^o)\ on pourra encore prendre

et l'on aura
M ( r ) < Sm^Ilogm^)]!-^

siut'dans des intervalles de longueur totale inférieure à

^•(q, 3)
'ï(^)^ *

C3mme A peut être pris aussi grand que l'on veut, a et [3 pourront
être pris aussi voisins de zéro que Von voudra et l'on a encore
l'égalité (7), mais dans des conditions moins larges : il peut
exister une suite infinie de nombres r<, rg, .. .^ r?^ ... tendant
vers un et tels que, dans une fraction finie de l'intervalle r^,, î ,
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on même

- Cïî —

M(r)>m(r}[\osm(r)y ( A > î )

^(r)^[m(r)]^.

Pour obtenir un exemple de ce dernier cas, on pourra prendre
^u= G,t et définir les nombres G,, de la façon -suivante : traçons
les courbés (G) et (G')

( C ) y = k\o^x,

(c>) '^i^'
et prenons les, point3,:P,, s u r ( C ) p ô u r ^ = = i , à, ,.., n^, puis sur
la tangente a (G) au point B,̂  jusqu'à ce qu'on obtienne un
point B^ au-dessus,d.e (G). Par B^ nous menons la deuxième
tangente à la courbe (G) et prenons sur elle les points B,,^|, ...
jusqu'à B^, point dont l'abscisse est inférieure à celle du point
de contact de moins d'une unité ; nous prenons ensuite B^ _n, ...
sur (G) jusqu'à-un point B^'en lequel la tangente aît un coef-
ficient angulaire inférieur ou égal à la moitié de celui de la
droite B^B^. A partir de B^ nous procédons comme nous .l'avons
fait en partant de B,, et ainsi de suite. On voit alors immédiate-
ment que l'on se trouve dans le deuxième des cas d'exceptions
signalés.

H. Il est clair que, dans les cas les plus simples, l'inégalité (7)
doit avoir lieu ^sans. restrictions, et a fortiori l'égalité (3); on
peut d'ailleurs indiquer des conditions qui entraînent sinon l'iné-
galité (7), mais au moins l'égalité (3); c'est ce qui a lieu lorsqu'il
existe un nombre entier k fini et plus grand que un et tel que

n^^^F (F,o)
'-1 log——0 i — r

et
l^lo^M(r)^ ^
/•=l log———0 i — r

Les conditions ^elatit^s aux rioïnbré'â G,; ̂ "obtiennent faci-
lement.

12. En terminant, je montrerai que lUpp;rpximatioji obtenue au
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moyen de Pinégalîté (9) est, à un facteur fini près, la même que
celle que donne la méthode employée par M. Hadamard ( ( ) .

La méthode de M. Hadamard découle de ^ propriété suivante :
Si Fon pose

.?(^)=^A,,r'S?(^)=J^A,,r'S
o

4/(X)==log( t>(^ (X=logr) ,
la courbe

.T=+(X) ( - x < X < o )

tourne sa concavité vers le haut. En effet,

^-[^l^71)!^^)7^?^7-)]-^^)!1!

^S^[.?W] •'
et Fon a

ao== A o A i ,

t=VA,A„-/4-l(^—2^-+-I) î ( t=o, i, ...,/?„),

oùjo,, est la partie entière de ——: la propriété énoncée est ainsi
établie. Or, nous avons

^(X^k^m^^îJLCX),

la courbe y = = = a ( X ) est un polygone de Newton ^f de commets
B o B ^ . - . B ^ . . . , Péquation du côté B^, B^ étant y===/ iX+G^.
Soit X,, l'abscisse de B',,, on a pour X < X,,

^==00

tû(e^) = e^^ V ̂ (x-x»)-(-Gp-G'*+(/;-n'x",
/»-=o

et comme l'on a
G,,-Gn-i-(p-7i.)X^o,

on obtient Pinégalité

^(X-x^cx^-^-^k-.x^,

y(M)==iog 1 'e**

( 1 ) Voir Bulletin de la Société mathématique, 1896, p. 186.
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La courbe y = ^ (X) est donc au-dessous des courbes C/,,

y—yn^yS^—^^

et par suite, à cause de la direction de sa concavité, au-dessous du
contour ^ formé par les segments de droite DoDy, . . . , D/,D^, . . .
et par les segments de courbe D^D|, . . . , D^D,,, . . . , où D»
désigne le point de la courbe C,, où la tangente est parallèle
à B^B^p ^n-t ^e P01111 de Cn où la tangente est parallèle
a B^B^. De même la courbe

y„= logM^)

reste comprise entre it1 et TÎ", de sorte que l'on a

M ( / - ) < m^')^^,

v( r ) étant la différence des ordonnées de TZ' et Te7 pour l^abscissc
X === logr. Nous allons montrer que Pon a

^^)= L(^)-+- ^-L-^j/t (r>r),

r ' étant convenablement choisi, et h étant fini. En effet, soit log r
Fabscisse du sommet de v! pour lequel il existe une tangente à T:'
parallèle à la tangente à r J ' au point d^abscisse X == logr, on aurj

^( logr—logr ' )<v(r)<^( log/-— l(>g//)-4- r-+- e(r),

c'est-à-dire

^(,) = k p—^, « - e(r) < h < e[i -+- £(r)J;

d^autre part, on a

donc

y:(u)^^

n(rf—oX • t ( r )

et la propriété indiquée est par suite démontrée.


