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LA DÉFORMATION DES HYPERSURFACES
DANS L'ESPACE CONFORME RÉEL A //: 3 DIMENSIONS;

PAR M. E. CARTAN.

J'ai étudié, dans un Mémoire précédent ( ^ ) , le problème de la
déformation des hypersurfaces à n—i dimensions dans l'espace
euclidien à n dimensions; j'ai montré qu'en général deux hyper-
surfaces applicables l'une sur l'autre (avec conservation des lon-
gueurs d'arcs) sont égales ou symétriques, ce qui revient à dire
qu'une hypersurface est en général indéformable dans un espace
euclidien à plus de trois dimensions ; j'ai indiqué également les
catégories d'hypersurfaces qui font exception à la règle, c'est-
à-dire qui sont déformables.

Un problème analogue se pose dans ^espace conforme : à la
notion de deux hypersurfaces applicables se substitue alors la
notion de deux hypersurfaces admettant une représentation con-
forme l'une sur l'autre (avec conservation des angles) : la notion
d'angle subsiste en effet dans la géométrie conforme, à la diffé-
rence de la notion de longueur qui disparaît. Une hypersurface
déformable dans l'espace conforme est alors une hypersur-
face admettant une représentation conforme sur une autre hyper-
surface qui ne se déduise pas de la première par une transfor-
mation conforme^ de même qu'une hypersurface déformahie dans
^espace euclidien est une hypersurface applicable sur une autre
hypersurface qui ne se déduise pas de la première par un
déplacement de l'espace euclidien.

Dans l'espace à trois dimensions, deux surfaces quelconques
admettent, comme on sait, une représentation conforme l'une
sur l'autre; dans Fespace conforme à trois dimensions, toute sur-
face est donc déformable et peut se déformer suivant toute autre

( * ) La déformation des hypersurfaces dans l'espace euclidien à n dimen-
sions {Bulletin de la Société mathématique de France, t. XLIV, 1916,
P. 65-99).
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surface. Il en est autrement dans Fespace conforme à quatre ou
plus de quatre dimensions.

Je m'occupe dans le présent Mémoire du cas de n > 4 dimen-
sions qui correspond, pour l'espace euclidien, à n^>î dimensions.
Dans Pespace conforme à n > 4 dimensions, une hypersurface est
en général indéformable, de même que dans l'espace euclidien
à n >> 3 dimensions une hypersurface est en général indéformable.
Les cas d'exception sont les suivants :

a. Les hypers ur'faces enveloppes d'une hypersplière dépen-
dant d'un paramètre^ qui admettent une représentation con-
forme sur l'hypersphère.

&. Les hyper sur faces dont V équation peut être ramenée^ en
coordonnées (/i 4- 2) — sphériques^ à la forme

F(.TI, Xî, X^ X^) = 0,

F étant homogène; rhypersurface la plus générale résultant de
la déformation d'une telle hypersurface dépend de deux fonctions
arbitraires d^un argument.

c. Les hyper sur faces lieux d'une variété sphérique an— 2
dimensions dépendant d'un paramètre. Les hypersurfaces
applicables dépendent d^une fonction arbitraire d'un argument.

d. Les hypersurfaces enveloppes d'une hypersphère à deux
paramètres u et v lorsque les coordonnées (n-{-ï) — sphériques
(a, a,, .... a,̂  ) de cette hypersphère,

a( . r?+. . .4-rp, 2 )—2al . r l—.. .— f2a„a•„4- a^-n = o,

satisfont à une même équation de Laplace de la forme

à^f
ro-^7"0

et que la forme
a] +.. .-ha,2 — aa,,4-i

est la différence U — V entre une fonction de u et une fonc-
tion de v. Les hypersurfaces déformées dépendent essentielle-
ment d'un paramètre ; elles sont de la même catégorie, avec la
même équation de Laplace, mais les fonctions U et V ont subi
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une même transformation homographîque à coefficients cens-
tants.

e. Il existe de plus, pour n == 5, des hypersurfaces appartenant
à la catégorie b et qui admettent une représentation conforme sur
d'autres hypersurfaces que celles qui résultent de leur déformation
continue dans l'espace conforme. Le ds2 d'une telle hypersurface
est, à un facteur fini près, la somme d'r.n ds2 à deux variables à
courbure totale constante et d'un autre ds2 à deux variables dis-
tinctes des premières et également à courbure totale constante.

f. Il peut exister enfin, pour n = 5, des hypersurfaces ne ren-
trant dans aucune des catégories précédentes et susceptibles
d'admettre une déformation continue avec conservation des lignes
de courbure. Sur ces hypersurfaces les lignes de courbure de trois
quelconques des quatre familles s'assemblent en hypersurfaces à
trois dimensions dépendant d'un paramètre, comme cela a. lieu
par exemple pour les quadriques. Ces hypersurfaces seront
étudiées dans un Mémoire ultérieur.

Le cas de l'espace conforme à quatre dimensions mérite une
étude à part. Je ne l'ai traité incidemment que pour les hypersur-
faces admettant une représentation conforme sur l'hypersphère.
Les enveloppes d'hypersphères à un paramètre ne sont pas les
seules hypersurfaces jouissant de celte propriété; les hypersur-
faces les plus générales sont les solutions d'un système d^équa-
tions aux dérivées partielles admettant six familles de caractéris-
tiques à deux dimensions; elles dépendent de six fonctions
arbitraires d'un argument. Ces hypersurfaces peuvent être carac-
térisées par une propriété géométrique simple. A chaque point M
d^une hypersurface quelconque de l'espace à quatre dimensions
on peut faire correspondre une surface (à deux dimensions) du
second ordre, située dans l'hyperplan langent et qui est Yindica-
trice de l'hypersurface. Les six plans (à deux dimensions) de
sections cycliques de cette indicatrice peuvent être appelés les
plans tangents ombilicaux en M à l'hypersurface. Pour qu'une
hypersurface admette une représentation conforme sur l'hyper-
sphère, il faut et il suffît qu'il existe sur cette hypersurface six
familles de surfaces (à deux dimensions) telles qu'il en passe unç
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et une seule de chaque famille par chaque point M de rhyper-
surface et que ces six surfaces soient respectivement tangentes
en M aux six plans tangents ombilicaux relatifs à ce point. Ces
six familles de surfaces sont les six familles de caractéristiques
dont il est question plus haut.

Les n0" 1 à 18 sont consacrés à une étude préalable de la Géo-
métrie conforme et de quelques métriques remarquables qui
trouvent leur application dans la suite du Mémoire. Ce n'est qu'à
partir du n° 19 que la question de la déformation des hypersur-
faces dans l'espace conforme est abordée.

ESPACES NOM EUCLIDIENS ET ESPACE CONFORME.

1. Considérons dans un espace à n dimensions la qnadrique
représentée, en coordonnées homogènes, par Inéquation

<î»(;ri, ..., ^-n)=o,

où la forme quadratique ^ est réductible à une somme de n -+- i
carrés positifs, ou à une somme de n carrés positifs et un carré
négatif.

Dans le premier cas l'espace, où l'on a distingué la qua-
drique (i), est ce qo'on appelle un espace elliptique. Dans le
second cas, la portion de l'espace intérieure à la quadrique (i)
(c'est-à-dire celle qui rend ^ négatif) constitue ce quW appelle
un espace hyperbolique; les points de Fespace projectif exté-
rieurs à la quadrique absolue sont appelés points idéaux de Fes-
pace hyperboliqae.

Le groupe des transformations projectives qui laissent inva-
riante Inéquation (i), ou, ce qui ne restreint pas la généralité,
laissent invariante la forme <Ï», est le groupe des dépincements

de l'espace elliptique ou hyperbolique : il est à 7l / para-

mètres. Etant donnés deux points M et W de l'espace elliptique
ou hyperbolique, le rapport anharmonique de ces points et des
deux points d'intersection A, B de la droite MM' avec la qua-
drique absolue constitue un invariant pour le groupe des dépla-
cements.
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Si Von désigne par k une constante donnée, positive dans le

cas de Pespace elliptique, négative dans le cas de Pespace hyper-
bolique, on définit une métrique de courbure k de cet espace en
appelant distance {cayleyenne) des deux points M, M^ le produit

par —-—— du logarithme du rapport anharmonique

M'A. . MA
iVTB ' MB*

cette distance est essentiellement réelle. A ce point de vue, les
points de la quadrique absolue sont les points à l7 infini de Pespace
(hyperbolique).

2. On peut calculer facilement la distance (cayleyenne) des
deux points M, JVT, ainsi que Pélément darc ds^ en se servant
d'une notation symbolique simple. Désignons par une lettre
majuscule M l'ensemble de n -\- \ coordonnées (a^, x^ .... *r/t+i),
un point géométrique étant ainsi représenté aussi bien par M que
par aM, où a est un coefficient numérique quelconque. Posons

M | M =^(a-i, ..., a^-n);
- . „, i / , à^ , à^P \M M'== - ( x\ — -+-.. .-h .24+1 -,-—— ] -

• 2 \ l à:£t /l+l àXn^)

L expression MllVT (produit géométrique des deux points M, M')
est invariante vis-à-vis de toute substitution linéaire conser-
vant <I>, c^est-à-dire vis-à-vis du groupe des déplacements de
l'espace, elliptique ou hyperbolique. Dans le cas de Pespace ellip-
tique, le carré géométrique M|M est essentiellement positif; dans
le cas de Pespace hyperbolique, il est négatif si M est un point
réel de Pespace, positif si c'est un point idéal, nul si c'est un
point à l'infini.

On peut toujours supposer choisies les coordonnées d'un point
réel M de Pespace, elliptique ou hyperbolique, de manière à
avoir

(2) M | M = p

on peut aussi supposer, dans le cas de Pespace hyperbolique, que
les coordonnées des points réels sont choisies de manière à avoir,
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quels que soient les points réels M et M',

M| ]Vf<o .

Cela posé, si A et B sont les deux points à Pinfini de la
droite MM7 (réels si Pespace est hyperbolique, imaginaires con-
jugaés si Pespace est elliptique), on peut poser

V l̂dCT. 1»»U>3^,

droite MM^(réels si Pespace est hyperbolique,
jugaés si Pespace est elliptique), on peut pose

M = X A 4- ^jiB, ]VF= VA -h (JL'B

avec, diaprés (2),

X a A | B = - , X ' U ' A I B = — •' ' ik ' ' ik
On a alors

M | M ' = ( X { J L / + { J L X / ) A | B .

Or, par définition, 5 étant la distance cayleyenne MM', on a

^ _ ^ __ ,/T-T7,?^ /—T — —F"7== — V^^ Â y-içQ^-k g-ô V/-Â-
d'où

(3) M | M'= i ch (8/^^) ( A - < o ) ,
K

= -,- COS (S \/]() (Â:>0),
K

d^où enfin, plus généralement, si Pon ne suppose plus la rela-
tion (2) vérifiée,

(3')

/. r-\ M | M ' . „. . vcos(8i/A') = ' (espace e l l ip t ique) ;
V / M I M . M ' I M '

i / •N /——î\ M j M' , , . r \c h ( o \ / — k ) ==— • (espace hyperbolique).
"M | M.M' I M'

Dans le cas de Pespace elliptique, la longueur totale d\ine droite
indéfinie est —•

^k

3. Supposons maintenant W infiniment voisin de M et la rela-
tion (2) vérifiée; nous aurons

]Vi| / M + ^ M - h l^M-i-...^) = = . î - f i — ^ k û2 +. . . ) ;
1 \ 2 / ^ \ 2 /1 • " / /C\ 2

M | dM = o,
or de (2) on déduit
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puis

M | ^ M = — r f M | ^ M ;
il en résulte

(4) 82=<ù2= dM\dM,

relation qui n'est vraie que si l'on suppose le point variable M

choisi de manière que son carré géométrique soit égal à ,• Plus

généralement, si l'on suppose ce carré géométrique constante on
aura

_ ^M | dM
ds ~ ^ M | M ;

telle est l'expression d'un ds2 elliptique ou hyperbolique de
courbure A'.

4. On définit de même l'angle cayleyen de deux droites issues
d'un point réel M : soient P et Q les deux points d'intersection
(idéaux si l'espace est hyperbolique) de ces droites avec l'hyper-
plan polaire de M par rapport à la quadrique ( i) ; on peut supposer
choisies leurs coordonnées de manière à avoir

P|P= i , Q IQ= i ;

l'angle © des deiix droites, qui peut se définir par le logarithme
d'un rapport anharmonique, satisfait à la relation

C O S ( 3 = P | Q .

5. Passons maintenant à la notion d'espace conforme. Considé-
rons un espace euclidien à n dimensions rapporté à un système de
coordonnées rectangulaires ; l'équation de toute hypersphère est
de la forme

(5) a,t+i(.r?-l-a*|-+-.. .+^)—2aia*i—...— iaaXn-\- a,,+2= o,

chaque hypersphère étant définie par un système de n + 2 coor-
données homogènes (a^ a^ ...,0^4.2). La condition pour que
Phypersphère soit de rayon nul est

Q(ai, ..., 0^+2) == aï 4-a J-h... + a^— a^\ 0^+2 = o-
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L'hypersphère est réelle si la forme quadratique Q est positive,
elle est imaginaire si la forme quadratique Q est négative.

A une hypersphère de rayon nul Correspond en général un point
bien déterminé, qui est son centre, et réciproquement; mais nous
étendrons la notion d'hypersphère de rayon nul à tous les cas où
les 71+2 coordonnées a/, non toutes nulles, annulent Q, par
exemple à Fhypersphère (o, ..., o, i) (point à l'infini).

L'espace conforme est formé de toutes les hypersphères de
rayon nul.

Le groupe conforme est formé de toutes les transformations
linéaires eHectuées sur les variable a< , ..., a^a, et laissant inva-
riante l'équation Û = o ou, ce qui ne restreint pas la généralité,
laissant invariante la forme quadratique Q. C'est un groupe ponc-
tuel transformant les hypersphères en hypersphères.

Si l'on désigne par une lettre majuscule A une hypersphère ou
plutôt l'ensemble de 71+2 coordonnées (a<, ^2, .... 0^+2)1 on
définit les symboles A | A et A | A' par les égalités

A| A = û(ai, a,, . . . , 0,^2),

. , _ i / , àQ , àH , àû \
A A' == - ( a; —— 4- a, —— 4-... 4- a^ -—— ) •' i \ * àa\ 2 àdî n àdn^l

L'équation
A|A '=o

exprime que les deux hypersphères A et A7 sont orthogonales.
Les hypersphères réelles sont caractérisées par un carré géomé-
trique positif, les hypersphères imaginaires par un carré géomé-
trique négatif. Si <p est l'angle de deux hypersphères réelles sé-
duites A, A', on a

- A l A ^
cos<?~ V^IA.A'IA^

6. 11 y a une correspondance remarquable entre un espace con-
forme E à n dimensions et un espace hyperbolique C à n -j- i
dimensions. Si en effet on regarde (<Zi , ..., a^a) comme des
coordonnées homogènes d'un espace à TI+ i dimensions, l'équation

û(0l, . . ., CT/M-î) = 0

définit une quadrique de cet espace et les points intérieurs à cette
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quadrique constituent un espace hyperbolique 6. A une hyper-
sphère réelle de E correspond un point idéal de ô, à une hyper-
sphère imaginaire de E correspond un point réel de C, à une
hypersphère de rayon nul ou hypersphère-point de E correspond
un point à Pinfini de C : les points de Fespace conforme E sont
donc représentés d^une manière uni-univoque par les points à
Pinfîni de C. Enfin au groupe conforme correspond le groupe des
déplacements de C.

A une hypersphère A correspond dans C an point a; mais on
peut regarder A comme un lieu de points M; les hypersphères-
points M admettant ces points M pour centres sont caractérisées
par la condition d^être orthogonales à A :

A| iM=o ;

elles sont donc représentées dans C par les points de la quadrique
absolue qui sont dans Fhyperplan polaire de a par rapport à cette
quadrique.

De même, une variété sphérique (S) à n — p dimensions de E
peut être envisagée à deux points de vue : en premier lieu comme
intersection d'hypersphères A,, ..., Ap ou base d^un faisceau
linéaire d'hypersphères, et alors il lui correspond dans C une
variété linéaire itp_^ QL p — i dimensions, celle qui est déterminée
par les points a< , ..., a.p qui correspondent à A( , . . . , Ap; en
second lieu (S) peut être regardée comme un lieu de points,
centres d^hypersphères de rayon nul, et alors il lui correspond
dans C Pintersection de la quadrique absolue avec la variété
linéaire ^^.n conjuguée de TC^_( par rapport à la quadrique
absolue.

En particulier à une circonférence de E correspondent d^abord
une variété linéaire T^n-i à ^ — 2 dimensions, ensuite l'intersec-
tion de la quadrique absolue avec une variété linéaire à deux
dimensions; cette intersection est une conique et il est bien évi-
dent que le rapport anharmonique de quatre points de la circon-
férence de E est égal au rapport ar harmonique des quatre points
correspondants de la conique de C. Comme ce dernier est invariant
vis-à-vis du groupe des dépirceme j de £, le premières! invariant
vis-à-vis du groupe conforma de E.

XLV. 5
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Le rapport anharmonique de quatre points d^une circonfé-

rence se conserve donc par le groupe conforme.

7. Il n'y a pas de métrique dans l'espace conforme. A la vérité
l'expression rfMjrfM se reproduit par les transformations du
groupe conforme, mais dans les coordonnées de l'hypersphère-
point M il reste un facteur indéterminé, qu'il n'y a aucune raison
de choisir d'une manière plutôt que d'une autre; si l'on choisit
an^^ = i , r f M ( r f M est le ds2 euclidien. Du reste dans l'espace C
deux points de la quadrique absolue n'ont aucun invariant vis-à-
vis du groupe des déplacements hyperboliques.

Il n'en est plus de même si l'on fait choix dans l'espace conforme
d'une hypersphère A, qu'on appellera Y hypersphère absolue. A
cette hypersphère correspond dans C un point a : soit TT l'hyper-
plan polaire de a par rapport à la quadrique absolue. A tout point y.
de la quadrique absolue on peut faire, correspondre sa projec-
tion v faite du point a sur l'hyperplan TC; réciproquement, à tout
point v de TT correspondent deux points de la quadnque absolue,
à savoir les points d'intersection de cette quadrique avec la
droite av. Il y a donc une correspondance bi-univoque entre les
points de la quadrique absolue et les points de l'hyperplan TT.
Mais cet hyperplan TC peut être regardé comme un espace à n dimen-
sions, elliptique s'il ne coupe pas la quadrique absolue de C, c'est-
à-dire si a est un point réel de £, hyperbolique s'il coupe la qua-
drique absolue de C, c'est-à-dire si a est un point idéal de C.

Eu définitive, nous avons donc établi une correspondance
bi-univoque entre les points de l'espace conforme E dans lequel
on a choisi une hypersphère absolue A, et les points d'un
espace à n dimensions r^ elliptique si A est imaginaire^ hyper-
bolique si A est réelle. A un hyperplan à n — i dimensions de TT
correspondent dans C les points d^ntersection de la quadrique
absolue avec un hyperplan à n dimensions passant par a, c'est-
à-dire dans E les points d'une hypersphère orthogonale à A, et
réciproquement. A une droite de TC correspond donc une circon-
férence de E orthogonale à l'hypersphère absolue; aux deux
points à l'infini de cette droite correspondent les deux points
d'intersection de cette circonférence avec l'hypersphère A.

Soient M, M' deux points de l'espace conforme E; G et D les
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points d'intersection de A avec la circonférence qui lui est ortho-
gonale et qui passe par M et M7. Soient maintenant (JL, [JL', y, S les
points de la quadrique absolue de C qui correspondent à M, M',
C, D; ces quatre points sont sur une même conique. Soient enfin
v, v^ y, S les projections de (JL, y.^ y, S faites du point a sur l'hyper-
plan TÎ (espace e).

Il existe une relation simple entre le rapport anharmonique des
quatre points en ligne droite v, V, y, S et le rapport anharmonique
des quatre points de la conique [JL, [JL^Y , S (c'est-à-dire le rapport
anharmonique des quatre points de la circonférence M, M^C, D).
En effet si a parcourt la conique, on peut poser

(JL = a -+- x^ 4-y3,
v =^Y-+-yô;

en exprimant que a est sur la quadrique absolue de C on obtient

o == a | a 4- ixy^ \ ô,

et par suite le produit ;ry reste constant; les coordonnées de y.
s'expriment donc en fonctions rationnelles du paramètre y dont
les valeurs pour y et S sont respectivement o et «x; par suite le
rapport anharmonique des points (JL, y . ' , y, S est

Z'.
y '

d'autre part le rapport anharmonique des points v, '/, Y, 5 est

yL ' L = îzl — ^y-^'y _ y2.
x' ' x x' y x ' y.xy y2 f

c ' e s t donc le carré du précédent. Ce théorème peut d^ailleurs se
démontrer géométriquement sans difficulté.

8. Si l'on définit dans l'espace elliptique ou hyperbolique T une
métrique de courbure k^ comme il a été dit plus haut, on définira
par cela même une métrique dans l'espace E où l'on a fait choix
d'une hypersphère absolue A, la distance de deux poiuts M, M
de E étant par définition la distance des deux points correspon-
dants v, </ de 7T. On voit d'après le théorème précédent que la
distance des deux points M, M' devra être déjinie comme l
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des deux points M et M! avec les deux points d'intersection de
Vhypersphère A avec la circonférence qui lui est orthogonale
et qui passe par M et M'.

L'espace conforme E^ où l^on a fait choix de Vhypersphère
absolue A et où l^on a défini la distance de deux points comme
il vient d^être dit^ est ce qu^on appelle un « espace sphérique »
(si A est imaginaire) ou « pseudo-sphérique » (si A est réelle)
de courbure k. Il y a une correspondance bi-univoque entre les
points d'un espace sphérique et ceux d'un espace elliptique, entre
les points d'un espace pseudo-sphérique et ceux d'un espace
hyperbolique. A une circonférence orthogonale à Phypersphère
absolue d'un espace sphérique ou pseudo-sphérique correspond
une droite de l'espace elliptique ou hyperbolique; la longueur
totale d^une circonférence d^un espace sphérique de courbure k
est —y celle de la droite de l'espace elliptique de même cour-

bure k est -:—'
\Tk

9. Le ds2 d'un espace sphérique ou pseudo-sphérique se calcule
facilement. Choisissons les coordonnées de A de manière à avoir

AIA=.-^;
toute hypersphère-point M peut se mettre sous la forme

M = A -+- N,

N étant une hypersphère orthogonale à A (celle qui a pour image
le point v) ; M | M étant nul, on en déduit

N|N=4.

Le ds9 de l'espace TC est par suite, [formule (3)1

r f N | ^ N = r f M | ^ M .

Le ds2 de Z'espace sphérique ou pseudo-sphérique de
courbure k est donc représenté par le carré géométrique



ûîMjcîM, où les coordonnées de U hypersphère-point M sont
choisies de manière que M — A soit orthogonale à A, le
carré A | A étant égal à — ^.

On a aassi la formule générale

,, A\\.dM\dM
dsî=- k(M\^ f

et le second membre est indépendant du choix des coordonnées
de A et de M.

10. Nous avons supposé jusque présent Phypersphère A de
rayon non nul. Si A | A = = = o , on peut définir une métrique de
Pespace conforme en choisissant les coordonnées de Phypersphère-
point M de manière que M | A soit égal à une constante donnée et
poser

ds^==dM\dM.

Le ds2 obtenu est celui d'un espace euclidien à n dimensions.
Choisissons en effet n hypersphères réelles A,, ..., A,( passant
par A et orthogonales entre elles

A , | A y s = o , A , | A / = = i ,

et soit B le point d'intersection autre que A de ces n hypersphères,
Phypersphère-point B ayant ses coordonnées choisies de manière
à satisfaire à A | B = i. Si alors

M = ^n+i A-+-yi Ai 4-.. .4-^Art-t-y^-nB,

M | M ̂ yï+yî -+-.. .-^yï -+- ïyn^yn^ = o

M|A«=^,.

on aura

et

Si donc on choisit y»i+a constant, on aura

û?M | dM = dy\ + dy\ -h.. .-4- dy\.

A un hyperplan de Pespace euclidien à n dimensions, défini par
une équation

^\y\ •+• »î7?+.. •+ <»/»y/t+ b = o,
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correspond Phypcrsphère

alAi+asAs-t-. ..+6 A,

lieu des points M dont les coordonnées y, satisfont à la même
relation. C'est une hypersphère passant par A.

Tout ce qui précède devient du reste évident si par une inver-
sion on rejette le point A à Pinfini.

Le sous-groupe conforme qui laisse invariante Phypersphère
absolue A correspond au groupe des déplacements et des homo-
théties de Pespace euclidien : le ds2 est ici un invariant relatif^
cet invariant pouvant se reproduire multiplié par une constante.

H. Considérons maintenant dans Pespace hyperbolique C deux
variétés linéaires conjuguées par rapport à la quadrîque absolue,
Pune(a) à p dimensions, Pautre((î) à n—p dimensions. Partout
point [JL de ^, et en particulier par tout point (JL de la quadrique
absolue, passe une droite et une seule rencontrant (a) en un
point <r et (?) en un point T. Supposons que (a) ne rencontre
pas la quadrique absolue, alors (?) la rencontre. On peut choisir
les coordonnées de y. de manière à avoir

avec

et par suite

^ = <T 4- T,

<y | <T : r
i
r

Cela permet de définir sur la quadrique absolue une métrique par
Inéquation

dsî == d\i | dy. == dv | d<s -h â?T | ûfr ;

le ds2 est ainsi la somme d'un ds2 de courbure k et d^un ds2 de
courbure — k.

Si Pon passe de Pespace C à Pespace conforme E, le point a
correspond à un point M de Pespace conforme, le point o- à une
hypersphère réelle S et le point T à une hypersphère imaginaire T
et Pon a

<3?M rfM==^S|^S4-(fr|^T,
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L'hypersphère S fait partie cTun faisceau linéaire p fois infini
d'hypersphères, admettant pour base une variété sphérique réelle
à n —p — i dimensions (A) [celle qui correspond à (a)]; Phyper-
sphère T fait partie d'un faisceau linéaire n — p fois infini
d'hypersphères, orthogonal au premier, admettant pour base une
variété sphérique imaginaire à jo— i dimensions (B). Si Phyper-
sphère T reste fixe, Phypersphère S variant, le point M = S + T
se trouve sur toutes les hypersphères du second faisceau orthogo-
nales à T et par suite décrit leur intersection qui est une variété
sphérique à p dimensions passant par (B), et dans cette variété
sphérique on a distingué le lieu des points qui se trouvent sur T,
c'est-à-dire Phypersphère (B) qui joue le rôle d'hypersphère
absolue; on voit donc bien que le premier ds2 partiel, à savoir
dS | rfS, est le ds2 qu'on obtient en faisant varier M sur une hyper-
sphère à p dimensions passant par (B) considérée comme espace
sphérique de courbure /:, dont Phypersphère absolue serait (B).
De même le second ds2 partiel dT \ dT est le ds2 qu'on obtient en
faisant varier M sur une hypersphère à n —p dimensions passant
par (A), considérée comme espace pseudo-sphérique de cour-
bure — À', dont Phypersphère absolue serait (A).

La décomposition de l'espace conforme au moyen de ces deux
réseaux orthogonaux de variétés sphériques, considérées les unes
comme espaces sphériques à p dimensions de courbure À', les
autres comme espaces pseudo-sphériques à n—p dimensions de
courbure — k y définit ainsi une métrique de l'espace conforme.
La transformation conforme la plus générale qui laisse invariante
cette métrique est le produit d'une transformation laissant inva-
riante chaque variété du premier réseau et transformant entre eux
les points de cette variété comme un déplacement de l'espace
sphérique à p dimensions, par une transformation laissant inva-
riante chaque variété du second réseau et transformant entre eux
les points de cette variété comme/un déplacement de l'espace
pseudo-sphérique à n—p dimensions. Toutes ces transformations

forment un groupe semi-simple à •-1 '——- -(- '——^/v ~^——'2

paramètres.
Par exemple, dans l'espace à trois dimensions, le faisceau des

plans qui passent par 0^ et le résçau orthogonal des circonférences


