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UN THEOREME DE CONVERGENCE AVEC FRONTIERE
par
Stephen SIMONS

Soit X un ensemble non vide. Si f€ 2”7 (X) , nous &crivons

S(f) = sup £(X) et ||f] = sup|£(x)

. Nous écrivons "conv" pour "enveloppe convexe

de". Tous les espaces vectoriels considérés seront réels.

THEOREME : Nous supposons_que {fn : =1}t (X) , supn>ll|fn|] <o . YCX et que,
=

si D‘n}n>1 Ell , alors, il existe y€Y tel que (ZnZI An fn)(y) = Dun?l )\nfn).

Soit, de plus, u une forme linéaire positive sur 2 (X) telle que p(1l) =1 .81

(1) lim sup . fn(y) <0 pour tout y€Y
alors
(2) lim sup u(fn) <0 .

Démonstration : Si 1'inégalité (2) n'est pas vérifiée, nous pouvons supposer, en

remplacant {fn}n>l par une suite convenable extraite, qu'il existe A>0 tel que,
>

pour tout nx1 , p(fn) > 2A. I1 en résulte que, pour tout g appartenant &

conv {f‘n :n>1} , S(g) = u(s(g)l) = u(g) > 3A. Nous avons alors

(3) A>0 et, pour tout g€ conv {fn :n>1} , S(g)> 3A .
Posons :
(L) B = SUp - ‘S(fn) >

et choisissons

(5) x>0 tel que BAgA

construisons par récurrence une suite 81 » By 2vves telle que,

(6) pour tout m>1 , g €conv {fn : n>m}
et,
S(z )\n—lg )< inf S(z An—lg + 2% conv {f : n> m}) + A(x/2)™ .
n<m n’s ’ ngm—l n n =
gm * Xg1'r1+l
. N . NS
Pour tout m>1 , B T u— appartient & conv {fn : nxpm} , d'ol
+ A
n-1 n-1 m-1 gm Zm+1 m
Q + ——) + .
S(anm A gn) < D(anm--l A gn A 1+ ) A(V/2)

En multipliant par 1+x et écrivant,

n-1

(7) h =13 A g, -

nous en déduisons que
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(1) s(h ) < SO _+h 1) + Al (A /2)"

-1
d'ou
a m
(142) s(n ) <A s(h ;) +s(h ) + AL+ (V/2)"
et par suite .
S(hm+l)_ S(hm) S S(hm)' s(hm—l) _AQw)
Am = )\m—l o

Mais il résulte de (7), (6) et (3) que

)\O

d'ol, par récurrence, pour tout m>1 ,

S(h_..)=5(h )
— B 3a - A&+ al) = A(2-) .
R Z 2T
Posons
_ n-1
(8) h = zn;l A g, -
Alors, pour tout mx1
a = - n-1 _
(h)-53(n ) =12 - (s )= 53 )15 Zn;m AT A(2-2)
c'est-a-dire
m-1 A(2-1)
(9) s(n) - s(n, )5 ™t A2
Par hypothése,
(10) il existe er tel que h(y) = s(y) .
Pour tout m>»l il résulte de (8) et (7) que
m-1 _ n-1
A g (y) =nly) -n L (¥) - Tasmi * g, (y)
qui, d'aprds (10) et (L), est supérieur a
n-1
sth) -8(n ;) - En>m+l XU B,

mais il résulte de (9) que cette expression est supérieure a

m-1 A(2-)) AT m-1

A A
1-x T 1A 1-X

B = {A(2-1)= AB} ,

M-l ) 3'aprds 1'inégalité (5).

qui, enfin est supérieure & A
Nous avons &tabli que :

(11) pour tout m>1 g (v)> A

il résulte de (11) et (6) que
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pour tout m>1 il existe k(m)>m tel que fk(m)(y)> A

Ceci contredit 1'hypoth&se (1), ce qui démontre le théoréme.

. . - . .
Les quatre corollaires ci-dessous découlent immédiatement du théoréme.

COROLLAIRE 1 :Soient M un sous-espace fermé de 2 (X) , et Yo X tel que pour

tout f€M il existe y€Y tel que f(y) = S(f). Soit {f‘n : nx>1l} une suite de
M telle que sup -, £l <= . 50it feM.Si £ (y)~ f(y) pour towt y€Y,
alors f ~ f dans o(a (x) , ¢ (X)").

©

Remarque : Le corollaire 1 généralise un résultat connu sur des fonctions conti-

nues sur un espace compact dans lequel Y est le frontiére de Choquet de M.

COROLLAIRE 2 : Soient X un espace topologigue pseudo-compact, et {fn :n>1} une

suite bornée en norme de C(X) . 8i f€ C(X) et £, f simplement sur X alors

f > f dans o(C(X) , C(X)') .

Remarque : X est pseudo-compact si C(X)c ¢ (X) , ce qui implique que pour tout
fEC(X) il existe yeX tel que f(y) = S(f) . Le corollaire 2 généralise le théo-

réme de Lebesgue.

CCROLLAIRE 3 : Soient (E ,||.]| ) un espace normé avec dual E' et complété E,

et Ycly : YEE"HYHSU tel que :

(12) pour tout x€E , il existe ye€Y tel que <x,y> = | x| .
Soit_ {x :n21}cE, telle que sup 5, [lx || <~ .81 x€E et <x , ypo<x,y>
pour tout y€Y alors x > x dans o(E, E') .

Remarques : On peut déduire du théoréme de Bauer ([2] , p. 225) que (12) est satis-
faite si Y est 1l'ensemble des points extrémaux de {y : y€E' ,|y|<1} (si E
n'est pas complet, on ne peut pas utiliser le théoréme de Krein et Mil'man). On ob-
tient ainsi le théoréme de Rainwater ([3] , p. 33 et [L1).

Le corollaire 3 ne marche pas si nous affaiblissons (12) &

(13) pour tout x€E , il existe ye€ Y tel que <x , y> =[|XH .
Par exemple, si

E={x: x¢ P , x est constante & partir d'un certain rang}
et si Y se compose des applications x = * xm(m>l) , alors (13) est satisfaite.
Cependant la suite (1,1,1,1,...), (0,1,1,1,...), (0,0,1,1,044),... contredirait
cette version renforcée du théoréme.
Méme si (12) est satisfaite, il peut arriver aque YNex{y : y€E',| y|g1}

soit vide. Par exemple, si Q est non dénombrable et E = 2%/@ )(done E'= 2°(Q))
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nous pouvons prendre Y = vy :ye ™ (a), |yl est la fonction caractéristique d'un

ensemble dénombrablel} .

COROLLAIRE 4 : Soit Y une partie non vide d'un espace vectoriel topologique E

telle que

(14)  toute fonction affine continue sur conv Y atteigne son maximum en un

€lément de Y .

Soit {fn : nx»1} une suite uniformément bornée de fonctions affines continues sur

conv Y telle que, pour tout yeY , fn(y) + 0 ; alors, pour tout x€conv Y ,
f (x)>0.
n

Remarques : (1k4) est satisfaite si Y est pseudo-compact. Donc le corollaire k4
généralise le lemme qu'on trouve dans [1] (17.11, p. 158). Dans ce lemme, qu'on
utilise pour établir le théoréme de Krejn, on suppose que Y est semi-compact

( = countably compact) et que les fonctions f, sont lindaires.

Autres remarques : On peut utiliser la technique du théoréme pour démontrer cer-

tains théordmes du minimax, le théoréme de James et le lemme combinatoire de Ptak

([51, [6] et [T1).

Qu'il me soit permis d'exprimer mes sincéres remerciements 3 Marc Rogalski
our 1l'aide qu'il m'a apportée dans la rédaction de la version francaise de cet ar-
b q P ¢

ticle.
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