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INTERPOLATION NON LINEAIRE
par

Luc TARTAR

INTRODUCTION.

On s'intéresse ici à certaines généralisations de l'interpolation linéaire

à diverses situations non linéaires.

Un premier type d'interpolation non linéaire consiste à considérer des

applications lipschitztenues entre espaces de Banach. On peut aussi introduire des

applications holdériennes. Browder [l], Lions [l], Lorentz-Shimogàki [l],[2],

Peetre [lJ, Shimogàki Cl-], Tartar [iJ.
Un deuxième type consiste à considérer des espaces non vectoriels : es-

paces métriques en général.Justarsson,El], Peetre [l], Peetre-Sparr [ l], Tartar [ 2].

Certains théorèmes du premier type peuvent être obtenus avec des espaces

d'interpolation très généraux mai's on ne sait obtenir les autres qu'en utilisant

les méthodes d'interpolation réelles : méthode des traces de J.L. LIONS ou mé-
thode de J. PEETRE.

La méthode K peut être généralisée au cas des espaces métriques ; la

méthode des traces demande des structures plus fines. Dans la situation envisagée
ci-dessous les deux méthodes peuvent être utilisées. Comme dans le cas linéaire
elles conduisent aux mêmes espaces. En utilisant la méthode des traces on arrive à

caractériser certains de ces espaces^

RAPPELS D'INTERPOLATION LINEAIRE.

Soient A et A deux espaces de Banach plongés dans un espace loca-

lement convexe G .

1. Méthode K , Peetre [2].

Pour t > o on définit sur A + A. la norme suivanteo 1
K(t,a) = Inf. (|| a [| + t || a ;; )

a=a +a- A "1o 1 o ±

II est facile de voir que t -^K(t,a) est une fonction croissante concave.
Définition 1 . Pour o < 9 < l ; l ^ p ^ + o o on note (A ,A ) l'espace des
a tels que J" (t-^d.a))11 ^ + < . « ° ' p
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Nous aurons besoin d'une variante de cette méthode, introduite aussi par Peetre,

qui est la suivante

JL ^hode L . Peetre [3] .

Pour o < p^, p^ < + oo et t > o on définit sur A + AI la quantité sui-

vante : Lp^, p (t, a) = Inf. ( |[ a j l ̂  + t [ [ a II p! )
a=a^ ° A^ 1 A^

Définition 2 . Pour o < e < l , o < p ^ + o o on note (A , A )
„ o 1 6, p ; L

l'espace des a tels que J (t~9 Lp , p (t.a))? -^ < + co .
o

3 • Méthode des traces. Lions [2J.

Pour a^, cx^, p^, p^ vérifiant les conditions 1 ^ p , p ^ + oo ;

01^ + — > o ; a, + — <! on définit l'espace suivant :

W (A^. A^) = {u 6 L^ (e , œ ; A ^ + A^) | t"0 u € L^ (o ,. , A^)

t01 ^ C L 1 (o , oo, A ^ ) }

w ^o* •^1^ c= cl ( C o , oo [ , A + A ) et donc on peut donner la

Définition 3 . T (o^, p^, c^, p^_ ; A^, A^) = { u(o) | u 6 W (A^, A ) ]

Le lieu entre ces 3 méthodes est donné par le résultat suivant. Peetre [3] , [4]

Proposition 1. a) (A^. A^ ̂  ; ̂  = ^o' ̂  , ? où

i- e" i - e ^ ^ ,, , .—g— = —g— ^ ; p = (d-e) p^ + e p^) p.

b) T(ao' PO' "r PI ' Ao' ̂  = AO' Ve, p où

a +3-
g=____° RO . i _ i-e i e
vi^-^ ' p - p" ^

EXEMPLES.

^. A^ = L l(^) ; A^_ = L00 ( o ) .

On définit (A^, A^) 1 - - , q = î^^ (n) espaces de Lorentz et L33'33 (o) = L33 (^).
PO>^ P-, ,(1-,

^ . A^ = L ° °(o) ; A^ = L 1 -"(o) p^ 50 p^ alors

^o9 Al) fl n = Lpîq ̂  où à = ^-9 +^0 1 0, q P ^ p!
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^. A^ = W1'^) = ( u € L^tl). |̂  € L^fl) , i=l ... n } ne 1R°

A^ = L^SI) i < p ss + »

On définit (A^, A^) g = B1"6'1' (si) espaces de Besov

O n a B^(,)= ( u € L P ( , ) : ;J-J^^ dx dy < . « }
îîxo |x-y| p

pour o < s < l ; l < p < + o o

Si p = 2 on note B ' = H (iï) espace de restriction à o des fonctions

de H8 ((R11) = [ u ç S^tR") : (l + \^\s} î (ç ) ç L2 (tR11) } où û désigne la

transformée de Foùrier.

INTERPOLATION NON LINEAIRE : 1er type.

Supposons pour simplifier A c- A et B c: B
0 1 0 1

Théorème 1 : Peetre [l] , Tartar [3] .

Soit T une application de A dans B , qui applique A dans B et qui

vérifie :

l l T a - T b I l ^ c l l a - b H 0 1 o < a < l . V a , b Ç A ,
1 1 1

ii T a - T b II ^ c II a - b [! 3 o < @ < 1 . V a, b ê A
"o "o °

alors si o < 9 < l ; l < p < + < » T applique (A , A-L = X danso 1 6, p

Ï=(B,,B^ où ̂  - ^L ^ et,=^(l.^^^)

et on a || T a - T b [| < c || a - b|| (l-n)B + n ° V a, b ê X .
J À

Plusieurs généralisations sont possibles. Pour les applications il est

utile de supprimer l'hypothèse : T holdérienne de A dans B pour la remplacer

par T bornée au sens || T a || B < c || a || A3 . V a ç A

En particulier on peut montrer : Tartar [3]

Théorème 2 : On suppose que

| | T a - T b | | ^ < f( | |a | | ^ , [| b || ^ ) || a - b|| ° T a, b € A^ o < a < l
— - - - 1 1

HT a| lg < g(| |a| | ) Ha l l ; V a C A . o < B .
0 1 0

où f et g sont des fonctions continues sur R et R~ .
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Alors T applique X = (A^, A^) ^ ^ dans Y = (B^, B^) ^ ^ avec n et q

comme au théorème 1. De plus on a

||T a II ^ ^ h ( H a ||^ ) |[a|| ^ (l-r1)e + n a où la fonction h vaut

h(t) = c gÇ^t)1"11 fd,^)11 .

INTERPOLATION NON LINEAIRE : 2ème type.

On peut développer une théorie générale pour les espaces métriques :

Gustarsson [ l]. On considère ici une définition un peu différente et dans un cas

assez particulier où les 3 méthodes linéaires introduites plus haut peuvent être

généralisées.

Sait À > -1 ; 1 ^ q^ , q^ < + oo . o ^ s^ < 1

> s ïQ.
A^ = { u : |u| u ç B ° °(^) } muni de la distance

^o

d(u,v) = |[ |u| u - |v| v|| s ,q

^ ''""
A^ = L^) .

Remarquons que A et A sont plongés dans L1 + L00 .

^ pour t > o et a € A + A on définit

K ( t , a ) = Inf. (| | la^aj ^ . t ||aJ
a=a^a^ ^ o^o ^1

^o

Définition 1 bis . Pour o < 9 < l ; o < p ^ + o o on note (A A )
o 1 6, p

^ensemble des a : J°° (t~6 K^a^-^ < + °° .
o

1_ pour t > o ; o < p^, p^ < + °° et a ê A^ + A on définit

L'..'."•"•.s\ ""•••'*'«"J:...* "i^'
^

Définition 2 bis . Pour o < 0 < l ; o < p < + < » on note (A , A )
o 1 9, p ; L

!» ensemble des a : r 0 0 ^ " 8 ^ (t ,a) ̂  ^- < + °° .
"o ^ p! t
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^ pour o^, p^, OL^ p^ vérifiant 1 < p^, p^ < + oo ; ̂  + - o ; ̂  + 3- < 1

on définit W(A , A ) = { u : [ o,oo[ ^ A + A : t^u^u ç L °(o,oo ; B °5 °)

/^,^(^,^5

Définition 3 bis : T (o^, p^, o^, p^, A^, A^) = { u (o) ; u ç W(A , A ) } •

Proposition 1 bis : identique à la proposition 1.

Ces espaces introduits ont la propriété d'interpolation suivante (dont

la démonstration est identique à celle du théorème 2).

On suppose A c: A (on utilisera pour montrer cela le théorème de

Sobolev fractionnaire Peetre [ 5 J ) •

On suppose B c: B où B et B- sont soit un couple d'espaces de

Banach soit un couple ayant des propriétés analogues à A , A c'est à dire

B^= {a = lai" açB^ 0 ' 1 ' 0 ] B^ = L3"1

0

Soit T une application de A dans B et de A dans B vérifiant

| | T a - T l | | g ^ f ( | |a | | || b || ) || a - b ]| /
1 1' 1 1

U l T a l l l g < g (|| ai| ^ ) ||i a|||/
0 1 0

où |||a||| . = II |a| a II s ,q et la définition analogue pour [|| T a |[[
o B ° ° o

^o

si B est un espace analogue.

Théorème 2 bis : Sous les hypothèses ci-dessus T envoie (A , A ) dans——————————— o 1 6, p

(B , B ) où , q sont définis au théorème 1.

Remarquons pour finir que l'on sait caractériser certains des espaces

obtenus. Plus précisément on a le
"\ s î(^- c^

Théorème 3 : Soit A = { a | . | a | a Ç B ° ° } A = L . Pour o < 9 < 1

-i -i a Q
On définit q/. par — = —=— + — . Alors on a

9 ^ ^o q!

(A^)^={a| . |a|^-6) a . (B^ , L^) ^ ^ }
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s (1-6),^
Notons que si S < 1 . cet espace est B0 ^
On trouvera dans Tartar [3] d'autres généralisations et quelques applications.
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