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SCHEMAS EN GROUPES, ESPACES HOMOGENES ET ESPACES ALGEBRIQUES
SUR UNE BASE DE DIMENSION 1

par

Sivaramakrishna ANANTHARAMAN

Résuné, - Soient S un schéma localement noethérien, et X un S-espace algébri-
que en groupes séparé et localement de type fini sur S (resp. le S-faisceau fppf
quotient d'un S-schéma en groupes G , localement de type fini, par un sous-schéma
fermé en groupes H , plat sur S ). Lorsque S est de dimension O , on sait que
X est représentable. Par contre, m&me dans les meilleurs cas, un tel X n'est pas
nécessairement représentable si dim S » 2 . Dans ce travail, on démontre la repré-
sentabilité de tels X 1lorsque dim S 1 5 si S est normal, la démonstration
utilise des techniques (& peu prds connues) spéciales au cas dim S = 1 ; le cas
général se résoud ensuite moyennant un critdre (général) de descente d'espaces al-
gébriques par des morphismes entiers.
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6 S. ANANTHABRAMAN

Introduction

Depuis que la notion d'espace algébrique a été introduite en Géométrie algébri-
que par M, Artin, de nombreuses questions de représentabilité ont été traitées sui-
vant deux principes généraux.

(a) Etudier les conditions pour qu'un foncteur soit un espace algébrique.
(b) Etudier les conditions pour qu'un espace algébrique soit un schéma.

Dans le présent travail, on étudie certains cas particuliers de (b). On sait
par exemple que, sur une base de dimension zéro, un espace algébrique en groupes G
est un schéma ([2], §4). Sur un corps k , ce fait se démontre de la fagon suivante :
il existe un ouvert dense X de G qui est un schéma (SGAD, V, 8.1) ; et sur la
cl8ture algébrique k¥ de k , on dispose de suffisamment de sections de G pour
pouvoir recouvrir G par les translatés de cet ouvert X . La descente de ¥ a x
est possible, comme chaque ensemble fini de points de G est contenu dans un ou-
vert affine.

On peut essayer d'appliquer une telle méthode sur une base S quelconque. Mais,
pour ce faire, on doit a priori disposer d'un ouvert représentable X de G tel
que X soit dense dans chacune des fibres de G sur S . Or, en général, il n'exis-
te pas de tel X : en effet, on a un espace algébrique en groupes G lisse et non
séparé sur un trait, dont le plus grand ouvert représentable est sa fibre générique
(scap, VIB’ page 81). Méme lorsque l'on fait 1'hypothdse de séparation, il existe un
contre-exemple de Raynaud, sur une base locale régulidre de dimension 2 ([18],.X 14).

En revanche, on peut montrer, avec 1l'hypothdse de séparation, que le plus grand
ouvert représentable X d'un espace algébrique G contient ses points de codimen-
sion 1 (ef. (3.3.1)) ; si S est de dimension <1, cet ouvert X contient donc

les points maximaux des fibres de G sur S .
Nous étudions par suite les questions "maturelles" suivantes :

1° Soient S un schéma localement noethérien de dimension <1, G un S-
espace algébrique en groupes, séparé et localement de type fini sur S . Alors G
est-il un schéma ?

2° Soient S comme dans le 1°, G un S-faisceau fppf en groupes, S' un
schéma fpge sur S tel que Ggy soit un S'-schéma (en groupes) séparé et locale-
ment de présentation finie., Alors G est-il un schéma ?

3° Nous étudions également la question d'existence du schéma quotient du type

G/H . On sait que les faisceaux de ce type sont des espaces algébriques sur une base



Introduction T

S quelconque localement noethérienne (cf. (3.1.1)). Par contre, la question de re-
présentabilité de ces faisceaux admet une réponse négative si 1'on ne suppose pas
H fermé dans G et plat sur S, ousi dim S > 2 (m8mes contre~exemples que plus

haut), Nous étudions donc le cas ou S est localement noethérien de dimension 1.

A ces trois questions, nous répondons affirmativement ; nous montrons aussi
que chaque ensemble fini de points de G (resp. G/H ) qui se projette dans un ou-
vert affine de S est contenu dans un ouvert affine de G (resp. G/H ).

Esquissons bridvement la méthode de démonstration. On note d'abord que les
fibres sont des schémas. Sur une base normale, par exemple sur un trait, la notion
d'adhérence schématique de la fibre générique de G (cf. (1.2.0)) et une technique
du recollement suivant un fermé (cf. (1.1)) nous permettent de supposer que G est
plat sur S (cf., (1.2) et (1.3)). En utilisant 1'appendice II, on se ramdne alors
au cas G 1lisse sur S (chap. IV). On applique ensuite les résultats de la thise
de Raynaud ([18]).

Dans le cas o S est non normal, on utilise un critdre général de descente
entidre (cf. (3.2.1)) qui ne dépend pas de la structure de groupe sur G ou de la
structure homogdne sur G/H .

Faute de références satisfaisantes, nous avons dfi démontrer en détail certains
résultats "connus", comme le recollement suivant un fermé, ou le passage au quotient
plat (resp. fini).

L'auteur tient & remercier vivement M. RAYNAUD, dont 1'encouragement et les

conseils lui ont été une aide précieuse pour ce travail.
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Chapitre I

Recollement suivant un fermé, Applications

1.0, Un trait est par définition un triple (S = Spec A, n, s) o A estun
anneau de valuation discréte et n (resp. s) est le point générique (resp., fermé)
de S =Sped A,

Supposons que X = Spec A est un schéma affine noethérien sur un trait
(Spec A =8 , M ,s). Soient 7 wune uniformisante de A et T 1'idéal de A-torsion
dans A ., Alors on a la notion d'adhérence schématique X de la fibre générique Xﬂ
de X dans X : c'est le sous—schéma fermé V(T) de X . C'est aussi le plus
grand sous-schéma de X plat sur S . D'autre part, on a également les voisinages

infinitésimaux {x(z)} de la fibre spéciale X : ce sont les sous-schémas fer-

no
més {V(“PA)}n)o de X.

N

I1 y a une fagon naturelle de reconstituer X & partir de la donnée de X et

a®

s tnyo topologiquement c'est trés clair ; il s'agit d'identifier les points
7

des
commmns de X et Xs . Puisque ces points communs forment une partie fermée il\xs
de X, il s'agit de "recoller" X et XS suivant ce fermé commun,

Pour tenir compte du faisceau structural, nous procédons de la maniére suivante,

Pour chaque n ) o , considérons "l'intersection schématique" de X et X(Z) H

(n)

()

S

c'est le sous-schéma fermé )_{xxx = V(nnA+'1‘) de X, donc c'est un sous-schéma

fermé & la fois de X et de X On a ainsi deux plongements

v(a+T) 3 inx(g)

.

Ces deux plongements correspondent aux deux morphismes composés

pTr A/T
A/T x A/n°A S T~ a/(x'a+1)
Tt —

(o4 les fldches sont évidentes).
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(n)

est le sous—anneau (de A/T x A/nnA) d'égalité de ces deux fliches,

(n)

si B
est le conoyau de la double fl&che

(n)

il se trouve que Spec B
n -
V(nA+T) 3XUX

dans la catégorie (Sch/s) (voir (1.1.3) ci-dessous). On a alors un morphisme cano-

) (n) (n)

nique : Spec B X . Je dis que pour tout n assez grand ¢ est un

isomorphisme,

(n)

En effet, il est clair que ¢ correspond au morphisme canonique

e(n) (n) )

A —-——)A/T X A/nnA qui se factorise par B D'autre part, si a1 ,a, €A

2

sont tels que a1 = a, (nnA+T) alors a, = a2+1tna'+t' avec a' €A, t' €T,

dtoh (a1-nna') =(a2+t') est un é1ément a de A tel que a

(n)

zs.1 (nnA) et

a = a2 (7). ce qui prouve que e(n)(A) = B(n) , donc ¢ est une immersion fer-

e(n)

mée pour tout n , Enfin le noyau de est (nnA)ﬂ T = nnT et comme T est

engendré par un nombre fini d'éléments (A noethérien), nn.'I‘ =0 pour n assez

grand, Donc e(n) :Aﬁ'»B(n) pour n assez grand,

Tout cela prouve que X est le schéma obtenu par "recollement" de X et X

(n)

S

(n)
s
suivant le fermé commun ixxx pour n assez grand,

Il se trouve que plusieurs aspects de ce phénoméne se prétent & des généralisa-
tions, Ainsi, pour un foncteur quelconque G de (Sch/S)' dans Ens, on a la no-
tion d'adhérence schématique G de GT} dans G (s étant toujours un trait ; voir

(n)
s

(1.2.0) ci-dessous), et sous certaines conditions, si G et les @ sont des

(n)

s suivant un fermé" (voir

schémas, on peut représenter G "en recollant G et G
(1.2.4) et (1.3.2) ci-dessous). L'avantage de cette méthode est qu'elle raméne la
question de la représentabilité de G sur S & celle des G(I;) (qui sont des

foncteurs sur un schéma artinien) et celle de G , qui est alors un foncteur "plat

sur S" se prétant donc & plus de manipulations que G ,
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1.1. Le recollement suivant un fermé

1.1.0. On se pose la question suivante, Etant donnés trois schémas X1 , X2 ,» Y
0.
et deux immersions fermées Y-—:"»Xi , i=1,2, peut-on construire un schéma X

en recollant X1 , X2

Plus précisément, la donnée (Y, 61 , 92) définit une relation d'équivalence

suivant (Y, o, 92) ?

évidente sur X L X :
1 2 9

1
Y ezx1nx2 .
2
i = J—L = .u. N = J i
Soient X X1 5 X2 X1 ¥ X2 (0w o (91,62)) 1l'espace annelé quotient de
X1.I.LX2 pour cette relation et 9 ¢ Xi - X les morphismes canoniques d'espaces an-
nelés, On a alors la
1.1.1, Proposition : X = X1 JéL X2 est un schéma et les ?5 sont des immersions
fermées dans (Sch), Par suite il existe un sous—schéma fermé Y de X , & espace
sous-jacent ¢ (X )ﬂcp (X2) tel que g..0, ¢+ Y. >Y, 1=1,2, soient des isomor-
11 2 i*vi
phismes,
1.1.2. Remargues :
(a) Supposons que, pour chaque i , X:!L g xi soit un ouvert tel que
Aivr) = gl(xr) = vr (- (PR B g ] i i £
61 (X1) = 62(}(2) =Y', Alors Gi = ei|Y t Y Xi sont des immersions fermées, et
il est clair que X1' Je'll' X} (o o' = (e',eé)) s'identifie canoniquement & un ouvert
de X1 -g- X2 o
(b) Supposons démontrée la proposition (1.1.1). Il est alors immédiat que

le schéma X1 JéL X2 est le quotient de X JLX2 pour la relation d'équivalence dé-

1
finie par (91,92) dans le catégorie (Sch).

(c) Soient S un schéma et Z wun schéma sur S ., Nous dirons que 2
est de type (ra) sur S si chaque ensemble fini de points de Z qui se projette
dans un ouvert affine de S, est lui-méme contenu dans un ouvert affine de 2 .
Un schéma 7 est dit de type (FA) s'il est de type (FA) sur Spec Z . Revenant &

la situation précédente, nous démontrerons que si chaque Xi est de type (FA), il

en est de méme de X = X1 % X2 . En fait nous montrerons un peu plus:
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Si E est un ensemble fini de points de X tel que chagque Ei = q;:.(E) soit
contenu dans un ouvert affine de Xi , alors E est contenu dans un ouvert affine
de X .

1.1.3. Démonstration de 1.1.1 dans le cas affine :

Supposons que X; = Spec(Ai) , i=1,2, Y =spec(k) et Y, = ei(Y) = V(Ii)

ol I, est un idéal de A i=1,2. On a alors un diagramme

A
pry 1 _
A1 XA2 / T A
pr 2
2
ol les morphismes sont évidents, Posons B = le sous—anneau (de A1 xAz) d'égalité
des deux fléches composées A1 xA2 3 A . Je dis que X = Spec B s'identifie alors
P> ]
4 l'espace annelé X1 _lé].x2 .
i) Puisque A est un quotient de Ai » By = priIB est surjectif ce qui
.
nous donne des immersions fermées 9; ¢ Xi‘-' X . D'autre part, si Ki = ker (B—J-iAi),
il est clair que K, = (O)xI2 P K 21, x (0) , donc K,.K, =0 dans B . Ce qui
montre que : X = (p1 (X1)Uq)2(X2) ensemblistement,
ii) or, X-cpz(xz) = gléKZSpec Bg 5 un élément g € K2 est de la forme

(f,0) , £ € I, et réciproquement ; d'autre part, il est clair que q;: (spec Bg) est

1

1'ouvert affine Spec(.A.1)f de X Comme X, - Y U SPec(A1)f =V qa-:(SpecBg)

1° 17 £er, gex,
et que Bg5> (A1 )f pour f € I1 et g= (f,O) € K2 , on a montré que :

cp1](X1-Y1) est un isomorphisme sur 1l'ouvert X-(pz(Xz) de X (on a aussi 1l'as-
sertion analogue pour ¢2|X2—Y2).

iii) Enfin, soit J = ker(B —» A) ol la fldche est le morphisme unique pro-
venant de la définition de B ; il est clair que (a1,a2) €J si et seulement si
a; €1, , i=1,2, d'oh J = K1+K2 dans B . Et puisque B/J 3 X , on en con-
clut que v(J) est égal & q)1 (X1)ﬂ<p2(X2) , schématiquement,

On déduit de i), ii) et iii) que (X = Spec B, 9, q;2) est bien 1'espace annelé

quotient de X ML X, pour la relation d'équivalence Spec A2X J.LX2 .
. ! - C.Q.F.Do
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1.1.4. Démonstration de 1.1.1 dans le cas général :

Le fait que 1l'espace annelé X = X1 _I.eL X2 soit un schéma se vérifie localement
sur X ; donc, grfce & 1.1.2 (a) et 1,1.3 il suffit de montrer la chose suivante :
Soit y wun point quelconque de Y , ¥; = Gi(y). Alors il existe un ouvert af-

(resp. U

i ds
fine U1 e X >

\ de XZ) contenant y, (resp. y2) tel que

61(v,) = 6}(u,).

Mais afin de démontrer du méme coup la remarque 1.1.2 (c), nous allons prouver
un peu plus ‘: .
(*) Soit E un ensemble fini de points de X tel que Ei = (P-i(E) soit contenu
dans un ouvert affine de Xi , 1 =1,2 ., Alors il existe un ouvert affine V1 de

X (resp. v

N _ A
4 de x2) contenant E1 (resp. E2) tel que 91(V1) —92(V2).

2

Commengons par un lemme facile.
{

Lemme(F) : Soit F un ensemble fini de points d'un schéma affine 2 = Spec A .
Si U est un ouvert quelconque de Z contenant F alors il existe un a € A tel
que F C Za cU.

En effet, si P, est 1'idéal premier de A défini par un point quelconque x
de Z et si I estun idéal de définition de 2-U dans A, on a px¢1 pour
x €F . Comme F est fiﬁi, ona I¢ x%? Px. et il existe un a € I tel que
aﬁpx pour tout x €F . '

Revenons & la démonstration de (%). Posons Yi = ei(z) , 1 =1,2, BSoit U;

un ouvert affine de X1 contenant E1 s alors il existe un ouvert Ué de X2 tel

4 257! 3 i
que U1 nY1—eDU2 n Y2 . Ajoutant au besoin un ouvert de X2 contenant
E, - (B = (931()(1)[] cpz(xz)ﬂ E)) et contenu dans X,-Y, , on peut supposer que

]
U23E2 .

Si Ug est un ouvert affine de X, contenant E alors il existe un ouvert

2 2’

affine U de UY (8onc de x2) tel que E, < UJ'c UINT} (1emme(F)). Quitte &

restreindre U; on est ainsi ramené & supposer que :

il existe un ouvert affine U1 de X,‘ , un ouvert U1 de U1 etu.ﬁ ouvert
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affine U2 de X2 tels que :

a) U, DE , U,DE

1 2

b) u,ny, Z U,NY,
Soit f € A(U1) (notation évidente) un é1ément tel que E‘I c U' c U1
f
1 -
1 P la 6©-coimage de f1

dans A(U2n Y2). I1 est immédiat que tout revient & trouver un reldvement £, de

(lemme(F)) s soient £ son image dans A(U10Y1) et T

f_ dans A(U,) tel que U, DE., car on peut alors prendre V, = U et
2 2 2f 2 1 1¢
- 1
V2 = U2 . (Notons d'ailleu%s que dans le cas ou E=E , i,e, ol
f
2 -
B C(p1 (X1)nq>2(X2) , tout reldvement f2 de f2 dans A(U2) posséde cette pro-

priété ; la démonstration proprement dite de 1,1.1 s'achéve donc ici).
Pour établir (%), on peut évidemment supposer que
(%*) aucun des points de E2 n'est une spécialisation stricte d'un autre point de

E2'

or, soit I wuwn idéal de définition de U,NY, dans A(Uz) et £} un reldve-

ment quelconque de 52 dans A(U2). Posons Eé = (Ez-ﬁ)ﬂ U2 et

v
f2

E'2' = (E2--E')nv(fé) . I1 est clair que I & p, pour X € E'2' ;€ et & cause de (x)

3 ] " o v . i i

on a py Fp. si ye€ E2 et x € E2 . D'ou I n(yre‘Eé Py) ¢ erg P, il existe
A " . .

doncun g € I (ygEé py) tel que g £ Py pour X € E2 . Il est alors immédiat

que f2 = fé +g est un reldvement de fz qui répond & la question, CeQ.FeDo

1.1.5. Remarques 3

i) Plagons-nous désormais sur un schéma de base S , Si
(){‘I N X2 , Y, 91 N 92) est une donnée de recollement du type 1.1.C dans (Sch/S)
alors X = X1Jé.X2 est évidemment dans (Sch/S) . De plus iJ. est facile & voir que
si chaque X, est S-séparé, X 1l'est aussi,
Supposons que S' € (Sch/s). Alors, on obtient par le changement de base

S' - 5, une donnée de recollement (X' = X , X! =X , Y' =Y, , 0" =96 )
1 1S' 2 ZS' St 1 1S'
eé = 62 ) dans (Sch/s').\ Ce qui nous permet de construire le g'-schéma
Sl
Al
2

x;lél,x

ey

(ou o' = (6',95)). D'aprés 1.1.2 (b), il existe un S'-isomorphisme
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canonique X1' Jél? Xé - (X1 Jg-Xz)S, .
La démonstration de 1.1,1 montre que si S8' est plat sur S, alors c'est un

isomorphisme, En d'autres termes, le recollement suivant un fermé commute aux change-—
ments de base plats,

ii) Supposons que S est localement noethérien et que
(X1 , X2 , Y, 61 , 92) est une donnée du type 1.1,0 localement de type fini sur S
(i.e., chaque Xi 1'est), Alors une démonstration analogue & celle du théordme 5 de
1'appendice I montre que X1 -Ié-X2 est aussi localement de type fini sur S .

iii) Soient S localement noethérien, (X1 . X2 , Y, 61 , 92) une donnée du
type 1.1.0 localement de type fini sur S et (X1' , Xé , Yt ,0!, eé) une deuxiéme

donnée étale sur la premidre (i,e,, on a des S-morphismes étales tels que tous les

carrés évidents soient cartésiens)., Alors le S-morphisme canonique
' [N o1 t ét
X JYIr xy - X 4x, (cf. 1.1.2 (b)) est gtale,

I1 faut montrer que si x est un point de X = X1 .l%.xz qui est dans

(X1h xz) 2 Y et si x' est un point de X! = X1' JX-,I; Xé au~-dessus de x , alors

est essentiellement étale sur O Pour ce faire, remarquons dtabord que

b
X', xt X,x °

o o
Spec X,x (resp. Spec X',x') est le schéma recollé de Spec 0X1,x
(resp. Spec OX' x') et Spec OX (resp. Spec OX' x’) suivant le fermé commun
1’ 2, 2’

Spec O (resp. Spec OY' x')' Si 1'on note le hensélisé strict d'un anneau local
’

Y,x

~ I~ L
© par @, alors il est clair que Spec (DX x (resp. Spec OX' x') est le schéma
’ b

e R N —~
recollé de Spec OX x (resp, spec OX',X') et Spec OX x (resp. Spec (DX',x')“'"
1 —~ , 2 2
suivant le fermé commun Spec OY < (resp. Spec OY’ x')' L'assertion iii) est alors
’ ’

immédiate,
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1.2, Application aux guestions de descente fpgc sur un schéma de Dedekind

1.2,0, Par définition, un schéma de Dedekind S est un schéma intégre qui est
localement le spectre d'un anneau de Dedekind ; le schéma S est donc localement
noethérien, intégre et régulier de dimension 1,

Soient S un schéma de Dedekind, & point générique n , et G :(Sch/s)0 - Ens
un foncteur quelconque, On peut définir alors 1'adhérence schématique G de Gn

dans G comme étant le sous-foncteur G de G tel que T 2, @ est dans

G(T) &> o admet une factorisation T —>»G ou T' est un S-schéma plat,

\./a'

Tl
La motivation de cette définition est assez claire : Pour un schéma quelconque
X sur S, 1'adhérence schématique X de Xn dans X est le plus grand sous-
schéma de X sans S-torsion, donc est le plus grand sous-schéma plat sur S, Ia
définition fonctorielle dit simplement que G est "le plus grand sous-foncteur de
G plat sur sS",
I1 s'ensuit que si G est représentable, les deux définitions cofncident., Re-
marquons enfin que si G est représentable, il est nécessairement plat sur S .
Pour que le foncteur G soit représentable sur S, on a ainsi les conditions
nécessaires suivantes :
i) @, 1'adhérence schématique de Gn dans G est représentable ;
+) ii) chaque voisinage infinitésimal de chaque fibre de ¢ sur S est
représentable ;
iii) ¢ est un .S-faisceau fpac
On a la réciproque partielle suivante:
1.2.1. Proposition : Soient S wn trait (S,n,s) , G : (sch/s)® » Ens un fonc-
teur qui vérifie les conditions (+) ci-dessus, Supposons qu'il existe un trait
s* = (s',n',s') fiddlement plat sur S tel que Gg, Soit un schéma localement
noethérien, Alors G est représentable et localement noethérien,

Commengons par quelques remarques,
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1.2.2, Remarques préliminaires :
a) Soient S un schéma de Dedekind, G @ (Sch/S)° - Ens un foncteur et

5, un schéma de Dédekind plat sur S . Si G (resp. (E};)) est 1'adhérence sché-

matique de G (resp. (GS ) ) dans @ (resp. Gy ) alors on a un isomorphisme
n 1, 1
canonique (E)S = ('(-;;).

Cela découle formellement des définitions, En d'autres termes, la formation de
1ltadhérence schématique commute aux changements de base plats,
b) Soient X un schéma sur le trait S = (S,n,s) et X 1'adhérence sché—
matique de XT) dans X . Alors pour chaque n » O , X x (n)

XX s
fermé & la fois de i et de X(n) . Dlaprés 1,1,1., on peut donc recoller X et

(n) (n )

Xs suivant Xxil s soit X.LLX

est un sous—schéma

le schéma ainsi obtenu, D'aprés 1,1.2 (b),
on a un morphisme canonique X,I,LX( n) —(L—-»X

¢) on avu (1.0) que si X est un schéma affine noethérien, c'est un iso-
morphisme pour n assez grand, On a vu aussi que le recollement suivant un fermé

"se fait localement" en se ramenant au cas affine (ef, 1.1.4). Il en résulte que si

q,(n)

X est noethérien, est un isomorphisme pour n assez grand ; et par suite,

q)(n)

si X est localement noethérien, alors localement sur X , est un isomor-

phisme pour n assez grand .

a) Placons-nous dans le contexte de 1.2.1 et supposons (gréce a4 b) que

S = (S,n,s) , 8" = (s',n",s') sont des traits. Alors, pour chaque n > 0, le sous-

(n) (n)

foncteur G X G est représentable et est un sous-schéma fermé de G .

s
BEn effet, si 1l'indice de ramification du trait S' sur S est » » 1, il
(S)) & G(m,') . Mais puisque @

S' s st
est un schéma, le membre & droite est un sous-schéma fermé de G(;u") = (G(l;))sv

est clair (compte tenu de a)) que (Gx G

d'ol la conclusion par descente fpqc,
e) Ce fait nous permet, sous les hypothéses de 1.2.1., de recoller les

- n . . =
schémas G , G(s) , suivant le fermé GxGG(r;) s, pour chaque n ) 0 . Notons
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toujours EJLG(Z) le schéma ainsi obtenu. D'apres 1.1.5 i) (le recollement suivant

un fermé commute aux changements de base playts) il s'ensuit que

(ELG(Z))S,;ES,JLG("T) (notations de d)).

(or) (")

Or, on a le morphisme canonique GS,,].LG L} G et il est formel de voir

que les changements de base S" = S'XSS' —-—1tS‘ donnent le méme morphisme cano-
pr,
- 2
nique (G,],LG(n))S" S" . Comme, par hypothése, G est un
s-faisceau fpqc, on en déduit un morphisme canonique E]LG(ISI) - G, pour tout
n » 0, que nous noterons (P(n) s c'est un morphisme relativement représentable
: - , . . = (n) (n+1)
por des immersions fermées ; et 1'on a des immersions fermées GG s = GJ,LG

(n)

compatibles avec les ¢ ,n>»0,

1.2.3. Démonstration de 1.2.1 :

(n)

Remarquons d'abord que les schémas GJG s B2 0, ont le méme espace sous—

(o) .

jacent, Soit {Uc(nO)}a un recouvrement ouvert affine de G G s

(n) (n)

chaque n » o et chaque a, U « 1touvert de GJG s

(o) (n)

jacent que U s alors U

soit, pour
qui a le méme espace sous—

est affine (EGA, I, 5.1.9), de sorte que {U(Z)}

(n)

a
est un recouvrement ouvert affine de G,ILG
Or, considérons, pour a fixe, la famille ((U(n)) ) Puisque G est

’ ’ ’ o« ‘s’ nyo . gt
un schéma localement noethérien,(1.2.2 ¢)) montre que cette famille est stationnaire

et que sa valeur stationnaire est un ouvert du schéma G, Par descente fide¢lement

st °
(n))

plate, la famille (v 9st elle-méme stationnaire, pour o fixe, Si Ua est
sa valeur stationnaire il est clair que Ua représente un ouvert de G , BEnfin les
{Ua}a recouvrent G .

1.2.4. Corollaire : Soient S wun schéma de Dedekind et ¢ : (Sch/S)o - Ens un
foncteur qui vérifie les conditions (+) de 1.2.,0 et qui est localement de présen‘ta;-
tion finie sur S (ecf. EGA, IV, 8.14). Supposons qu'il existe un schéma 8' fpqc
sur S tel que GS' soit représentable (et localemént de présentation finie) sur
S'. Alors G est représentable,
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Démonstration : Comme plus haut, on peut supposer que S est un trait
(spec A,7n,s) et par suite que S' est affine, soit S' = Spec A'. On peut évi-
demment supposer que A' est un anneau de valuation (non nécessairement discréete)

dominant A ., Dans ce cas, l'adhérence schématique (ordinaire) G' de la fibre gé-

nérique de G' =G,, sur §', dans G', est plate sur S', donc on a 1'égalité

- 'éxSS'. Par descente fpqc on conclut que, pour chaque n ) o , EXGG(I;) est
. [ (n)

un sous—schéma fermé de G s

Ce fait nous permet de construire, suivant le procédé de 1.1.4., des ouverts
{Ua}a du foncteur G tels que :

(2)) soit un ouvert

a) pour tout o et tout n H o, Uan-é (resp. UanG

affine de G (resp. G(Isl))
U =¢.
o ¢ .
Puisqu'il suffit de montrer que chacun des ouverts {Ua} est un schéma, on peut

supposer que GS' est de présentation finie sur S', dans 1'énoncé 1.2.4 (en effet

chaque (Ua)s' est un ouvert quasi-compact et quasi-séparé du schéma GS')' or,

1'anneau A' est limite inductive filtrante de ses sous-A-algebres de

alier
type fini, Puisque GS' est de présentation finie sur S!', il s'ensuit que

G®AAi est représentable et de type fini sur Spec Ai pour io € I assez grand
o
(ef. [8]).

Comme A' est sans A-torsion, il en est de méme de Ai , donc Spec Ai
o o
est S-plat., Quitte & prendre une S—-quasi-section plate de Spec Ai (cf. BCA, IV,
o
17.16.1) et par la suite normaliser et localiser, on se raméne & supposer que S'

est un trait fidélement plat sur S . On est donc dans un cas particulier de 1,2.1.
C.Q.F.D.

1.2.5. Remarques

a) Gardons les notations et les hypothé¢ses générales de 1.2.0, Nous dirons
que G est plat sur S si G=G .

b) I1 est formel de voir que si G est un foncteur en groupes sur S ,

alors G 1l'est aussi.






