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SCHÉMAS EN GROUPES. ESPACES HOMOGÈNES ET ESPACES ALGÉBRIQUES
SUR UNE BASE DE DIMENSION 1

par
Sivaramakrishna ANANTHARAMAN

Résumé• - Soient S un schéma localement noethérien, et X un S-espace algébri-
que en groupes séparé et localement de type fini sur S (resp. le S-faisceau fppf
quotient d'un S-schéma en groupes G , localement de type fini, par un sous-schéma
fermé en groupes H , plat sur S ) • Lorsque S est de dimension 0 , on sait que
X est représentable. Par contre, même dans les meilleurs cas, un tel X n'est pas
nécessairement représentable si dim S > 2 . Dans ce travail, on démontre la repré-
sentabilité de tels X lorsque dim S < 1 ; si S est normal, la démonstration
utilise des techniques (à peu près connues) spéciales au cas dim S = 1 ; le cas
général se résoud ensuite moyennant un critère (général) de descente d'espaces al-
gébriques par des morphismes entiers»
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Introduction

Depuis que la notion d'espace algébrique a été introduite en Géométrie algébri-
que par M» Artin, de nombreuses questions de représentabilité ont été traitées sui-
vant deux principes généraux.

(a) Etudier les conditions pour qu'un fondeur soit un espace algébrique.
(b) Etudier les conditions pour qu'un espace algébrique soit un schéma.

Dans le présent travail, on étudie certains cas particuliers de ( b ) . On sait
par exemple que, sur une base de dimension zéro, un espace algébrique en groupes G
est un schéma ( [ 2 ] , §4). Sur un corps k , ce fait se démontre de la façon suivante :
il existe un ouvert dense X de G qui est un schéma (SGAD, V, 8»l) ; et sur la
clôture algébrique î de k , on dispose de suffisamment de sections de G pour
pouvoir recouvrir G par les translatés de cet ouvert X • La descente de î à k
est possible, comme chaque ensemble fini de points de G est contenu dans un ou-
vert affine. 1?

On peut essayer d'appliquer une telle méthode sur une base S quelconque. Mais,
pour ce faire, on doit a priori disposer d'un ouvert représentable X de G tel
que X soit dense dans chacune des fibres de G sur S , Or, en général, il n'exis-
te pas de tel X : en effet, on a un espace algébrique en groupes G lisse et non
séparé sur un trait, dont le plus grand ouvert représentable est sa fibre générique
(SGAD, VI^, page 8 l ) . Même lorsque l'on fait l'hypothèse de séparation, il existe un
contre-exemple de Raynaud, sur une base locale régulière de dimension 2 ( [ l 8 ] , . JC 14).

En revanche, on peut montrer, avec l'hypothèse de séparation, que le plus grand
ouvert représentable X d'un espace algébrique G contient ses points de codimen-
sion 1 (cf. ( 3 . 3 . l ) ) ; si S est de dimension ̂  1 , cet ouvert X contient donc
les points maximaux des fibres de G sur S .

Nous étudions par suite les questions "maturelles"suivantes :
1° Soient S un schéma localement noethérien de dimension <: 1 , G un S-

espace algébrique en groupes, séparé et localement de type fini sur S . Alors G
est-il un schéma ?

2° Soient S comme dans le 1 ° , G un S-faisceau fppf en groupes, S' un
schéma fpqc sur S tel que Gg, soit un S'-schéma (en groupes) séparé et locale-
ment de présentation finie. Alors G est-il un schéma ?

3° Nous étudions également la question d'existence du schéma quotient du type
G/H . On sait que les faisceaux de ce type sont des espaces algébriques sur une base
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S quelconque localement noethérienne (cf. (3»l«l)L Par contre, la question de re-
présentabilité de ces faisceaux admet une réponse négative si l'on ne suppose pas
H fermé dans G et plat sur S , ou si dim S ̂  2 (mêmes contre-exemples que plus
haut). Nous étudions donc le cas où S est localement noethérien de dimension ^ 1 .

A ces trois questions, nous répondons affirmativement ; nous montrons aussi
que chaque ensemble fini de points de G (resp. G/H ) qui se projette dans un ou-
vert affine de S est contenu dans un ouvert affine de G (resp. G/H ) .

Esquissons brièvement la méthode de démonstration. On note d'abord que les
fibres sont des schémas. Sur une base normale, par exemple sur un trait, la notion
d'adhérence schématique de la fibre générique de G (cf. ( l . 2 . 0 ) ) et une technique
du recollement suivant un fermé (cf. ( l . l ) ) nous permettent de supposer que G est
plat sur S (cf. ( l . 2 ) et ( l . 3 ) ) « En utilisant l'appendice II, on se ramène alors
au cas G lisse sur S (chap. IV). On applique ensuite les résultats de la thèse
de Raynaud ( [ l 8 ] ) .

Dans le cas où S est non normal, on utilise un critère général de descente
entière (cf. ( 3 . 2 . l ) ) qui ne dépend pas de la structure de groupe sur G ou de la
structure homogène sur G/H •

Faute de références satisfaisantes, nous avons dû démontrer en détail certains
résultats "connus", comme le recollement suivant un fermé, ou le passage au quotient
plat (resp. fini).

L'auteur tient à remercier vivement M. RAYNAUD, dont l'encouragement et les
conseils lui ont été une aide précieuse pour ce travail.
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Chapitre 1

Recollement suivant un fermé. Applications

1 . 0 . Un trait est par définition un triple (s = Spec A , T} , s) où A est un

anneau de valuation discrète et T) (resp. s) est le point générique (resp. fermé)

de S = Sped A .
Supposons que X = Spec A est un schéma affine noethérien sur un trait

(Spec A = S , •n , s ) . Soient n une uniformisante de A et T l'idéal de A-torsion

dans A . Alors on a la notion d'adhérence schématique X de la fibre générique X

de X dans X : c'est le sous-schéma fermé v( ï ) de X . C'est aussi le plus

grand sous-schéma de X plat sur S . D'autre part, on a également les voisinages

infinitésimaux ÎX } de la fibre spéciale X : ce sont les sous-schémas fer-' s 'n>o s
mes iv(A)i^ de X .

Il y a une façon naturelle de reconstituer X à partir de la donnée de X et

des [X' } ; topologiquement c'est très clair ; il s'agit d'identifier les points

communs de î et X . Puisque ces points communs forment une partie fermée X H Xg

de X , il s'agit de "recoller" X et X suivant ce fermé commun.
Pour tenir compte du faisceau structural, nous procédons de la manière suivante.

Pour chaque n ̂  o , considérons "l'intersection schématique" de X et X :

c'est le sous-schéma fermé Xx X^ ̂ (A+T) de X , donc c'est un sous-schéma

fermé à la fois de X et de X . On a ainsi deux plongementss

vd^A+T^XJl.X^ .

Ces deux plongements correspondent aux deux morphismes composés

Pr A/T̂ ^̂
A/TxA/A ̂ ^^ ^̂ ;̂ A/(A+T)

-pr^-^A/A

(où les flèches sont évidentes).
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Si B est le sous-anneau (de A/T x A/A) d'égalité de ces deux flèches,

il se trouve que Spec B est le conoyau de la double flèche

V^A+T^XILXŝ

dans la catégorie (sch/s) (voir ( 1 . 1 . 5 ) ci-dessous). On a alors un morphisme cano-

nique y : Spec B -* X . Je dis que pour tout n assez grand y est un

isomorphisme.

En effet, il est clair que <p correspond au morphisme canonique

A ————¥ A/T x A/îi A qui se factorise par B . D'autre part, si a , a € A

sont tels que a = a (71 A + ï ) alors a = a + TT a' +t ' avec a' ç A , t' 6 T ,

d'où (a --n; a') = (a +t ' ) est un élément a de A tel que a = a (-n^A) et

a = a^ (ï). Ce qui prouve que 6 (A) == B^ , donc y— 7 est une immersion fer-

mée pour tout n . Enfin le noyau de 6 est (•jp'A)t\ T = ^T et comme T est

engendré par un nombre fini d'éléments (A noethérien), •n^'.T = 0 pour n assez

grand. Donc 6 : A ^ B pour n assez grand,

Tout cela prouve que X est le schéma obtenu par "recollement" de X et X

suivant le fermé commun X x X pour n assez grand.
X s

II se trouve que plusieurs aspects de ce phénomène se prêtent à des généralisa-

tions. Ainsi, pour un fondeur quelconque G de (Sch/s)' dans Ens, on a la no-

tion d'adhérence schématique 5 de G dans G (s étant toujours un trait ; voir

(l.2.o) ci-dessous), et sous certaines conditions, si 5 et les G sont des
s

schémas, on peut représenter (}" "en recollant S et G ' 1 ' suivant un fermé" (voir
s

(1.2.4) d d.5.2) ci-dessous). L'avantage de cette méthode est qu'elle ramène la

question de la représentabilité de G sur S à celle des G (qui sont des
s

fondeurs sur un schéma artinien) et celle de 5 , qui est alors un fondeur "plat

sur S " se prêtant donc à plus de manipulations que G •
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1 . 1 . Le recollement suivant un fermé

1 . 1 . 0 » On se pose la question suivante. Etant donnés trois schémas X , X- , Y
9.

et deux immersions fermées Y——»-X. , i = 1 , 2 , peut-on construire un schéma X

en recollant X , X suivant (Y , 6 , 6 ) ?

Plus précisément, la donnée (Y , 6 , Q ) définit une relation d'équivalence

évidente sur X JLX :

^
Y=?X^X, .

Soient X = X -U- X - X -LL X (où 6 = (e ,6 )) l'espace annelé quotient de

X -ILX pour cette relation et cp. : X. -> X les morphismes. canoniques d'espaces an-

nelé s. On a alors la

1 . 1 . 1 . Proposition : X = X -il- X- est un schéma et les (p. sont des immersions

fermées dans (sch). Par suite il existe un sous-schéma fermé Y de X , à espace

sous-jacent 9 (x )n<p^(x ) tel que y..6. : Y. -» î , i = 1 , 2 , soient des isomor-

phismes,

1 . 1 . 2 . Remarques :

(a) Supposons que, pour chaque i , Xî <-*- X. soit un ouvert tel que

é^X') = e^X') = Y* . Alors 9! = 6.|Y' : Y' -» Xî sont des immersions fermées, et

il est clair que X* -Lly X' (où 6' = (e* ,^ ' ) ) s* identifie canoniquement à un ouvert

de X^ ̂ .

(b) Supposons démontrée la proposition (l,1,l). II est alors immédiat que

le schéma X -U- X est le quotient de X ILX pour la relation d'équivalence dé-

finie par (ô ,9-) dans le catégorie (sch).

(c) Soient S un schéma et Z un schéma sur S • Nous dirons que Z

est de type (?A) sur S si chaque ensemble fini de points de Z qui se projette

dans un ouvert affine de S , est lui-même contenu dans un ouvert affine de Z .

TJn schéma Z est dit de type (FA) s'il est de type (FA) sur Spec Z • Revenant à

la situation précédente, nous démontrerons que si chaque X. est de type (FA), il

en est de même de X = X - U - ^ o " ^n ^o-1"^ "-û^s montrerons un peu plus:
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Si E est un ensemble fini de points de X tel que chaque E. = y'. (E) soit

contenu dans un ouvert affine de X. , alors E est contenu dans un ouvert affine

de X ,

1.1,5. Démonstration de 1 . 1 . 1 dans le cas affine :

Supposons que X. = Spec(A.) , i = 1 , 2 , Y = Spec(5) et Y. = 9.(ï) ==v(l.)

où I. est un idéal de A. , i == 1 , 2 < On a alors un diagramme

^ A1 ——^ -A, XA^ ̂  .; A

^T^ ^

où les morphismes sont évidents. Posons B == le sous—anneau (de A xA ) d'égalité

des deux flèches composées A xA- ^A , Je dis que X = Spec B s'identifie alors

à l'espace annelé X -y-X •

i) Puisque A est un quotient de A. , p. = pr.JB est surjectif ce qui
Pj_

nous donne des immersions fermées y. : X. <B» X . D'autre part, si K. = ker (B—^A.),

il est clair que K ^ (o) xi , IL sl I X (o) , donc K .IL = 0 dans B . Ce qui

montre que : X = y (x ) U y (x,,) ensemblistement,

ii) Or, X -y (x ) = (J Spec B ; un élément g C IL est de la forme
2 2 gCK^ ë d

(f,o) , f C I et réciproquement ; d'autre part, il est clair que cp' (Spec B ) est

l'ouvert affine Spec(A )^ de X . Comme X -Y = ^ Spec(A )^ = U y. (Spec BJ

et que B ^ (A L pour f € I, et g = (f,o) C IL , on a montré que :

y [ (x-Y ) est un isomorphisme sur l'ouvert X-<p ( x ) de X (on a aussi l'as-

sertion analogue pour y [ X- - Y ) •

iii) Enfin, soit J = ker(B -* ï) où la flèche est le morphisme unique pro-

venant de la définition de B ; il est clair que (a ,a ) € J si et seulement si

a . e i . , i = 1 , 2 , d t o ù J = K + ï L dans B . Et puisque B/J ̂  A , on en con-

clut que v(j) est égal à y (x ) H y (x-) , schématiquement.

On déduit de i), ii) et iii) que (x = Spec B , y , y ) est bien l'espace annelé

quotient de XJLX pour la relation d'équivalence Spec ï ^ X.iLx^ ,
1 2 1 " C.Q.F.D.
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1.1,4. Démonstration de 1 . 1 . 1 dans le cas général :

Le fait que l*espace annelé X = X. IL X- soit un schéma se vérifie localement
' 9 2

sur X ; donc, grâce à 1 , 1 . 2 (a) et 1 . 1 , 5 il suffit de montrer la chose suivante :

Soit y un point quelconque de Y , y. = 9.(y). Alors il existe un ouvert af-

fine TJ de X (resp. TJ de X^) contenant y (resp. y ) tel que

9;(^)=9^).

Mais afin de démontrer du même coup la remarque 1 ,1 .2 (c), nous allons prouver

un peu plus :

(-x-) Soit E un ensemble fini de points de X tel que E. = <p.(E) soit contenu

dans un ouvert affine de X. , i = 1 , 2 . Alors il existe un ouvert affine V de

X (resp. V de X ) contenant E (resp. E ) tel que 91 (v ) = ^(v ).

Commençons.par un lemme facile.

Lemme (F ) : Soit F un ensemble fini de points d*un schéma affine Z = Spec A •

Si TJ est un ouvert quelconque de Z contenant F alors il existe un a C A tel

que F <= Z c: U .a

En effet, si p est l*idéal premier de A défini par un point quelconque x

de Z et si I est un idéal de définition de Z—TJ dans A , on a p ^6 I pour

x € F . Comme F est fini, on a 1 d. U P et il existe un a ç I tel que
xCF x

a / p pour tout x € F ,

Revenons à la démonstration de (-x-). Posons Y. = 9.(ï) , i = 1 ,2 . Soit TJ*

un ouvert affine de X contenant E ; alors il existe un ouvert TJ* de ï. tel

que IP n Y -^TJ'nY- . Ajoutant au besoin un ouvert de X- contenant1 1 Q 2 d 2
E - (E = (y (x )n (p?(x )fl E)) et contenu dans X -Y , on peut supposer que

U^E^.

Si TJ" est un ouvert affine de X- contenant E , alors il existe un ouvert

affine U"' de U" (donc de X ) tel que E <= TJ"' c U" H U* ( lemme (F)). Quitte à

restreindre U* on est ainsi ramené à supposer que :

il existe un ouvert affine TJ de X , un ouvert TJ de TJ, et un ouvert
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affine û de X tels que :

a) V^E, , V^^

b) ^^1^

Soit f € A(lT ) (notation évidente) un élément tel que E c TÏ c U
1 If 1

(lennne(F)) ; soient ^ son image dans A(lL 0 Y ) et ? la 9-coimage de ?

dans A(TT^nY^). Il est immédiat que tout revient à trouver un relèvement f de

f^ dans A(lJ^) tel que TJ^ =3 E , car on peut alors prendre V = Ï et
f 1 1f

^ = ^2 • (NO'boIls d'ailleurs que dans le cas où E = È , i.e. où 1

^2
E <= ^ ( x ^ ) n y ^ ( x ^ ) , ^ouî. relèvement f^ de ï^ dans A(TT^) possède cette pro-

priété ; la démonstration proprement dite de 1.1.1 s'achève donc ici).

Pour établir (-x-), on peut évidemment supposer que :

(**) aucun des points de E^ n'est une spécialisation stricte d'un autre point de

^

Or, soit I un idéal de définition de Upï ïY dans A(u ) et f un relève-

ment quelconque de ?^ dans A(n). Posons E' = (E -È)nu et

E '̂ == (E^-È)nv(fp . Il est clair que I ^ p^ pour x ç E^ ;2 et à cause de (^)

on a pyÇ^ si y C E ^ et x C E^ . D'où 1 0 (^ p^) ^ ̂  ̂  ,. il existe

donc un g ç I H (^, p^) tel que g / p^ pour x ç E '̂ . Il est alors immédiat

que f^ = f^+g est un relèvement de ? qui répond à la question. C.Q.F.D.

1.1.5. Remarques ;

i) Plaçons-nous désormais sur un schéma de base S , Si

(X^ , X^ , Y , 9^ , 6^) est une donnée de recollement du type 1 ,1 .0 dans (sch/s)

alors X = X^X^ est évidemment dans (sch/s) . De plus il est facile à voir que

si chaque X. est S-séparé, X l'est aussi,

Supposons que S' C (sch/s). Alors, on obtient par le changement de base

S' - S , une donnée de recollement (x' = X , X' = X. , Y» = Y , G' = e
S' S' S 1 1g,

^2 = °2 dans (sch/S*)« Ce qui nous permet de construire le S'-schéma
S

^ ̂  x^ ^où et = ^i'»9?)- D'après 1 . 1 . 2 (b), il existe un S'-isomorphisme
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canonique X '̂ IL X^ -» (x^ -l̂ )g, .

La démonstration de 1 . 1 . 1 montre que si S' est plat sur S , alors c*est un

isomorphisme. En. d'autres termes, le recollement suivant un fermé commute aux change"-

ment s de base plats.

ii) Supposons que S est localement noethérien et que

(X , X , Y , 6 , 6 ) est une donnée du type 1 . 1 . 0 localement de type fini sur S

(i.e,, chaque X. l*est). Alors une démonstration analogue à celle du théorème 5 de

l'appendice 1 montre que X IL X est aussi localement de type fini sur S •
1 0 ^

iii) Soient S localement noethérien, (x , X , Y , 6 , 9 ) une donnée du

type 1 ,1 .0 localement de type fini sur S et (x* , X» , Y* , 6' , G? une deuxième

donnée étale sur la première (i.e,, on a des S-morphismes étales tels que tous les

carrés évidents soient cartésiens). Alors le S-morphisme canonique

X^ ̂  X^ -X^X^ (cf. 1 . 1 . 2 (b)) est étale.

Il faut montrer que si x est un point de X = X -U-X qui est dans

(X û X ) ^ Y et si x* est un point de X* = X* -^ X' au-dessus de x , alors

Ô ^ est essentiellement étale sur ^ . Pour ce faire, remarquons d^bord que
X ,x A,X

Spec 0 (resp, Spec 0 ) est le schéma recollé de Spee 0X,x X , x A >x

(resp. Spec 0 . ,) et Spec ^ (resp. Spec 0.-, ,) suivant le fermé commun
X , X X? y X A- , X

Spec 0 (resp. Spec 0 , ,)« Si l̂ n note le hensélisé strict d'un anneau local
Y,x Y ,x

6 par 0, alors il est clair que Spec 0 (resp. Spec 0 ,) est le schémaX,x A ,x

recollé de Spec 0 (resp. Spec (D"̂  i ) et 3?®° v̂ ^ (resp. Spec 0 _,)..^
X.,X A , X A- , X A- , A

suivant le fermé commun Spec 0 (resp. Spec <û ,). I^assertion iii) est alorsï,x i ,x

immédiate,
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1.2. Application aux questions de descente fpqc sur un schéma de Dedekind

1.2,0, Par définition, un schéma de Dedekind S est un schéma intègre qui est

localement le spectre d'un anneau de Dedekind ; le schéma S est donc localement

noethérien, intègre et régulier de dimension 1,

Soient S un schéma de Dedekind, à point générique r\ , et G : (sch/s) -*• Eus

un fondeur quelconque. On peut définir alors l'adhérence schématique G de G
TI

dans G comme étant le sous—fondeur G de G tel que T —> G est dans

G (ï) <====> a admet une factorisation T —^ G où T' est un S-schéma plat.

\/a.
rp»

La motivation de cette définition est assez claire : Pour un schéma quelconque

X sur S , l'adhérence schématique X de X dans X est le plus grand sous—
'H

schéma de X sans £r-torsion, donc est le plus grand sous—schéma plat sur S , La

définition fonctorielle dit simplement que G est "le plus grand sous-fondeur de

G plat sur S " ,

Il s'ensuit que si G est représentable, les deux définitions coïncident. Re-

marquons enfin que si G est représentable, il est nécessairement plat sur S •

Pour que le fondeur G soit re présentable sur S , on a ainsi les conditions

nécessaires suivantes :

i) G , l'adhérence schématique de G dans G est représentable ;
T1

/ \ ii) chaque voisinage infinitésimal de chaque fibre de G sur S est

représentable ;

iii) G est un S-faisceau fpqc ,

On a la réciproque partielle suivante:

1 ,2 ,1 . Proposition : Soient S un trait (s,-n,s) , G : (Sch/s) -» Ens un fonc-

teur qui vérifie les conditions (+) ci-dessus. Supposons qu'il existe un trait

S» = (s ' , -n ' ,s ' ) fidèlement plat sur S tel que G soit un schéma localement
S

noethérien. Alors G est représentable et localement noethérien.

Commençons par quelques remarques»
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1.2,2. Remarques préliminaires :

a) Soient S un schéma de Ded.eld.nd, G ; (Sch/s)° -» Eus un fondeur et

S un schéma de Dedekind plat sur S . Si 5 (resp. (5"""")) est l'adhérence sché-
1 ^

matique de G (resp. ((ï ) ) dans G (resp, G ) alors on a un isomorphisme
r} ^ ^ ^

canonique ("5) s* (S~"),S^ S^
Cela découle formellement des définitions. En d'autres termes, la formation de

l*-adhérence schématique commute aux changements de base plats.

b) Soient X un schéma sur le trait S = (s,r),s) et X l* adhérence sché-

matique de X dans X . Alors pour chaque n > 0 , A X X est un sous-schéma
T) A S

fermé à la fois de A et de X • D'après 1 , 1 . 1 , , on peut donc recoller X et

X^ suivant AX^C" ; soit A^LX^ le schéma ainsi obtenu. D*après 1 . 1 . 2 (b),
8 - (n) œ^

on a un morphisme canonique XJ^X • > X •s

c) On a vu (l.o) que si X est un schéma affine noethérien, c'est un iso—

morphisme pour n assez grand. On a vu aussi que le recollement suivant un fermé

"se fait localement" en se ramenant au cas affine (cf. 1 .1 .4) . Il en résulte que si

X est noethérien, <p est un isomorphisme pour n assez grand ; et par suite,

si X est localement noethérien, alors localement sur X , y est un isomor-

phisme pour n assez grand .

d) Plaçons-nous dans le contexte de 1.2.1 et supposons (grâce à b) que

S = (s,Ti,s) , S* = (S 1 , ^ *^ 1 ) sont des traits. Alors, pour chaque n ^ 0 , le sous-

foncteur H x G est représentable et est un sous-schéma fermé de G .G s s

En effet, si l'indice de ramification du trait S' sur S est r >/ 1 , il

est clair (compte- tenu de a)) que ( G x _ G ) . ^ G , x G . , Mais puisque G ,
G s S S G-, . s o

est un schéma, le membre à droite est un sous-schéma fermé de G , = (G )-, ;s s o

d'où la conclusion par descente fpqc,

e) Ce fait nous permet, sous les hypothèses de 1.2.1. , de recoller les

schémas 5 , G^ , suivant le fermé Ç x ^ G ^ 1 ' , pour chaque n \ 0 . Notons
S (j S
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toujours ÎE^G n/ le schéma ainsi obtenu. D'après 1 .1 .5 i) (le recollement suivant

un fermé commute aux changements de base plats) il s*ensuit que

^^A.^S^y (notations de d)).

Or, on a le morphisme canonique 5g, Ic^7 -^———> G et il est formel de voir
P .̂

que les changements de base S" = S 'x .S* ——-^S' donnent le même morphisme cano-

(n) ^n±(iue (^IG g )g,. -» Gg., . Comme, par hypothèse, G est un

S-faisceau fpqc, on en déduit un morphisme canonique 5jLG -* G , pour tout

n ^ 0 , que nous noterons y n ; c'est un morphisme relativement re présentable

par des immersions fermées ; et l*on a des immersions fermées 5jLG^ ^SiLG^1^
, — s * s '

compatibles avec les y'117 , n ^ 0 .

1.2.5, Démonstration de 1.2.1 :

Remarquons d'abord que les schémas îîJLG" , n ^ 0 , ont le même espace sous-

jacent. Soit {iï^ } un recouvrement ouvert affine de 5 G" ; soit, pour

chaque n > o et chaque a , TJ^ l'ouvert de G^G^ qui a le même espace sous-

jacent que ^0} ? alors T/10 est affine (EGA, I, 5.1.9), de sorte que jl/11^
tt a { a 'a.

est un recouvrement ouvert affine de 5j^G
s

Or, considérons, pour a fixe, la famille ((T/11^) ) . Puisque G . est

un schéma localement noethérien,(1.2.2 c)) montre que cette famille est stationnaire

et que sa valeur stationnaire est un ouvert du schéma G_, . Par descente fidèlement
( }

plate, la famille (n ^ )^ est elle-même stationnaire, pour a fixe. Si U est

sa valeur stationnaire il est clair que U représente un ouvert de G . Enfin les

{U { recouvrent G •

1.2.4. Corollaire : Soient S un schéma de Dedekind et G : (Sch/s)° -» Eus un

fondeur qui vérifie les conditions (+) de 1.2.0 et qui est localement de présenta^

tion finie sur S (cf. EGA, IV, 8.14). Supposons qu'il existe un schéma S» fpqc

sur S tel que Gg, soit représentable (et localement de présentation finie) sur

S'. Alors G est représentable,
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Démonstration : Comme plus haut, on peut supposer que S est un trait

(Spec A , -n , s) et par suite que S* est affine, soit S* = Spec A* . On peut évi-

demment supposer que A* est un anneau de valuation (non nécessairement discrète)

dominant A • Dans ce cas, l'adhérence schématique (ordinaire) ^T de la fibre gé-

nérique de G* = G^, sur S', dans G*, est plate sur S', donc on a l'égalité

G' ^ Gx S*. Par descente fpqc on conclut que, pour chaque n ^ o , G x G est
S G s

un sous-schéma fermé de G .——— g

Ce fait nous permet de construire, suivant le procédé de 1 ,1 ,4 , , des ouverts

ÎU i du fondeur G tels que :
' a'a

a) pour tout a et tout n > o , U ne (resp, TJ (IG ) soit un ouvert
(X OC S

affine de 5 (resp. G )_—_—_ g

b) U U = G .
a a

Puisqu'il suffit de montrer que chacun des ouverts JU } est un schéma, on peut

supposer que G , est de -présentation finie sur S 1 , dans l'énoncé 1.2,4 (en effet
0 ——— —«———

chaque (u ) est un ouvert quasi-compact et quasi-séparé du schéma G ,)• Or,

l'anneau A' est limite inductive filtrante de ses sous-A-algèbres J A . j . - de

type fini» Puisque G , est de présentation finie sur S', il s'ensuit que

G^>.A. est représentable et de type fini sur Spec A. pour i C I assez grand
A i 1 0

(cf. [8]).

Comme A' est sans A—torsion, il en est de même de A. , donc Spec A.
o o

est S-plat. Quitte à prendre une S-quasi-section plate de Spec A. (cf. EGA, IV,
o

1 7 , 1 6 . 1 ) et par la suite normaliser et localiser, on se ramène à supposer que S'

est un trait fidèlement plat sur S , On est donc dans un. cas particulier de 1 .2 .1 ,

C.Q.F.D.

1.2.5. Remarques :

a) Gardons les notations et les hypothèses générales de 1,2.0. Nous dirons

que G est plat sur S si G=S .

b) II est formel de voir que si G est un fondeur en groupes sur S ,

alors 'Q l*est aussi,
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c) Supposons que la fibre générique G de G sur S est représentable,
il

Si H c-» G est un sous-schéma fermé de G , alors on a une définition évidente
•H il ———— r}

de l'adhérence schématique H de H dans G , qui coïncide avec la définition
il

habituelle si G est un schéma,

d) Si, dans c), G est un fondeur en groupes et H est un sous—groupe
il

invariant fermé de G , il est clair que H est un sous-foncteur en groupes inva—
il

riant de G »

1,5. Application aux espaces algébriques

1,5,0, Définition ; Soit S un schéma» On appelle S-espace algébrique un

S—faisceau tppt X qui s'insère dans une suite exacte de S—fax&ceaux
P p

Z —L-f Y ——^ X , où
^

i) Y , Z sont des S-schémas,
P^

ii) Z ! Y est une S-relation d^quivalence étale et de présentation
^

finie,
(p.»Pp)

iii) le monomorphisme canonique Z ——————>• Y x Y est une immersion.
b

Nos espaces algébriques sont donc les espaces algébriques localement séparés

au sens de [1].

(* ) L*espace algébrique X ci-dessus est dit séparé si le morphisme

(P.,??)
d : Z ——•———>• Y x Y est une immersion fermée.g ,^__^__———_ ——«»•«

(* ) Cet espace algébrique X est dit un S-espace algébrique (loc. P?) si Y est

localement de présentation finie sur S .

1,5.1 <» Remarques :

a) Avec les notations de 1,5,0., soit JY } un recouvrement ouvert af-
(X CC

r\
fine de Y , Si Y est le S-schéma -IL Y et Y ——>• Y est le morphisme cano-1 a a 1

nique, soit Z ^ Y la relation induite sur Y (cf, SGAD, V, 5). On voit que

cette relation est elle aussi étale et de présentation finie (cf. 5.1.2.2), Si X

est le S-faisceau fppf quotient de Z^ ^ Y^ , alors il est clair que X- ^ X ,


