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INTRODUCTION

Notre but est d'approcher les solutions de divers problèmes différentiels, liné-
aires ou non, par des solutions de problêmes approchés aux "différences finies" &t
de donneA une. méthode. g&nêMMJie. de. conA-ùiaet-con de. CCA p^obteme^ app/iocAé-A (Chap II,
§4 et § 5 ) .

Sous son aspect général, le problème se présente de la façon suivante :
Soit A un opérateur (linéaire ou non) d'un espace de Banach E dans un autre

espace de Banach F ; on admet qu'il existe une solution du

problème. P. Chercher u dans E tel que A(u) « f donné dans F .

On se donne un paramètre h destiné à tendre vers 0 , auquel on associe un
opérateur A^ d'un espace E dans un espace F (ces espaces étant de dimension
finie) et on remplace le problème F par le

p^obiwe. P̂  . Chercher û  dans E tel que A ^ ( u , ) s f, dans F .

On se pose alors les questions suivantes ;
- En quel sens définir la "convergence" de u, vers u ?
- Quelles conditions doivent satisfaire les opérateurs A, pour que la "conver-

gence" des données entraîne celle des solutions ?
- Comment construire des opérateurs A. vérifiant ces conditions ?

Généralement, pour définir la convergence, on munit chacun des E. d'une norme
| | u ^ | | ^ , on se donne un opérateur ,r^ de E dans E (celui, par exemple, qui à
toute fonction continue associe ses valeurs aux points d'un réseau) et on dit que
û  converge discrètement vers u si | | u - r , u [ | tend vers 0 avec h . Cette
notion dépend du choix des normes | | u ^ | | ^ sur E , même si, pour h fixé, ces
normes sont équivalentes. Nous introduirons alors une autre notion ; nous construi-
rons des opérateurs linéaires continus de E dans E et nous dirons que u
converge vers u (fortement ou faiblement) si p,,u, converge vers u dans E
(fort ou faible). La convergence discrète entraîne la convergence forte si (et seu-
lement si) | IP̂ J IE ̂  M! I^N^ ( M indépendante de h) et P.r.u converge vers
u pour tout u . (Chap 1 ; §1, théorème 1 du § 1 ) . Ainsi nous définirons une appro-
ximation A , ( E ) de E dans E. :

VE) . (E , ̂  , ̂  , r^)
par la donnée d'un opérateur p de E, dans E et d'une application r. de E
dans E . (Chap 1 , § 1 ) .

Donnons-nous maintenant une approximation A , ( F ) « ( F , F , . q . , s ) de F



dans F. . Les hypothèses à faire sur les opérateurs A, pour que la convergence

discrète de f, vers f entraîne celle de u. vers u sont les suivantesh h
(Chap 1 , §2 , théorème 1 du §2 ) :

- L&A A^ 4ont conÀ-cUontA a A en u , c'est-à-dire :

| |A,(r,u) - s. A(u) | | tend vers 0 avec h

- Le-ô op^Acute.uA^ A, &0tvt ^tabjie^, c'est-à-dire : les opérateurs A. sont glo-

balement (en h ) uniformément continus :

Pour tout c , il existe n tel que | [ f , - g, l L ^ n entraîne :

HA^CI^) - ^(g^llh ^ £ P0111' tout h •

Si les opérateurs A. sont linéaires, on retrouve la notion classique de stabili-
té :

\\\1 ^ l l h ^ ^^ t j lh ; M indéPendante de h •

Enfin, comment construire les opérateurs A. consistants à A , inversibles, et
-1tels que les A, soient stables ? on considère le schéma suivant :

Considérons alors l'opérateur particulier suivant :

\ s 'h A Ph •

Nous étudierons alors les conditions à imposer aux opérateurs p, et s. pour

que, dans une classe d'opérateurs donnée, les conditions précédentes soient satis-

faites (Chap 1 , §2 , §3 , §4 et 5 ) et nous étudierons spécialement le comporte-

ment de l'erreur.

Nous considérerons en particulier la classe des opérateurs différentiables (au

sens de Fréchet), des opérateurs d 'un espace sur son dual, des opérateurs définis

par des inéquations variationnelles, des équations différentielles opérationnelles.

Ainsi ramenons-nous au chapitre 1 , l'étude de l'approximation des solutions du

problème P' à la construction d'approximations des espaces E et F vérifiant

certaines propriétés. Ce-A a.pp^.oxÀJ!ncuUon& 40(tt -cndépfcndoM^&A du. cko^uc d'un op^iatWi

A pa^UajbUeA <it pvune^Lant de. covi&VujiUe. de^ p^obième^ app^oche^ en expU.cl-
tayit Jie^ opeAate.uA^ A, » r, A p. .
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Les premiers paragraphes du chapitre II sont donc consacrés à la construction
d*approximations des espaces de distributions. Puisque maints problêmes différen-
tiels sont posés dans les espaces de Sobolev, nous étudions plus spécialement leurs
approximations (Chap II , §2 et §3 ) . Les §4 et §5 développent quelques exemples
d'approximation des solutions des problêmes aux limites (même unilatéraux) pour des
opérateurs différentiels linéaires ou non, des solutions d'équations paraboliques.
Nous obtenons alors des problêmes approchés du type "schémas aux différences fi-
nies", parmi lesquels nous retrouvons les schémas classiques.

CHAPITRE 1.

APPROXIMATION DES ESPACES DE BANACH ET DES OPERATEURS

SI. APPROXIMATIONS D'UN ESPACE DE BANACH.

Nous donnons aux n° 1.1 à 1 . 6 les définitions et les propriétés des approxima-
tions que nous utiliserons par la suite.

Les numéros 1.7 à 1.10 donnent des premiers exemples d'approximations.
Signalons que l'on peut définir des approximations d'espaces plus généraux que

des espaces de Banach : En particulier, on peut définir des approximations d'un es-
pace topologique complètement régulier (c'est-à-dire uniformisable et séparé ) .
Mais cette généralisation ne nous est pas utile ici.

On peut aborder dès la fin de ce paragraphe, les §1 , §2 et §3 du chapitre II,
où l'on trouvera des exemples d'approximations des espaces de distributions.

1-1. L'ENSEMBLE Z
Nous désignerons par Z un ensemble de paramètres h muni d'un filtre F à

base dénombrable. Pour simplifier les notations, nous supposerons que Z est un
sous-ensemble d'un espace vectoriel de dimension finie, dont l'adhérence contient
l'origine. Nous prendrons pour filtre F la trace sur Z du filtre des voisinages
de l'origine.

1-2. APPROXIMATIONS D'UN ESPACE DE BANACH

DEFINITION 1-1.
Nous appelerons app/iûxÂmcuUon W ohdM. h ) A , ( E ) d'un e-Apoce de Banadi E

dan& un espace, de. Banach E, la donnée :
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( 1) d'un espace de Banach K , muni d'une norme 1 l"ij L

(1-1) il) d'une application linéaire continue p, de E. dans E

iii) d'une application r, de E dans E, •

Nous désignerons l'approximation A,(E) par la notation

(1-2) A^(E) - ( E . ̂  , p^ , r^ ).

et nous dirons que :
Î

i) p, est le prolongement de l'approximation A,(E)

(1-3) ii) r. est la ï^MVuu^Msn de l'approximation A,(E)

iii) p.r, est la troncature. de l'approximation A,(E)

Si u appartient à E et u, appartient à E. , nous dirons que :

/ i) | |u. - r,u| |. est l* WI.WL décrète. entre u et u.

(1-4) ^ ii) u - p,iL est 1'WLWL WtA.t u Zt u, .

( iii) u - p^r.u est l 1 WI.WL de. ^LOnaUuA.e. dt u .

REMARQUE 1-1.

La donnée de la norme | |u.| |. de l'espace E. wtAe. dan& Loi dS.^ÂJtUJUuon de.

A^(E) : Si l'on remplace la norme II^IL P^ une norroe équivalente I I |uiJ I L >
nous obtenons une approximation différente : en effet, il existe bien des constan-

tes c(h) et C(h) telles que

l|ujll,<c(h)|t|uj||^<c(h)||uj|^

mais ces constantes peuvent tendre vers l'infini quand h tend vers 0 • (cf. §2 ,

n° 2-2 ) .

EXEMPLE 1-1

Si E. est un espace de dimension finie et si p, est injectif, alors

(1-5) ll"iA-llp^ll

est une norme. Ce choix de la norme ||u.||. ne convient pas toujours (cf. n° 1-4
et 1-5 ).

1-3. STABILITE, CONVERGENCE DISCRETE ET CONVERGENCE.

Considérons à présent une famille A.(E) d'approximations de E lorsque h

parcourt Z • Nous sommes conduits à faire des hypothèses globales sur ces appro-

ximations.
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DEFINITION 1-2.

Nous dirons que les p^oiûngejnent& ^ont ^tabjLe^ s'il existe une constante M in-

dépendante de h telle que

(1-6) l^h^ll ^ ̂ "iJ Ih pour tout h et pour tout "h de ^ •

Nous dirons que les îLdMVujLtiOY^ r, &OYlt ^tabie^ si

IPour tout e , il existe n tel que
(1-7)

| |u - v| | ^ n entraîne | |r.u -- r, v| |, ^ e pour tout h

Nous dirons qu'une famille n u , » ("i,)̂  d'éléments u, de E. :

a) converge. cLL&C^.e^ewe.nt vers un élément u de E si

(1-8) lim ||u, - r,u|[, » 0
h»0 " h h

b) converge. f^o^teïne.nt (/L&ôp. ^ciÂbiement) vers u si

(1-9) P^h ^"^fge fortement (resp. faiblement) vers u dans E .

Nous dirons enfin que les approximations sont stables si les prolongements et

les restrictions sont stables et que les approximations sont convergentes si les

erreurs de troncature tendent vers 0 :

(1-10) lim | |u - p,r.u| [ = 0 pour tout u dans E .
h»0 n "

Nous dirons aussi que les restrictions r. -ôon-t giûbcLtwwt ôoAnêe-A si

(1-11) | |r,u| |, ^ m(u) | |u| | pour tout h .

Si les restrictions r sont linéaires, les conditions (1-7) et (1-11) sont équi-

valentes.

Dire que les approximations A,(E) sont convergentes est dire que tout élément

u de E est limite d'une famille PiU. , ou encore que \J Pi^h est dense dans

E . h

Inversement, si U piE, est dense dans E et si p,E.Cp,E, pour k < h , il

existe des restrictions r. telles que les A^(E) soient convergentes.

Remarquons enfin que ta. notion de. conuc^ejice. di&cA.^te, dépend du ûAo-cx de-A no/L-

mu ||uj|^ de. ^ .

L'introduction de ces définitions est motivée par le :

THEOREME 1-1.

POÛ/I que. ta. convergence. dUcnUo. -ônp^cçae ia. conveM.ge.nce. ^o^te., AÂ. ^auJL zt JUL

'&ui^^t -qu.e. ;
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a) tu p^otongme.nt^ ^otwt ^tabtu
b) tu ûLpp îox-ôno^cowA A^(E) &o^wL conveAgwtu.

L'inégalité

| |u- p^j| .< | |u - p^u|| + [|p^ - r^u)||

montre que les conditions a) et b) sont suffisantes. La condition b) est nécessaire

puisque r,u converge discrètement vers u par définition. On suppose que la con-

dition a) n'est pas nécessaire : il existe alors une famille (UzJ, telle que :

| |u , | | , ^ 1 et n. 'llp^iJI tend vers l'infini.

Si v, « n, /^ u^ , on en déduit que v, converge discrètement vers 0 et que

p,Vu tend vers l'infini, ce qui contredit l'hypothèse.

Si l'on suppose de plus que les restrictions sont linéaires et stables, on dé-

duit de l'inégalité :

llphVll ^ ^Ivllh ^ "^ll11!!
que

(1-12) | | |u[ | [ = lim [|r,u||, est une norme équivalente à | |u[ | .
h»0 " "

PROPOSITION 1-1.

SappûAonA que ta^ a.pp^ox^ncuUon& 4o^n^ ^tabie^. Pool que. tu app^oxMna.Uoyi&
^o^yut c.onveAgwte^, JUi ^cjjJL &t JUi ^^JUL que, ••

lim | |p , r ,u - u[ | « 0 pou/L tout u e P ; P d&yi&e, dan& E .
h«0 " "
Van& ce COA pir,u conveAge. veA& u wu.^onsnwwL ^U/L touJL compact de. E .

En effet, si les prolongements et les restrictions sont stables, les troncatu-

res Pi^^ forment un ensemble équicontinu d'applications de E dans lui-même,

d'où la proposition •

COROLLAIRE 1-1.

Sappo^onA qa.e. V ̂ njactiovi de. K danô E 40-ct compacte., et qu.e. te^ app^oxMna-
tion& ^.(E) ^oJLwt ^tabie^ et conveAgcnte^.

AÙ?<ZA, 4^ toM ^e^t^ictiav^ ^ont tinexuAe^ ••

I I " - Ph^" 1 1
Y (h) « sup —————————— twi VCA^ 0 ÛLV&C h .

^ ueK ||u|L
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Cela revient à montrer que les troncatures PiT, convergent uniformément sur
tout borné de K , qui est relativement compact dans E • Mais cela résulte de la
propoàition précédente.

1-4. APPROXIMATIONS PARTIELLES

Supposons que l'espace E soit un sous espace ^e/tmé, de l'intersection d'une
suite finie d'espaces E (que nous supposerons tous plongés dans un même espace
localement convexe séparé. )

(1-13) E C Û E ; | |u| | - sup | |u| |
q q q q

DEFINITION 1-3.

MOOA (UAovt& que -êeô app^oxÂma^n& de E dan& K :

(1-14) A^) - ( ̂  , ̂  , ̂  , ̂  )

4on-<L de6 app^joxÂmcuUûn& pa/ubLeJUiu de E 4-c •*

(1-15) f p^ u. tend VC/LA u donA E ^(uJote. ROUA. tou^t q , tooô ^CA é^émen-CA

\ u ^ont égaux à un même. élément u de E

NOUL& cLc/LonA qae -êeô app^ojuma^bion& A , ( E ) « ( E , E . , p , , r , ) &ont p-êoô ^-c-
neA qae ^eô app^ox>ùncuUoyi& paAtÀeJULe^ A,(E ) 4-c

(1-16) ^ i) Hp^ll -< sup ||p^ uj|q

ii) I j p ^ u,|[ ^ K WUuujyie. lim (pu"u - p5 %) " 0 C^U^A E ^a^ibit,

Nous supposerons que l'une des expressions suivantes :

(1-17) f l) ||uJ^-sup llp^llh
< q

.ii) ll"hllh" < ^ IIPn^ll^1^ ; l^^"
q

est une norme de E. •

Si les approximations A . ( E ) sont convergentes, dire alors que u. converge
discrètement vers u est dire que

(1-18) lim sup | ( u - p^ u j l » 0
h-0 q n n q

1-5. APPROXIMATIONS DUALES

Soient E (resp.E.) un espace de Banach, E'(resp.E.) son dual, (f , u)
(resp. (f, , u^)-) "ne forme bilinéaire mettant E et E' (resp. E^ et E^) en
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dualité.^

Considérons les nonnes duales sur E* et E* :h

(1-19) ||f||..- sup||v||-1 | ( f . v ) | ; ||f||^-sup||vj|^ Kfh.v^J

h

Considérons des approximations A^(E) - ( E , E^ , p^ , r^ ) où les restric-
tions sont linéaires.

DEFINITION 1-4.

MOOA (UAon& que V approximation du. duat E* de E :

A^(E') . ( E* . E^ . ̂  , r^ )

où E^ eô^ mujU d& -£a no/une | |f^| |̂  , ou p^ &6^ -ùi -é înApoAée d& r et

r^^ -Ça -t/tanApo-ôée de P, :

(1-20) (p^ f^ . v ) - (f^ , r^ y)^ ; (r^ f , v^)^ - (f , P^ v^)

e^-t i9 approxÂma^Lon duaie, ^(E') de ^(E)

On déduit des propriétés des applications transposées la :

PROPOSITION 1-2.

&c tu protongejnwt& p (-Z&AP. ^&6 ^&A.tUctconA r. ) ^ont ^tabtu, tu /L&A-

-t̂ cc^conA r^ (/teAp. ^&A pfiotongemwU p ^ ) 4ont é.gatmwt ^tabtu. S^ tu ap-

proxÂmation& A^(E) ^ont conve^QWtu, tu VwnwLu^u p^r.^ u)n\>VtQWt ^ouUbte.-

mwt ^L imi^orm^jnwt AUA tout borne, de E' ve^ô '̂-cdew.tcté.

En effet, la norme de p. est égale à celle de r. et la norme de r,** à" n h
celle de p. . De plus, si B est un borné de E* :

lim sup | (p^ r^ f - f , u) | .< lim sup| |f||^ | |p^u - u| |

Dire que f. converge discrètement wrs f dans E' est dire que :

(1-21) | |r̂  f - f^| ̂  - ^up | |vJ I,;1 | ( £ . p^ ) - ( ̂  , ̂  )J - 0.



1 Chapitre I , §1

1-6. APPROXIMATIONS AUTOADJOINTES.

Supposons que E 'est un espace de dimension finie, identifié à son dual E'
" h

Supposons de plus que

(1-22) p^ E^ C E U E' pour tout h .

Puisque E est de dimension finie :

(1-23) p^ c L(E^ , E ) H L(E^ , E ' ) ; r^ c L(E , E^) H L ( E « , E'^)

DEFINITION 1-5.

SOLLA ̂  concLUM)n& (1-22) ^C (1-23), nooà d-ozonA qae. ^eô a.pp^.oxAjncvfM)n&
A^(E) » ( E , E^ , p^ , r^ ) &t A^(E') « ( E' , E*^ , p^ , r^ ) ^OVit d&A ûLp-

p^oxÀia^conA autoadjo^u'ut^ de, E e-t d& E' .

Dire alors que les approximations autoadjointes A,(E) sont stables est dire

que les prolongements p sont stables dans A.(E) et dans A.(E') :

l lph^l l ^ ^l^lln » llph^lL^ll^ll.h

PROPOSITION 1-3.

SappoAonô çac E 4''AjdwbL^e. a. un 4000 espace. de,n&e. de E' .
S^ te^ a.ppfwxÂwa^ÂjOYUï au.toadjowte^ \.^ ^owL établi at coviveAgwte^, ie^ a.p- '
p^oxMncuUoyi^ cujitoadjowte^ A (E1) ^oyut e.gaimwt ^tahi.^ e>t conveAge.n.t^.

On sait déjà que les approximations A,^*) sont stables et faiblement conver-

gentes. D'après la proposition 1-1 , il suffit de montrer que p, r,^ f converge

vers f dans E* pour f de E . Mais cela résulte de ce que

1 l ? h r^ f - f! L ^ 1 I P h T^ f - f l 1 tend vers 0 .

1-7. APPROXIMATIONS DISCRETES.

Nous allons donner un procédé de construction d'approximations de E . Associons

à tout paramètre h un ensemble R, (dénombrable) d'indices à et des suites

°h et ^ dans E et EI respectivement :

(1-24)
°h s <oha)a c ̂  * ̂  £ E

\ s <sha)a c ̂  î ̂  £ E'
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DEFINITION 1-6.

Mou-A (LuLOVt& qu.e. tu ^ULÏIU o, e^ s. dê.^iyu^&wL une. approximation di&cA.è>te.
de. E d^&tgne.e. po t̂ A^(E) » ( E , o, , s. ) 4-c tu aoncLLtion& ^u/ivantu 40*1^ 4a-
.tcô^cteô ••

(1-25) piTt" '" ï (S,,01 . u)o,ot ut (Lontuwie. de. E donA E .h h -f) h h"^

Une approximation discrête est une approximation

A^(E) " ( E , E^ , p^ , r^ ) de E avec

i) E^ - l'espace des suites r^u " ((S^" , u ))ggp

(1-26) ̂  ii) p^ - J u," o,"o."

iii) r^u- «S^,"))^

En effet, si E, est muni de la topologie la moins fine rendant continue p, ,

la restriction r. est continue d*après (1-25).

La concLitwn (1-25) e^t tou.jouA^ ^atu^^aJLto. 4-c isM Ao^Ce^ o. fc-t S, ^ont ^-
<UAA.

On remarque que si la suite S, est topo logiquement libre dans E* , l'espace

E. contient les suites u, à support fini ( u," » 0 sauf pour un nombre fini

d'indices a ) , si E est réflexif .

Si les suites a, et S. sont finies et linéairement indépendantes, E. est

un espace de dimension finie N(h) , p. est un isomorphisme et r, un homomor-

phisme.

PROPOSITION 1-4.

Suppo^ovtô que tu ^vJLtu o tt s, ^oJua^t bjiofUhoQonaJiu ••

. (0 si a ^ 8
(1-27) (S a . a p ) -

" n 11 si a - 0

&t véA^Wlt (1-25).

fiJLo/iM p, ut un ^omo^pfu^me., r, ut un komomo^phA^me. et p,r. Ut un pfip-
je.<LtejuA. continu, de. E 4oi p.E, .

2
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L*hypothêse (1-27) entraîne que r p est l'identité de E :

^W^9^ • I^n)"^ ^ € \ -p

II en résulte donc que p^ est inversible à gauche et r, inversible à droite
et ces applications sont continues. De plus, E est la somme directe topologique
du noyau de r, et de p,E, •

Si une approximation discrête A^(E) - ( E , a^ , S^ ) vérifie (1-27), nous di-
rons que c'est une wteA.pOtalion, puisque p^u est une solution du problème :
Trouver u dans E vérifiant :

(S^ , u ) u01 pour tout a de R. .

On remarque enfin que l'approximation duale d'une approximation discrète est :

(1-28) A^ (E') - ( E' , S^ . o^ ).

Si o^ est une suite à valeurs dans EO E' telle que

(1-29) Ph'V1 " ^ °h 9 "^n soit continue
a

l'approximation discrète A^(E) " ( E , o , o, ) est autoadjointe.

On trouvera dans J. DIEUDONNE [l] l'étude des suites biorthogonales dans un es-
pace vectoriel topologique. Au sujet des problèmes d'interpolation et d'approxima-
tion optimales, voir J.P. AUBIN [7] .

1-8. APPROXIMATIONS DE GALERKINE.

Soit E un espace de Banach séparable. Il existe alors (au moins) une suite dé-
nombrable d'éléments œ" de E (a » 1 , 2 , ... , n , ...), totale dans E , que
l'on peut toujours supposer (algébriquement) libre. On construit à partir de cette
suite une approximation de E de la manière suivante :

On prend :

- i) h - 1 / » . n e ^ ; ^.^ ; u,-(u^^ c C »

(1-30), il) p^-J^ u °̂ ; ||uj(,-||p,uj|

iii) r^u est telle que p,r u converge vers u quand n tend vers w .

Nous dirons que de telles approximations sont des app^o^unatu)n& de, GAIERKIÀ/E
de E .

Si l'espace E admet une base de Schauder 0)01 (cf. N. DUNFORD - J. SCHWARTZ
|l| , p. 93 ), il existe une suite scalaire u" telle que :
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r* (X (X
U - i U ù) .

a-1

On peut prendre alors pour restriction (non linéaire) : r.u "(u ,..., u").

Si H est un espace de Hilbert sêparable et si œ01 est une base ôrthonormale de

H , nous obtenons des approximations de Galerkine autoadjointes, stables et conver-

gentes, en prenant :

'•h" " « u • "° »Ua.<n

Plus généralement, soient V et H deux espaces de Hilbert tels que

(1-31) i'^nje.c^ion de. V don& H ^t compacte ; V est dense dans H .

Rappelons que (cf. Appendice)

V C. H C V* , les injections étant denses et compactes.

L'opérateur non borné A = { V , H , ( ( u , v ) ) } e s t hennit ien et son inverse J

est compact. Les espaces de Hilbert V , H , V* sont munis des produits scalaires

hennitiens suivants :

(( u . v )) » ( A u , v ) » (( A u , A v ))^ sur V
( u , v ) - ( ( A u , v))^ - ((J u , v )) sur H

(( u , v ))^ " ( J u , v ) » ((J u , J v )) sur V*

D'autre part, il existe une base ôrthonormale de H formée des 'vecteurs propres

de l'opérateur A :

(1-32) A ̂  - ̂  u,0 ; ( ̂  , ̂  ) . S^ .

Désignons alors par V, , H, et V* l*espace C" muni des produits scalaires

suivants :

( «"h • \^\ • î ^ < V - «Ph"h • p^h»
"'n

(1-33) } (^ . v^ - J^ < ̂ " . (p^ , p )̂

«"h . ̂ «.h - î, ̂  < ̂  - «Ph"h • tVh»»a«l

Posons, si h " n~ :

(1-34) p^ . J^ ̂  .a ; r^ u . ((u , 0°))^

PROPOSITION 1-5.

Sooô VhypothïMe. (1-31) tu app^ox^ma^fM)n& :
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YV) . (V . V^, p^, r^) ; A^(H) - (H , H .̂ p^. r^) ; A^(V') . (V1 . V^. p^. r^)

Aont deô approïumaUon& aatoadjowte^ ^tabte^ zt conve^g^nte^ d&A e^pace-A v , H
et V .

au
En effet, ——— est une base orthonormale de V et /T^ est une base ortho-

» Àa

normale de V , (d'après (1-32) et (1-33)). La proposition résulte de ce que :

(X 01

Ph^ u - X (u . ̂  - ? ((u ———))—— - î ((u . /T a,01)), /T a,0

a»l a-1 /ÎT /;r a-1 a ^ a
(X 01

et des propriétés des bases orthonormales d'un espace Hilbertien.

En particulier, les troncatures PiTi^ sont des projecteurs des espaces V

H , V' . Ces approximations de Galerkine autoadjointes sont "optimales" (J P AUBIN

H).
1-9 TRONCATURES DE TCHEBYCHEV.

Nous allons considérer dans ce numéro des restrictions r, telles que les tron-

catures soient des projections sur un ensemble p IL .

Donnons-nous deux espaces de Banach E et E. et un prolongement p (linéai-
re continu) de E, dans E .

Supposons que :

(1-35) E^ est réflexif ; K^ est un sous ensemble convexe fermé de E. .

PROPOSITION 1-6.

îi ex^A-te ou mo-oiô une. ^te-A-é/tcc^con r, de. E dan& K, teJUie. qu.e.

(1-36) | |u - p^u| | ^ | |u - p l̂ | ROUA. tout u. de. ic .

DEFINITION 1-7.

S^ (1-36) CL tiejm, nooA cUAon& que. p^ (resp. r.) &U une Vioncatu^e. (resp. une

^e^^ctùm) de Tc.ke.bycke.v ou de. meÂJULeju^e. approximation dan& ïc .

Considérons la fonctionnelle Jy(u^) - ||u - P^u^ll . Elle est faiblement semi-

continue inférieurement sur E^ . D'après le théorème de Weirstrass, elle atteint

son minimum en un point r^u d'un ensemble B si celui-ci est faiblement compact.

Soit s^u un élément particulier de K, . Alors J (s.u) ï r\ , où :

n - ^nf J )̂ .
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Donc si [ |piU, - PiS,u| [ ^ 2 J (s,u) , alors :

•V"h) • I I 1 1 - PhV + Vh" " Ph^i ! ' n •

Donc si le minimum r.u atteint par J (u,) sur K, existe, il appartient né-

cessairement à l'intersection B, de K, et de l'image réciproque par p. de la

boule fermée de centre p,s,u et de rayon 2 J (s,u) . L'ensemble B, est alorsh h u h h
convexe, fermé et borné, donc faiblement compact puisque E. est réflexif, ce qui

implique que le minimum r,u existe. En particulier, si K . " E, est un espace de

dimension finie, l'hypothèse (1-35) est satisfaite et il existe une restriction de

Tchebychev.

REMARQUE 1-2.

S'il existe des approximations A , ( E ) « ( E , E , , p , , s . ) convergentes de E

et si p,K, C K , les approximations de Tchebychev A , ( K ) " ( K , K , , p , r, )

de K sont convergentes.

En particulier, si :

P.K.C p,K, pour k < h et si ^J Ph^Si est dense dans K , les approximations
h

A.(K) de Tchebychev sont convergentes.

REMARQUE 1-3.

En adaptant un résultat classique, on montre que si la norme de E est ^tAÀ.C.-

twwt convexe. ••
||u + v ) | » ||u|| + ||v|| si et seulement si u • Àv (u , v ^ 0 ) ; la res-

triction de Tchebychev est unique (si K. est convexe).

1-10. CONSTRUCTION D'APPROXIMATIONS.

Soit A,(E) " ( E , E. , p, , r, ) une approximation de E .

Donnons-nous un espace F et des applications linéaires continues P. et R. :

(1-37) P ^ e L ( E . F ) ; R ^ e L ( F , E ) .

Il est clair que :

(1-38) A^(F) « ( F , E. , P. p, , r, R, ) est une approximation de F dans

^ •
Si l'approximation A,(E) " ( E , o, , S, ) est une approximation discrête

(n°l-7), l'approximation A. (F) est également discrête :

A^(F) - ( F . P^ , R-^ )
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^ °h - < "h "n ̂  et ^ ̂  • < ̂  ̂  ̂
où ^ °», - < ̂  ̂

PROPOSITION 1-7.

Soppo4on4 ça& -êe-A app/LOX-ôno-C-conô A.(E) 40-cc.n.t A^a6^&A ejt conveAQwLe^. S-c P

&.C il corn/e^e ît À-ônp^ew&n^ ue^A d&A opêAatWL& p e.t R e ;̂ vêM^i^wt :

^ i) l |Phu | lF .< ||"HE ; II^HE^ 1 1 ^ IF

(1-39) ^

[il) P R « 1

^&ô app^oxÀMa.fcaïnA A, (F) 4o^£ ^gaimwt ôtabtez zt conv^&*zt&A.

REMARQUE 1-4.

Les restrictions r, ne sont pas supposées être nécessairement linéaires. La

stabilité des approximations A, (F) est évidente d'après (1-39) i).

La condition (1-39) i) exprime que les opérateurs P. et R. forment des en-

sembles (uniformément) équicontinus H- et H< de C(E , F ) et C( F , E ) , et

la stabilité des approximations A,(E) entraîne que les troncatures PiT, forment

un ensemble équicontinu H^ de C( E , F ) . La composition des fonctions étant

continue sur les ensembles équicontinus (munis de la convergence simple), on en dé-

duit que les troncatures P. p. r. R. de A, (F) convergent simplement vers PR » 1

dans C( F , F ) , ce qui achève la démonstration de la proposition.

La condition (1-39) ii) exprime que F est isomorphe à un sous-espace fermé de

E .

La proposition 1-7 permet de déduire d'une famille d'approximations la construc-

tion d'autres approximations.

Remarquons que l'approximation duale de A, (F) est :

(1-40) A^(F') . ( F' . ̂  . ̂  p^ . ̂  P, )

REMARQUE 1-5.

On déduit de la proposition 1-2 que si P R « 1 , si R est compact et si les

approximations A.(E) sont stables et convergentes, les approximations duales

A,(F*) sont stables et (fortement) convergentes.
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§2. APPROXIMATIONS DES OPERATEURS.

On définit au n° 2-1 la COWÀ-CÀ.tonce, des opérateurs approchés, aux n° 2-2 et
2-3 la -A-tob-t̂ tté, des opérateurs approchés. Le n° 2-4 étudie les conditions suffi-
santes pour que la convergence discrète des données implique celle des solutions
(Théorème 2-1). (Ces résultats peuvent se généraliser au cas où E est un espace
topologique complètement régulier).

Le n° 2-5 étudie les conditions suffisantes pour que la convergence faible des
données implique la convergence faible des solutions» le n° 2-6 l'approximation
des opérateurs compacts.

On montre au n° 2-7 que la stabilité des différentielles de Fréchet d'une fa-
mille d'opérateurs entraîne la stabilité "locale" de ces opérateurs.

Le théorème 2-1 sera utilisé constamment dans ce chapitre. On suppose connus
les n° 1-1 à 1-3 du 5 1 .

2-1 APPROXIMATIONS DES ESPACES D'OPERATEURS.

Donnons-nous deux familles d'approximations :
1) A^(E) - ( E , Ê  , ?„ , r̂  )

(2-1)
il) A^(F) . (r , ^ , ^ , s^)

des espaces de Banach E et F . Soient F ( E , F ) e t F( E , , F. ) les espaces
d'opérateurs de E dans F et de E dans F. . On définit des prolongements
P, de F( E, , F ) dans F( E , F ) et des restrictions IL de F( E , F )
dans F( E, , F, ) de la manière suivante :

i) \ \ - \ ̂  \ ' \e H \ - ^ )

(2-2)

ii) R^ A - ŝ  A p^ ; A e F( E , F )

Comme le montre le schéma suivant :

A
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DEFINITION 2-1.

NOU& cLiAon& qu'une, ^asn^tte. d' opdwtwi^ A, de E dan& F e^t con&^tante.
à. an opeAoteju^i A de. E dûuzA F 4u/i B c E 4-c ;

(2-3) lim ||s, A(u) - A ^ ( r , u ) | | « 0 pouM. tout u de B .
h « 0 " " " 'h

MOOA cUAoyi& qu'une. iaswUULe. d'opérateur A, e-À-t {^cubtewent} astable, a. A
4-c ;

(2-4) l l p ^ l l ^ M e.n^uune. que. lim A(p^) - q^^) • 0 dan& E (<SûL<Me).
h = 0

2-2 LES ESPACES TT E et 8 E ASSOCIES A \(E) .

Donnons-nous une famille d'approximations A. (E) d'un espace de Banach dans des

espaces de Banach E. , munis des normes II11!, I L • Nous avons été conduits jusqu*
ici à considérer des familles ("i,)}, d'éléments u, de E, , et ces familles
(u,). appartiennent à l'espace produit II E. .

heZ

Nous allons introduire sur cet espace produit une topologie plus fine que la to-

pologie produit*

Pour simplifier les notations, nous désignerons par

(2-5) x ̂  - (u^)^ e ^ ̂

une famille d'éléments u. de E, .

DEFINITION 2-2.

Nou& d^^gneAon& pa^L TT E ^ espace mU^ique. obtenu en muruM^ant V espace, p^o-
du^t n E de. ia. cbi&tance, :

(2-6) ||^ u^ - ^v j | - sup l l u ^ -Vh l I h
heZ

A/OOA de^^QneAjoM paA. e E te. 4oaA espace, de^ TT u, - e u^ tzU que.

(2-7) | |e uj| « sup l l ^ l l h < + 00

heZ

zt nou& dÂAon& que. ta. {^cwuJU.e. 3 u, e^t stable..

PROPOSITION 2-1.

S^ te^ &ApaceA E éont de^ e^pace^ de. Banacn^ V espace, ff E, e^t un groupe.
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mé^cçae comptet e^ ^'e-ôpace, 6 E an e-Apace de Banadi.

Il est clair que l'injection de TT E, dans n E. est continue. Montrons que
tout voisinage d'un système fondamental de voisinages de l'origine de TT E est
fermé dans n E^ . Mais les produits n B (e) des boules fermées de rayon e for-
ment un système fondamental de voisinages de ir E. , fermés dans n E . On sait a-
lors que, puisque n E est complet, il en est de même de TT E. .

Montrons maintenant que 6 E, est fermé dans TT E. . Soit TT u. une famille
adhérente a 8 E , et £ > 0 . Il existe 6 v tel que | | T r i L - e v | | $ e .
Alors :

1 1 ^ ujl .< 1 1 ^ U h - 6 v j | .- | |6vj | < - .00

ce qui implique que T r t L " 0 i L £ & E . .

EXEMPLE 2-1.

Si tous les espaces E sont égaux à E , TT E est l'espace des fonctions u,
de Z dans E muni de la topologie de la convergence uniforme sur Z . L'espace
3 E est alors le sous-espace de Banach des fonctions bornées de Z dans E •

REMARQUES 2-1.

Si 6(Z) est l'espace des fonctions scalaires À(h) bornées sur Z , ir ^ est
un B(Z) module topologique ( X . T T u. " TT À(h)u . ) .

L'espace 0 E, est ouvert dans n E, . S-c V on WO(SJL^JUL ^e-A no/uneA de E, , on
ob-twit deô e-Apaceô B E^ d^éWl^A. (Cf. remarque 1-1 du §1 , n° 1-1).

2-3 STABILITE DES OPERATEURS.

Donnons des approximations A.(E) et A. (F) des espaces E et F et considé-
rons les espaces TT E. et w F. associés.

Soit (A.) une famille d'opérateurs A, de E. dans F, . Elle définit un

opérateur ir A, de TT E, dans ir F. de la manière suivante :

(2-8) . A^Or u^) - . A^)

DEFINITION 2-3.

NOOA d îonA que te^ opeAoteju^ A^ de E. donA F, ^ont ^tobteM ^A. ••
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(2-9) TT A^ e-U un^o î̂iéwieizt (Lontiyuji de TT E dû̂ iô TT F, c'&U-a-d-c^e 4-c :

C PouA. tout e > 0 , JUL e.xÂMte. r\ taJi que.
(2-9)

< sup ||u^ - v^|1 ^ n en t̂oZne qae. sup||A^(u^) - A^(v^)| |p ^ e
L h h h h

MOOA dUiOM que, ieM opeAateuu PL éont gtobcitem^vt boîwM ̂  ;

(2-10) TT A, a^t an opeAatWt bo^né. de. B E. danÀ 3 F

c^e-U-â-d-cA.fc À^, ••

(2-10) sup | |u,| | ^ M (Ul^uuna que. sup | |\(u,) | | ^ M*
h " \ h " " Fh

Cette notion est conforme au sens intuitif. Si les erreurs commises entre u.

et v. sont "bornées" en h , il en est de même des erreurs commises entre A- (u , )
et A^) .

PROPOSITION 2-2.

S-c ^&A opé/LûLtea/LA A^ 4ont ^ÙI&ÛL^L&A, te^ c.oncLc(>ion& (2-9) ejt (2-10) &ont

-toat&ô -e&ô d&ox êqo^vo^ent&ô a ;

(2-11) U ax^te, M > o taJULo. que. \ JA^u^j | .< M| |u^| | pou^ tout h .
^ ^

II est clair que (2-11) implique (2-9) et (2-10). Inversement, (2-10) implique

(2-11) puisque TT A. est 1 opérateur linéaire borné de 6 E, dans 3 F , donc

continu d'après la proposition 2-1 . Montrons enfin que la stabilité entraîne

(2-13) . Dire que TT A. est continu à l'origine est dire que pour tout a > 0 , il
existe b > 0 tel que

(2-12) sup ||v.|| ^ b entraîne que sup | IA, v, | | <^ a .
h n „ n h r«

^ h -h

Soit TT u. un élément arbitraire de TT E. . Posons :

À(h) » b||u^||g1 si û  ^ 0 ; À(h) « 1 si ^ " 0 .

alors TT v, " ir À(h)u, vérifie l'hypothèse de (2-12) et par suite :

(2-11) l|A^uJI .< a À(h) - 1 » f lluhll
Fh \
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REMARQUE 2-2.

Les définitions 1-2 du §1 sont compatibles avec la définition 2-3 . Dire que

les prolongements sont stables est dire que TT p, est continu de TT E, dans TT E

et dire que les restrictions sont globalement bornées est dire que TT r, est con-

tinu de "iï E dans TT E, •

2-4. APPROXIMATION DISCRETE DES OPERATEURS.

Considérons les problèmes suivants :

PROBLEMES Q(resp. Q , )

Etant donne, u (resp. u,) dan& E (resp. E.), obtenir f « A(u) (resp. f, «

A,(u,) dan& F (resp. F.)

PROBLEMES P(resp. P . )

Etant donne, f dan& F (resp. f dans F.), fyuouMQA. u dan& E(resp. u. dan&

E^) tdJL& quia. A(u) » f (resp. A^(u^) » f^).

Les résultats généraux suivants établissent des conditions sur les opérateurs

A. pour que la convergence discrète des données entraîne celle des solutions.

LEMME 2-1.

POU/L que. ta. couver ence cLi&cAete. de. u, ve^ u ej^uwie. ce^te. ̂  f^ s \(^

\)VU^ f = A(u), JUL 4a^^t qac ;

( i) tCM OpêAOtWU A. &O^Wt ÛOnA-CAAuztA OL A .

(2-13)
ii) ie^ opeAateMM A, ^oJLwL ^tabie^.

C&À (LOwLLtion& ^ont néc&AAo^L&ô 4-c t^ op^Aatwu> A. &t A ^ont -tcnéo^L&A.

Les conditions sont suffisantes. En effet :

(2-14) ^ - s^ f . A^) - ^(r^ u) + ̂  u) - s^ A(u) .

Pour tout Ê , il existe n tel que

HV^ -^^h ^llp -'t dês ̂  1 1 ^ - ^ " 1 1 <s< n

h \

d'après la stabilité. La convergence discrête de u. vers u et la consistance

des opérateurs A. à A implique que pour h ^ h
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1 1 ^ - ^1 IE^ ^ n et 1 IV^ - V^ 1 IF^ -< f •
On déduit de tout ceci que ||f. - ^llp ^ e pour h assez PGtit.

h

Les conditions sont nécessaires si A. et A sont linéaires :

Tout d*abord, les opérateurs A, sont stables, sinon, il existerait 0 u. dans

0 E, tels que :

NU^HE ^ M et n^ - 11^%! Ip tend vers ltinfini-
h h

L*hypothèse est contredite en prenant v, « n 2 u. , qui converge discrète-

ment vers 0 , tandis que ll^^llp tend vers ^infini-
h

Les opérateurs A. étant stables, on déduit de (2-14) que les opérateurs A,

sont consistants à A •

THEOREME 2-1.

Su.ppo^on& qu.e. t^ opeAatWL& A, et A ^o^Lwt ô^yec^c^4. POU/L qu.e. ta. conue/L^ence

cLi&cA^te. de, f, \)W^ f w(MÎne. c.eJULe. de u, « Ahl^fh^ veA-A u " A~l(f) » ̂
4a^^t quio, :

( i) te^ opeAatwu A, ^o^wt con&^.tant& a A [en u )
(2-15) "

i ii) ie^ op^uatWiM A, &o^wt ôtabJL^.

CeA conditions ^ov\t ne.ces'&cuA^ A-C tu opéAatWL& A. zt A ^ov\t U.wjaÀn.eM et

4-c ^CA opé^atea^A A. 4ont ^tabtu.

D'après le lemme précédent, il suffit de montrer que la consistance des opéra-

teurs A, à A implique la consistance des opérateurs A. à A , si les opé-

rateurs A, sont stables.

Mais cela résulte immédiatement de :

(2-16) r^ A-^f) - A^s^t) . A^A^u)) - ̂ ^ A(u))

Inversement, si les A, sont linéaires, le lemme précédent entraîne que les o-
-1 -1pérateurs A. sont stables et consistants à A .Le raisonnement précédent mon-

tre que si les A. sont stables, les opérateurs A. sont consistants a A •

Nous allons donner maintenant des exemples d'opérateurs A. stables et consis-

tants à A :
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PROPOSITION 2-3.

Su.ppo^on& que. VQpimtwi. A 40-ct on^o^wéjne.yit con^ùiu e t̂ qae.

( i) te^ p^otongme.nt& p, &^ -Ce-A n.^Vu.dUuov^ s, AOWI^: Atab^eA
(2-17) { h h

^ii) ^ ûLpp^oxA)natLOti& A,(E) ^o^e.itt conv^wte^.

A^O/LA ^e4 .̂e^-t̂ cc^conA s A p, de, JL'op'éA-atWL A AO^ -6/tob^e-A &t conÀ-cA-ton^&A a
A .

En effet, puisque TT s A p. » •n s,. TTA. irp . est le produit de trois opérateurs

uniformément continus» il est lui-même uniformément continu, ce qui montre la sta-

bilité des restrictions s, A p .

D'autre part, ||s.A(p,r,u) - s,A(u)||- < e donné dès que | |p,r,u - u[ | < n
h

puisque TT s, A est uniformément continu, et cette dernière égalité est réalisée

pour h assez petit puisque les approximations A.(E) sont convergentes. Les res-

trictions s, A p, de A sont bien consistantes à A .

/VooA donne/ion-A au. §3 n9 3.3 de-A &xemp^&A d1 opeA.ate.uM A -cnve^A-cMe-A teJL& qu.e.
JLe.uA^ fi.eMVu.c^LûY^ 4owit -cm/e^A-cb^&A zt ^tabteM.

REMARQUES 2-3.

Dans le cas où les opérateurs A. sont linéaires, le théorème 1 du §2 est un

résultat classique : cf. par exemple S. GODUNON - V. RYABENKII , [l] , V. THOMEE,

[l] , P.D. LAX [l] . etc...

Si les opérateurs ^ A. est Hëldérien :

ll^^-^^llh^ll^-ëhllS ; ". e > o .
Nous en déduisons une évaluation de l'erreur discrête :

(2-18) ||u^ - r^||^ < M(||^ - s^||^ + ||s^A(u) - A^(u) | \^

Si les opérateurs A. ne sont pas linéaires, la condition de stabilité n'est

pas nécessaire.

Nous montrerons au n° 2-7 (théorème 2 du §2) que si les opérateurs A. sont

différentiables, la stabilité des inverses des différentielles en r.u entraîne
-1 h °

la stabilité locale des opérateurs A.

Nous donnerons aux §3 (n° 3-2) deux conditions suffisantes de stabilité lorsque

les opérateurs sont définis d'un espace de Banach V dans son dual.
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Remarquons enfin que la théorie classique de l'approximation des solutions des

équations différentielles usuelles entre dans le cadre de la théorie précédente :

le théorème 1 du §2 implique en particulier le théorème classique affirmant que

stabilité et consistance entraînent la convergence discrête des solutions.
(Pour des conditions de stabilité plus faibles, cf. J.P. AUBIN [5] .).

2-5. APPROXIMATION FAIBLE DES OPERATEURS.

Nous allons étudier les conditions suffisantes pour que la convergence faible

des données des problêmes P, et Q, entraîne la convergence faible des solutions.

Nous dirons qu'un opérateur A est ^cuJoiejnwL continu. de E dans F (resp. u.-

ni^O^unejment ^(tibimwt continu.) si A est continu (resp. uniformément continu) de

E faible dans F faible. Tout opérateur linéaire continu d'un espace de Banach

E dans un espace de Banach F est uniformément faiblement continu.

LEMME 2-2.

Suppo^on^ que. A &oit ^aibtone.nt continu.. VOUA. que. ia conve/ige.nce. ^aibie. de.

u, VCM u e.nt/idine. ta. conveM.ge.nce. ^cu.bte. de. f s ̂ ^^ vw> f ss A^ ' <c^
^UL^AJL qu.e. A. 4o^É ^cuJùim^vL a.jtL&tabie. ci A . Ce^ée condition &A^ ne.cc&^cuAe. 4/c
E &&t n.^ioxJL^.

La condition suffisante résulte de l'inégalité :

(2-19) f - q^ - A(u) - A(p^) . A(p^) - ̂  A^(u^)

puisque, si Pi,Uu converge faiblement vers u , ||p,u,|| est borné.

Inversement, si E est réflexif (ou est le dual d'un espace de Banach) et si

||p.u,|| est borné, il existe (au moins) u faiblement adhérent à Pu^u • Donc

si une sous-suite p, u, converge faiblement vers u^ , q. A, (u. ) converge
^ n n n n

faiblement vers A(u ) et 0 est faiblement adhérent à A(p IL) - q^A/^) et

c'est le seul point faiblement adhérent (d'après (2-19)).

LEMME 2-3.

Suppoàon& que. V^invw^e. A"1 de. A ^oit uni^o^mefnent ^aibtewe^it continu, et que.

f i) ie^ fytoiongement& p ^ont ^tabie^
(2-20) ^ ii) te^ opeAateu^& A,1 ^ont giobaieme.nt bo^inê^

( iii) ie^ opeAatwUï A. ^ont ^cLibJiemcnt aju^tabie^ ci A .

s^ 1 1 ^ 1 IF <> M ^ ^JL ^h conue^e ^aibiemejnt ue^ô f / u^ » A^d^)ii
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conveAge. ^(uJoJLmwt \)W^ u » A'^f) .

Le lemme résulte de l'égalité :

(2-21) u - p^ - [A-^f) - A-^q^)] + (^(q^^)) - A-^ACp^))]

Si q^f, converge faiblement vers f , le premier terme du membre de droite

tend vers O . S i ||f^||p ^ M , 1 l"ij L ^ M puisque les opérateurs A,1 sont

globalement bornés, donc llpk^ll est borné puisque les prolongements sont sta-

bles. Le second terme du membre de droite tend vers 0 puisque les A^ sont fai-
-1blement ajustables à A et puisque A est uniformément faiblement continu.

Nous allons donner des exemples d'opérateurs A^ faiblement ajustables à A :

PROPOSITION 2-4.

SappOÀonA que. VopeAjotwi. A ^oit bonne., qu.e. F ^oJLt ^-toc-qj e>L que. ie^ app^o-

XAjfncufM>n& duaJL^ A^(F'),4o^nt conv^Lgwt^. L&A n.^Vu.d^iov^ s, A p, de. VopeACL-

teju^i A ^ont ^a^bjLeme^it cijui&ta.bte^ a A .

Il faut montrer que si 1 IP Î 1 est borné, (1 - q^s^) A(p^u^) converge fai-
blement vers 0 .

Mais A(p.u^) est dans un borné de F puisque A est borné et que qiS, con-

verge vers 1 faiblement et uniformément sur tout ensemble borné de F d*après

la proposition 1-2 puisque les approximations duales A, (F*) sont convergentes.

Nous donnerons des exemples d1approximation faible d'opérateurs non linéaires

monotones et coercifs au n° 3-5 du §3 et au n° 4-3 du 84 du chapitre II.

2-6 APPROXIMATION DES OPERATEURS COMPACTS.

Un opérateur A de E dans F est compact si l'image par A de tout ensemble

borné de E est relativement compacte dans F . Nous allons établir des propriétés

analogues pour des approximations de A .

PROPOSITION 2-5.

SappoAowA que. te^ (Lpp^ox^unat^ovi& \(F) ^o^Lewt ^tabieM tt conveAgewtez. L&A

^&A-tUc^LOHA s, A p d'an opeAjateu^. compact A ^ont aju^tabJLe^ à. A .

Montrons que si llpi1^,!! est borné :

(1 - ^^^(Pi11^) converge vers 0 dans F .
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Mais A(p.u^) est dans un ensemble relativement compact de F et l'on sait

d'après la proposition 1-1 que q.s, converge vers 1 uniformément sur tout ensem-

ble compact de F .

PROPOSITION 2-6.

SuppoAOtzô qac ie^ opeAatejuA^ ^ ^o^wt aju^tabif^ a an opeAatwi. compact A .
s^ "̂h ^em&a^ ^mA un bo^ne. de. E , aJLo^ thA/i^) demeura dayi6 un e.Membte.
^ejLittiveme.yit compact de F .

Puisque F est métrisable, on peut supposer que Z est dénombrable. Il suffit

de démontrer que pout tout e , il existe une suite finie h- , ... , h telle que

pour tout h , il existe h, vérifiant :

IIW"^ - ̂ ^"h^ll - ' e

Posons :

a(h) - q^(u^) - A(p^) .

Fixons-nous e > 0 . Puisque les A, sont ajustables à A , il existe h tel
n m

que si h ï h , on ait a(h) ^ €- .

D'autre part, pour h ^ h , A(p.u.) formant un ensemble relativement compact,

il existe un élément h. d'une suite finie h , ... , h tel que

||A(p^) -A(p^)|| .<! .-Alors :

IIVh^ - Vh/V11 '' a(h) + a(hi) + ''^h^ " ̂ Vll ' £

et la suite finie h^ , ... , h^ , ... , h répond à la question.

2-7. APPROXIMATION DES OPERATEURS DIFFERENTIABLES.

Un opérateur A d'un espace de Banach E dans un espace de Banach F est dif-

férentiable sur un ouvert U de E s'il existe des opérateurs linéaires continus

DA(u) de E dans F tels que :

I i) A(u + v) • A(u) + DA(u)v + u(u ; v)
(2-22)

ii) lim l lv i r ' l l toCu ; v) | | - 0
1 M 1 • 0

Donnons-nous maintenant des approximations A,(E) et A. (F) des espaces E et

F et des opérateurs A^ de E^ dans F , continûment différentiables. et tels
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^ les différentielles DA T.U ) soient inversibles pour u fixé dans U •h h o o

^ooA ouLonô dcdLKÀe JUJL ^tJibUÀ^^ d^A opifiatOMA^ A~ donô d&A vo^^iage^ de.
A^(r^) de ia. ^tab^Ut^ d^ DA.^r u ) .

Rappelons pour cela le

LEMME (A). (M. VAINBERG [l] p. 45 ).

Suppose tu que. t1^ d îc/Lûn^ceX^e^ u -*• DA(u) 4o.ce.nt ôo^-néeÀ d'une. boute.
B(p + e) de E d<mA L(E , F) . Le^ dA.^^eA.avuU.eJuL^ u -»• DA(u) 4o^£ an^^o î̂ 'rtejî :
cc'(zt^^a&4 4L(A. ta. bouito. B(p) 4^ et À&Ltcer/i&n^ 4/c •"

(2-23) lim sup | v l l ' ^ lLûCu ; v) | | s 0
I | v | 1 = 0 ||u |^p

et le :

THEOREME (A) (^leoA.ù/ie de-ô /jûnc^co^iô -cnvc^ôe^).

So^^zt X e-t ^ d&ax eApace^ de GûuiacA, T 011 opé/LûLteu/i con^ôiame»zt d^^éwi-
^caô-Cc 4uA LUI oaue/î ; U de X dûuu ^ . S-c, pouA. an po-ùi-t x de 14 ^a, d^a^é-
^etz^c^e DT(x ) <^t un ^ûmo^phÀ^me. de. X 4a/t ^ , £'opé^zt£tt^ T e^t cuiofu>
un ^omo^Lpiu^me. d'an vo^i&^ncLga. OUL\)WL de x •AUA. 4on -ôna^e..

Supposons que les opérateurs A et A. soient continûment différentiables, sur

les boules ouvertes U et U, de rayon p + e et que

(2-24) les restrictions r, et s. soient stables.n h
Î

i) Si | |u,| I, ^ K , il existe M tel que | |A,(uu) I L ^ M

(2-25) ii) Si I|uJ |^ ^ p + e , il existe M tel que ||DA^(u^)vJ |̂  M||v^||^

iii) lim sup | |v | | , 1 1 |u) (u ; v ) | | = 0 .
i l i l /N i l i l h h h h h h
1^1'h'0 1 1 % ! Ih^
|vJI^<M

et qu'il existe u e U tel que r, u e u • DA(u ) et DA.(r, u ) soient inver-o h o t i o n h o
sibles et que

(2-26) llDA^u^ll^ cl l^H^ pour tout ^ de F^ .

THEOREME 2-2.

SOOA ie^ kifpothe^^ (2-24) , (2-25) oJL (2-26) , U. e.x>U>te. Y e-t r

3
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strictement po^^M.^ tzU que. 4-c :

(2-27) | | f - f j | < ^ ; l|f,-fj|,<.. (f^-A^))

^ e^cUe deô -ôo-Cat^onA u et u deô eçoa^cojzA :

(2-28) A(u) » f ; A^(u^) » f^

an^qaeA dûuzô an vcuA-cn^e de u et de. u ^eôpectù/e/nent.

S-c de p-ùxA
Î

i) lim | |s A(u) - A^(r u)| |, SB 0 pou/L /Éûa :̂ u e U
h—n " " " n

(2-29) " °

u)^ l lv- f j l . -o

^&6 4o-êa^Lû)z6 u^ conveAgen^; di&cA.e.tmwt vw> ta &oùji>Uon u .

DEMONSTRATION.

Nous allons montrer que l'on peut utiliser le théorème A dans la situation
suivante :

(2-30) f x ' 8 Eh * ' " B ̂  9 u m ̂  9 T ' B ̂

[ \ s ^W '- ^h s Ah<rhuo)

JVoo& dêmon-twionA 0^10^ î p^ewî eA £^01 çae B A^ CÀ-t on -côomo^p^cAme d'an uo-c-
4 îa5& B B^ de ^(r^) 4aA. cme boole e c de ce^ûie B f et de ^ayon
Y > 0 COnvenaô^e , ce qui impliquera en particulier que les opérateurs A, sont

des isomorphismes de C sur B et que les opérateurs A~ sont stables sur

V e . - h

D^près (2-25) i) . l'opérateur ir A^ « B A. est un opérateur borné de B E
dans B F^ et d'après (2-25) ii) , l'opérateur TT D\(6u^) « B DA^(Bu^) est un o-
pérateur linéaire continu de B E dans B F d'après la proposition 2-2 du
n° 2-3 .

De plus, l'application

f Bu,———^ B DA^(B u.)
(2-31) " "h "h

[^est bornée de 8 B^(p + e) dans L(B E, , B F )

Enfin, l'hypothèse (2-25) iii) montre que :

(2-32) lim sup | |B v | I^B 0) (B u ; B v ) « 0
ll3Vhll"° ll^îl^ h h h

Les opérateurs A^ étant différentiables, on déduit des relations
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^("h + vh) - V"^ + "V"!̂  + "h^ • vh)

et de ce qui précède que :

(2-33) B A^(B û  + B v^) « B A^(B u )̂ + B DA^(B IL)B v. + B (*Ï,(B u, ; B v.)
et que 0 DA.(B u.) est la différentielle de 0 A, , qui est (uniformément) conti-

nue sur B B (p) d'après le lemme (A),(2-31) et (2-32).

D'autre part, l'opérateur TT DA. (r,u ) est l'inverse (algébrique) de

TT DA.(r,u ). Mais, d'après (2-26), ir DA. (r,u ) est continu de 0 F, sur B E, ,

et par suite, la différentielle B DA.(r,u ) est un isomorphisme de B E. sur

B F, . Il résulte alors du théorème (A) que B A. est un isomorphisme d'un voisi-

nage ouvert B de B r,u sur un voisinage ouvert C de B f i, • B A.(r,u ) .n o oh n h o

De même, le théorème (A) appliqué dans le cas où X » E , ^ « F , ( J " U ,

T a A , x « u implique que A est un isomorphisme d'un voisinage B- de u

sur une boule C, de centre f et de rayon 6, •

La seconde partie du théorème 2-2 résulte du théorème 2-1 si l'on montre qu'il

existe des voisinages B . B^ , C , C^ de u^ , r^ . f^ et f^ " A^(r^)

tels que :

f A(B) - C , A . (B , ) - C, ;
(2-34) "h h h

[\^\ et ^^h-

puisque nous avons démontré que les A~ sont stables sur C, et que nous avons

supposé que les A. sont consistants à A et que les f. convergent discrètement

vers f •

Tout d'abord, il existe y > 0 tel que les boules C, de centre f . et deh oh
rayon Y vérifient B C, C» C , puisque les produits de boules de même rayon for-

ment un système fondamental de voisinages de 3 ^u •

Considérons B. " A" (C.) . Il nous reste à montrer qu'il existe B et C vé-

rifiant (2-34).

Puisque les r, sont stables, il existe un voisinage B» de u tel que

r. B^ C. B, , puisque la stabilité des r, est la continuité de l'opérateur TT r.

de E dans ir E, •

II existe alors 6. tel que 0 < 6. $ 6- et A^C^f , 6^) CL B, H B« .

Il existe d'autre part 6^ > 0 tel que s, C(f , 6^) C C.(f , , y) pour h assez

petit.
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En effet, les s. étant stables, il existe <5 tel que :
| | f - fj | .< 63 entraîne que I|s^ f - s^ fj|^ .< ^

et il existe h tel que, d'après (2-29) i) ,

ll^o- ̂J Ih ' 1 ̂ h ̂  - V^o) 1 Ih ̂  î si h < \ •

Donc, en prenant pour voisinage C la boule de centre f et de rayon
YQ a inf(6^ , 63) et pour voisinage B l'image réciproque A" (C) , les condi-
tions (2-34) sont satisfaites, ce qui achève la démonstration du théorème.

Nous donnerons au §3 , n° 3-3 , Exemple 3-6 des exemples d'opérateurs A, véri-
fiant les hypothèses du théorème 2 du §2 .

§3. APPROXIMATION DES OPERATEURS D'UN ESPACE DANS SON DUAL.

Soit A un opérateur d'un espace V dans son dual V . Si on se donne
une approximation A^(V) , on prendra alors pour approximation de V l'approxima-
tion duale de A^(V) (§1 , n° 1-5) . On fixe au n° 3-1 les notations (formulation
variationnelle). On donne au n° 3-2 deux conditions suffisantes commodes pour que
les opérateurs A. soient stables. On en déduit un théorème de convergence à l'ai-
de du théorème 1 du §2. On considère ensuite l'application au cas des opérateurs
linéaires coercifs et à une classe d'opérateurs non linéaires (exemples 3-1 et 3-2).

On montre au n° 3-3 que les restrictions d'un opérateur A sont, sous certaines
conditions, consistantes à A , inversibles et que leurs inverses sont stables. On
étudie de plus le comportement de l'erreur u - p , u , dans divers espaces en fonc-
tion de l'erreur de troncature u - p , r , u .h h

Le n° 3-4 est consacré au cas où A = ^ A. est la somme d'opérateurs d'espaces
V^ dans V ' ^ , où V est l'intersection des V . . On se donne des approximations
partielles des espaces V . et on prend pour opérateur A, la somme des restric-
tions des opérateurs A. dans les approximations des espaces V . . On obtient a-
lors des résultat (moins forts) de convergence.

On considère au n° 3-5 la classe des opérateurs non linéaires, bornés, coercifs
et monotones. Les conditions de stabilité ne sont pas satisfaites et nous n'obte-
nons qu'un théorème de convergence faible. Enfin, on considère au n° 3-6 l'appro-
ximation des solutions définies par le lemme des projections, utilisé pour démon-
trer l'existence des solutions des équations différentielles - opérationnelles.

On suppose connus les n° 1-1 à 1-5 du §1 et les n° 2-1 à 2-5 du §2.



37

Les exemples illustrant les résultats de ce § sont exposés au Chapitre II , §4 ,

et peuvent être abordés après la lecture des §2 et §3 du Chapitre II •

3-1. FORMULATION VARIATIONNELLE.

Dans tout ce paragraphe, V désignera un espace de Banach REFLEXIF , réel ou

complexe, V* son (anti-)dual, (f , v) le produit scalaire mettant V et V en

dualité.

||u|| la norme de V ; [ | f | | ^ = sup| | v | | ~ |(f , v)| sa norme duale.
v

Tout opérateur A de V dans V* est associé biunivoquement à une forme

a(u ; v) sur V x V linéaire et continue en v de la manière suivante :

(3-1) a(u ; v) » (A(u) , v) .

Nous approcherons dans ce numéro les solutions du :

PROBLEME P .

Etant donne, f donô an ^ou^-m&embte. D de. V , ckeAckeA u donô un 4006-

enAejîîb^e B de. v vîL^i^^ant ;

(3-2) a(u ; v) = (f , v) ROUA tout v de. V .

L'équation (3-2) est la formulation variationnelle de l'équation A(u) = f .

On se donne des approximations A.(V) de l'espace V et l'on conviendra de pren-

dre pour approximation de l'espace V' l'approximation duale A, (V ' ) de A, 00 »

définie par :

(3-3) (p^ ̂  . v) » (f^ , y) ; (r^ f . v^ = (f , p^) (cf. SI . n» 1-5).

En particulier, nous désignerons par :

(3-4) e(f , f^) ° 1 1 ^ f - f^||^ = sup||vj|^ |(f , p )̂ - (^ , v^|

l'erreur discrète entre f et f, .h

Soit A, un opérateur de V, dans V. et a,(Uu •» v,) sa forme associée :

(3-5) a^ ; v^) » (A^) , v^

Nous considérerons les :

PROBLEMES P, .h

Etant donne, f, dan& im Àûaô-e.n4ew6^e. D de. V , c/ie/idie/L u, don-A an 4oaA-
h h h h
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en&embJLe. B de. v \)^AJL^Juwt :

(3-6) a^ ; v^) - (f^ . v^ po^ tout v^ de V^ .

Nous allons traduire sous forme variationnelle la consistance des opérateurs A,
à un opérateur À •

Nous poserons :

(3-7) ^(h) - s^||vj|^ |a(u ; p^) - a^ ; y)|
h

Les formules (3-3) et(3-5) montrent que ^ (h) - | |A^(r,u) - r" A(u) | |

Uc^e çae te^ opéAatejuM A, éoyut c.oyu>^&tayit& à. A ÀU/L B (ou les formes
a^(u^ ; v^) consistantes à la forme a(u ; v)) dMt (LUtO. que. lim ^ (h) » 0 pou/l
-tout u e B . h-0 u

Nous supposerons que les opérateurs A et PL sont surjectifs, c'est-à-dire

que les problèmes P et P, admettent des solutions. Nous allons donner des con-
ditions suffisantes de stabilité des opérateurs A"1 :

3-2. CONDITIONS SUFFISANTES DE STABILITE DES OPERATEURS A'1 .

Nous poserons pour simplifier :

(3-8) s^ , v^) . a^ ; u^ - v^) - a^ ; u^ - v^)

DEFINITION 3-1.

Nous dirons que les opérateurs A. vérifient la pfiOpfuJUs. S. si :

C Pour tout e > 0 , il existe n > 0 , indépendant de h , tel que :
S- )

^K - ^IL •

r Tl ————— — r——r————- -^ — •

[ Pour tout e > 0 , il existe n > 0 , indépendant de h , tel qi
S^

||u^-vj|^e entraîne que |s^ . v^) | >. n| |u^ - vj |^ .

Nous dirons que les opérateurs A. vérifient la p/LOpU-é-té S^ si :

i) Pour tout e > 0 , il existe n > 0 indépendant de h tel que :

1 \\ ~ ^1 Ih ^ e entraîne ^ue \^\ » ^1 ^ ^
S, et si :

ii) Pour tout K , il existe R tel que :

ll^llh ^ R entraîne que a^(u^ ; u^) î. K| |u^| | .
^
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THEOREME 3-1.

SuppoAonA tu opéAatWi& A e-t A^ ^uAjo.cti^. Lu ^oiuJUuoM u e^ u vé/tc-
^ù^£ :

(3-9) s^ . r^u) .< (^(h) . e(f . f^ )||u^ - r^u| \ .

S-c l'une. du cond-c.C-con-ô s, ou. s^ e^-t vé/î -cêe., ^&A opé^ûL^eu^LA A, éont -cn-
veA^-cb^&A ^ tu opéAat&uM A,1 4on.t 4-tab^&A AU^ -toa-te 6oa£& de -^af/on K . S^ de
pûiô ^ (h) e :̂ e(f , f.) tendent ve^ô o , ^e^ -Ao^a-tconA u, conveAgen-t d^ACAè-
-tem&M^ ue^A ta ^otLition u du, p/Lob-^èwe p . E î̂ -cn, ^e4 Aoùt(xo»iÀ u. conveAgwt
ueAA u 4-c te& p^otongesne.nt& p. Aon-t A-tab-6&A tt tu oLpp^o\Ajincitioy\^ A (v) ccm-
ve/i3&jite^.

Les conditions S- et S« i) impliquent que les opérateurs A. soient injec-

tifs. Plus généralement, il suffit que si u, ^ v. , ̂ (^ » vl,) > ° •

En effet» si on suppose que u, ^ v. et A.(u.) « A- (v . ) , on aurait :

0 - s(u^ , v^) > 0

ce qui est impossible.

Montrons que les opérateurs A. sont stables, c*est-à-dire que pour tout e ,
-1 -1il existe n- indépendant de h tel que, si u, = A. (f.) et v » A^ (g ) :

(3-10) ||f^ - gj|^ .< T^ entraîne que ||u^ - v^||^ « c ;

Supposons que S. soit vérifiée.Alors :

l8^ ï ^1 " l^h - 8h » "h - ̂ hl -' ^ 1 1 ^ - ^llh

ce qui implique que ||u, - v.||, ^ e . (en prenant n, at n)•

Supposons que S^ soit vérifiée et montrons que les A, sont stables sur les

boules de rayon K donné dans V. •

D'après S.. ii) , on sait qu'il existe R tel que si

-A • %> - <fh • ^^ 1 1 ^ 1 ' h 1 1 % ! ^ ^11%!^
on ait | | u . | | , ^ R .̂  Donc, pour tout e , il existe n, tel que

\\^ 9 \^ ^ ^"h-^llh^ 2 n! R " n

ce qui implique, d'après S^ i) , que | |u, - v,||, < e

Les autres assortions du théorème découlent alors du théorème 1 du §2 du n° 2-4

du $2 .
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L'inégalité (3-9) est évidente : on ajoute et on retranche à s,(ir , r,u) l* ex-

pression a(u ; p^) = (f , p^) .

Enfin, la dernière partie du théorème résulte du théorème 1 du §1 •

REMARQUE 3-1.

La condition S- ii) implique en particulier que les opérateurs A, sont sur-

jectifs (cf. J. LERAY - J.L. LIONS [l] par exemple), si les espaces V, sont de

dimension finie. Si la condition S^ est satisfaite, et si 1 opérateur A est

borné et continu de V fort dans V* faible, on en déduit que l'opérateur A est

bijectif (cf. n° 3-4 , théorème 4 du §3).

L'opérateur A est bijectif (mais A n'est plus continu et les A" ne sont

plus stables) si l'on suppose seulement que s(u , v) > 0 (cf. n° 3-5).

Nous allons maintenant donner deux exemples de classes d'opérateurs A véri-

fiant les conditions de stabilité S- et S., .

EXEMPLE 3-1. OPERATEURS LINEAIRES COERCIFS.

Supposons que les formes a,(ui, » v.) et a(u , v) soient sesquilinéaires et

globalement coercives :
<\

(3-11) II existe c > 0 tel que l^^u » v^) 1 ^ c! 1 ^ 1 L P0111" tout ^ £ ^ •

On sait alors (cf. Appendice ) que les opérateurs A. sont des isomorphismes

de V sur V. . Il est clair, d'autre part, que les conditions de stabilité S

et S- sont vérifiées puisque :

"̂h ' \^ ' ̂ "h - \ » "h - \^ ^l^ ^hlln

On en déduit le :

COROLLAIRE 3-1.

S-c ta^ ^o/une^ ^e^quÀ^inexuA^ a (u , v ) &ont QiûbcUiesnwL co^cive^ at con-
4-cA/toite^ a une, ^ofw\e, ^^quÂjUn^OÂAe. a(u , v) coc^cue, £e-A .ôo^at-coMA VL c.on-
v<2A.ge.nt (Li&cM.ètewwt ve^ô ^a ^oùttÂjûn u 4-c e(f , f.) twi vvu^ o . l&ô WLWU>h
d-cAc/iète-ô \j^u,^e.nt VAjie.QaJLite, ••

(3-12) [|u^ - r^u||^ .< c"^ ^(h) + £(f , f^) )

Sous des hypothèses légèrement différentes, le corollaire 3-1 a été démontré

dans J. CEA [l] .



41

Supposons que V soit un espace de Hilbert contenu et dense dans un espace de
Hilbert H , et soit A = { V , H , a(u , v)} (cf. Appendice ) l* isomorphisme du
domaine D(A) , muni de la norme du graphe [uj ss ( ) u | + |A u| ) - , sur H •
Nous allons approcher discrètement u = A f dans D(A) lorsque f appartient
à 11 .

Nous supposerons pour cela que les espaces V, sont de dimension finie*

On considère les normes suivantes sur V. •h

(3-13) I u, |, . (u, , ̂  ; [u,], = ( |u^ . |A^ )^

La norme ["^Jh est ^a norme ^u graphe de l'opérateur A, .

THEOREME 3-2.

Smppo^otU qm -6-e-A ^o^une^ a (u ; v,) &t a(u , v) &OA,2jfit Q^obaJLmwL coeA.c^-
veA ^t qu.e.

( i) | u . | ^ k | | u | | , ; k ^yide.pandante, de h .
\\

} ii) [ïu(h) ' ̂ '^h11^" ' ̂  - ah<rhu • ^1

(3-14) < ) ̂ g^ \)VU> 0 OLViC. h pOUA tout u e D(A)

| (-^ f e H . S(f , f^) - supiv^l^1 |(f , p )̂ - (f^ , v^)J
1 1 1 (\^_ \ tend vw> o avec h

ie^ ^oijjJULQv^ M du. pn.obtw(2, P c.onveAgwt cLi&cAçLtwwt uc^ô u pou/L ICL no^me.

^-
(3-15) [u - r u,J^ ^ k ( ^(h) + e(f , f^) te,Yïd \!W 0 avec h :

Remarquons tout d'abord que sous les hypothèses du théorème 2 du §3, les inéga-

lités suivantes sont satisfaites :

\ i> ^ll^ll.h^ l^lh^ll^llh^l^h
o-16)

( ii) ^(h) ^ k ^(h) ; e(f , f^) ^ k e(f , f^)

La convergence discrète dans D(A) entraîne alors la convergence discrète
dans V .

Tout d'abord, il résulte de (3-16) et du corollaire 3-1 que u. converge dis-
crètement vers u dans H puisque :

1 % - ^"Ih^k2 c-l < V^ + ^(f • ^) )
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Montrons ensuite que :

l^^-^lh^u^ +^ • ̂

En effet :

l̂ h - V^ s ̂ \ - '•h" ï V^ - ̂  ) s

" <fh f V^ - v^ \ - (f - PH V^ - ̂  ) +

+ a(u ' ̂  V^ - ̂  - ah(rhu ' V^ - '"h^ )

.< ( S ( f . fh)^u(h) ) |A,(u,-r,u)|,

/-~T"^:"T————~'

Si k • /k" c + 1 , on en déduit l'inégalité (3-15).

REMARQUE 3-2.

En fait, le théorème 3-2 est un corollaire du théorème 2-1 du §2 n° 2-4 , puis-

que (3-14) ii) exprime la consistance des opérateurs A, à A et puisque les opé-
-1râleurs A. sont stables au sens suivant :

K1 ^h$ ̂ Jh ; 4 - A + k2

D'après le théorème 1-1 du §1 , la convergence discrête dans D(A) entraîne la

convergence forte dans D(A) si :

( i) Ph^^ ; IPh^l ^ l^lh ; ^ Ph^l -< IVhlh
(3-17) )

ii) lim | |u - Pi,r,u||,.,.^ " 0 pour tout u de D(A) .
h"0 v ;

REMARQUE 3-3.

Puisque les espaces V, sont de dimension finie, il existe une constante S(h)

telle que :

(3-18) l l ^ l l h ^ s(h) l^ lh ' lim s(h) s + w

h^O
Supposons que les opérateurs A, soient stables, c'est-à-dire que :

(3-19) |a^(u^ . v^)| ^ M| |uj |^ | |v^| |^ ; M indépendante de h .

On en déduit les inégalités :

r i) [u^< (i.M^soolluJI, ; soo-1!!^)^ |u^|^<s(h)||u^|[^

(3-20) { ^ . .
^ ii) ^(h) < S(h) ^(h) ; £(f , f^) $ S(h) e(f , f^)
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EXEMPLE 3-2.

Considérons des formes b,(u. ; v. , w,) sur V. , linéaires et continues en

v, et w, ; supposons qu'il existe c > 0 , L > 0 et p > 0 tels que :

f i) "̂h •' \ • ̂  > 'c ! 1 ^ 1 I H si 1 l"hl IH < p

(3-21) /

LU) |b^ ; v,. w^) - b ,̂ v^ w^| < LHu^ - u^ ( 1 ^ 1 1 , ||w^||^

et considérons la forme ai/u^ ; Vu) suivante :

(3-22) a^ ; v^) . b^(u^ ; ui. . v,)

Si p < c L~ , les conditions S- et S^ de stabilité sont vérifiées sur les

boules B^ de rayon p puisque, d'après (3-21) :

(3-23) ( c - L p ) lluh-^ll^8^.^

On déduit alors du théorème 3-1 le :

COROLLAIRE 3-2.

Suppo^on& quLO. \ |f^| |̂  ^ R < c2 L~1 , çac | |r,u| |, ^ | |u| | e-t que. te^ ^O^L-

m&ô a(u ; v) (^ a^(iL ; v,) véA^^wt (3-21) &t (3-22) . îi ex^ô^e. aJLonM de-A

Aoûl̂ coyiô an^çae^ u ezt IL d&A pfuobteweM P et p uéA^^ùutt ;

(3-24) | |u^ - r^u| |^ .$ (c - L p)~1 ( ^(h) + e(f , f^) )

Remarquons tout d'abord que si une solution u, du problême P, existe et que

si H^ILh^ R » alors ll^llh ^ p m çr R P1118^116

(3-25) c| |̂ | |^ < b^u^ ; ̂  ;"i,).< (^ . "h) < Kl l"hl Ih

II en résulte donc que si les solutions u et u, existent» et si
-1 -1p » c R < c L , 1 e corollaire 3-2 résulte du théorème 1 du §3 et de (3-23) .

L'existence des solutions des problèmes P et P. a été démontrée par J. CEA [3]:

La méthode itérative :

\^1 ; ^ f \ ) m <fh ' \\ ^ow tout \ e \ î 1 1 ^ 1 1 ^ P

qui définit u" à partir de u"" comme solution d'un problême linéaire est con-

vergente. Ce résultat est un cas particulier du théorème 4-2 du §4 que nous démon-
trerons .
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3-3. APPROXIMATION PAR LES RESTRICTIONS D'UN OPERATEUR. - ETUDE DE L'ERREUR.

Nous allons étudier l'approximation d'un opérateur A par ses restrictions et

dégager un certain nombre de résultats supplémentaires que l'on obtient dans ce cas
concernant en particulier le comportement de l'erreur.

Nous supposerons que :

F Les espaces V^ sont de dimension finie, les prolongements p, injectifs
(3-26) j "

(̂  et les approximations A,(V) convergentes.

Nous prendrons alors :

i) l l-hl lh" IIPh^ll

(3-27) ii) (f^ , v^ . (f , p^) (i.e. : f^ f ou encore e(f . f^)» 0)

iii) a^ ; v^) - a(p^ .. p^)

Remarquons que sous ces hypothèses, la convergence discrète dans V entraîne

la convergence forte (théorème 1-1 du §1) et que la forme a,(iL , v,) définie par

(3-27) iii) est associée à la restriction r^ A p de l'opérateur A (d'après

(3-3) et (3-5) ). D'après (3-26), on sait que ces restrictions A. = r" A p sont
h h 'h

consistantes à A .

Si la forme a(u ; v) vérifie l'une des conditions S- ou S. , les formes

\^\ <) \^ les vérifient également, si bien que les opérateurs A,1 sont stables
(lorsqu'on les suppose surjectifs). On déduit alors du théorème 3 - 1 que ^&A hy-

potke^e^ (3-26) <^t (3-27) w\pUqmwt ta. commence ^o^tt d^ -ôo-ûttùw u d&A

pfiobim<^ p^ lio^qu1 aUL^ e.x^te,yut] ve^ La ^oj^Lon u da p^obieme, P

U en ^éAa^te donc. çae U donne.e, d'app^x-cwa^aw ^(v) véA^&wut (3-26) peA-

mat da c.OYi&fyuuAd deA p^obime^ app^oche^ dcw de^ &ApaceA de. ciunen&^on ^Ju^ia., dont
ieM ^ointion^ ^ont conv^ige.nte^.

Nous allons étudier l'évaluation du comportement de l'erreur entre les solutions
u et u, pour certaines classes d'opérateurs.

EXEMPLE 3-3. CAS DES OPERATEURS LINEAIRES COERCIFS.

Supposons que V soit un sous-espace dense d'un espace de Hilbert H et consi-

dérons le triplet A = { V , H , a(u , v)} (cf. Appendice).

Si les restrictions r^ sont linéaires, nous poserons :

(3-28) ^) -^11"11^) \^-W\\ .^)=^^ll"|l^||u-p^u||
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Nous allons étudier le comportement de l'erreur u - Pi,u, dans les espaces V ,

H et dans les espaces d'interpolation S(9 ; V , H ) entre V et H (cf. Appen-

dice )

THEOREME 3-3.

Se ta. ^oAwe. a(u , v) &U A&Aq(u^Œea^L&, coeAc-cve at C.QYI^UUJLQ, e>L 4-c £&ô kypo-

th^e^ (3-26) <it (3-27 ) &ont -àûL-tcô ^(jJULeM, -CL excô^e. une co^tayite. H- -cndependon-

^e de h teJULe, que.

(3-29) | |u - p^uj [^ ^ ^ ^ .< ^ y, (h)9 | |u - p^J | ; 0 .< 9 , 1

Se de. pûiô f c H , aJionj^ u appa/Lt̂ &n^ a D(A) &-£

, i) | [ u - p^|| .< c-1 My(h) l|u||^^

(3-30) )

[ii) "" -Ph^l IsO ; V , H ) ^2'^ V11)8

Posons pour simplifier ^ » u - p^ , T^ » 1 - p^r^ , T^ = 1 - p^ r^

On remarque alors que :

a(c, , v) = a(£l, » "̂h v) pour tout v e D(A )

Donc les erreurs c, = u - p,v, vérifient :h h h

s °A-l ̂  A ^
Mais A est un isomorphisme de V sur V' , de H sur D(A ) et par suite,

de S(9 ; V , H) sur S(9 ; V , D(A%)'). D'autre part, T** est un opérateur de

V' dans V' avec une norme égale à 1 , de V' dans D(A ) avec une norme éga-

le à y (h) d'après (3-28), donc de V* dans S(9 ; V' , D(AN) t) avec une norme
a

égale à Y^(h) .

—1 x
Donc A T, A est un opérateur de V dans S(9 ; V , H) avec une norme égale

à M^ Y^(h)9 , d'où (3-29).

Nous sommes donc ramenés à étudier la norme de l'erreur u - pu^k, dans l*espace

V . Mais puisque

a( u - p^ , u - p^ ) . a( u - p^ , u - p^u)

on en déduit que :

(3-31) | |u - p^uj | ^ c~1 M| |u - P^u| |
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Si f e H , on sait que u appartient à D(A) , l'inégalité (3-30) i) résulte

alors de (3-31) et de (3-28) et l'inégalité (3-30) ii) résulte de (3-29) et de

(3-30) i) .

REMARQUE 3-4.

L'inégalité (3-31) est vraie, queJULe, que 4(U-t ta. ^.^VuXLt^on r , linéaire ou

non. On peut prendre en particulier pour restriction r, la restriction de

Tchebychev (cf. §1 , n° 1-9) (proposition 1-6) q\jJL wmuwcÀe. te. ÀCCOnd membre, de,

Vin^QaJUte, (3-31) : on en déduit que V WtWi | |u - Pi11^! 1 ^t ̂  t1 Ofid^d de. ta.

me^êeu/ie app/Lox-ôna t̂am de. ta. éotiuUjon u ROA tu êÂ.éme.nt& de, p^ v .

Dans le théorème 2 du §3 , pour 9 » 1 , on obtient

(3-32) |u - P^l-^i Y^(h)l|u - PI/^II^ ^ ^h) ^<11)

EXEMPLE 3-4 (cf. Exemple 3-2)

Supposons que a(u ; v) » b(u ; u , v) où la forme b(u ; v , w) est linéaire

et continue en v et w et où :

i) b(u ; v , v) ^ c | | v | | 2 si ||u|| < p

(3-33) ii) |b(u1 ; v , w) - b(u2 ; v , w)|^ L||u1 - u 2 ] ] | |v| | | |w | |

^ iii) |b(u ; v, w)| ^ M(u)||v|| | |w| |

Considérons alors l'équation :

(3-34) a^(u^ ; v^) « b(p^ ; p^ ; p^) " (f . p^) pour tout v^ de V^ .

PROPOSITION 3-1.

S-c p < c L~1 , te^ WLWL& u - p,u, ew^te tu éoùjMjon& u e>t u, vê^c-

(S-cen^ VAn^QoJLLte. ;

(3-35) | |u - p^uj 1 ^ (c - Lp)"1^^) + Lp) | |u - p^u( |

On remarque en effet» en utilisant les équations que :

b(u ; u - p^ , u - p^) - b(u ; u ; u - p^u) - b(p^ ; p^ . u - p^u)

+ b(pïuh ; ̂ "h » u - Phuh) " b(u ; ̂ "h ' u - tV^-

En utilisant (3-33) et le fait que |IpuUul1 < c~1 R » P , on en déduit l'iné-

galité :

(c - Lp) [ |u - p^uj |2 « (M(u) •»• Lp) | |u - p |̂ | | |u - P^u| |
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EXEMPLE 3-5. : ETUDE DE L'ERREUR LORSQUE A EST NON LINEAIRE :

PROPOSITION 3-2.

Swppo&oM que (3-27) ^oU vé^-cée. Le-A WLWL& u - p IL vg^wit V^iQoJUte.

(3-36) s(u ; p^) ^ | |A(u) - A(p^) ||^ | |u - p^u| |

S^ A &U on opéAâ^fcot HôidéAwi, on en dédo-ct que. ••

s(u ; p.Ui,)h h ^ wi i i lïï^jr ""'--wii
EXEMPLE 3-6. RESTRICTIONS D'OPERATEURS DIFFERENTIABLES DE V DANS V

Nous allons montrer que les restrictions r^ A p, d'un opérateur différentia-

ble A vérifient, sous certaines conditions, les hypothèses du théorème 2-2 du §2
n° 2-7 .

Supposons que l'opérateur A soit différentiable sur une boule U de rayon
p + e de V .

PROPOSITION 3-3.

SuppoAonA que. VopeAotWi A ^oJUL ôo^né, qu.e. 4a (U^éM.wUeÂJLe. ^oit bo/m^e. AU/L
U fct que. ••

lim SUD llvll^llu»^ ; v) ||^ - 0
IMl-o ||u||^p

SuppoAoyiô q^JUL existe, u de u teJL çae | |r.u 1 1 < p zt teJL que. ••

(DA (piT,u ) v , v ) ^ c | | v | | 2 ; c > o -uidependan-Êe. de h .

Suppo^owA en^cn que (3-26) at (3-27) (U.WL JU&LL zt çae ^CA ^A-t/tcct-œnA r,n
^owit A-tob-fc&À. ît vU^te. Y -te^ ça& tu ^otjjJUuov^ u &t u. d&A ^aa^cûnA ••

a(u ; v) - (f . v) ; a(p^ . p )̂ - (f , p )̂

ex^A-tew^ danA un uo-tÀ-aïaûe de u &t de. r.u 4-c | |f - f 1 1 < y . Ve. PÛLÔ.- o n o o ^ » - »
P,UL convexe veA-A u danA v .

En effet, si l'opérateur A est différentiable, sa restriction r* A p, esth h
également différentiable et :

\ ̂ "h + Ph^ - ̂  ̂ Ph^ + r^DA<Phuh)Phvh + \ ̂ \ » Phvh)
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Puisque :

P̂hV̂ ïVh » Pn̂  > c ! IVh'12 ; c ' ° •
les différentielles D A . ( r . u ) = r, D A ( p , r , u )p. sont inversibles et leurs inver-ti h o h -h h o h
ses sont stables.

I/ opérateur A étant en particulier continu sur U , la consistance des res-
trictions r, A p, à A est satisfaite. La proposition 3-3 est alors un corollai-n h
re du théorème 2-2 du n°2-7 du §2.

Si l'on prend u = 0 , il suffit de supposer que :
(DA(0) v , v) ^ c | | v | | 2 ; c > 0 .

3-4. APPROXIMATION PAR LES RESTRICTIONS PARTIELLES D'UN OPERATEUR A .

Lorsque l'opérateur A = ^ A est la somme d'opérateurs A , nous cons-
truirons des opérateurs A dans des approximations partielles de l'espace V .
Nous n'utiliserons pas de prolongements de V7 dans V, , (nous n'aurons donc pas
de notion de consistance), mais nous aurons un résultat de convergence sous des
hypothèses moins fortes.

Supposons que l'espace V soit un sous-espace fermé de l'intersection d'une
suite finie d'espaces V , que nous supposerons, pour simplifier, contenus et den-
ses dans l'espace V

Considérons des formes a(u ; v) ^ sur V x V de la forme suivante :

a(u ; v) » ^ 3iaT(tu ; v^
q.r q

où les formes a (u ; v) sont définies sur V x V , linéaires et continues surqr q r
V par rapport a v .

Donnons-nous des approximations partielles (§1 , n° 1-4) des espaces V dans
des espaces de dimension finie V.

V^ - ̂ r • \ ' ̂  • ̂
et nous supposerons que :

( i) 1 1^1 Ih ' ( î 1 IPn "J Ir̂ 2 est une norme de ̂
(3-37) ^ r

[ ii) les approximations A , ( V ) sont convergentes.

Si f e V' , f s'écrit (de manière non unique) :

f - ̂  ; f , e V,
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Nous considérons le problême approché P suivant :
(3-38) a,(u, ; v,) - ̂ ̂  ̂  ., ̂  ̂ ) . (^ . ̂  . ^ (^ . ̂  ̂)

Nous dirons que la forme a^(u^ , v^) est la restriction de a(u ; v) dans les
approximations partielles A . ( V ) .

Nous allons démontrer le :

THEOREME 3-4.

Suppo^on& que.

/ i) POUA tout e > o , U e.xÀ^te. n > o teJL que.

ï 1 1 u ~ v 1 1 ^ e entraîne, que. \ ^
r q,r
ï\\\ - \\ 1 ^ ^ e ent̂ iZn& que. \ ^ sy(\ , v^.) | ^ n

ii) POUA. tout K , JUi <2.xÂ&tt R taJi que.

(3-39) // I l lu^l l^ >,R2 en^AZne ̂  ^ a^(u^ . u^ > K(î ||uj|^^2

iii) sup l 3 ^ . v)| ^ c | |v | |
1 | u | 1 ^cste 4 r

iv) ar(u > v) ^A^ co(ttùia& 4u/i V paA. ^appo/it CL u .

St V hypothèse. (3-37) &A^ vé^c^e, Z&A ^oîjjJUjowt, u da p^ob^ème p estent
^oyit unique,, et convergeait \îvu, ta. ^otution u du problème. P au 4en4 suivant :

(3-40) ^ | |u - p^ u^| |2 teM \ÎCA& o ave.c. h .

REMARQUE 3-5.

On peut, dans le théorème 4 du §3, affaiblir l'hypothèse (3-39) iv) et renforcer

l'hypothèse (3-39) i) en les remplaçant respectivement par

(3-39)' i) : Pour tout e > 0 , il existe n > 0 tel que ^||u - v | |2 ï e

entraîne ^ ^r^r ' ̂  ^ n

(3-39)' iv) lim a^(u - Àu^ , v) » a^(u , v) pour tout v fixé.

On verra dans la démonstration que l'hypothèse (3-39)' iv) sert à montrer que la

limite û  d'une suite est solution de l'équation. L'hypothèse (3-39)'i) impli-

quant que les opérateurs sont monotones, le procédé de MINTY (cf. n° 3-5) permet
d'aboutir au même résultat sous l'hypothèse (3-39)' iv).

4
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V^mon&^icuUjon du. tkê.o^ème. 4 du. §3 .

Remarquons tout d'abord que les opérateurs A. vérifient la condition de stabi-

lité S^ d'après (3-39) i) et ii). D'après la remarque 3-1 , les solutions u, e-

xistent et sont uniques. De plus, de (3-39) ii) résulte que :

||uj|^|^uj|^<cste.

En effet, si on fait v, = u. dans (3-38), nous avons :

•s^. <!IM^
II^IL

Si II^IL tendait vers l'infini, il en serait de même de 1 l"!-! Ii" ^"h» ̂

d'après (3-39) ii) , ce qui contredit l'inégalité précédente.

On peut donc extraire de h une sous-suite (encore notée h ) de h telle que

(par définition des approximations partielles)

lim p, u, a" u dans V faible, pour tout r •
h « 0 " h r

En fait, on déduit de (3-30) i) et iii) que p, u. converge fortement vers u

dans V puisque :

ï "qr^x • ̂  ̂  • ï V"» • "< - P^ ̂  + ^ ^r • ̂  "h - ̂  '•h"̂  +

q.r q.r r

+ ^ aqr<PS "h ' ̂  ̂  - "^

Donc, pour tout e > 0 , il existe n et h assez petits tels que :

1 \ s^ 9 PH^I ' n

ce qui entraîne que ^ ||u^ - p, IL || ^ e

On déduit alors de (3-39) iv) que u^ est solution du problème P en prenant

v. « r.v dans (3-38). Cette solution étant unique, on en déduit (3-40).

Les hypothèses (3-39) sont vérifiées en particulier si (cf. exemples 3-1 et 3-3,

3-2 et 3-4)

a) - Les formes a (u , v) sont sesquilinéaires continues sur V x V et véri-qr q r
fient :

(3-41) ^ a^ .v,) >,d ||uj|; .
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b)- a(u ; v) " b(u ; u , v) - ^ bars(u î u > v)
q , r , s q

où les formes b sont définies sur V x V x v et vérifient :

i) 1 b ^ ( u ; ^ , v , ) >/c I | | v j | ^
(3-42)J ''^ r

[il) |b^(ul ; v^ , v,) - b^(u2 , v^ , v , ) | < L | | u l - u 2 | | j | v j | j | ^ | | ^

On prendra alors :

ah(uh ' vh) " q,L ̂ "^ uh ' ̂  uh ' ̂  vh)

et les conclusions du théorème auront lieu si :
| | f | | ^ R ̂  c2 L"1 .

Les applications des résultats du début de ce paragraphe sont exposées au n° 4-2
du §4 du chapitre II.

3-5. APPROXIMATION FAIBLE DES OPERATEURS MONOTONES.

Le théorème 1 du §3 assure l'unicité des solutions du problème P sous des hy-
pothèses assez fortes pour entraîner en plus, la convergence forte des solutions
des opérateurs approchés. Sous des hypothèses moins fortes, J. LERAY et J . L . LIONS
[l] , F. BROWDER , G. MINTY , V. VISIK ont démontré un théorème d'existence. Nous
allons obtenir dans ce cas la convergence faible des solutions des problèmes appro-
chés ; nous supposerons que ces opérateurs sont monotones, coercifs, bornés et con-
tinus des droites de V dans V faible. Nous utiliserons ce théorème au n° 4-3
du §4 du chapitre II.

THEOREME 3-5.

SOOA tu kypotkè^u 4m.vaw£&A :

(3-43) A Ut bo^né zt lim a(u - À w ; v) - a(u ; v)
\»0

( ^ "̂h ' \^ ^ ° ^u ' v^ ^ °^ (moviotOYU^.}
(3-44) \

ii) lini ll^llh "̂h ' "h^ " 00 t^^^^^^l

ll^llh--
i) Lu upacu V^ ^ont de. cLunen&^on ^WUL, tu pfU)tongmwL& p éta-

(3-45) \ btu, tu CLppfLOX^wa^LoyiÀ A,(V) conveAgwtu.

îi) lim ^(h) - 0 ; lim e(f , f ) - 0
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On peut ex^u/ie de -£a ÀIU^C p^ une. .Aooô-ôa^te jîo^ew&Mt amue^e t̂e U^LA
one. Aoùitùm u^ da p/toô^ème. p .

REMARQUE 3-6.

Si l'on suppose que s^(u^ , v^) > 0 et s (u , v) > 0 . les solutions u et

\ des problêmes P et P^ sont uniques. Le théorème 3 - 5 implique alors que

p,u, converge faiblement vers u .

DEMONSTRATION.

Tout d'abord, Hp^uJI est borné d'après (3-44) ii) : si | |uJ | tendait
vers l'infini, on aurait ;

Um| |u j | ^a^ .u , ) .< ||fJI,^<K
1 ' h ' ' h

ce qui est contradictoire. Désignons par u^ la limite faible d'une sous-suite ex-

traite encore notée p^u, et montrons que u^ est solution du problème P .

Nous avons, si v est un élément arbitraire de V :

0 <? Y"» • ̂  a (f • Ph^h - V^ - a(v î Ph^ - Ph^ + a(v ; Ph^ - r^

- ̂ V ' "h - r^ + <fh • "h - V\ - <f » Ph<uh - V^
Nous pouvons donc passer à la limite où nous obtenons (d'après (3-45) ii) ) :

0 ^ lim V^ ' rhv) " (f "" A(v) » "x - v)
h^O

Nous utilisons maintenant un procédé dû à G. MINTY :

Soit À > 0 et w un élément arbitraire de V ; posons v « u - À w. On dé-

duit alors de l'inégalité précédente que :

(f - A(u^ - À w) . w) » 0 pour tout w fixé dans V .

Faisons tendre \ vers 0 . D'après (3-43), nous obtenons :

(f - A(u^) ; w) ^ 0 pour tout w dans V .

Cela entraîne qpe A(u^) = f , ce qui achève la démonstration du théorème.

APPROXIMATIONS PAR LES RESTRICTIONS PARTIELLES DE A (cf. n°3-4).

Supposons que les conditions (3-37) et (3-38) aient lieu et que

(3-46) i) sup |a (u ; v)| « c| |v| |
l |u | |^<M ^
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ii) lim a (u - \ v ; w) » a (u , w)qr qr'ÀO

/f iii) lim ( Y | lu \\^)~ï/^ T a (u , u ) » ~
(3-46) ^ T | |uj|^~ q q ^ q:-r ar q r

; iv) Y s (u , v ) ï- 0
^ q,r qr q r

PROPOSITION 3-4.

SOOÀ i^ kifpotke^U (3-37), (3-38), et (3-46) on p&o-Ê eU^u/ie de-A 40LLA-&m^&6

de p^ u, conueA^e.an^ ^a^Monen-t i/e/t-ô onc .Aoûté-om u dûuzA v ROUA. touJL q .

La démonstration est analogue à la précédente. On établit tout d'abord que

l|u^||^ = ^ 1 1 ^ "h^L est borné* par définition, des approximations partielles
q q

(§1 , n° 1-4), il existe alors un élément u^ de V tel que u « lim p^ u. dans
N h-0

V faible pour tout q . On utilise enfin le procédé de Minty pour montrer que u

est solution du problème : si v est fixé dans V , alors :

0 $ q!r aqr(p^ uh ; p^ uh " v) " aqr(v ; pn "h ' v)

Puisque \ ^r^^ "h ; p^ "h^ aa ^ ^r ' p^ "h^ ' on en déduit» P31' passage à

la limite, que

I (f^. - A ^.(v) , u^ - v) ï 0 pour tout v de V .

Il en résulte alors, comme précédemment, que

^ \W = ^ ^q,r 4 r

3-6. APPROXIMATION DES SOLUTIONS DEFINIES PAR LE LEMME DES PROJECTIONS.

Rappelons l'énoncé du lemme des projections, qui est un critère permettant d'af-

firmer qu'un opérateur linéaire est surjectif. (cf. J.L. LIONS , |l] , chap. 3).

Nous nous plaçons dans la situation suivante. On se donne

a) un espace de Hilbert \/ , muni du produit scalaire < u,v > et de la norme

l lu l l y

b) un espace prehilbertien t , contenu dans \/ avec une topologie plus fine, mu-

ni du produit scalaire ((( <(), i^))) :
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I k l l l / ^ k | [ | < ( > | | | - (((^ , 4,)))^

c) une forme sesquilinéaire E(u , <(>) sur V x <t> vérifiant :

i) u -»• E(u , <(>) est continu sur l/
(3-47) )

(^ ii) Re E(<(> . <))) >, c| | | < t > | | | ; c > 0 ; ^ c <f

d) une forme F(4>) continue sur <t>

On considère alors le :

PROBLEME P. CheAch^î. u dayi& l/ UC^CQ-ÙUI^ :

(3-48) E(u , ^ » F(<j>) poi^L ^Ltt (^ de. 4> .

Le lennne des projections affirme alors q^il existe au moins une solution u du
problème P (cf. démonstration du théorème 3-6 ).

Donnons-nous des approximations A.^,» et A,(<ï>) des espaces l/ et <î> :

( i) V^ s < v ^h » ?h ' ^ )
(3-49) ii) A ,W= (. . ̂  , p^ . s,) ; ^Cl/,

^ iii) | |^| |^ $ k| | |^|| |^ pour tout ^ de $

Donnons ensuite des formes E, (u, , 0.) sur (/, x $, telles quen h h h h '

(3-50) J i) uh " Eh(uh ' ^h) est continue sur \

[ ii) Re ^^h > ^) ^ll^lllh ; c ' ° •

et des formes F sur $. telles que ^h^h^l ^ c ^ l l l ^ h l l l h

Considérons alors le :

PROBLEME P^ . CkeAckeA u dûLHA V \)WL^JUWt :

(3-51) E^(u^ , ^) « F^(^) p0l^ ^00^ 4»^ d& $ .

Il existe au moins une solution u. du problême P

Remarquons aussi que les formes E^(u^ , ^) = E(p^ . P^) vérifient (3-49) si

l l^hl lh' llîVhN et l l l^ l l lh' I I IPh^h l I I •
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THEOREME 3-6.

SOOA tu hi/poth^e^ (3-47) à (3-50) , JUL ex^Uc d&6 Ao^C-ùîttA po/ttccattêAAô du.

problème. P, .te^eô que. ••

(3-52) | |p^J | .< M| | |Fj | |^ (̂ b^Ùtê)

S-c

/ i) lim sup ll l^lllh1 I1201 ' Ph^ •• ^^h11 ' ^1 " 0

(3-53)^ h"0 ^

[ ii) lim sup lll^lllh1 l^^ - ^Ph^l " °
" h"0 \

L&À AototconÀ u, cjonveAgwt di&cA.^twwt ue^LA an& Ao-^u-teon u du. problème. P.

S^

/ i) lim sup llu^llh1 |E(P^ » ^ - ̂ ^ ' ^1 " °
h-0 v^

(3-54) ^ii) lim |F(<(>) - ^^h*^ as 0

| h»0

(iii) IIPh"hll-<Mj|Uhllh • lll^lllh'^

On pejmt e.iUSWAM.e, une. AooA-4oc£& de p.u. conve^eon^ j{o^b-eew&n^ veAA une. 40^0-

.(̂ a?^ u de E •

Nous allons tout d'abord établir (3-52) . La forme E^(u^ , ̂ ) étant continue

par rapport à u, , elle définit un opérateur A^ de 4»^ dans \/^ (identifié à

son dual) par

(3-55) E^ . ̂ ) - < u^ , Vi. >„ ; "h e ^ .

Posons ^ - A^ ^ .

On déduit de (3-50) ii) que A. est injective et que A^ , définie de ï^ sur

t. , est continue : en effet, si 1(1^ - A, if>^ ,

c|||^lll;-c|||A^JH^<Re]V^.^)

.Re < ^ , A^ * „ > „ < ll^llh Ill'hilh

d'où l'on déduit que si. A. + - 0 , ^ - 0 et

(3-56) lllAhSjll^kc-1!!^^

L'opérateur A.' se prolonge par continuité de l'adhérence T^ de y^ dans
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^ . Puisque l/̂  est un espace de Hilbert, il existe un projecteur orthogonal

\ de ^h sur ^h ' de norme 1 •

On pose alors, si î est le complété de $ :
" h

<3-57) ^-^h •' l l l^^l l lh^^llvj lh-

D'autre part, l'équation (3-51) s'écrit :

< "h ' \ > h ïa ^^Si1 ̂  pour tout \ de \ •

Donc toute solution de l'équation :

(3-58) < ^ • ^ ' h a ̂ ^ \ vh) a V^ \^ pour tout \ de ^ est en par-

ticulier solution de (3-51).

En désignant par T^ l'adjoint de T^ , on en déduit que

(3-59) a « T, F, dans </,n h h h

est une solution particulière du problême P^ . La norme de T étant bornée, on
en déduit (3-52).

Considérons la solution u = T F dans V du problème P . Les erreurs discrê-
tes u^ - r^u vérifient l'équation :

(3-60) E^ - r^u , ^) » G )̂

où

l̂̂  • V^ - ̂ h^ + ^^ ' Ph ̂  - Eh<rhu • ^)

Les hypothèses (3-53) entraînent que 1 1 I G J I 1 ^ tend vers 0 . ce qui implique
que :

1 \\ - v»l Ih s 1 \\ ^1 l'h ^ M! 1 1 ^ 1 1 Ih tend vers ° avec h •

Supposons (3-54). Puisque || |F^|||^ est borné. ||u^||^ l'est également, et

par suite ||p^uJ|^ est dans un borné de (/ . On peut extraire une sous-suite

faiblement convergente vers u dans V . Puisque :

E(p^ ' ^ ' ̂ \ ' ^) - V"h » ^ ^) + Fh<sh ^)

On en déduit que E(u^ , 4>) » F(((>) pour tout <(> de $.

Nous donnerons des applications de ce numéro au n° 5-3 du §5 du chapitre II,

pour construire des schémas à plusieurs niveaux des équations paraboliques.

§4. APPROXIMATION DES SOLUTIONS DES INEQUATIONS VARIATIONNELLES.

On définit au n° 4-1 le problème et on établit au n° 4-2 plusieurs résultats
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d'approximation.

On suppose connu le §3 dans son ensemble. Les applications de ce numéro sont ex-

posées au n° 4-4 du §4 du Chapitre II .

4-1. POSITION DU PROBLEME.

Donnons-nous un ensemble convexe fermé K de V (réel) et une forme a(u ; v)

sur V x V linéaire et continue en v . Si f appartient à V , on considère

dans ce paragraphe le :

PROBLEME P .

CkVic.hdA u donô K Aoûltum de V équation va^uvUonneÂJLe,

(4-1) a(u ; u - v) ^ (f , u - v) pOU/L tout v de K .

Si K est un cône convexe fermé, l*inéquation (4-1) est équivalente à :

. a(u ; v) m (A(u) , v) ^ (f , v) pour tout v de K .
(4-2) )

^ a(u ; u) » (A(u) . u) » (f , u)

Si K est une variété linéaire affine de V , l'inéquation (4-1) est une équa-

tion. Si K • V , on retrouve les problèmes abordés au paragraphe précédent.

Si la forme a(u , v) est bilinéaire, symétrique et coercive et V un espace

de Hilbert, la solution u est la projection de f sur le cône K (lorsque V

est muni du produit scalaire a(u , v) ) ou encore l'élément u qui minimise la

fonctionnelle a(v , v) - 2(f , v) sur K .

Si la forme a(u ; v) n'est pas symétrique, le théorème d'existence d'une so-

lution u est dû à G. STAMPACCHIA [l] [2J. Si la forme a(u ; v) est monotone,

coercive et bornée, le théorème d'existence a été démontré par P. HARTMAN et

G. STAMPACCHIA [l] .

Donnons-nous maintenant des approximations A,(V) de V , une forme a.(u, ; v.)

sur V. , et un ensemble convexe fermé IG de V, . On considère le :

PROBLEME P, .h

CkeAcheA u. dan& ic ^oSUjJUjon de VAj^quaHon vc^iMvUonn^U-e, ;

(4-3) a^ ; u^ - v^) .< (f^ . u^ - v^ po^t tout ^ de K^ .



58 Chapitre I , §4

Rappelons que nous avons posé :

c(f . f^.sup ||vj|^ |(f , p )̂ - (f^ .v^J

"h

^(h) » sup ||vj|^ |a(u ; p )̂ - a^u ; v^) |
^

"̂h • vh) m\(\-\- vh) - \^\ î % - ̂

4-2. THEOREMES DE CONVERGENCE.

THEOREME 4-1.

Suppo^oyi& que. £&A p^obième^ P e^ p, acfoi&t-Éfc^ d&A 4o£a.tcon4 danAh
Kp » Kn B(p) e^ K^ » K^n B^(p) ^&Àpcct<;uew&n^, où B (p) e^t ici boute, de ^a-
{/on p > o .

SappoAo îô en ouVie. que,

(4-4) p^CK ; r^CK^

L&A WLWL& cLcACA.è^&ô véA^^ent £&A -mé^a^c-écA

^^ ï V0 -< ^u^ + e< f ' ^^ll^ - ^"llh + 1 ^ - ^^NN II11 - Ph^ll

S^ -e&A opé^a^ea^A A^ véA^^wt ia concU.Uon de. ^tabU^te. s*

i) Poa/i .toat e , ii e.xÂ^te. n ^^ que. \\VL - vj | ^ e en îa^ne
sh(uh t vh) >- n

(4-5)
11 e.xÂ&te. u danô Kp teJL que. ••

s,(u, , r, u )
ii) lim —-—————— » oo uyu.^o^unej/ne.vvt en h .

l luhllh^" 1 1 ^ -r̂.. "ol

&t 4>C

(4-6) lim e(f , f ) " 0 ; lim 1(1 (h) - 0 pouA. Axit u de. ïf
h-0 " h-0 "

<4-7) ^IIPh'-h»-"!! ° 0 •' IIPlAll^lMlh

L&& 4o^u^ù»nA u^ du problème. P 40H-É un^a&A &-t conveAgent VCAM ici ^oJbjuUjon
u da pfiobJLïme. P .
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DEMONSTRATION

Puisque d'après (4-4) , r^u c K^ et p^ c K , on déduit (4-5) de l'inégali-

té :

"̂h ' ̂  N< a(u ; Ph^ - V^ - ̂ ^ ; "h - V^

+ < fh t "h - V\ - (f • Ph^ - tVh^

+ (f , u - P-ri") - a(u ; u - PiTi")

puisque, d'après (4-1) et (4-3), a^(u^ ; u^ - r^u) ^ (f^ , u^ - r^u)^ et

a(u ; u - p^) - (f , u - p^) < 0

D'autre part, on déduit de la deuxième partie de la condition de stabilité S'

que

ll"lA<K

puisque, si ll^lli, tendait vers l'infini, alors ^("u » r,u ) | |u, - r,u ||

tendrait vers l'infini, ce qui contredit le fait que

"̂h • V^ 's ^h • "h - rhuo) ^ 1 1 ^ 1 l.h 1 '"h - rhuol 1

Donc, en particulier |[u, - r,u||, est borné. On en déduit la convergence dis-

crète en utilisant la convergence discrête de f, vers f , la consistance des

opérateurs A, à A , la convergence des approximations A^OO et la première par-

tie de la condition de stabilité S'. .

De plus, les solutions u, sont uniques : sinon, si e s ||u, - v. ||, ^ 0 et

si IL et v, vérifient (4-3), on aurait, d'après (4-5) :

0 9 ̂ \ ' ̂  ^ n l l^-^ l lh ; n > 0

ce qui est contradictoire.

Si on suppose de plus que les prolongements sont stables, on obtient la conver-

gence forte de Pi^ vers u dans V , et par suite, l'unicité de la solution du

problême P •

EXEMPLE 4-1. - INEQUATIONS A COEFFICIENTS LINEAIRES :

COROLLAIRE 4-1.

S-c t&& ^o/un&ô a,(u^ » v.) <it a(u , v) ^QV\I bUÂjywuA.^ e-t QiobaJLmwL coeA-

ecu&A, teM ^oûjubLoyià IL djonveM.gwt cLi&c^L^tme^t V^LA u 4000 teM kypoth^e^

(4-4) , (4-6) zt (4-7) et ué^c^n-C i'^gcLUte. ••

(4-8) ||u^ - r^u||^ ^ c~1 [(^(h) + £(f , f^26'1 + 2 1 1 f - A(u)||^||u - P^u| |j
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^ "̂h ' vh) s ^PIA - V^ ^ ^h • \\ a (f t V^ 9 ̂  WLW^
u - p.u, obê^A.ôejzt a ^a majowLion i

(4-9) ||u - p^uj|2 .< ( ||f -A(p^)||^ ||u - P^ull)

Considérons de plus le cas où A, est la somme des restrictions partielles d'un

opérateur A (cf. §3 , n° 3-4). On suppose que :

. a(u , v) » ï a^(u . v) ; |a^(u , v) | ^ M||u||^ 1 |v| \^

[ï ^r^q ï "^ ̂  ^ l^rllr ; c > 0 •

On se donne des approximations Â , ( V ) de V dans des espaces de dimension

finie V, telles que :

i) ll^llh ' ( ï IIP^ "Jlr^2 est une norme de ^

ii)Si u . e K . e t s i P^u, converge faiblement vers u dans V

pour tout r , alors u « u appartient à K .
(4-10)

iii) lim | | p , r .u - u| | = 0 pour tout u de K et pour tout r .
h-0 " " r

iv) r ^ K C K ^

Considérons l'inéquation variationnelle :

î aqr<P? "h • ^ "h - P£ vh> ^ ï (^ • ^ "h - ̂  vh) • \ e \q,r r

On démontre alors le

COROLLAIRE 4-2.

SOUL& V hypothèse. (4-10) , te^ ^oiuJUuov^ IL conve^ae^zt ue/tô ta 40-ù^con u oa
4ejzA ^u^ivant :

1^1 l lu-P^l l r-0

EXEMPLE 4-2. (û({. Exempt 5-2 da §3 , n0 3-3).

Considérons les formes l>,(u. ; v, , w,) sur V, , linéaires et continues en

v, et w, , vérifiant :h h

1 1) V^ ; \ • ̂  >/ ^^h^ si "h appartient à K^
(4-11)

L "> l^^ •' \ ' ̂  - \^ •' \ ' "^1 ^ ̂ l^ - ^llhll^llhll^llh •



et considérons la forme :

(4-12) a^ ; v^) - b^ ; ̂  . v^)

Supposons aussi qu'il existe u° e K^ tel que :

(4-13) \\^\ * \ » \^\ ^ ^^Jlh ; M ^dêP®11^11^ de \ •

On considère alors la méthode itérative suivante :

PROBLEME P" .h

C/ie/ic^eA u" do}iô K^ vé^L^nt :

(4-14) b^-1 ; u^ . ̂  - ̂ ) < (f^ . ̂  - ̂  pOUA ̂  v, de K, .

THEOREME 4-2.

SOLIÀ ^&A kypûth^e^ (4-4) , (4-6) , (4-7) ,(4-11) , (4-12) zt (4-13) , U

p < c L"1 , | |f 1 1 ^ c p <it 4-c 0 appû^éwi-É a K , ^&A p^ob^èw&A P" , p
e ;̂ P aànme.nt deA ^oîjjJUuov^ an^aeÀ u" u fc^: u danA tf e :̂ K . I&À 40-
-ca-fccotzA u" conue^^e^ d^Ac/Lê^er/ie^É ue^ô u qujand h e.£ n"'1 ^enden-t ue^LA o

(4-15)
|u^1 - r^u| |̂  (c - L p)~2 (^(h) + c(f , f^) + N L p 911)2 +

+ 2(c - L p)"'1 ||f - A(u)||^ ||u - Pzr ,u| |^h'h"

où 6 = c~ L p < 1

&c u" 4on^ ^&A ^oiu>Uon& de -e'-cnéçaa^con ^.e^^twUûn •*

(4-16) b(p^-1 ; p^ ; p^ - v^)) .< (f . p^ - v^))V v^ e K^

LeA WiWL& viL^i^ent V^ne.gaLute. ••

| 1 1 " - Ph^1! li -< 2<c - L ')>-11 K - ̂ "h î Ph<)1! U I" - Wl 1 +

<4-17) . (c - L p)-2 N2 e2»

Le corollaire 3-2 du §3 est un cas particulier de ce théorème. Nous savons dé-

jà que la condition S' est satisfaite puisque :

(4-18) s^ , v,) » ( c - L p ) | | ^ - v J I ^

Nous en déduisons donc l'unicité des solutions des problèmes P11 , P. et P .
h . h

a) LES SOLUTIONS u" , u, ET u APPARTIENNENT NECESSAIREMENT A K^ ET A I^ .

En faisant v « 0 dans les inéquations (4-14) , on obtient :
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(^19) l l^ l lh^l l f j l^c^cp^p •

On voit donc que si ug-1 appartient à K^ , u" appartient aussi à ^ . De

même, les solutions u et u^ appartiennent nécessairement à l̂  et K ^ .

b) LES SOLUTIONS DES PROBLEMES P ? , P ET P EXISTENT
h h *

Puisque les solutions u""1 appartiennent à K^ si elles existent, et puisque

u^ appartient à K^ . les solutions u" existent d'après (4-11) i) et le théorème
de Stampacchia.

Nous allons montrer que les solutions u" convergent vers un h
Ceci résultera de l'inégalité :

lll^-^lh^0 '1^)!!^-^1!^^
(4-20) /

[̂  -î c ( c p * M)(c~1 L p)" - N 6" ; 9 - c'1 L p < 1

En effet, d'après (4-11) :c) i-r1 - «si i^ < ̂  •- "r - ̂ . <1 - "e> <
^ bh<<l •' \ ' <1 - "G) - \K ' \ ' "r - %>
<L||uî;-%-l|lhlluî;llhllurl-uhnlll,<L^luhn+l-"î;llHll"î;-uhn'lllh•

et d'après (4-12) :

cllu, - ̂  . b,(u^ ; u^ - u,0 . ̂  - ̂  , ( f^ . ^ _ ̂  .

^h^n 1 1 ^^ -^^ ( M . c p ) | | u ^ - u ^ | | ^

Pour tout h fixé, on déduit de (4-20) que la suite u" est une suite de

Cauchy puisque 6 = c L p < 1 , qui converge vers un élément u, de V , qui

est solution de l'inéquation (4-14) puisque la forme b (IL , v, , w ) est conti-
nue par rapport aux trois variables.

c) LES SOLUTIONS u" CONVERGENT DISCRETEMENT VERS LA SOLUTION u .

En ajoutant et retranchant b^(u^"1 ; u" . u" - r^u) . on obtient l'inégalité :

f \^ ' ̂  ^ ^(h) + ̂  ' V + L Pll^ - "r1!^!!^ - V^h
(4-21)^

L + l | f -A(u) | | , ||u-p^u||

La majoration de l'erreur (4-15) résulte alors de (4-18) , (4-20) et (4-21).

On obtient de manière analogue l'inégalité (4-17) dans le cas ou A^ est la res-
triction de l'opérateur A .
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On démontre, de. ta. même. maniée, ta. convergence. d^cA^te. d&A ^oJUjJUuov^ IL -ûm-

qu.e. Von p/tend pouA opê/LO-t&u/t A, ta Àomme de6 Ae^Vujdion& pa^bieJULe^ de. Vope.-

wte^L A (q(. §3 , n° 3-5 , pfiopo^^bion 3-3).

Nous allons énoncer un théorème de convergence faible lorsque les formes

a,(u. , v.) sont seulement monotones.

THEOREME 4-3.

Soo& teM hypotk^&e^ du. tnêjo^e. 1 du. §4 , ou. ia cond-ctam s. e^t ^empêacée.

paA. ta. condition S.* ;

r i) sh(uh • vh) >- 0

^Z ^H ^T . « sh(uh > '"h /̂ 1 1 ^ - Vollh ' w

^ iii) A est borné et lim a(u - \ w ; v) " a(u , v)
À»0

On peut e.WuaÂAd une. 40LfcA-4u^t& IL de. ta. ^am^U.e. de^ 4oûttœn4 IL d&A p^o-

bieme^ P, conv^eon^ ^a^fo^ewie^ veA4 an& ^oùition u da problème. P .

Le théorème de Hartmann-Stampacchia entraîne l'existence des solutions des pro-

blêmes P et P, . L*unicité a lieu si on suppose que :

(4-22) s(u , v) > 0 pour tout u , v e K ; u ^ v .

La démonstration du théorème 3 du §4 est analogue à celle du théorème 3-5 du §3.

On déduit de S* ii) que 1 I^Sil L est borné, donc que ||p.u,|| l*est également.

On peut donc en extraire une sous-suite (encore notée) Pi", qui converge faible-

ment vers un élément u de K (convexe fermé).

Montrons que u est solution du problême P • Soit pour cela v un élément

arbitraire de K .

Puisque

0 ^ '̂ "h ' ̂  < (f^ '' "h - ̂ h - (£ • Ph"h - Ph^
+ ̂  ; Ph"h - 'Vh^ - ̂ V ; "h - ''ĥ
+ (f • "̂h - PbV^ - a(v ; Ph"h - phrhv)

on en déduit qu'après passage à la limite, on obtient :•

(4-23) 0 ^ (f , u^ - v) - a(v ; u^ - v) ; v e K

D'après le procédé de MINTY , u^ est solution de (4-1). En effet, soit

v " u + X(w - u^) = À w + (1 - À)u^ , 0 « À ^ 1 qui appartient au convexe K

si w appartient à K.
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On déduit de (4-23) que :
À(A(u^ + À(w - u^) , w - u^) ̂  À(f , w - u^)
En divisant par \ > 0 et en faisant tendre À vers 0 , il résulte de S* ii)

que :
( A(u^) , û  - w) ̂  (f , û  - w) pour tout w de K , ce qui achève la démons-

tration du théorème.
On peut démontrer des théorèmes analogues lorsque l'on prend pour opérateur A.

la somme des restrictions partielles d'un opérateur A ou la restriction d'un opé-
rateur A .

§5. APPROXIMATION DES SOLUTIONS DES EQUATIONS DIFFERENTIELLES-OPERATIONNELLES (I)

Nous approchons dans ce oaragraphe les solutions des équations différentielles-
opérationnelles linéaires dû 1° ordre.

du
— (t ) + A(t) u(t) = f(t) ; u(o) » u_
dt °

où A(t) sont des opérateurs d'un espace de Hilbert V dans son dual, par les so-
lutions u , ( t ) d'un système d'équations différentielles usuelles :

^ (t) . A,(t) u^t) - r^t) ; u i , ( o ) - " o h

où A . ( t ) sont des opérateurs d'un espace de dimension finie V, •

Le n° 5-1 est consacré à quelques rappels et le théorème de convergence est dé-
montré au n° 5-2.

Nous étudierons au chapitre II , §5 , l'approximation par rapport à la variable
t des solutions u, et (par suite) de la solution u •

Nous supposerons connus les n° 3-1 à 3-3 du §3 , les n° 1-6 et 1-8 du §1 , et le
théorème 2-1 du n° 2-4 du §2 .

5-1. RAPPELS SUR LES EQUATIONS DIFFERENTIELLES-OPERATIONNELLES DU 1e ORDRE.

Nous rappelons dans ce numéro le théorème d'existence et d'unicité d'une solu-
tion d'une équation différentielle-opérationnelle (cf. J.L. LIONS [l] ) .

On se donne un triplet A(t) dépendant de t e JO , TJ (cf. Appendice).
(5-1) A(t) = { V , H ; a(t ; u , v) } ; t e [ 0 , TJ
vérifiant :



f i) t -»• a(t ; u , v) est mesurable pour tout u , v fixé dans V

(5-2) ) ii) |a(t ; u , v)|$ M||u| | | |v|| ; M indépendante de t (p . p)

, iii) Re a(t ; v , v) + À l v | 2 >. c | |v | | 2 ; e > 0 ; v e V

On introduit d'autre part les espaces suivants ;

( l/ « L^O,! ; V) ; (/' - L2(Q,T ; V) ; H ^ 1^(0,1 ; H)

(5-3) l (U - {u e l/ telles que u' - ^u e V 9 }'•• ût
i <ï> « U e W telles que <1>(T) « 0 }

L'espace W est contenu dans l'espace C(0,T ; H) des fonctions continues à

valeurs dans H •

On se donne d'autre part :

(5-4) f e (/' ; u^ e M ; F « (f , u^) ç X - (/» x H

Considérons les problêmes équivalents suivants :

PROBLEME P .

CkeAckeA u dan& W vé/L-c^-ùm-t .' A u « F dûuzÀ X ;

^ + A(t)u " f(t) dûLHA r»
(5-5) dt

u(o) » u dûUZA Ho

PROBLEME P' .

CkeAcÂeM. u donô \/ véA^L^^ayit ••

fT
E(u , ( ( > ) - {- (u , <()') + a(t ; u . <1>) }dt »

(5-6) ;0

- F((()) - [ (f , <())dt + (u , 4)(o))
^0 °

pou^. tou^Le. ^oncÀM)n ^ de. $ .

Il existe une solution unique de ce problême :

THEOREME A .

Sooô ^e-A hypotk&&^ (5-2) , A aô-t on -cAorno/ip^cAme de (V 4uA X . La 4o£atam

u da p^obtme. P ué t̂c^-ce ^'égûLtôté de £'ên^ig<c& :

(5-7)|u(t)|2 + 2 Re [ a(s ; u(s) , u(s))ds - |u |2 + 2 Re ( (f(s) , u(o))ds .
Jo ° Jo
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REMARQUE 5-1.

On peut toujours supposer dans 1'hypothèses (5-2) iii) que À » 0 , en faisant
le changement de fonction inconnue H » ue . Par la suite, nous supposerons que
À » 0 .

5-2. APPROXIMATION PAR DES SYSTEMES D1EQUATIONS DIFFERENTIELLES :

Afin de fixer les notations et de montrer sur un exemple simple les méthodes que
nous utiliserons (cf. §5 , n° 5-1), nous allons étudier l'approximation des solu-
tions des équations différentielles-opérationnelles par celles d'équations diffé-
rentielles usuelles et démontrer un théorème de convergence forte dans l'espace U .

Nous utiliserons ici de façon essentielle la notion d* fipp^oXMnat^on cmtoad jointe.
(§1 , n° 1-6) pour pouvoir construire des approximations de l'espace U à partir
d'approximations de l'espace V ,

Rappelons qu'un premier exemple d1approximations autoadjointes (approximations
de Galerkine) a été donné au §1 , n° 1-8 . On trouvera au chapitre II , §3 , n* 3-2
des exemples d'approximations autoadjointes des espaces de Sobolev V? (î2) •

Rappelons que (cf. Appendice)
VCH CV'

Donnons-nous des approximations autoadjointes de V dans des espaces de dimen-
sion finie V, :h
(5-8) A^V) - ( V . V^ . ̂  , ̂  ) ; A^V) - ( V , V^ , ̂  , ̂  )

Nous désignerons par (u, , v , ) , le produit scalaire identifiant V, et son
dual. Rappelons que :

^"h • v) - ̂  • r̂  ̂ h •
Posons :

(5-9) t̂  » L^O.T ; V^) ; l/̂  » L^O.T ; V^) ; ̂  « {u e ̂  telles que u' e l/^}

Donnons-nous une famille de triplets :
A^(t) » {V^ , V^ ; a^(t ; û  . v^) }

vérifiant les hypothèses (5-2) et F » (f , u ) e X̂  » l/, x V

Considérons alors le :
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PROBLEME P, .h

CheAdieA u^ dan& W vê -̂ouit A IL » F donô X :

( i) duh . A,(t) ̂  . f^ do^ ^ - (̂

(5-10) ^ dt

[ ii) "h^ " "oh danA ^ •

Puisque V, est un espace de dimension finie et que la matrice est définie po-

sitive (d'après (5-3)) , u, est la solution du problème de Cauchy pour un système

d'équations différentielles linéaires»

Considérons alors les solutions uniques des problèmes P et P, :

THEOREME 5-1.

Suppo^on& que. ••

(5-11) ̂  [J^111'11'1111^]'^^131'^ ; rshu 'vh) 'a(t ; " 'phvh)ldt '0

( i) ltm l"oh - ̂  " o l h - °h—0
(5-12)

^ o ,. /T
i-v,ii) ;S ̂ ^^i dt)'^^ K^O • \\ - <f ' P^I^ - °

l&A éoiu>Uon& u. conveAgwt (jJUonjb (U^cAitwwL veA4 u donA i1 espace. W ••
T'

(5-13) ^L {N^ " ' "h^ '"A (^ u " "^l1^ <it • 0h"u J u

e :̂ po/t -ôac-te :

(5-14) lim sup Ir" u(t) - u,(t)|, - 0 .
h-0 te[o,T] h n h

Se Von Auppo^e d& p€aA qa& -ôe^ opp^oxÀna^conA aju^adjowtez ^(v) 40M^ 4-to-
ô-ê&ô &.£ conveAgwte^, t^ ^oùjition& u. conue/t̂ en-t ve^tA u donà t'espace. (V ••

T
(5-15) lim ( { I|u - p uj|2 + ||̂  (u - p u^)||^ } dt « 0

h«0 JO n n ai. n n

tt pO/L 4ttCt& ;

(5-16) lim sup |u(t) - P,u,(t)| - 0
h-0 te[o,T] " "

Nous allons démontrer la convergence discrête des solutions u. vers la



68 Chapitre I , §5

solution u à l'aide du théorème 2-1 du §2 , n° 2-4 .

En effet, les hypothèses (5,12) impliquent la convergence discrète de f, vers
h

f et de u^ vers u^ . donc de F^ - (f^ , u )̂ vers F - (f , u ) dans l'es-
pace X. .

L'hypothèse (5,11) implique la consistance des opérateurs A à l'opérateur A :

En effet, puisque les approximations sont autoadjointes, nous avons :

(5-17) ^ { (r^ u- . v^ - (u- . p )̂ } dt - 0

et l'hypothèse (5,11) implique que dans l/' , \\TM Au - A.^ u|L,, tend vers 0.h ' ' h h h ' V ^

II nous reste à montrer la stabilité des opérateurs A" , c'est-à-dire à mon-

trer que si l | f^ | |^» + l̂ iJh est borné» il en est de même de ll^ll^ + ll^ijll/"

Soit u^ la solution du problême P . Elle vérifie l'inégalité de l'énergie

suivante :
T T

(5-18) s^p |u,(t)|^ . J^ ll"i,(t)||^ dt < K(J^ l|£,(t)||^ . |u^|^ )

(obtenue en faisant le produit scalaire de (5-10) i) par u. et en intégrant de

0 à t la partie réelle de l'expression obtenue).

On en déduit déjà que ll^lli/ est borné.

En faisant maintenant le produit scalaire de (5-10) i) par V. , nous obtenons :h
T T

1 Jo <"'h • \\ dt! - 1 JQ «^ • \\ - V •' "h • ̂  } dt! <

< ( llfhlll^ ''"hlll/^ 'l^ll^-^lll^lll/h

d'où l'on déduit que l l 1 1 ^ ! ! ! / ' e8t aussi ^"lé» ce qui achève la démonstration
de la stabilité.

Nous obtenons la convergence discrète des solutions u. vers la solution u

dans les espaces W . Si les approximations A.(V) sont stables et convergentes,

on en déduit la convergence forte de u. vers u dans l'espace (U, (théorème 1-1

du §1).

EXEMPLE : SCHEMAS RESTRICTIONS ; MAJORATION DE L'ERREUR.

Supposons que V est un espace de dimension finie et que p, est injective.
Posons :

(5-19)- (u,..^)- (Phûh.P^
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et supposons que

<-> "'All.'-ll'̂ --^^

Alors, si r est la transposée de p, , définie par :
h "

(5-21) (p^ f , p )̂ - (f , p^)

les approximations autoadjointes A,(V) " (V , V. , p , r, ) sont stables. On

prendra alors :

.- ̂  ; "h • ̂  " a(t ; "h^ • phvh)

(5-22) } (f^(t) . v^ - (f(t) , p )̂
M

u . " r. uoh h o

THEOREME 5-2.

S^ Von 4uppoA& que. (5,19) , (5,20) tt (5,22) ont iiejuL, JLu WiWL& u - p IL

zn^tt ie^ ^oûUÂon& d&& pzob^êw&ô P e^ P. vé^c^ ît ;

2 r'1'
sup|u(t) - Phuh<t)l + 1 II11 - Ph^l' dt ^

,K( (J^ Hu-p^ull^t)^. lu.-p^uj2)

çae^& qa& 4o^t -ùi A.fcA^tcc^con r de. V dûuzA V .

En effet, on remarque que :

(u* - p^ , u - p^) ^ a(t ; u - p^ . u - p^) -

" (ut - Ph^h ' u - Phrhu) + a(t ; u - p^ . u - p^u)

- <Fh ' u - p^

Mais F, " f - PiU, - A(t)Phuh est dans un borné de L2^,! ; V* ) . On en dé-

duit, en intégrant deux fois la partie réelle de cette égalité, l'inégalité du thé-

orème.

EXEMPLE 5-1.

Supposons que l'injection de V dans H soit compacte. Prenons pour approxima-

tions autoadjointes stables et convergentes, les approximations autoadjointes de

Galerkine définies au n° 1-8 du §1 du Chapitre 1 .
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Si a), sont les vecteurs propres de l'opérateur A défini par ((u,v)) " (Au,v)

on posera :

(5-23) Ph"h-^ ^" j ; h.n-1

Le système d'équations différentielles obtenu en faisant (5-22) s'écrit :

(5-24) ^- uj^(t) + ^ a(t ; (ri1 , (rî u^t) « (f(t) , J) ; 1 ^ j ^ n .

COROLLAIRE 5-1.

So^t u. î ^oiu.twn de. (5-24). A^o^ :

(5-25) lim | ( { ||u(t) - p^|(t)||2 + ||u'(t) --^Ph^ll^ } dt ' 0 •
h»0 J 0

2 .T ^
/ sup |u(t) - p u ^ ( t ) 1 + | |u-p^| | dt <

t ' Jû
(5-26) i ^ .

L.M^^IIu-p^ull^D^lu^p^uJ^

En effet, d'après la proposition 5-1 du n° 1-8 du §1 du chapitre 1 , les hypo-

thèses des théorèmes 5-1 et 5-2 sont satisfaites.
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C H A P I T R E I I

APPROXIMATION DES ESPACES DE SOBOLEV

ET DES SOLUTIONS D'EQUATIONS AUX DERIVEES PARTIELLES.

SI. APPROXIMATION DES ESPACES DE FONCTIONS CONTINUES ET DES ESPACES L^ .

Nous construirons dans ce paragraphe une famille d'approximations de divers es-ppaces de fonctions continues et des espaces L à partir de la donnée de partitions
de l'unité subordonnées à des recouvrements localement finis dont le module tend
vers 0 • Ces approximations sont stables, convergentes, et, dans le cas des espa-•pces L , autoadjointes. On fixe au n° l-l les notations, on étudie au n° 1-2 l'ap-
proximation des espaces de fonctions continues et au n° 1-3 l'approximation des es-ppaces L

Ce paragraphe est indépendant du reste du chapitre et suppose connu le §1 du
chapitre 1 .

1-1. NOTATIONS.

Nous désignerons par H l'un des espaces suivants de fonctions continues sur
R11 .
- V espace, C
des fonctions continues sur IR" , muni de la topologie de la convergence compac-
te, définie par les semi-normes :

(1-1) l l ^ l l y " su? | < K x ) | ; K est un compact de R
K xeK

- V espace, C
des fonctions continues nulles à l'infini, muni de la topologie de la convergence
uniforme, définie par la norme :

(1-2) | M | - sup |<Kx)|
x

Si À est une fonction continue n'appartenant pas à C ,• o
- V espace C, -lest le sous-espace des fonctions <t> de C décroissant plus vite que À ,
c'est-à-dire vérifiant :

(1-3) lim | X ( x ) • ( x ) | - 0
| x | « co
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C'est un espace de Banach pour la nonne

(i-^) IHI^) » IHI + MA < o l l
Si A est un ensemble de fonctions continues À n'appartenant pas à C ,

- -C'e-ôpûLCe. C(A)

est la limite projective (l'intersection) des espaces C, • C'est un espace de
A

Fréchet si A est dénombrable. (Par exemple,si A est l'ensemble des polynômes,

C(A) est l'espace des fonctions continues à décroissance (polynomiale) rapide).

Considérons enfin

- V e-Apace K
des fonctions continues à support compact, limite inductive (réunion) des espaces

de Banach K.,, des fonctions continues à support dans le compact K •

Rappelons que :

(1-5) K C. C(A) C C^ CL C^ C- C

Par dualité, nous obtenons :

d-6) c' c c' c.c' ce» (A) cr
0 A

Ce sont respectivement les espaces des mesures à support compact, des mesures

bornées, des mesures croissant plus lentement que À , plus lentement qu'une

fonction À de A , de toutes les mesures sur (R0 •

Nous introduirons aussi, si d y est une mesure et 1 < p $ °° ,

- Ve^pace. L^d y)

des fonctions de puissance P - d y - intêgrables, muni de la norme :

(1-7) Hp » ( J \^WÎ d u)^

Si À est une fonction mesurable,

- V fcôpace. L^d p)
Pest l'espace des fonctions ^ de L (d p) telles que À 4> appartiennent à

p
L (du) , muni de la norme :

(1-8) Hp ̂  - ( |̂  . |A ̂  /P

p

Nous allons construire des approximations des espaces H et L.(d y) à partir

de partitions de l'unité de IR" .

Si R, est un ensemble d'indices a , noaA dé-A^ne/tonA pa/t (*L un ^ecoav^em&w-t

^ca^emen-É ^on de IR11 ^o^uné d'oaueA^A ^ùit-evement compact (i)01 ; (a e R.) et

pa/L o, « (o01) an& pa^U^ion de. Vw^Uê. étiboàdonné.e. au f̂ccoavA.emeMt (D. :
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(1-9) 0 ^ 0e1 (x) ^ 1 ; support o^Cu)01 ; T o^x) - 1
h h tl acR^ h

Nous appelerons module |u),| du recouvrement u. le plus petit pavé |û),|

(centré à l'origine) tel que tout ouvert œ01 du recouvrement a), soit contenu

dans un translaté de |(D,| . Nous dirons que œ, tend vers 0 si son module tend

vers 0 .

Si ^ est une fonction continue et K un compact, nous désignerons par :

(l-io) o^(4) , |u»J ) - sup |<Kx) - |<Ky)|
x,yeK ; x-ye|ù)^|

te. moduite. de. cont-ôm-cté. de. ^ ^UA | û » . | .

p
De même, si 4> est une fonction de L (d u) , nous désignerons par :

(1-11) a) (<() , |œJ ) - sup f|<l>(x) - (Ky)!1' d p(x) ^P
x-ye|u^| V

le P - module de continuité de <)> sur |o», | .

1-2. APPROXIMATIONS DISCRETES STABLES ET CONVERGENTES DES ESPACES DE FONCTIONS

CONTINUES.

Soit H l'un des espaces C , C , C. , C(A) , K . On associe à tout h un en-

semble R, d'indices a , un recouvrement localement fini a», « (h)01) et une par-

tition de l'unité o, • (o,) subordonnée à ce recouvrement»h h

On considère ensuite des points x01 de uî°_ et on pose

(1-12) S " ôx^ - mesure de Dirac au point x01 .

Il en résulte que o. " (o01) est une suite d'éléments de H et que S. " (S.)

est une suite d'éléments de H' • Nous allons montrer que ces suites définissent

des approximations discrêtes des espaces H : (cf. chapitre 1 , §1 , n° 1-7).

THEOREME 1-1.

Suppôt on& que. :

Ç i) JUi exUte. on pave. bo^nê. |u) | teJL que. |h»,| c lu | poo/i touut h
(1-13) \ o h o

^ ii) te. ^.e.c.ou.v/ï.emewt \ui,\ teM \)W^ o ave.c. h .

Le-6 ^LoncatuAe^

(1-14) p^ - I ^) ^
aeR^

tont OX.DU Mu.^onmêmewt bomiu fian& L(H , H) zt .tendent vw> i.'idewUXS. quand h
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twL VCAA 0 .

L&& appfiO^matijoM (Li&c^tu A^(H) « ( H , a , S ) 4on-t &tabt(^ at com/e/tg&n-
tu.

REMARQUE 1-1.

Les espaces H, " r. H sont les espaces suivants de suites scalaires sur R, ,

analogues aux espaces H :

- l'espace c - C(R^ de toutes les suites u, - (u0) sur R^ si H - C .

- l'espace c « c (R.) des suites u, telles que lim [u01! " 0 si H « C .
Si À" « \(^ |a| - ~ °Si Â^ - À(x^) .

- l'espace c. « c. (R.) des suites u, de c telles que lim |À" u"] » 0

si H - C^ h h ° l"! " w

- l'espace k « ^ î,) des suites à support fini sur R, si H • K. .

Les prolongements p. et les restrictions r, sont définis par :

Ph"h-J <\ •' f^-^^-
Posons :

(1-15) ( fh . "„ )h - î ^ ̂
aeR^

Les espaces H, • ( r. H)' sont respectivement l'espace k « c' , l'espace

1 • c' des suites bornées sur Ri , l'espace c' des suites à croissance pluso n Ài-
lente que la suite À. , l'espace c • k' de toutes les suites sur R, • Les ap-

proximations duales sont définies par :

(1-16) ^ ̂  - ^ ̂  S ̂  ; r^(d p) - (J <^(x)d p)^

Ces approximations sont stables et faiblement convergentes» (cf. Chapitre 1 , §1

n° 1-5) .Si f, " r,(d p) , nous obtenons des formules de quadrature de la mesure
« N f

dp qui sont convergentes : (p. r.(dp) , <(>) converge vers (dp , < ^ ) « j ^ d \i •

S'il existe des points x01 tels que :

n i7l ^f^\ • Ç 0 si 0 ^ a
^^ V^ • ( 1 si B - a

les approximations ainsi obtenues sont des interpolations (chap 1 , §1 , proposi-

tion 1-4) et les troncatures P^r, sont des projecteurs de H .
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DEMONSTRATION DU THEOREME 1-1.

Soit K un compact de IR11 ; nous poserons

(1-18) R , ( K ) - { a e R, tels que K H (D" ^ ^ } ; o^ « Y a01

" " h h ^(K) h

L'ensemble Ki,(K) est fini puisque UL est localement fini et les fonctions
o. sont positives, plus petites que 1 , à support contenu dans le compact :

(1-19) IC « U a)"
n ae^(K) h

D'après l'hypothèse (1-13) i) , les compacts K. sont contenus dans un compact
fixe K .o
- COA où. H « C .

Montrons la stabilité : pour tout compact K , il existe K tel que

(1-20) sup sup |p,r, <Kx)| ^ sup |< t»(x) |
h xeK " " xeKo

Cette inégalité résulte des inégalités suivantes :

sup |p r, <Kx)| - sup 1 5 : (KX") o^x)! <
K " " K ae^(K) h n

< sup [^(x")] sup o.(x) < sup |4>(x) | .
a£^(K) " K " xeK

La convergence résulte de l'inégalité :

(1-21) Pour tout compact K , sup |4> - Pi,1'̂ ! ^ "y (^ » l^u 1 ) et de l'hypothèse

(1-13) ii) . Pour établir (1-21) , on écrit que <Kx) - ^ 4>(x) o^x) puisque
npî?o. est une partition de l'unité, n

On en déduit que :

sup k - P l̂ < sup ï |*(x) - .Kx^OO <
K K^ aeK,(K)

$ sup sup |<Kx) - ^(x")] $ (*)„(• , |(*),|)
aeR^(K) xeKnû)^ -h K h

- COA Où H « K .

La stabilité résulte de (1-21) : Si les fonctions ^ ont leur support dans K ,
les troncatures PiT,6 ont leur support dans K • La convergence résulte alors de
(1-21) .

- COA où H « C .

Il faut tout d'abord démontrer que si 4> appartient à C , P rT ,^ appartient à
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C , c'est-à-dire que

(1-22) lim |p^ <Kx) | - 0

Pour tout c > 0 , il existe un compact K tel que :

sup |<Kx)| ^ e , donc sup | 4>(x01) | < e
x+K a^(K) "

Donc» puisque K. est contenu dans K :

sup 1 p,r. <)>(x) | ^ sup I^Cx 0 1)] ^ e
x^ h h a^oy

ce qui montre (1-22) et la stabilité des approximations, puisque K ne dépend pas

de h • On démontre la convergence de façon analogue.

- Ca& ou. H » C zt oui H » C(A)

On remarque qu'il suffit de démontrer que (pour tout À de A )

/ i) lim ( 1 + |À(x) | ) Ip^^30! " °

(1-23) / ii) sup sup ( 1 + |À(x) | ) | p,r ,<Kx) | est borné
) h x " "

iii) lim sup ( 1 + | À(x) |) | Phr,<j>(x) - <^(x) | - 0
h«0 x

Prenons, pour simplifier, pour point x" le point où À(x) atteint son maximum
sur a)" • Posons alors :

1 + | À(x) |
(1-24) À° - X(x01) ; p^x) - ——————— o^x) ,$ 1

h " h 1 + |À^| h

, On vérifie que :

(1-25) ( 1 + | À | ) p^ 4> - X ( 1 + 1^ |) <K^) p^
a

1 + I ^ I (x)
Puisque sup ————————— ^ 1 et puisque ( l + | À | ) ^ e C , on montre comme

"°h 1 + 1 ^ 1

précédemment que pour tout e , il existe un compact K tel que :

sup ( 1 + M) |p r (̂  sup ( 1 + M) H ^ e
x+K^ " " ' x+K

ce qui implique (1-23) i) . D'autre part, il résulte de (1-20) que :

sup ( 1 + |À | ) I p^r^ | .< sup ( 1 + | À | ) |^|
^ K!
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Ces deux dernières inégalités entraînent (1-23) ii).

Enfin, puisque

( l + |x| ) ( • - p^ ) - X (<Kx) - <Kx^))( l + |x| )o^
a

nous en déduisons que pour tout e , il existe un compact K et h tel que :

sup ( 1 + | X | ) | (<> - p,r <())| < -1
x+K " " z

sup ( 1 + |X | ) |<() - P^4))| ^ sup ( 1 + | X | ) u^(<() , lœj) < •|
xcK K

ce qui entraîne (1-23) iii).

REMARQUE 1-2.

A l'aide de la proposition 1-7 du chapitre 1 , §1 , n° 1-10 , on peut construire

d'autres approximations des espaces H •

Par exemple» si p est une fonction positive à support compact de masse totale

égale à 1 , on prend pour opérateur P. l'opérateur de convolution par

p^x)4p<^) .
Dans ce cas :

<1-20 ^ ?h '•h* - [ *<^> "h- <^
et les hypothèses de la proposition 1-7 sont satisfaites puisque p. converge

vers 6 • Si la fonction p est q-fois différentiable, ^ est alors approchée par

des fonctions q-fois différentiables.

Considérons maintenant une suite de fonctions Y^ à support compact F, , uni-

formément bornées dans C et convergeant vers 1 dans C • Prenons pour opéra-

teur R. les opérateurs de multiplication par y, • Dans ce cas

<1-27) Ph '•h \ * - ï ̂ ) ̂ ) %<30

est une combinaison linéaire -̂ou.£ des fonctions o01 . Si N(h) est le nombre des

points x01 de F, , les espaces r, R- H sont des espaces de dimension finie

<p ^^
lu •

1-3. APPROXIMATIONS DEC ESPACES L^d p) .

p
Soit d p une mesure sur IR et L (d u) l'espace des fonctions de puissance

p eme d y intégrables. Nous allons construire des approximations autoadjointes

(cf. chapitre 1 , §1 , n° 1-6) stables et convergentes^ des espaces L^(d v) à
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partir de partitions de l'unité de R" .

On associe à tout h un ensemble ^ d'indices a , un recouvrement localement
OLfini ô  - (u^) et une partition de l'unité ô  - (o01) subordonnée à ce recouvre-

ment, formée de fonctions ô  de L'°(d u ) . Puisque les 0° sont à support compact,
les ô  appartiennent aussi à L̂ d u) pour tout P » 1 .

Posons

(1-28) 6^ « f o ^ ( x ) d u

et désignons par J^(d p) l'espace des suites IL » (u01) sur ^ vérifiant :

<1-29) l "hlh,p-< 1 l-nl" te^2)^ < .
a.F (,,oi|l-t

'h,P - x - •"hl 1 ^ 1ae)^

Considérons alors :

PIA- ïW^ <
(1-30)

[ 'h Y ~ v ^h' J yw "h^ u ^ar^ - ( (e^)"^ J <0(x) o^(x) d v)^

II est clair que la forme sesquilinéaire

(1-31) «„."„)„-^"n

met en dualité les espaces A^(d p) et ^ (d v) avec ^ + — « 1 , puisque, d'a-
près l'inégalité de Hôlder :

(^^^•^W^'^W^-^^
(1-32) [ ^ '"hlh.pl^ih.p.
Il est alors clair que la restriction r, est la transposée du prolongement

^ •
THEOREME 1-2.

SOUA i'hypothi&e. (?- Î3) , tu a.ppiu>xÂsnation& di^cA&t&& autoadjo^ntu

rt^^ap(d u) ) - (L^d v) , t^(d u) , p^ , r^) - (L^d u) , (e^)"^2 0^ )

de JL'upac.e. Lp(d u) Aont t>tab&u> nt wmvigeMtu ••

f i) IP^IP -< l"hlh.P •' 1^ *lh,P < I^IP
(1-33) /

^U)|*-p^r^|p«.p(* , |^|)
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- 1&A p/to^m^^A Aon-C ^tobte^.

D'après l'inégalité de Hôlder,

(1-34) |I ^ ^ \ < ( X IçV n0)1/? ( I n0 /^
a a a

et puisque a. est une partition de l'unité, nous avons presque partout :

iVhl^îl^l^2^)
d'où nous en déduisons la stabilité des prolongements.

- L&A ^&A.ûtce-ta?nA ^ont ^tabte^ :

l^p-I^I1"11!}^)0^^a "

Mais. d'après l'inégalité de Hôlder,

| ^ ^(x) a^(x) d u^ .< J |^(x) p a^(x)|d ule^l^'

Puisque 1 - P - P/P' « 0 , il en résulte que :

|r^ <0|^ p < f kCx)!11 ( ï o^(x) )d u • f l^x)!? d u .
' J a •/

- L&A app^ox^ma-(xonA 4on^; eonveA-^en^eÀ ;

On remarque que :

(1-35) (KX) - \ ^W o^(x) « ^ (e")"1 f <(>(x)d u(y) o^x)
a a j

On en déduit que :

(1-36) <(> - p^ d) - X [ F [<Kx) - •(y)] o^(y)d y(y) '[(e^)"1 o^(x)
a L ) -*

N P P
Puisque les troncatures p.r, sont dans un équicontinu de L(L (du), L (d u)),

il suffit de montrer que p.r, <(> converge vers 4> pour toute fonction continue.

Dans ce cas, en utilisant l'inégalité de la moyenne, nous obtenons :

( |4> - p^ ^p d u < [ f d p o^(x) sup ^ |4>(x) - •(y)]1'
/ a x-yeœ,

' ^ ^ (• , |^D-
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REMARQUE 1-3. APPROXIMATION DES ESPACES L^d u).

Soit À une fonction mesurable. Désignons par X01 et À01 les bornes essentiel-

les inférieures et supérieures de |X(x)| sur eu01 :

(1-37) ^a < |x(x)| < X01 presque partout sur œ^ .

Désignons par .̂i, (d v) l'espace des suites u, « (u,) telles que

<1-38) l"hlh.P,(A) - < [ ̂  <1 + ̂  l6^72 >1/F - + - •

COROLLAIRE 1-1.

SOILA te^ kypothïMe^ (M3) zt ;

(1-39) (1 + l^l1') (1 + l^l1')"1 ^ M ^d^pendant de. a e^ d& h , £&A app^oxÂ-

matwv^ A (L^d u) - (L^d p) , ^ (d p) , p^,r^ ) AOM^ ^tahiejb fit convergen-
te.

La stabilité des p. se montre comme précédemment. Vérifions la stabilité des

restrictions r, :h

l rn<P..^19ha l l•p< l + IÀha lp>lJ^>on< x)d- lp

.< M l (1 + I^ I^J l^x)^ o^(x) d u
a

<$ M Ï f (1 •»• |À(x)|p) j^x)!11 o^(x) d u.
a

La convergence des approximations s'établit comme précédemment.

§2. APPROXIMATION DES ESPACES DE SOBOLEV SUR R11 .

_, ip
Nous allons construire des approximations des espaces de Sobolev w ' des

(classes de) fonctions de puissance P181"® sonmables sur R" dont les dérivées (au
p

sens des distributions) jusqu'à l'ordre m > 0 appartiennent à L . C'est un es-

pace de Banach, réflexif si l < P < « , pour la norme :

IMI^p-( 1 |D%|^)^ ; |^ |p- ( f I^OO^dx)^
|q|<œ

(nous poserons W0^ - î^ , W"'2 - H").

Nous construirons des approximations de ces espaces à partir de partitions de
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l'unité formée de translatées de puissances de convolutions des fonctions caracté-
ristiques x̂  du cube (- h , 0)11 . En effet, les dérivées de telles fonctions
sont des quotients différentiels.

On étudie ces fonctions au n° 2-1 et le théorème 2-1 du n° 2-2 énonce les pro-
priétés de ces approximations et leurs conséquences immédiates (inégalités de
Sobolev discrêtes). On généralise cette construction au n° 2-3 pour obtenir des ap-
proximations des espaces de distributions et des domaines de générateurs infinité-
simaux de groupes continus d'opérateurs. On suppose connu le §1 du chapitre 1 .

2-1. PUISSANCES DE CONVOLUTION DES FONCTIONS CARACTERISTIQUES.

L'approximation des opérateurs de dérivation par les différences finies fait
jouer un rôle particulier aux fonctions caractéristiques et à leurs puissances de
convolution. Nous groupons dans ce numéro quelques unes de leurs propriétés. Fixons
tout d'abord quelques notations.

Nous désignerons par q « (q^ . . . . . q^) , K " (K^ , . . . . K ) des multientiers;
en particulier, (m) « (m , . . . , m) est le multientier dont les composantes sont
égales à m , e. " (0 , . . . , 0 , 1 , . . . , 0) est le multientier dont la i8"8 compo-
sante est égale à 1 , les autres étant nulles. Nous désignerons par
a « (a^ , . . . , a^) , 6 « (6^ » . . . , 6^) les multientiers positifs ou négatifs de
Z11 .

Nous utiliserons les notations classiques, par exemple :
p < q si p^ ̂  q^ pour tout i , | q | - ̂  | q ^ | , q! - q^! . . . q ! , e t c . . .

Si o est une fonction, nous poserons, si h • (h- , . . . , h ) , h . ^ 0 :
1 x 1 x x

<^(x) - - o( - ) - ——————— o( -1- . . . . , ̂  )
h h h- h n . . . h h. h1 2 n 1 n

et nous remarquons que :
(o N p)^ - ô  « p^ ; p^ - ( 6 ( a ) « p)^ - 6(ah) « p » ̂  p( ̂  - a)

Enfin, nous désignerons par x la fonction caractéristique du cube (- 1 , 0)11 ,
par X^ » X x • • • N X sa puissance K eme de convolution par x° • <S(a) N v sa
translatée d'ordre a " (a- , . . . , a ) .

Nous poserons x^ - X^ et Xç • 5
En résumé :

n 014 n 1 x.
^"^ ̂  I/30 • ® ^ h< ̂ ^ " 9 — XK < -i - ̂  >K,h ^ K^.hi i ^ ̂  ïq ^ i

6
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est une fonction de support.

(2-2) JJ(»,-Kph,,a,h,].^^^

Nous poserons aussi :

(2-3) ^-T^ ; X^-T^ Xi, "-Lh/^h

LES QUOTIENTS DIFFERENTIELS V? .h

Nous désignerons les quotients différentiels usuels par :

(2-4) V^ - ̂  (6(-hi) - 6) - ; V^. ̂  ... V^ si q - (^ ..... q^)

On remarque alors que :

(2-5) V^ . ̂  x ^ » h-^ I (- Dl1^! ^ ô(k - q)h N
*' k^q q

On introduit de même :

^ - Dq Xq.h- î ^ - ^ V -

Si u, ss (u,) est une suite sur Z" , nous poserons :

(2-6) (T^)0-"^^ ; ^ - h-" V" - h-" J (-1^1 C;r^.^

EXPRESSIONS EXPLICITES DES FONCTIONS Xi, 1 •K+l

Considérons le cas où h « 1 , n - 1 , à partir duquel on obtient aisément le

cas général. Puisque x - V Y , où Y est la distribution de Heaviside, on en dé-

duit que sur chaque intervalle ( - K - l + k , - K + k ) , l a fonction x^ i est
k ls•+l

un polynôme By(x) :

K

( ^l00'3" î ^ (x) x-K+k (x) où

(2-7) / k"0^

6^ (x) - ̂  X (- l)'1 C^^ (x + K + 1 - q)1^-

II sera commode d*introduire les polynômes :

v

(2-8) ^ (x) - 6^- B^ (x) - î ^ (k,q) ^- (x + I)*'
q"0



où ^ ^

a^(k.q) . f —————— ^ (-l)P CJ. (k - p)^ si 0 < k ^ K .
(2-9) ^ ( K - q)! p«0 K+l

0 si k ^ - 1 et si k ^ K + 1

On remarque alors que :

(2-10) a^(k , q) » ̂  ̂  (- K - 1 + k) » ̂  ^ (-1)

K
et que ^ V (x) - 1 puisque les x " i forment une partition de l'unité.

k-0 K+l

On utilisera, parmi d'autres, les propriétés suivantes des coefficients
a^(k , q) :

K f O si q « 1 , . . . . K .
/ i) î a^k . q) - /

/ k-0 !s> t 1 si q « 0 .

r 0 si q ^ K - 1
ii) a..(0 , q) -

K [l si q « K

^ iii) a^(k , K) " (-1)^1 C^
(2-11)

iv) a^(k . q) » \ (-1)^1 ^ a (k - j , q - p)
^ j.O P l^-P

\ v) a^(k . q) - (-1)^1 a^ (K + 1 - k . q)

LES QUOTIENTS DIFFERENTIELS Q^ .

Nous poserons, si K « (K- ,..., K ) est un multientier

K
(2-12) Q^ - h^ \ a^(k , q) ô(- K + k) N

K'" k-0 ïv

où n
a^(k , q) - n £4, (k. , q.)

K i«l ^i - -

Si IL " (u01) est une suite» nous poserons :

<Ql "h)0 - J. aK<k • "̂h"̂ -
K*U

Nous verrons que ces opérateurs sont des quotients différentiels. On déduit de

(2-11) que :
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C i) ^-^-^a
(2-13) j ii) Q^ - ̂

Q Î - 1 , Q;iii) Q^ - 1 , Q^ - V (si n - 1)

Chapitre II , 52

LES FONCTIONS Ç_(x) .J\.

LEMME 2-1.

K
U ax^te. une. f{onctù>n ç^(x) « x(x) X ç^ ^j (x + 1^ v^wvt :

a fi f O s i a ^ e .
<2-14) h - ^K.l.h - .̂h > - [ ̂ ^ ̂  î J^<x> dx - 1

l&A co&^^ccaitô ç^ ^ont àztvuMj^M paA. tu K /te t̂(.conA :

K a K ^ 9 P) f 0 si k • 1 » - • • » K - 1
(2-15) 1 ^ ( X —————————— ) -

q"0 p«0 q!pl(p + q + l ) [ i s i k - K

On remarque tout d'abord que :

h - ,̂h . .̂h > - < 4~6 ' ^ >
II suffit donc de vérifier que :

fO ,, K 0 (x + l)'1 , ( 0 si k < K - 1
ÇK (x) ^K (x) dx • i ^ —————— ^ <x> dx • <

J-l K K q-0 K J-l q! K [l si k - K

Puisque les polynômes (x + ̂  et ^(x) sont linéairement indépendants, la

matrice des coefficients f° (x + l)*1 ^k (x) dx est inversible et les coeffi-
_ J-l K

cients ç * sont déterminés de façon unique.

On déduit alors (2-15) de (2-8) et puisque la somme des polynômes ^k (x) estK,
égale à 1 , on en déduit que ç est une fonction de masse totale égale à 1 •

REMARQUE 2-1.

On peut plus généralement montrer l'existence d'une fonction ç., indéfiniment

différentiable à support dans ( - 1 , 0 ) vérifiant les propriétés (2-14). Ce lem-
me exprime alors que les fonctions x° sont topologiquement libres dans l'espace
V 1 des distributions.
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2.2. APPROXIMATION DES ESPACES DE SOBOLEV W"^

Nous allons construire des approximations des espaces de Sobolev

w 9 " V / " (R") . Ce sont des espaces de Banach pour les normes

(2-16) l l " l |^p-( I ID" u|^ )^ : | u | p - ( f ^^dx )^ .
' |q|^m -/

Nous désignerons par W^' l'espace des suites de puissance p161?® sommables sur
Z muni de la norme :

IMI...,, • < ̂ . r; ̂
(2-17) /

[l-hlh.P-^^ (W^'- a

Considérons les opérateurs de prolongement et de restrictions suivants : Si K
est un multientier K - ( K - , . . . , K ) , nous poserons :

r P n " h • / " " X "„ ^(D.h

°
(2-18) { r ^ * - ( ^h j * ( x ) X^(i),h(x) dx^

^ * - ('^J'^) ^.h<x)dx)a

«L KDésignons par r. l'une des restrictions r. , r, •n . h n
Considérons alors les approximations :

(2-19) ^ ( W"^ ) - ( ̂  . W^ , p^ . r^ )

THEOREME 2-1.

S-c K >^ (m) et L ^ o , £eA opeAjcuteMM p^ , r^ ^ r^ uéA^^ent ^&A pfiop^i-
ê^e4 <&a<.vante6.

Le^ pto^onflewe^UA p^ 4 ' &xptcc^£fcn :̂ AUIA-C ••

(2-20) ^ u, - h-^ ^ ( .̂  (Q^ u,)̂  ( H - a . 1 )" )^

• l&A opeAjcutwu de. déA-cmtùm et ^&A çao-tc&M^A (LL^eAwLieJU conmute.nt a.ve.c c&A
Opé/LOt&UAA ••
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0 Dq ̂  "h - ̂  ̂  %> ' ^h*'^^)
(2-21) <

ii) ̂  Dq ̂  \ • h-q ^L Q^L.d) "h

le-A p/to^m^emen^A p^ Aon.É d&A -côomo^pUAm&A e-t de pùiÀ ;

(2-22) r^ p^ û  » u^ ; p^ r^ &U cm p/Lû/cc^euA. de W"1'1'

En^-cn, £^& ûLpp .̂ûx^yia^co*z6 de w11111' ^o\vi ^tab^ &t conueA^en^&ô :

i) llp^lL.p^ ll^llh^p^ll^^llm,?
(2-23) i

ii) l^h^ lh.m.P^-I I^ I^P

(2-24) | |^ - p^ r^| |p .< c ( I ^ ( D^ , h //p
|q|$m

Pfc pûlA £&A no^ni&A de l1' ué^c^en^ ;

<2-' IMI.,..»"'^.1-"'"'^..,-

REMARQUES 2-2.

S<; K - L , t^ cipp^oxMna^M)n& (W"1^ , ̂ lp , p^ , r^ ) 40^: aatoadyo^n^aÀ,
À-ùiô^eô ^ conue^gen^e^.

D'après (2-13) iii) , on voit que pour K » (1) ,

^S-^ ^ (•;^,I<„<'q^<î-- l'<>•;
Ce prolongement a été obtenu sous cette forme par O.A. LADYJENSKAIA [l] . On

trouvera dans J. CEA [2] les prolongements qui ont la propriété supplémentaire
d'interpolation :

Dq ^ "h ((a " 1) h) ' ^n "h^ pour q ^ K

On voit d'après (2-21) ii) que les opérateurs Q^ sont des restrictions des
K.

opérateurs de dérivation D* . En particulier, les opérateurs 0° , restrictions de
IV

l'identité, sont des opérateurs de "lissage" (ou de régularisation discrête), puis-
que, d'après (2-11) i) , (Q° u n ) " est un barycentre des éléments ""^(O ^ k ^ K).
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On déduit enfin de l'inégalité (2-24) que :

(2-26) 11^-P^Sl l^ch IHI^p

^
Les fonctions p, u, sont des fonctions dont les restrictions à chaque inter-

valle ( a h , (a + 1) h ) (dans le cas n = 1 ) sont des polynômes de degré K .

Ce sont des exemples de "Spline functions" introduites par I.J. SCHOENBERG [l]

et étudiées par de nombreux auteurs à propos du problème d'interpolation optimale

(cf, aussi J.P. AUBIN [ j ] ). Le théorème 2-1 énonce donc (dans le cas d'un réseau

régulier) les propriétés des dérivées des "spline functions" et précise les propri-

étés d'approximation de ces fonctions.

On trouvera dans J.P. AUBIN [3] une évaluation plus précise des erreurs de

troncature : il existe des restrictions s. telles que :

||D<' ̂  s^ - D" +| |y .< c h1^-" | ̂ w ^| |p si q < K . (1)

On peut obtenir à partir de ces approximations d'autres approximations de W '

en utilisant la proposition 1-7 du n° 1-10 du §1 du chapitre 1 en prenant pour opé-

rateurs P, et R, , des opérateurs de convolution par o^(x) = ,- cr( -r ) » où o

est une fonction positive à support compact de masse totale égale à 1 , soit des

opérateurs de multiplication par des fonctions y, à support compact, convergeant

vers 1 dans W11^0' , soit des difféomorphismes réciproques, ce qui donne des ap-

proximations sur des réseaux irréguliers. On peut naturellement varier les exemples

à l'infini.

DEMONSTRATION DU THEOREME 2-1.
^ '•'••

a) EXPRESSION EXPLICITE DE p^ IL .

Faisons h " 1 . On déduit alors cette identité de la définition des polynômes

^k (x) et de (2-8) . Puisque :

(2-27) x?+i - I 6(- K + k + a) N (^k (x) x(x) )
K+i fc$K

il en résulte que :

P^ " » I "a X^i • ï ^ I 6(- K + k + a) N (^ x) •
a a k$K

- I •( ï u»̂  ̂  (x - a) )x° -
a k<K K

- I I 1 ^ (k,q) u"̂  —— (x + 1 - a^ x"
a k$K q$K "• q •
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b) PROPRIETES DE COMMUTATIVITE.

On remarque tout d'abord que les opérateurs de translation commuttent avec les

opérateurs de prolongement et de restriction :

K r a a+6 r a-p a K , v
Wli^^ \^(l),h'ï "h ^(D.h - ̂  S "h>a a

Si r^* - ( J ̂  dx )^ ; S^ - 6(a h) « S^ :

(Tg r^ ^a - (j + S^-6 dx) - ( J ,̂  * S^ dx) - (^ ïg^ ̂

II en résulte alors que les quotients différentiels commuttent :

(2-28) V^P^-P^S"h ' ^\^'\7^

D'autre part, puisque d'après (2-5) , Dq Xy " vq \v_ » o11 en déduit (2-21) i).

Montrons maintenant que r, p, • QK+T+I TT '

En effet, (r^ ̂  u,)0 - h j ̂  ̂ ^ (x) ̂ ^ (x) dxj u^

J ^ ^

Mais puisque o ^ « o « <(> (o) , où <)>(x) " <<>(-x) , on en déduit, d'après (2-10),

que :

hS^W,h (x) X^(i),h W ^ - X :̂;̂  (°) - ̂ ^(^ (K + (1) ^ a - B , o )

Donc :

^L P^ uh>a - ï ^L+d) (K + (l) + ° - 8 • o)u^ -
p

r /i \ K+L+(l)+a-L-k , -o va
" 1JK ^L+d)^ • ^"h - (^ ^K+L+d) "h )

On en déduit que :

r^ D" ̂  - r^ p^ ^ - Q^(l)-, <^> - h-q ̂ L.(l) d'aPrê8 <2-13) i)-

K KNous allons montrer que r, est un inverse à gauche de p, , ce qui montrera en
K K Kparticulier que p, est un isomorphisme et que p, r. est un projecteur continu

de W-'1' .

Mais :

<^ ̂  "h^ - h Hf xl(l),h <30 ^,h <x) dx - "h" d'aPrês le lemme 1-2 •
P '
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c) STABILITE DES PROLONGEMENTS ET DES RESTRICTIONS.

Remarquons tout d'abord que

<2-29) ^"h-^h^h • ^"h-^ "^(x)
a

Montrons que :

(2-30) |p^|p,< luj^p

En effet :

J |p, uj^x .< h^; 1 |u^ |x,° (x)l1' dx < h1-^ I |u^
a a

Donc, puisque | \ . (x) dx " 1 , il en résulte que pour tout |q| ^ m :

(2-31) I^P^Ip-lx^^P^^^lp^lP^^lp

il en résulte que | |p^ u^| \^ f. | |uJ \^^ .

De même :

<2-32> l r h* lh ,P S < m l * lp

En effet, soit S" (x) l̂ ne des fonctions X ° / i \ u (x) » çî i. (x) » q111 sont

à support compact et de masse totale égale à 1 •

Soit m- la borne supérieure de ^ S(x - a) et m^ la norme de S(x) dans
P P-l a

L , m - m, m. . On déduit (2-32) de l*inégalité :

i J |^ S^ (x) dx^ fï (J l^x)^ |S^ (x)|dx) (J IS^Idx)1'71" ,$
a a

^ m? h^J ^(x)!1' dx

II en résulte donc que :

l^^lh.P^ l^^n^lp^l^^P^l^^lp

puisque V^ 4> - X ^ N ^q ^ •

De plus, en prenant r, • r. ^ , il* vient :

l^n "Jh.P - 1^ rn'<l ̂ -q "hlh - 1^"' Dq ̂  "hl < "pl0" P^ "Jp
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ce qui montre que :

(2-33) l l " h l l h , m , P ^ "l^n "h l lm,? ; m indépendante de h

D'autre part, (2-25) est évident puisque :

(2-34) IvSuJp^h^uJ^ch-^luJ

d) CONVERGENCE DES APPROXIMATIONS.

On remarque que :

fl^-P^)lp< ID" ^ - p^ r, D^l,.
(2-35) ^

l ^P^C^-X^D^

Il suffit alors de montrer que :

(2-36) |4> - p^ r^ 4 > | p < c œp ((D . h)

(2-37) |(0 - Xq^ ^ <f r |p ^ c œp (^ . h)

Montrons tout d'abord (2-36) .S i S" - x" ou ç" :v h L,h K,h

(2-38) *(x) - I ( J +(x) S^ (y) dy) h ̂ ^ ̂

On en déduit que :

(2-39) ^(x) - ̂  ̂  ^(x) . x^h N ̂  <^

où

(2-40) T^ 0) - ^ ( J (<Kx) - <0(y)) S^(y) dy ) h ̂

II suffit de montrer que pour toute 4» continue :

(2-41) |T^ <(>|p < c uïp ( <(>, h) .

Mais

J dx|T^ ^p < I 1 J |<^(x) - ^(y)| |s^(y)| dy^ h ̂  dx .ç

K< m ^ f d x h x^ sup |<0(x) - (Ky)^ - m ̂  (<0 . ch) .
a J " |x-y|^ch p

Chapitre II , §2
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Démontrons maintenant (2-37) , en posant o » Y .Si 6 est continue :
q

1^ N 4» - ̂  ̂ ir^ dx | ^ o( ^ ) ( <t>(t - x) - <Kx) ) dt^ ,$
J a^

^ ^sup f |<(>(t - x) - (f^x)^ dx » o^ (<(> , o^) ^ c (D^ (<<> , h)
h ^

•Q

On en déduit (2-37) puisque les fonctions continues sont données dans L

Puisque | |p^ uj \^ » | |u^| |^^^ ^ m| |p^ u^| |^^ , nous en déduisons le

COROLLAIRE 2-1. (Inégalités de Sobolev discrètes).

S^. l a . 1 1 1 1 ; ^ , aJLonMq r n

(2-42) |u^L ^ '^ll^llh p ' oû c ^ ^d^pendante, de. h .

p
S < , m - — » k + e , k wl^LeA. ^ o , o < 9 ,$ 1 , ROUA touJL en&embie. -̂ùu, R,

de z" , noaA obtenons ••

(2-43) sup sup Iv^ u"! < c||u,| |, oa c <^t ^yidê.pendayute. de. h .
aeî^ |r|^k h " " hîmïp

Ces inégalités résultent des inégalités de Sobolev sur les fonctions :

l^lq ^ c l l< (> l lm.P si ^ " ̂  "" Ï > ° et sup sup l̂  ^l ^ c l l<( ) l lm.pK | r | ̂ k

si m - P/n " k + 9 .

REMARQUE 2-3.

On peut donner des démonstrations directes de ces inégalités, soit en adaptant

la démonstration initiale de Sobolev (cf. SOBOLEV [3] [2] ),soit en adaptant cel-

le de GAGLIARDO [l] .

On démontre de la même manière des inégalités discrêtes analogues aux inégali-

tés de J.L. LIONS [4] , sur les fonctions à valeurs vectorielles, généralisant

les inégalités de GAGLIARDO - NIRENBERG .
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2-3. APPROXIMATION DES ESPACES DE DISTRIBUTIONS.

Soit X un espace de distributions. Nous désignerons par X"1 l'espace des dis-

tributions de X dont toutes les dérivées jusqu'à l'ordre m appartiennent à X .

Nous munirons l'espace X"1 de la topologie la moins fine rendant continues les dé-

rivations ^ . On peut prendre par exemple pour X les espaces de fonctions con-
tinues du §1 .

Donnons-nous des approximations discrêtes de l'espace X :

(2-44) A, (X) - ( X . X, . p,, r, ) . ( X , a, , S, )

où o^ - (o^ est une suite de X . S^ - (S^ une suite de X* . On démontre
de la même manière qu'au numéro précédent le :

THEOREME 2-2.

Suppôton& que. ••

(2-45) o^ - 6(a h) « o^ ; S^ - ô(a h) N s^

&c tu app^x-cmatùmA A^(X) ^ont ^tabtu e^ conveAgwt^, tu app^oxAmcuUon&
de. X" :

(2-46) V X m ) - ( X m . X , . p ^ r , ) ; p^ - X^ . p,

^ont ^.gaiement ^tabiu tt conveAgwtu 4-c K ^ (m) .

Plus généralement, soit G(t) un groupe continu d'opérateurs de L( X , X ) ,
A son générateur infinitésimal, D(A) son domaine .

Si 9 est une fonction et • un élément de X , nous poserons :

.+ «
G(9) ^ - \ G(t) 9(t) 4> dt

THEOREME 2-3.

Suppôton^ que. :

(2-47) o^ - G(a h) o^ ; S^ - G(a h) S^

^i tu œppfunasnwtioM A^(X) ^ont ^tabiu zt conveAgwtu, tu a.ppïio^LmatijonA
CLL&CAUU du domcLine. DCA"1) de. A"

VDCA-)) - (D (A») , X, , ̂  . ̂  ) ; P ^ - G C X ^ ) ? ,
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^ont e.qaJLmwL ^fabie^ (it conveAgwt&& 4-c K ^ m .

On déduit ce théorème de l'identité :

(2-48) A G (x^) - G (- h) - G(o)

La démonstration est alors analogue à celle du théorème 2-1.
p

Si X est un espace de fonctions continues ou un espace L et si Y est la

distribution de Heaviside, les fonctions :

û^ — <-•/- U\ ft . ft — f<-«/-\ f /t. \1 \rQ^ " G(a h) 9^ ; 6^ = JG(o) - G(h)] Y

forment une partition de l'unité. On peut alors construire, à l'aide des théorèmes

du § 1 , des approximations de X vérifiant (2-45) stables et convergentes.

§3. APPROXIMATION DES ESPACES DE SOBOLEV SUR UN OUVERT Sî .

Nous déduisons du théorème 2-1 du §2 la construction d'approximations et d'ap-

proximations partielles des espaces de Sobolev W"^ (ft) (n° 3-2) et W"^ (ft)o
(n° 3-3) sur un ouvert Sî . Il faut pour cela définir des réseaux associés à un

ouvert SI (n° 3-1) . Au n° 3-4 , on construit des approximations de sous-ensembles

convexes des espaces de Sobolev, en vue des applications aux inéquations variation-

nelles.

On suppose connu le § 2 de ce chapitre.
__ p -Q

Rappelons que w ' (îî) est l'espace des fonctions u de L (tî) dont les dé-
P r\ P

rivées jusqu'à l'ordre m appartiennent encore à L (SI) , que W- (tî) est l'es-
p

pace des fonctions u de L (î2) dont la dérivée d'ordre q « ( q ,..., q ) ap-

partient à Î  W ; W"1'11 (Sî) est l'intersection des espaces W^ (ft) pour

|q| ^ m . On désigne par W"^ (0) (resp. W^ (û) ) l'adhérence dans W"1'11 (t2)

(resp. W^' (SI) ) des fonctions à support compact dans SI •

3-1. LES RESEAUX R^ (tt) .

Soient îî un ouvert de (R" , de frontière r , h " ( h- ,..., h ) le pas du

maillage, K un multientier. Nous allons associer a ft , h , K des réseaux, c'est-

à-dire des sous-ensembles de Z11 • Rappelons que nous avons posé : (§2 , (2-2) )

n r 1

^h ' iïl L 1 ' Ki " l)hi ' ai hi J " support de x^<l)'h
(3-1) J

U T ̂  - U ^-k ; ^ - ̂  , )
k.<K -k " k^K n " oth
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Si E est un sous-ensemble de R , nous poserons :

(3-2) R^ (E) » { a c Z11 tels que (̂  ^T\ E ^ $ }

En particulier, il est clair que d'après (3-1) :

(3-3) R^ (E) = U T î? (E)
h k<K k h

Nous considérerons les réseaux R. (îï) , R. (F) , etc...

Nous poserons :

(3-4) R^ (îi ; F) « R^ W - R^ (D .

LEMME 3-1.

So^t u » (u") one. 4o^t& dé -̂cn^e. 40/1 R^ (î2) . le^ qu.otiwt^ cLii'^e.ntieÂ^

Q^ u (c{{. §2 , n0 2 - 1 ) éont dê^ùu^ 40^ R (iï) ( pou^ q ^ K ) .

En effet, si a e R, (î2) :

(3-5) (Q^ u^)0 - ̂  ̂  (K - k . ,) û ^

et les indices a + k appartiennent à R, (î2) . En particulier, les quotients

^ » Q^ sont définis sur ^ (Q) .

THEOREME 3-1.

Se p^ u^ « o 4uA. ft , aJiofiM u, &A.Ê mi££& ÀU/L R^ (ft) .

S .̂ ^e^ Ao-ct&A Q^ u, 4on :̂ nu^êeÀ 4u/i ^i^) P01^1 q '< K , -£a 4tu^£& u, e-U nu -̂

-Ce 40 .̂ R^ (î2) .

En effet, d'après le théorème 2-1 du §2 :

K r r a+q ,K-q , x \ u^2 a

Pu "h' À L u h ^ K ( ï ï ~ o l ) h x hh " ae^(ft) q^K " K " "

^
Si p, u. = 0 , pour tout a e R. (îî) , nous avons :

i C <"' < i - °> - ° sur < ^ a E ^ <»>q$K
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Les polynômes ^-q ( ^ - a ) étant linéairement indépendants, cela entraîne

que :

u^ » 0 si a e ^ (î2) et si q ^ K .

D'après (3-3), si & e R^ (ft) , il existe a e R (ft) et q ^ K tel que
6 -JC0 « a + q . Donc u, " 0 quel que soit 6 c R. (iï) .

D'autre part, puisque :

.^. s E <^ '^"^ ^ ,;
" " aeR(îî) q<$K K " q! "

si les Q^ u. sont nulles sur R. (S2) , p, u, est nulle sur !i , donc u, est

nulle sur î? (tt) d'après ce qui précède, ce qui démontre le théorème.

En particulier :

COROLLAIRE 3-1.

SUA. JL^pace. deA 4u^&6 AU/L R^ (ft) , t^ exp^e^4^onô

ll^^llm.P.ft ^n^de^ no î̂  .

3-2. APPROXIMATIONS DES ESPACES W"1'1' (ft) .o

Nous allons construire diverses approximations de l'espace de Sobolev W"1' (îi)

en utilisant la construction des approximations de l'espace W"1* (R11) .

Soient K et L deux multientiers ; considérons le réseau :

(3-6) R^ » R^ (ft ; r)

défini au n° 3-1.

Nous désignerons par :

(3-7) W^ (t2 ; K)

l'espace des suites u, » (u01) nulles en dehors de R, (ft ; F) , muni de la nonne

1 \\\ Ih m P ' définie a<ù §2 no 2 (2»17) . S i K ^ (m) , le prolongement p^ u^ de
la suite u^ , défini au §2 n° 2 (2,18) , est à support compact dans $î .

Nous allons définir une restriction r^ de W"^ (ft) dans W"*^ (SI ; K) par :
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!( v ^ h j <Kx) X^(i)^ (x) dx ) si a e R^ (Sî ; F)
(3-8) (r^ 4») -

0 si a { f^ (Sî ; F)

Nous allons étudier les approximations :

(3-9) A^ (W^ (îî) ) = (W^F (ft) , l/^ (ft ; K) ; p^ . r^ ) de ^p (ft).

Posons :

(3-10) € » f ï T I , ^ ; ^ » ^ - ^ ; ""(h) at ^ ^a v,
" |k|.<m -^ ^ ^ ^ ^ ^ "ïh

Supposons que l'ouvert Sî vérifie la propriété de régularité suivante :

( II existe D « ( D- ,..., D ) tel que
(3-11) ' n

x - k h D ^ îî pour tout |k( ^ m et pour tout x e Î2 (h)

THEOREME 3-2.

Sappo4<m4 fhypotkî^e 1 3 , 1 1 ) ^atuiaUe.. L^ CLpp^oxMncuUoyL& ^9L O/"^ (n) )
^ont (jJUoïUi é.Cabie^ vL conveAg wtu.

Se K - L , ce-A appfvoxÂma^ioY^ ^ont de RÙJL& autoadjowt^.

La stabilité des prolongements résulte du théorème 2-1, puisque :

'•^"hll^ W • ̂ "iJÎ .P^ ^ ""hllh.m.P

Nous allons montrer que les restrictions sont stables, c'est-à-dire qu'il exis-
te une constante C indépendante de h telle que :

(3-12) | |r^ ,| |̂ p < ,n| |p^ r^ +| \^ .< C| \^ \^ .

Mais :

(3-13) ^ r^ * - ! < [ * X^(i),i, dx ) XK.h - ̂  <x)

où 9e1 est la fonction caractéristique du pavé ^ .

La dérivée d'ordre k « ( k ,..., k ) , |k| 4: m de p^ r^ s'écrit :

(3-14) DS^S-X^Y^.
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(3-15) xh ' JR» ( 1 Bk é(x) • xî>-+<l)'h ' ^.h (x) dx> XK-k.h < ̂  (x)

et

(3-16) Yh " ̂  tl-k { Jw'^ ̂  [ 'w ̂ œ.h ̂  dx > ^.hN ^ c1)

ou k(a) est l'ensemble des indices a - t qui appartiennent à R î>our I A I >$ k

Nous savons que :

(3-17) f Ix,^ dx < ( 10^ ^(x)!1^ dx
J Î2 h ^îî

II nous reste à évaluer | IY . I dx
^ h

Soit ^m (h) le sous-ensemble de Sî défini par :

n"' (h) - U »»
065° I"h

h

II est alors clair que

^ lY,]1- dx < M 1^ J^ | J ,(x) x,^ . 9^ (x) dxl' <

(3-18) ^ < M h"^ ^ ^ l^x)!1' Y^ ^ N 9^ (x) dx ^

) ^"h

J ! ^ ( x ) 1 1^ M h'^ '^(x)!1 ' dx .
'-' ^ni/i-\^(h)

Nous allons majorer maintenant [< t> (x ) | lorsque xe^Çh) .

D'après l'hypothèse (3-11), nous savons que :

(3-19) x - k D h ^ ft pour tout | k [ ^ m si xe^ (h)

Soit :

(3-20) h ,̂ la fonction caractéristique de Jl ( 0 , D. h. ) . Alors, si ^ dé-

signe le prolongement de ^ par 0 en dehors de Sî ,

Dk ^k,h N î • h-k ï W9' ̂  î(x - & D h) ; ^ h " ^h " •• N ^h k-fots•

7
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Donc, sous l'hypothèse (3-11),

(3-21) <Kx) » h^ D1^ ^ N ? sur sf1 (h) .

Il en résulte alors que :

(3-22) i |,(x)^ dx « h^ ! 1-^ x ̂  î | |P ,< N h^ |lDk î|I1:
J ^(h) n F F

Puisque | ̂  î| | = \\Qk ^T Î /Q) • on ^û"111 de (3-22) et de (3-18) que :

(3-23) f |Y^| dx ^ C 1^ <() | | ^

ce qui achève la démonstration de la stabilité des restrictions r,h

K «T
La convergence de p, r, <^ vers <(» est alors immédiate. Puisque les troncatu-

v ^<T,
res p, r. sont uniformément bornées, il suffit de vérifier la convergence lors-

que 0 est à support compact K dans Sî . Dans ce cas, pour h assez petit,

K H rf" (h) = 0 et alors :

p^ r^ 0 - p^ r^ î converse vers ^ dans l/"^ ( ̂  )

Lorsque K SB L , il est évident que les approximations sont auto-adjointes. Dans

ce cas, les approximation? :

A^ ( W""1^' W) « ( W-"^' (îî) , W^*151 (ft , K ) . p^ . r^ ) sont également

stables et convergentes.

Nous allons maintenant définir des approximations partielles de W"1'15 (ft) .

(cf. chapitre I , §1 , n° 1-4) .

Soit î " ( K ) i i une famille de multientiers l^ , et K « sup K .
q ^'^ |q|^m q

Corsidérons les espaces W^'^ . Si K > q , les prolongements : p,^ sont défi-

nis de W"'^ (îî ; K) dans W^.P (ft) pour tout |q| $ m .

THEOREME 3-3.

SappoAon4 que. VOUSJWL Sî vê-u.̂ e Vhifpoth^e, ( 3 - 1 1 ) . Mon^ tu a.ppïi.oiwma^bioM

deA eÀpace^ w^ (Sî) do*zô V11^ (n ; K)o o,h

(3-24) A^'1- ^'p (0)) - (W^'P (fl) ; W^'^ (n ; K) , p l̂ , r^ )

&owt. d&& app>u>]u»wtmn& pan.ù.eU.SÂ de. ( '̂p (n) e.t tu dppwx^na-ttOtU ^^(^^(a))
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^ovut RÛJL& ^aô que. c&6 app^ownatLoy^ pan^LeJit^.

En effet, si pour tout |q| f m , les p.*! u, convergent faiblement vers u

dans L^ (î2) , alors p, u, = \rrv ^ N Pi^ Uu converge faiblement vers u pour

tout q , ce qui entraîne que tous les u sont égaux à un même élément u . D'au-

tre part, D^ u » D^ u appartient à L^ (Sî) et u est à support compact. Donc
q

u appartient à W"1^ (ft) et les approximations A. ' (l/"^ ($î)) sont des appro-

ximations partielles de W"1'13 (ft) , qui, d'après le théorème 3-2 , sont convergen-

tes.

D'après le théorème 2-1 du §2, nous savons que :

<3-25) 1 1^ "hl l«,p -< 1 '"hl lh,n,,p < u < ̂  ̂  P^ "hl'P ̂

Pour montrer que les approximations A. ' ( W111'13 (î2)) sont plus fines que les

approximations partielles, il ne reste plus qu'à vérifier que :

lim (p^ IL - p^q u )̂ " 0 dans W^ (ft) faible si 1 1^1 Ih m <: cste' Mais>

h"0
_ «- p •p i

puisque W4 '1 (ft) est dense dans L (Sî) , alors L (ft) est dense dans le dual

de l/1'13 (ft) et il suffit de vérifier que, pour toute ^ de î? (ft) ,o

(3-26) 11» lp^-P^"h • ^l " 0

iP'O

Mais cela résulte de l'inégalité :

l<Pn \-^\^)\m K^ "h - ̂  ̂ K ,h N ̂ l K<

q

.<llp^",ll^,llî-x^,h^llp-

3-3. APPROXIMATIONS DES ESPACES ^^ (ft) .

L'espace V (S2) n'est pas dense dans W"1'^ (ft). Néanmoins, si l'ouvert SI est

suffisamment régulier, nous allons construire des approximations W"^ (ft) à partir

des approximations de W"^ ( IR11 ) à l'aide de la proposition 1-7 du n° 1-10 du

§1 du chapitre 1 .

On dira qu'un ouvert SI a la propriété de m-prolongement s'il existe un opéra-

teur continu TT de W"^ ($î) dans W"1'15 ( IR" ) tel que, si p désigne l'opéra-

teur de restriction à SI , on ait :

P TT = 1
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Pour des exemples d'ouverts SI ayant la propriété de m-prolongement, on pourra

consulter J.L. LIONS [l] » chapitre II , où on trouvera la bibliographie néces-

saire.

Considérons des approximations de W"1^ définies au n° 2-2 du 52 :

A^ ( W^P ) - ( W^P , W^P . p^ , r^) ; K > (m)

Désignons maintenant par W^^ (ft ; K) l'espace des suites u. " (u") définies

sur R^ (ft) (cf. n° 3-1) muni de la norme | |p^ uj |̂  ^

Posons :

\,Q w • '•h <' *>
(3-27) )

<»% - p ̂ ^

II est clair qu'une suite , u, définie sur R. (ft) peut toujours être considé-

rée comme la restriction à R, (H) d'une suite définie sur Z11 (il suffit de la

K 'prolonger par 0 par exemple) et que p, - u, ne dépend pas du choix de ce pro-

longement.

On déduit du théorème 2-1 du §2 et de la proposition 1-7 du SI du chapitre 1 le

THEOREME 3-4.

l&ô app/lowlot̂ oJtÀ ;

À^ ( W"^ (ft)) - ( W"^ W . W^ (ft ; K) , p^ , r^ )

^owt AtoMeA e-t conueA^cjzteA. Pc pûi6 :

f Dq <. "h - ̂  ^ ^ ft

(3-28) ^

[l^ ^n.^h.^-^llp^^p < D q T • ï h )

AUTRES NORMES SUR W"^ (û ; K)

Soit L un multientier. Nous poserons :

"-> i^,.a>-/p ->i < .̂ , i-sr ̂
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Nous obtenons alors les inégalités suivantes :

PROPOSITION 3-1.

^"hlkp.ft^ ^^"hiL.a-,))17^
(3-30) /

,< c ( I h-̂  |uJ^^ ,

En effet, on remarque que :

IIP^II^-11^^ iK^h-nl^ -<

< t r % k l-nl'J ̂  - 6^ dx - h1^ ^ lu^
aeiç(îî) " ^Q Kl" " acïÇ(îi) "

La proposition en découle en remarquant que D* p. « p. ^ V^ »• h • p, • V^ •

APPROXIMATIONS PARTIELLES DE W"1^ (Si).

Rappelons que W"* (Sî) est l'intersection des espaces W11' (ft) pour |q| ^ m ,

où W^ (ti) est l'espace des fonctions u de î^ (îî) dont la dérivée D'1 u ap-
p

partient à L (Sî).

Soit î « (K )i i une famille de multientiers K , vérifiant :q ( q | fm q

(3-31) K^ - K^ q

Les cas les plus intéressants étant ceux où K • q • Nous allons associer a K

des approximations partielles de W"1* (Sî) (cf. chapitre 1 ; §1 , n° 1-4).

Considérons les réseaux : (cf. n° 3-1)

(3-32) R^ (Sî) - U R^q (ft) ; lÇ (î2) - U R^ (ft)
|q|<m |q|<m

On désigne maintenant par W^' (î2 ; K) l'espace des suites u. « (u01) défi-

nies sur R. (A) , et on pose :

(^^ ù "h - ̂  «h> ' ^,0 <*) - '•h c *>
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THEOREME 3-5.

SOUÀ Vkypotk^e, (3-3?) , t^ app^oïumat^on& :

^ ( w^ (.)) - ( w^ (.)) ̂ p ( . ; î ) , p^ , ̂

^owt de^ opp^ox-àio^LonA pcuvt^eU.^ de. w"^ (si ; î) , ̂ a6^ et co»we^q(^<^ ^ ;

<3-34> IMh.p,i-<^ ^À^)1^

e^t une. no/me. 4uA w"1'1* ( ft; ^) .

Nous allons tout d*abord montrer que | |u^| |^ -> est une norme sur ^^(ft ; ê).

Supposons que 1|u^|L ? " ° • Alors :

(3-35) p^o u^ - 0 sur îî ; p^ (V^ u )̂ - p^o (v^ u^) « 0 sur Q .

Donc, d'après le théorème 3-1 , les V^ UL sont nuls sur R^ (ft) pour tout

|q| < m , ce qui entraîne que u^ est nulle sur R^ (î2) . En effet :

(3-36) ê W » U T R^ (ft) « U T U T A (n)
n |q|<m ^ ^ |k|^l k |q|,<m-l ^ n

et il suffit, par récurrence, de montrer le résultat pour m " 1. Supposons que a

appartient à U T, ^(ft) . Si a n'appartient pas à R^ (S2) . il existe e.
|k|,$l K " " 1

tel que a - e^ appartient à V^° (Sî) . Alors

(3-37) (V^ u l̂ - ̂  (^ - u -̂i) . o .

Donc u^ « u^""ei = 0 , ce qui établit la dernière partie du théorème.

Supposons maintenant que p.q u. converge faiblement vers u dans W^^n)

pour tout q . Montrons alors que

(3-38) ^ u^ - D*1 u pour tout q .

En effet : -

(3-39) V^ P °̂ u, - D" x^ « P °̂ ̂  - Dq P^ «h

Donc, puisque P^0^ et p l̂ u^ convergent dans V 1 (î2) , pour toute 4» à sup-

port compact et pour h assez petit, on aura :

<7^ ̂ n "h • *> - <- l>l<ll <P °̂ "h . ̂  *) ° <- l)lql <P^ % , D1' *)
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Donc, lorsque h tend vers 0 , nous aurons :

(3-40) ^ u » Dq u e I^ W .q o

On en déduit donc que u » u (pour tout |q| ^ m ) appartient à W"1* (îî) ,

ce qui montre la première partie du théorème.

La convergence des approximations partielles résulte alors du théorème 3-4 .

EXEMPLE 3-1 APPROXIMATIONS DE W"1'11 ( 0 , T ) .

Considérons le cas où n « 1 et prenons pour ouvert îî l'ouvert (0 , T) et

h » T/N , où N est un entier destiné à tendre vers l'infini. Soit K un entier

positif. Alors :

/ ^ W m { 1 , 2 , ... , N + K }
(3-41) ^

1 R^ (F) - { 1 , 2 , ... , K ; N + 1 , ... , N + K }

w P
L'espace W - (î2 ; K) est un espace de dimension N + K et

.. T . N+K K

<3-42) ^.""h-11 Ji ^^L ^"h^-"'1^

Si K • 1 , il est clair que :

(3-43) p; u, - p^u, . h ^ (V^)° ( ̂  - a . 1) 1^2 ^

TT

On en déduit par récurrence une relation entre les p, :

<3-^ ^ "h - J, h^- ^-k <?r "H > + -^ ̂  ̂  - » + 1>K h^ ̂
Pour définir la restriction r, as r, ïï , nous allons prendre pour prolongement" »Î2 n

TT le prolongement de Babitch - Hestenes :

( ï ^ (- j x œ) si - ̂  ,< x .< 0

(3-45) ^ (x) - ̂  (^) ^ x c [0 , T]

m ,
• ^ À <(> ( j œ(x - T)) si T ,$ x ^ T ( 1 + ̂ )

où les À. sont solutions du système :
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5 ic
(3-46) ^ (- j (oF À. " 1 pour k - 0 . . . . , m - l .

j-1 3

Si <^ est la restriction à (0 , T) d'une fonction ^ définie sur la droite,

on pourra prendre alors TT d) •" d? .On remarque que dans ce cas la troncature
v

p, ^ r, <^ d'une fonction ^ est positive si <j> est positive, monotone si <fr est

monotone, convexe si ^ est convexe*

3-4. APPROXIMATIONS DE SOUS-ENSEMBLES CONVEXES DES ESPACES DE SOBOLEV.

EXEMPLE 3-1.

Soit E un sous-ensemble fermé d'un ouvert SI . ConA-cdé/KmA V en&embie. Cjonvexe.

ï<e/oné K d&A ^onct^.on& de w"1'1' (n) p^oô Q^cmde^ qu.t î (p^&Açafc po^toa^) 4t^t E .

Nous allons construire des approximations et des approximations partielles de

cet ensemble K •
TB P

Soit L un multientier plus grand que (m) • Considérons l'espace w ' (0 ; L)_ o, n
défini au n° 3-2 et le prolongement p, •

p
Nous prendrons pour sous-ensemble convexe fermé K. de W (ft ; L) le sous-

ensemble K, des suites u, telles que

(3-47) u^ ^ h 2 pour tout a de R^ (E) .

NOUL& ^u.ppo&eAon^ E ÛLA4&Z ^uJULeA pou^, que, toute, ^onct^on ^ pùiA grande. qu.e.

î 4uA. E &o>ut iJwjute. danA w"1' (î2) de ^onct^on& y. ^ ptuM g^andu que, 1 éuA.

\ ' oa

(3-48) E^ - <Uû)^ ; a e ^ (E) }

Nous poserons alors :

(3-49) r^ ^ - r^1 (^ ^)

THEOREME 3-6.

l&A p^oiongane^U p1, et teM ^eAt^tcet^onÀ r, ué^c^nt ••

(3-50) P^CK ; r^Kd^

(3-51) lim | IP^ r <(> - <t>| | p " 0 pou/L toute. ^ e K .
h*0 '
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^i L « ^^q^ni e :̂ L " sup L , ^e4 p/iop^etâA .ôo-cvonteA 4<wt uéA^cêe^.
[ q 1 ^m *

(3-52) f s<c "h e ^ &t ̂  ^ "h ^^^^ ^bteient u^LA u dOHA Ve1 ̂ (îî)
^ ROUA ^oot 1 q 1 < m , .zZo^ u " u cippcmt^nt a K

(3-53) f lim I InS r . b - ô j | « 0 pouA. ^oote <(> e K .
1 h»0 " " q,f

Le seul point a vérifier est (3-50) , le reste du théorème se déduisant des ré-

sultats précédents.

Puisque h72 ^ ^d) h ^ ^ /2 ' on en déduit l"6 :

nî: uh!E n aL .̂) uî; hv2 ^(D.^E ï h'^ sup < >- '

d'où il résulte que p^ K C K •

Montrons que r^ K C K, • Soit ^ une fonction plus grande que 1 sur E . A-

lors Y, <t> est plus grande que 1 sur E. et si a e R~ (î2) ,

(r^ 6)° . h*^ J (^ ^) x^ dx >. h^ F y^ dx >. h-"^

EXEMPLE 3-2.

Considérons maintenant -Ce cône convexe -Ce/une K de W"1'1' (îî) d&A iÇonût̂ onA <(>

de w1"'1' (îî) t&U(^ QU.& U /LeAt^ct^on de <(> a -ûx .̂ont-cê/ie r de Sî AO^C ROÀ-C-

/û^ue(p^,eA^ae partout}.

Nous allons construire des approximations et des approximations partielles de ce
cône convexe.

Soit L un multientier plus grand que (m) . Considérons l'espace ^9P (SI , L)

défini au n° 3-3 et le prolongement p11 « p p^ .

Nous prendrons pour cône convexe fermé K, de W"1'1* (SI , L) le sous-ensemble
K^ des suites u telles que

(3-54) u01 ^ 0 pour tout a e R1' (F) .
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Nou^ AappoAe/tonA que. ̂  ouvert si e t̂ ^^ament ^guLLeA ROUA. <?ae toute. <{onc-
'n ^ dont £<z-t/iAce ÀO/I r 4o^t poA-ctcue. Ao^t Jbisn^te, d'une <(onût-con y é de,

w111'13 (R") poA-ct-cve 40 ,̂ ;
-t^con <<> dont -ôz </iAce Ào/t r 4o^t poA-ctcue Ao^t Jbisn^te, d'unie <(onût-con Y é de
.jn.P ,-n. ... h

(3-55) ^ » { U ̂  ; a E ^ (D }

Nous poserons alors

(3-56) ^ ^ - r^ (^ *)

sl î"' ^Iql^» avec :

(3-57) L « L + q pour |q| ^ m ,

Nous prendrons pour espace V. l'espace W"^ (ft , î) et pour cône K, l'en-
semble des suites u positives sur R~0 ( F ) , pour restriction r, la restric-" " h
tion r^1 (y^ <)>) .

THEOREME 3-7.

Léo p^oiongenent^ p^ &t -Ce-A ^eAt^ccC-conA r vê^c^eitt

Pn,̂ ^ ' ^^^
(3-58) )

lim 1 ^n,» '"h <î) "' ^ L P 0 " ° ^^ ̂ ^^ <(> da^ K •

&L î " ^^ql^m auec ^ • ̂  + q ' ̂ °̂

i) 1 \\\ Ih • < ï l^ p^ u^|^ ) p eAt une no^one 4^1 v .
[q|^m

ii) S^ u ^ e K ^ &tA-c p q UL conve^L^e ^b^crnent U^LA u dan&

(3-59) ^ Wq'p(û) pOiatout |q| ^ m , 0^0/16 u • u ûLppOA^Wlt a K .

iii) lim | |p q r , 4 ) - < l > | | , , o " 0 pou/t -toute <t) dûinô K .
h"0 q» 1 -»"

iv) r ^ K C ^ .

Si u^ ^ 0 pour tout a e ^(0 , il est clair que

L i r c i i ^ a i ' ^
^^"hir-^ "h11 x^(i),hlr ? to
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donc P n . O ^ " -

De même, si • e K , alors Ŷ  4> est positive sur F et, si a e ̂  (F)

(r^ ̂ a . h172 J Ŷ  X^ dx >. h^f x^ dx >, 0 .

ce qui entraîne que r, K C K, .

Il nous reste à montrer (3-59) ii) et plus précisément que u e K . Mais on sait
(théorème 3-5) que u e W"^ (ft) et que u » lim p̂ o IL dans L13 (ft) . Mais,

h-0 " "
puisque p^° û  est positive sur F , u est positive sur F , donc appartient à
K .

§4. APPROXIMATION DES SOLUTIONS DES PROBLEMES AUX LIMITES POUR DES OPERATEURS DIF-
FERENTIELS LINEAIRES OU NON .

Ce paragraphe est consacré aux applications des résultats abstraits des §3 et
§4 du chapitre 1 et à ceux du §3 de ce chapitre.

Au n° 4-1 , nous rappelons quelques résultats sur la formulation variationnelle
des problèmes aux limites pour les opérateurs différentiels elliptiques d'ordre
2 m . Au n° 4-2 , en utilisant les approximations du n° 3-3 du §3 » , nous énonçons
les théorèmes de convergence des solutions approchées de ces problèmes aux limites.
Si m > 1 , nous obtenons des résultats nouveaux, car nous déduisons la coercivité
des problêmes approchés de la coercivité du problême initial, sans avoir besoin de
l'établir directement. Nous explicitons les coefficients des matrices des opéra-
teurs approchés. Nous retrouvons en particulier les schémas classiques. Au n° 4-3,
nous considérons des problèmes non linéaires, et, au n° 4-4 , des applications du
§4 du chapitre 1 . Nous approchons ainsi les solutions de problêmes aux limites
unilatéraux et le calcul des capacités. Pour ne pas alourdir l'exposé, nous avons
limité le nombre des applications.

4-1. RAPPELS SUR LES PROBLEMES ELLIPTIQUES D'ORDRE 2 m .

Nous rappelons dans ce numéro les résultats concernant les problêmes aux limi-
tes elliptiques d'ordre 2 m . (cf. J.L.LIONS [ij , [2] ) .

Soit H un ouvert de R11 . Prenons :
f H - L2 (tt)

(4-1) )
\ V un sous-espace vectoriel fermé de H"1^) tel que H"1^) CVCH" W
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( H"1 W - W"1'2 (t2))

Considérons la forme sesquilinéaire suivante :

(4-2) a(u , v) • i Ç a (x) D^ D^ dx ; a (x) e L" (ft) .
IplJql^ pq pq

et considérons le triplet A « { V , H , a(u , v) } (cf. Appendice)

II est clair que V étant un sous-espace fermé de H" (îî) , la forme a(u , v)

est continue sur P($î) et définit l'opérateur A suivant à valeurs dans P1 (ft) :

(4-3) A u » ^ (- 1)^1 Dq (a (x) Dp u(x) )
|pMqk<m pq

Le domaine D(A) du triplet A " { V , H , a(u , v) } est le sous-espace des

fonctions u de H1" (îî) vérifiant :

Ï

i) u e V ; A u e L2 (îî)
(4-4)

ii) \ (A u) v dx « a(u , v) pour tout v e V •
Jft

Mais d'après la formule de Green (formelle), la seconde condition implique que :

f - In-1
(4-5) \ (A u) v dx - a(u , v) " \ < S u , Y. v > « 0 pour tout v e V ,

J Sî j«0 j j

où S est un opérateur différentiel sur la frontière F de Si , d'ordre 2m-j-l ,

où y. u est la dérivée normale d'ordre j de u . Ceci a un sens lorsque les

crochets désignent la dualité entre les espaces v^^7^ (r) et H111"-3"' 2 (D con-

venablement définis.

EXEMPLES.

Si V " H"1 (ft) , la condition (4-5) est automatiquement vérifiée puisqueo
Y, u « 0 pour j " 0 , . . . , m - l . L e problême aux limites correspondant est la

problème de Dirichlet associé a A .

Si V " H" (ft) , la condition (4-5) signifie, qu'en un sens faible, S u " 0

sur F pour j " 0 ,..., m - 1 . Le problême aux limites correspondant est un pro-

blème de Neumann attaché à A •

On peut naturellement varier les exemples.

Remarquons aussi que les formes partielles :

(4-6) a (u , v) - f a (x) ^ u ̂  7 dx
Pq J ^ Pq



109

sont définies et continues sur H15 (ft) x IIe1 (ft) où Hq (îî) - Ve1'2 (îï) .

LE PROBLEME DE LA COERCIVITE.

Ce problême est celui de la recherche des conditions suffisantes sur l'espace V

et les coefficients a (x) pour que l'une des conditions de coercivité C- ou C^

suivantes soit réalisée.

Cond-ct-con Cy .

(4-7) Re a(v , v) î, c | |v | |2 pour tout v e V ; c > 0

ConsUtIon Cy .

^ Re 1 l 1 ! 1 V"? > ̂  >- c l^ l !DP "P'2 ; "P £ Hp w •|p|.|q|,$m pq p q Ipj^m P P

Ce problême a été étudié par différents auteurs (nous renvoyons à J.L. LIONS \l]

pour la bibliographie)•

Si m > 1 , nous supposerons ces conditions satisfaites» Si m « 1 , elles ré-

sultent de :

{ i) Re ^ aj.00 Ç^ C. ï c ( | ç^ |2 + ... + | ç^|2) p.p dans îî .

(4-9)

ii) Re a (x) ^ c p.p dans Q .

où a.. (x) - a (x) et a. (x) - a. ^ (x) .
ij i®! '

Considérons maintenant la solution du

PROBLEME P .

Etant donne f dan& L2^) , c.keAc.h.eA u donô v uêA ,̂̂ -mnt ••

(4-10) X f a (x) D? u Dq "v dx - f f.v dx pOUA. tout v e V .
IplJql^m Jo pq Jft

La solution du problème P est aussi celle du

PROBLEME P' .

Etant donné, f danô L2^) , cne/tcAeA. u danA V u t̂-c^aint :
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1 (- l)" ^ ( a (x) 0° u (x) » f (x) cùuz& L2 W
(4-li) H_H^

m—i
^ < S u , y v > « 0 pou^i taut v e V

j-p -î J

Si 1ns conditions de coercivite sont satisfaites, cette solution existe et est
unique.

4-2. APPROXIMATION DES SOLUTIONS DU PROBLEME DE NEUÎÎANN POUR DES OPERATEURS ELLIP-

TIQUES D'ORDRE 2 m .

ÎTous pouvons maintenant déduire du Ç3 du chapitre T et du §3 du chapitre II des
théorèmes d'approximation de la solution 11 du problême P .

Considérons, pour fixer les idées, le cas du problême de Neumann, c'est-a-dire
le cas où V « H"1 (ft).

THEOREME 4-1.

SappoAoriô tout d^aboîtd que. ta. c.ondition de, c.oeA.civU.ç. Cy ^oJLt &CLtUi^aÀt<i.

5-c L ^ (m) , toÂ ^oJ^Uon& VL de, ViqwsJtMsn ;

<4-12) 1 l1! 1 L V30 Dp ̂  "h Dq ̂  ̂  dx " Jo f(x) ^ ̂  dxIpl ,|q|^m </ Sï I * J îî

ou v. pa^.c.ouAt V e^pac.o. \Jm'l (ft ; L) , conveAge.nt VC/LA ta. ^otaHon u du. phjo-

biwe. P dûyiA w"1^ (t2) .

S-c ta, ^otutton u (wpaAtlwt. à H^ (t2) (& ^ m) , 4-c L î. i zt A-c :

(4-13) ^ ( h ) « s u p ||u]|,1 | |u -p^ ^u||^
u

oJLo)^

(4-13) 1 1 " - P ^ "h'L^^^

Sappo-ôonA ça& £A concLition de, cjowi\îite. C. AO^ AûLtcA^o^tc. S^ L = L^ + q ,

^&A Ao-êo-fcconÀ u, de V^quaHon ••

(4-14) ipi^i^ i» ̂ (x) DI> phLP ̂ Dq^^dx -J» «^ p^dx

oa v, pcULcou^t V espace w"1' (0 ; î) , conve/iaen^ UCA^ ^a ^oûjition u au. 4c»iA
Atuvan-t ••
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(4-15) lim Y |DPp^P i ^ - u P - 0
h-0 |p|$m "»" n

REMARQUE 4-1.

Nous montrerons dans un prochain travail qu'il existe une restriction r tel-h
le que :

(4-16) Y" (h) .$ c h^

ce qui montre que l'erreur décroit en fonction du choix de L . ( cf. AUBIN [3} ).

Lorsque D(A) est contenu dans H m (S2) , Y^ (h) est de l'ordre de h" et la

norme dans H " L2 (SI) l'erreur u - p,u, est majorée par :

(4-17) |u - p^uj ,< c h^ .

(cf. §3 , n° 3-3 du chapitre I).

Lorsque la condition C^ est satisfaite, en prenant K « 0 , nous obtenons le

problème approché suivant :

^ ipî i.J^^ vs uh poh ^ ̂ -L^ ^dx

qui a été étudié par J. CEA [l] .

Le théorème résulte du théorème 3-3 du n° 3-3 du §3 , chapitre 1 , du théorème

3-4 du n° 3-4 du §3 , chapitre 1 . des théorèmes 3-4 et 3-5 du n° 3-3 du §3 , cha-

pitre II .

Les problèmes approchés sont de la forme :

"-") ^-I^K.^"*"»
où la matrice A"^, g est associée à la forme sesquilinéaire :

(4-20) J^(x) D1'?^ ^ D" J^OODPp^ u, Dl ^ ̂  d x .

Nous allons maintenant calculer les coefficients a1^"1'? (a , B) de la matrice
... P.q»"

^qîn ^ ° . B e ̂  (») )

Rappelons que : (S 2 , n* 2-1)

——— I (- l)11 '1 C - , . . (k - r)^-* si 0.< k .< L1 ff . - O M L v *•' "T J./1 \ \'^ *•/ r S-*- U <• K ^ Li
(4-21) a^ (k . Jl) - ^p y! r^k LP+(1) P

P L. , ,0 dans le cas contraire.
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Posons :

f naïp Sq ; Y ' k ' &) " ̂  ^ + Y - a - k + P) ^ (L + Y - 0 » A + q).
(4-22) ; 1 x

• f Y ^q00 '——— ( - - Y + D ^ d xJ n nœ 1 pq k! A! h

THEOREME 4-2.

UtfL^e. QeneAjat a^9^ (a , B) de. U motrice. A^P9^ eAC e.gat a ;P>4»" p,q,h -

"-23) • \̂.̂ > -̂p ^ ^^ <„ . -> , .>
A<Lq-q

-+•
-̂ 4^ae a , B oppcuvLA^nnuvt à î^ (n) .

En effet, il est clair que quand a , B e ^L (Sî) , le terme général de la matri-
ce est égal à :

a^ <» ^ - ^p, (-> "p ̂ ^ D(I x^(i).h d- •

Nous explicitons cette expression. Puisque (§2 , n° 2-1)

V(D - ,| ^ (x + Lp " r) x-LP+r (x)

On en déduit, en posant Y " - L + r + a « - L + s + 8 , que
P q

a^ <» . 3) - î ^ ̂  D? ,y- ( ̂  - .) o. ̂  ( ̂  - ,) a.

Puisque ( §2 , n° 2-1) :

OP ^^-,).h-P ̂  ^(,,,.p)^ (^ -v . l ^

II résulte de ces inégalités l'identité (4-23) .

CONSEQUENCES.

D'après (4-21) , les indices y de (4 - 23) vérifient en fait a - L ^ Y < a;
0. - L < Y < B •

Si l'on pose 6 " a - 6 , les coefficients a^^? (a , a - ô) sont nuls si
P»q»h

pour un indice i au moins, on a :
6! > ^i °» ^ < - Lq^
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îi e.n ^(Lôo^te çae, te. nombre max^ww de. (Liagonate^ non vwJULe^ de, ta. mat̂ cce.

A^ ^ ̂ à j, ̂ i+ \i+ »
Les conditions aux Limites interviennent dans les expressions des coefficients

a P, ? (a , 8) lorsque l'un des deux indices a ou 0 appartient au réseau

R, (F) • En effet, dans ce cas, l'un des pavés a - L ^ Y ^ a ou 6 - L ,<: y < B
" P q

n*est pas contenu dans R, (ft) .

Puisque le problème de la coercivité de l'opérateur A est supposé résolu, la

matrice A^ " ^ A^'^ est définie positive. Si l'opérateur A est hermitien, la

matrice A, est hermi tienne. Si q ^ 0 , alors Y a^'^ (a , 6) • 0 .
" g P»q>"

En effet :

i -to <" • B ) -L ̂  < - > D p vcD.hDq | x^cD.hdx - °
REMARQUE 4-2.

Considérons le cas particulier où m « 1 et où

•̂ "h • ^> -a^ "h • ̂  vh) a " a) )

Supposons que f appartienne à L2 (Sî) . D'après le théorème 4-1 , on en dé-

duit que

l^-Pn.^hlIl^ c h

puisque ||u - p^ r^ u||i ^ c h||u| ̂

En prenant le même schéma approché, Y. DEMIANOVITCH [l] a démontré, par d'au-

tres méthodes, que :

l^-^.û^ll l ^ cl/îr-

4-3. APPROXIMATION DES SOLUTIONS DES PROBLEMES AUX LIMITES POUR DES OPERATEURS DIF-

FERENTIELS NON LINEAIRES.

EXEMPLE 4-1.

Soit ft un ouvert borné de R *. Prenons pour espace V l'espace de Banach

W"' (îi) et pour forme a(u ; v) la forme :
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n /•
(4-24) a(u ; v) « ^ |D. u^ D. u . D, v . dx : p > 0 .

i«l ) ft L 1 l

Cette forme est définie sur V x V si

P + 2 P 1 1
P » p + 2 . Alors P' " ——— • ——— ; — + — » i

p + 1 p + 1 P P'

II est clair que dans ce cas, les hypothèses de la proposition 3-4 du n° 3-5

§3 , chapitre 1 sont satisfaites. L'opérateur non linéaire A de W 1 1 1 1 (S2) dans

W1'1" (îî) défini par :

(4-25) A(u) - - ^ D, ( |D, u^ D. u)
i=l 1 1 1

est borné, coercif, monotone et continu des droites de V dans V* faible, donc

surjectif.

On déduit de la proposition 3-4 du §3 du chapitre 1 et des résultats du n° 3-2

du §3 du chapitre II la :

PROPOSITION 4-1.

Si L ï (1) , tçM &oiuition& u du. pfi.obtma, non U^^.CUAQ. :

(w JJ î ̂  "hi0 \ ̂  "h • "i ̂  ̂ dx • <f • ̂  ̂
pouA. tuât v^ de. ^\ (î2 ; L) , ou. f a.ppwti^vt a î^ (ft) , c.onvçA^e.nt {aJL'
btwiwt v^tô wie. ^otuMjon u de. i'c.qimt^on A(u) » f . Si L « o , L. ï e
( i « l , . . . , n ) e ^ î » ( L , L , , . . . , L ) , te^ Ao^c^tcotzA u, de V^qua-o i n il
tion vaA^cLtLonneÂ^^ ••

(4-27) Ji LIDi T'î;t uhlp Di PLhi uh Di ̂ i vh dx " ( f 'phLO vh )
,A^"

pott̂ . tou^t v^ de w^'^ (îî , î) conve^(}&n^ ue/Lô an& Ao-Cotùm u de t9 e.qucuUjon
A(u) = f ou AenA 4tu.uan.û ;

(D^ p^1 u^ converge uz/t& D. u dan4 L1' (ft) ^aibia..

p^0 u^ conue îg& ve^LA u donA L1' (ft) ^<uMe.

En particulier, si L^ » 0 .et L^ « e^ , l'équation (4-27) s'écrit :

«l;»<n,,> . ".« •î10 ̂  °î • '>. "î - ̂  ..̂ >..,,> 'J ' ̂  " ' -î
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EXEMPLE 4-2.

Soit toujours SI un ouvert borné de R11 , de frontière F suffisamment régu-

lière.

On prend pour espace V le sous-espace fermé des fonctions v de H1 W dont
p

la trace Y v appartient à L (r) . On prend pour forme a( u ; v ) la forme

(4-28) a( u ; v ) - f u . v dx + ^ F D. u . D v dx + f juj1'""2 u . v do
Jft i-lJîi - ^r

où do est une mesure superficielle sur T •

L'espace V est un espace de Banach pour la norme :

l|v|| - IHInl(n) + 1\, <?(!•)

Les hypothèses de la proposition 3-4 du n° 3-5 du §3 du chapitre 1 sont satisfai-

tes.
p»

Soit f e L2 (ft) , g e L (F) . Le couple { f , g } définit une forme linéaire

sur V •

On considère le :

PROBLEME P :

CkeAckeA u don6 v taJL ou.e. a( u ; v ) = \ f v dx + \ g v,dx
"sî ^r

Une solution u du problème P vérifie :

pi

{ - A u + u « f dans L (ft)
(4-29) ^

|u| u. |^, « g sur r

On déduit de la proposition 3-4 du chapitre 1 et des résultats du n° 3-3 du §3

du chapitre II la :

PROPOSITION 4-2.

S^ L ^ 1 , i&& 40-̂ otùmA u, de. Vêçu^tam vaAMu(M)nne.jUt

r f P n ^ Pn ^ ^ ^ ( ^ ^ "h ^ ^ ^^
(4-30))^ imljsî

^ j. IPn \^2 PU "h PU ^ da " ̂  f ^ ̂  dx "J^ ^ PU \ do
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ROUA, tout v. de. w"1' (n , L) , com/e^ent ^o^b-êewe^ VC/LA une 4o^o.ôom u du.
jMoôtôîîe. P .

Si ^ - L^ e^ ( 1 . 1 n ) -Caô 4o^u^conô u, de, ^ ' ê-oaûL-tom va^iat^on-
wite. :

D.P^u, Dip^iv.dx.J p^ p^ov^dx .
n ^i y "ii-l ̂ n

/ î J " -"
-1 ^S2

(4-31)

r ^ Ip^o u^-2 . p^o ̂  . p^o y, do . ̂  f ^o ̂  dx .J^ fPh° ̂  do

pou/i ^oo^ v de. R. (Sî) , colweA^e-n-é ua^A un& ^oiuLtion u du p/tob-êcwe P oa
À<»»U ^a^vAlî-t ••

p 0 u, conv/e^^fc v&^A u dajzA L2 (îî) ^(uJbte. ;

Y ^1.° u,. convcA^e VGAA Y u danA L (r) ^aibie. ;o n h o

DI n 1 u, conve/L^e \)W^ D^ u c(anA L2 ($î) ^cuJbt^.

Si l^on prend Lp " 0 , si e. est la suite qui vaut 1 au point a et 0
ailleurs, l'équation 4-31 revient a résoudre le système (4-32) , (4-33) :

n
^32) A \ < \ < '«m hl/2 ^ f < dx) < ; a c ^ (ft • r)i-l

(4-33)
J, v. -n • ^ • \ S + "n -n -n + ^ l^l"2 -n -n -

^i «a o01 a -a a a -a i a|P-2 a a

L'^^r'^0^ ; "^^
-h^h72 ( f x^ dx

Jn ^r

où ^ • h"1 mes ( ft H (̂  ) et 1^ - h"1 mes ( F H ̂  )

^
Remarquons enfin que si v e H1 (tî) » alors y v e H 2 (r) .

2n
Si P < -—— . H (F) est contenu dans L (r) d* après le théorème de Sobolev

n - 1
fractionnaire et l1 espace V est ê^al à H1 (tî) .

EXEMPLE 4-3.

Donnons n fonctions a. ( x , u ) définies sur fl x R vérifiant, si P ̂  2
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r i) !a^ ( x , u ) | < M !u| : pour presque tout x de îî

(4-34) ^ ii) a^ ( x . u ) u > c lui13

iii) a. ( x u ) - a. ( x . v ) ^ c !u - v^ ( u - v )

Considérons alors la forme a ( u ; v ) suivante sur W1 '1 ' ( ) :
o

n r n
(4-35) a ( u : v ) « ^ \ a ( x : D. u ) D, v dx « Y a. ( u , v )

i»l -Aï i 1 i i-1 l

Grâce à l'inégalité de Poincaré. les hypothèses suivantes sont satisfaites :

r i) A(u) est borné et continu des droites de V dans V faible

(4-36) ^ ii) a^ ( u^ : v^ ) î, c ||ul \\ p

iii) ^ . , (u^v , ) ,c ^ !l^-vj|^

où !|"Jl^p » |D^ ujp

pi
Si f £ L (îî) « on déduit des résultats du §3 du chapitre I nu'il existe une

1 Psolution unique u de W ' W telle aueo
n p.

IA(u) » - ï U. a. ( x , D. u ) « f dans L (Sî)
(4-37) i»l i x 1

"IF • O .

On en déduit alors la :

PROPOSITION 4-3.

•S-c L > 1 , ^e^ .Ao^u^œn^ u. d&A é^tto^co^ va/'L^Ltcomiece&A ;

(4-38) Ji ̂ ai ( x : pî; uh ) ^vh dx "^ f P1L ^<lx

i P*WL(A t.çvjt v d& w , (n . L) coiwiîAae-tvt ^o^twwt ve/LA .ùi ^O^UÀ>LOIÎ u de.
(4-37) ^ :

(4-39) llu-p^||^,<K|!u-p^uN^

S^ î » ( L^ )o<^<^ - ^^ L^ ^ e i^ AÛÛ^^LÛHÀ u de :
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(4-40) J^ ^ ^ ( x = p î u^ ) p l̂ v, dx - ̂  f p^ v^ dx

convia wt ve/Lô u ou À^LÔ Àiu-v/m^û :

(4-41) Un, |D^ p^ u^ - u|,̂  . 0 : lim lo^o ̂  . ^^^^ „ c
h^O h^O

4-4. APPROXIMATION DES SOLUTIONS DE PROBLEMES AUX LIMITES UNILATERAUX - CALCUL

D'UNE CAPACITE.

Moiis donnons maintenant des exemples d'approximations de solutions d'inonuationî?

variationnelles, étudiées au §4 du chapitre 1 .

EXEMPLI 4-4. P^ob-Cêm&ô aux Uwit^ am^a-tê/tAax.

Prenons pour espace V l'espace H^ (îî) . pour cône convexe K l'ensemble des

fonctions v de V de trace positive et pour forme a ( u , v ) la forme :

n
(4-42) a ( u . v ) " ^ \ a (x) D. u . D v dx + ( ây (x) u . v dx

i«l̂  ^ 1 1 -^

où a. (x) c L00 W . a (x) c L°° (îî) vérifient :

n
(4-43) Y a. (x) ç. ç. > c | r , 1 2 : a (x) > c p.p sur ^ .

j,i»l lj - -1 °

Considérons la solution u du 'Pftobiwa. P î CheAcheA u rîa(z& K teJULe, qu.ç.

a ( u ; u - v ) ^ ( f , u - v ) pour tout v e K : f r L2 (î2)

Elle vérifie :

n
/ i) - ^ D ( a. (x) D. u)+ a (x) u » f dans L2 (Sî)

i.1=l -'' \à u
(4-44) ii) u| ï 0 ; -.— | >^ 0

-s v ̂c) u "
iii) u ———|- s 0 .

^ ^VA r

On déduit du corollaire 4-2 du §4 du chapitre 1 et du théorème 3-7 du n° 3-4 du

§3 du chapitre. II le :
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THÉORÈME 4-3.

&c L î, (1) , -6&A 4o-£atconA u, de -e^éqao^con vaAÂjcuUjDnneJ^JLe. ••

i,U ̂  Di ̂  uh (^ ^(uh " vh))dx '[ ao(x) ^ uh ^(uh ' vh) dx

^ ) f(x) p1. (u^ - v^) dx poo/l ^00 :̂ v^ e K^ .

(4-45)^

conveAQWt ve^tô u donA H1 (îî) î{oU, e^ ••

(4-46) | |u - p |̂ | ̂  M | |u - p^ r^ u| | y2

S-c L. " L + e. , î " ( L. ). . , te^ 4oùitcoyi6 u, de. V ^ne,QUjcuUon va-1 o l 1 O^l^n n
fujcj^bLoYw.eJUie. ;

fi.Uaij(x) Di p^uh(Dj ^j(uh "vh)) ̂ ^^ ^0 uh ^o(uh - vh) dx
(4-47)

$ ( f(x) p^0 (u, - v^) dx pOU .̂ touJL v^ e K^ .
»ft

conve/L^&^ ueAA u au AenA A(u,ua)zt :

(4-48) lim |D u - D p1'1 u | - 0 ; lim l u - p ^ t L J - O .
h-0 1 l n n ^ n n

EXEMPLE 4-4. CaicuJi d'une, capacité.

Prenons pour espace V l* espace H1 (îi) , pour convexe fermé K l* ensemble des

fonction u plus grandes que 1 sur E . (cf. Exemple 3-1 du n° 3-4 du §3 du cha-

pitre II ) , pour forme a ( u ; v ) la forme

n /•
(4-49) a ( u ; v ) « ï ) a... (x) D u D v dx

i,j«l ^Sî lj 1 j

où les coefficients a. (x) vérifient (4-43) .

Considérons la solution du PROBLEME P : Ch^ickeA. u douze K teJUe. qu.0. :

(4-50) a ( u ; u - v ) < 0 pour tout v de K .

La ^otuÀM)Yi u du. p^iobtwe. P e-A/t eqo^& CL 1 AU/L E &t ^OL d^VuJbu.Ujon
v -»• a ( u , v ) e^t une. me^u^e. po^^tive. pofite.e. pcm toi ^/wntWid de, E , appelée
m&Au/Lfc cjCipcLCÂtcuAe. de. E paA. wppofit a. ta. ^o^me. a ( u , v ) .
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PROPOSITION 4-4.

s^ L " ^(XKn ' avcc L! ^ e! ' ̂  4oû^ùm u, de. f^quatwn va^ca-
tionn^Ue, :

(4-51) i.ll 'I a^ ^ ^ "H "J ^ c "h - \ > dx < °

poc î -ÉOÎ  v^ de K^ , cortue^^ent ue/tA u au 4en4 Aocvan^ :

Lim ID^ p î u - D u| - 0 ; lim Ip^o u - u| - 0 .
h-0 " h-0 "

^L L^ - L ï (1) , aZo t̂ô

(4-52) | |u-p^uj | < M l l u - p ^ r ^ u l l ^

§5. APPROXIMATION DES SOLUTIONS DES EQUATIONS DIFFERENTIELLES-OPERATIONNELLES (II).

Nous poursuivons l'étude du §5 du chapitre 1 , en étudiant au n° 5-1 . la con-
vergence forte des solutions du "schéma implicite" et de leurs dérivées par-rapport
à t . Nous appliquons ce résultat au n° 5-2 à l'étude des solutions du problême de

Cauchy-Dirichlet pour les équations paraboliques. En utilisant l'approximation des
solutions du Lemme des Projections (n° 3-6 , §3 , chapitre 1 ) . nous construisons

au n° 5-3 des schémas d'approximation implicites à 2 L + 1 niveaux, dont certaines
solutions convergent fortement.

5-1. CONVERGENCE FORTE DES SOLUTIONS DU SCHEMA EXPLICITE.

Faisons les hypothèses du théorème 5-1 du §5 du chapitre 1 . Nous avions alors
approché la solution u du

PROBLEME P .

Cke^ickeA u donA U tat que. ;

du
f i ) — •»• A(t) u - f(t) dan& L2 ( 0 , T ; V ) - I/1

(5-1) ^ dt

ii) u(0) « u dayt& H .o

par les solutions u, du :h
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PROBLEME P, .h

CkeAcheA IL dan& W tel que. ••

du
i) —— + \ (t) û  - f^ (t) donA L2 ( o , T ; v , ) - l/' .

(5-2) } d t

ii) u. (o) " u , donA V .

Nous allons approcher les solutions IL des équations différentielles par des

solutions u^ ^ d'équations algébriques et montrer la convergence forte des solu-

tions u^ ^ vers la solution u du problème P dans l'espace U des fonctions

u de L2 ( 0 , T ; V ) dont la dérivée u' appartient à L2 ( 0 , T ; V* ).

On se donne pour cela des approximations autoadjointes stables et convergentes

( ^ ) de l'espace ^ - L2 ( 0 . T ; V^ ) :\
(5-3) A^ ( ^ ) - ( ^ , 1/ç . p^ . r^ ) ; k e ]0 , l[ ; ç - ( h , k )

où :

(5-4) R^ ( 0 , T ) - { u e N tels que 1 < p ^ T k~1 + 1 }

f (/ - t2 ( R. ( 0 , T ) ; V ) est l'espace des suites u - ( u^ ) défi-
(5-5) / Ç K h Ç Ç

| nies sur R. ( 0 , T ) à valeurs dans V, .
l K "

(5-6) P, "ç - ̂  ^ "^ X^ (t) ; r^u, - ( ̂  UH <t) XÎ; (t) dt )„

où x^ (t) est égale à k X ( ^ - v ) » X étant la fonction caractéristique de
l'intervalle ( - 1 , 0 ) .

On associe aux approximations \ ( v^ ) et \ ( v ) les approximations auto-
adjointes de (/ - L2 ( 0 , T ; V^ dans (/ :

(5-7)/ i) ^ ^ - ^ ^^-PkPh^-^n)
^ ii) A^) - ( i / ' . ^ . P ç - P , P , ; r^r^)

où le produit scalaire sur V est défini par :

(5-8) ( Uç . Vç >ç - J^ ( Pk "ç , Pfc v, ), dt - j ( ̂  , ̂  )„
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On introduit maintenant les opérateurs A définis par :

^ f ^ ( ̂  • v . ) ° ̂  ̂  ( c ; p- "^ ̂  \ ) dt °

^ -S ̂  ^ ( ' ; ̂  •v? <dt - ^ Ap^ - -Ph •
et ^ - \ ̂  ••
(5-10) ( f ç , v ^ ) ^ . J ^ ( f ^ ( t ) , p , V ç ) d t :

Nous approchons alors les solutions u^ du probl5me P par les solutions u
du : ^

PROBLEUE P .

CheAchw ta &u^te. "ç " < "^ ) (fê^te 4iti ^ ( o , T ) a vatulU dam v
vi/u-ï-iant : h

(5-11) J i) ( 7k "î ' ̂  ^ + ̂  ( "S ' ̂  ) • ( 'î • "î ^ p<"̂  ^"^ "î e ^

L li) u^ - "oh

oû < ^ "r >*' - k"1 < "ll+l - "" )K ^ ç ç

La suite u^ est bien définie : on obtient u114'1 a partir de u^ par :

(5-12) u^-u^A^.^ ; ^.u,,

L'espace V^ étant de dimension finie, nous pouvons poser :

(5-13) S ( h ) - sup lluJI;;1 luj^
"h

Rappelons que :

(5-14) |a^ ( t ;u^ , v,)kM||uJJJ|vJI^ ; Re a^( t ; ̂  , v^ ) , c | |uJ |^ .

D^près P.A. RAVIART [l] (chapitre 1 , théorème 3-1 ) , les solutions u

du problême P vérifient une inégalité de l^ner^ie : ç

THEOREME A .

S^ ç vê^c^e ia. concUjUpn :

(5-15) M 2 k S ( h ) 2 ^ 2 c ( l - 6 ) ; ' < S > 0 0^b^UL<AW^ pe^it ,
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^&À 4o-£oéù?nA u uê/L -̂c&n :̂ V^ne.gaJUte. de. Véne^-ce ^iuvayvte. :

T

(5-16) s^p |p^Uç|^ J J I p ^ U ç | | ^ d t < M ( | | fç| |^, . iuj^)

On obtient (5-16) en prenant dans (5-11) successivement v a u et

v ss V, u et en utilisant la relation :

2 Re ( u . V^ u ) = V |u|2 - k |v u|2

Posons (cf. §3 ) :

(5-17) P^-X,^ ; P ^ - P ^ P , .

Nous allons montrer le :

THEOREME 5-1.

Suppo^o^ que. ie^ app^ox-ôm^conA < (v) ^OJLWL (ujutoadjowt<^, àtabie^ m con-
v^ig&yite^, que. :

(5-18) ^ [ J^ "ph vtl^ dtrv2^ lah(t ; ̂  " • ̂  - a(t ; "'"h^l^ - 0

( 1) "'î l"oh - ̂  "olh - 0

(5-19) j h'0 T T

l li) ^ [ .(o llph vl11^ dtry2 Jo l(fh(t)> vh)h - (f(t)'t)ll vh)ldt " 0

dt que. ( 5 - 1 5 ) a ^ceu. Le-A AO-Û^O»ZA u du. pA.ob^êmz P conue/tgcn^ O^O^LÀ ve/t&
ia. 40-êa-tcon u du. p^iobime. P oa 4ejiÀ 4iu.van-t ;

T
(5-20) lim f { ||u - p1 u ||2 + | |u' - —— pi u | | 2 } dt » 0

h » o J o ç ç d t Ç Ç » <

Î-C en n.e^uJUe. en pcwUc.uLLoA que. ••

(5-21) lim sup |u ( t ) - p1 u ( t )| » 0
h»0 tc[o,T] ç ç

DEMONSTRATION.

Soit A l'opérateur de l/ dans V 1 x v. défini par :

A ç U ç - ^ U ç . A ^ , u^ } » ( fç ,u^ }
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Nous allons montrer que les opérateurs A sont consistants a l'opérateur A-1 ^et que les opérateurs A sont stables,

Les hypothèses (5-19) impliquant la convergence discrète de { f , u . } vers
{ f , u } dans W x H , il en résultera, d'après le théorème 2-1 du n° 2-4 du §2
du chapitre 1 , que les solutions u convergent discrètement vers la solution u
du problême P .

Puisque les approximations autoadjointes A, ( V ) sont stables et convergen-
tes, on en déduit la convereence forte de p1 u vers u dans l'espace W d'a-
près le théorème 1-1 du §1 du chapitre 1 •

CONSISTANCE DES A A A .
, T ^

II faut démontrer oue si ( | | p, v | L dt est borné,
J 0 K ç "

| ( r A u - A r u , v ) | tend vers 0 avec ç •

Mais cela revient à montrer que |x 1 •*• IY | tend vers 0 avec Ç , où :
T

^ " Jo { ( " ' ' rc vç ) ' ( 7k r̂  " ' pk vc )h } dt '

^ ' Jo { a( fc '" " ' pc vç ) ' ah ( t ' pk rk ̂  " ' pk vc ) } dt '
Mais puisque les approximations A. ( V ) sont autoadjointes ,

, T C^ 2|X | - | ( u' - V, u , p., v., ) dt| ̂  M | l u ' - V u | | dt tend vers 0 .ç J 0 ç ç ^0 k * »
D'autre part :

T
\ " } o ( a ( t ; u , pç Vç ) - a^ ( t ; ̂  u . p^ Vç ) ) dt *

T
+ J o \ ( t ; ̂  ( " - ̂  ̂  u ) • ̂  ̂  )

D'après l'hypothèse (5-18) , le premier terme tend vers 0 . Puisque les appro-
ximations autoadjointes A, ( V ) AOnt &tai>tu ••

!a^( t ; r̂  ( u - ̂  r̂  u ) , p^ Vç ) | « M||r^(u - p^ r̂  u ) | ] ^ | | p ^ V ç | | ^ <

,< : . l ! | u - p^ u | | | | p ^ Vçl|^
ce qui entraîne que le second terme de Y tend vers 0 .
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Nous avons donc démontre la consistance des A a A .

STABILITE DES A"1 .

i i i 1 2 1 2
Supposons que h^ ' l t / » + '"oiji, soit ^orné. Il résulte du théorème A que

syus l'hypothèse (5-15) :^

f) f^ 2s^ 'pk "ç'h + J ^ ^k " ç i ' h dt é cste-
Montrons d'autre part que :

Jo "^"ç1!^ «^"te.

En ef fe t , les approximations A. ( V ) étant autoadjointes, on a ;

!( \ \ \ • \ ̂  - 1 < "k "k \ • "h ^1 - ' < \ \ ' \ \ \\ •

- !( fç , r^v^ ) - a ç ( U ç , r^v^ )| < ( l l f ç l l ^ ^ ^ 1 IPk "(I In dt ) 1 1^1 1^

< M l lv^ l l ^

II en résulte donc que :

/ T

) ^ { " ^ k ^ l ' h + ' l ^ ^ ^ l l . h } d t < cste-

On en déduit, d'après le théorème 2-1 du chapitre 1 , que les u convergent

discrètement vers u dans W , c'est-'ï-dire que :

Jo { '!pk "C ~ ̂  ul ̂  + 1 ^k \ "ç - \ ul ! 1 ^ } dt tend vers ° •

Puisque les approximations A ( V ) sont autoadjointes, stables et convergen-

tes, on en déduit que :

^ ^
1 ^ 1 IF, u, - u l 1 + 1 | V ^ p u - u ' 1 | ^ } dt tend vers 0

Ceci établit alors (5-20) puisque V, p u « .d-- p1 u .

REMARQUE 5-1.

On aurait pu considérer plus généralement les solutions ur du :
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PROBLEME P6 :

CheA.di^i u cîaiz& .(/ rê^c<-ô.wt, U o ^ 0 ,$ i

( i) < \ "ç - ^ ) + \ ( "ç + 9 k \ \ ' ^ ) - < fç • Vç >

ii) ^-"oh

(5-22) )

Pour 9 " 0 , on retrouve le schéma explicite, pour 6 = ̂  , celui de
Crank^i chois on, pour 9 " 1 , le schéma implicite.

Les conclusions du théorème 5-1 demeurent si l'on remplace 1'hypothèse (5-15)
par :

( i) M2 k S ( h )2 ̂  2 c ( 1 - 2 9)~ 1 ( 1 - 6 ) si 9 < ̂
(5-23)

ii) k . h quelconques si 9 > ̂

En effet, d'après P . A . RAVIART ( [il ) , les conclusions du théorème A demeu-
rent sous l'hypothèse (5-23).

REMARQUE 5-2.

Nous avons utilisé la notion d'approximations autoadiointes pour obtenir In con-
vergence forte de p1 u vers u dans l'espace CU .

En prenant des approximations A. ( V ) = ( V , V, , p, , r. ) stables et con-n h h h
ver^entes. mais non autoadiointes, nous obtenons la convergence faible de p u
vers u dans L 2 ( 0 , T ; V ) ^ L œ ( 0 , T : H ) . Par des arguments de compacité
et d'estimations de dérivées fractionnaires. P . A . RAVIART [l] a montré la conver-
gence forte de p u dans l'espace L2 ( 0 , T ; H ) .

'MAJORATION DE L'ERREUR.

Prenons :

[ ( "h ' \ \ ss ( ̂  "h - ̂  \ )

rs 2̂  ' ah ( t ; uh ' vh ) ' a ( ' ; ph uh t ph ̂  )
1 < ̂  rt) ' ̂  \ s < f ( t ) • \ \ )

( < "oh - ̂  ) s ( "o - ̂  \ )
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La restriction r** est définie par :

(5-25) < PU ^ f , p^ ) . ( f , p^ )

et les solutions u du problème P sont solutions de

f ( A P^ "ç ' Pc ̂  ) + a < t ' Pc "r ' Pc vr > - < f < t> . Pr v^ )
(5-26) 7

l < ^ \ > <°> ° r; "o •

THEOREME 5-2.

SOUÂ V kfjpoth^&e. (5-?4) , ^&A wieu/iA u - p1 u e - û u - n u ueuUc^ £'-c-
nC^ÛL^ÔÙê :

( sup |u (t) - p1 u (t)|2 + ( Hu - p u ||2 dt ^
t ç - J 0 ç ç

(5-27)
r T ~t'

< M j^ { )|u - pç ^ u||2 . k||V, p^ u^l2 } dt)^ . |̂  . ̂ J2j

quieLid. <7ae 40-c.û ^a n.e^Vu.ctiovi r, de v. donA v .h h

On remarque en effet que :

< J-t < u - P^ "ç ) . u - P^ Uç ) + a ( t ; u - p u u - p u ) »

» ( -^ -j: ( u - p^ u ) + A (t) ( u - p u ) , u - p r u ) +

+ ( ̂  ( u - p^ Uç ) , p^ Uç - pç Uç )

Mais nous avons vu ( §3 , n° 3-3 , (3-43) ) que si u^ » p u11 ,

J^ 1^ "k - Pk "k ' I 2 ̂  J^ 11| < ^ "k >' < ^ - + ̂  ̂  <\\2^

' < k J^ l l ' ^k^ l l 2 dt •

On en déduit alors (5-27) en intégrant cette inégalité.

5-2. APPROXIMATION DES SOLUTIONS DES EQUATIONS PARABOLIQUES.

Prenons pour espace V l'espace H^ (ft) , pour espace H l'espace L2 (îî) et
pour forme a ( t ; u , v ) la forme
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(5-28)

/• a ( t ; u . v ) " ^ f a. ( x , t ) D u . D v d x +
i,j-l Jt î lj 1 j

n c — c —
* ï 1 a. ( x . t ) D. u . v dx + 1 a ( x , t ) u v d x .

i-1 J Sî J S2 °

où les coefficients a. ( x , t ) , a. ( x , t ) , a ( x , t ) appartiennent

à L" ( îî x ( 0 , T )) et vérifient :

(5-29) Re ][ a^ ( x . t ) ç^ ç. ^ c |ç|2 ; pour presque tout x , t .

Il existe alors une solution unique u ( x , t ) du problème de

Cauchy-Dirichlet :

PROBLEME F .

ô u n n

! i) — - ^ D,(a (x , t)D u) + ^ a (x , t)D u + a (x,t)u " f(t)
ât i,j-l ' J i-1

(5-30) ii) u ( x , o ) » u ( x ) dûuzô L2 ( Si )

iii) u ( x , t ) | - o ? r eM U ^oyvt^te. de. n .

Soit Î « ( L ,L . , . . . ,L ) n + 1 multientiers tels que L. ^ e. . Soit

L '" sup L. •
O^n

Prenons pour espace V l'espace W^'^ ( û , L ) et pour produit scalaire

< % > ^ \-
(5-31) (^,^\-l^ ^

L!Considérons les prolongements p 1̂ u. , p^ û  définis au n° 3-2 du $3 , et
»Lpour restriction r. la restriction r, . Les approximations

(5-33) ^ ( V ) - ( V , ̂  . ̂  . r̂  )

sont autoadjointes, stables et convergentes si l'ouvert fï est suffisamment régu-
lier, d'après le théorème 3-2 du n° 3-2 du §3 .

Prenons pour forme a, ( t ; u. , v, ) la forme suivante :



129

V : "h • ̂  - J^ J^ aij<x • ^ °t P^ "h • °j P^ ^ dt +

(5-34);

+ Jl L ai(x • t) Di ̂  uh ̂ 0 vh dt + ^ao(x ' t) ̂  UI1 ̂  vh dt

Prenons

(5-35) (^ (t) , v^ - (f (t) , p^° v^) et (u^ , v^)^ - ( u^ p^ v^).

D'après le théorème 2-1 du §2 de ce chapitre, la fonction S(h) est majorée par

N ( î h.2 )^
i-1

On déduit du théorème 5-1 et des résultats du n° 3-2 la :

PROPOSITION 5-1.

Sappo4<mA que, (5-3Î) , (5-34) e^ (5-35) cu,wt Ue.u. &c

(5-36) k 5' h"2 ^ 2 c M"2 N~2 ( 1 - 6 ) , 6 > 0
i-1 -

iç^ &oùjLtÙ3Vi& u de i'îLquation vaAÂcu(M)nneJite, .*

,T .TT T

J Q ^k Pk "Ç • Pk \\ + ^^ ^ P k "ç ' Pk ̂ ^ -J^ < fh< t ) ÎPk ̂  dtf j •-
(5-37)

^ • "oh

conve îgen-t v^tA ta. ^oûjLtion u de (5-3C'>) au. ACHA ^m.va^ :

{ Pv PÏ "r ûonve/î e veA4 u doMA L2 (o , T : V) /io^.K n ç

(5-38) v^ p^ p^ Uç - ̂  p^ p^ u conv îfle vw, u' donA L2^, T ; V) ^ofUL.

p1 p, u conveA-^d ve^Lô u dûuz& C (o , T ; H) i(o t̂t.K n ç

Les matrices associées aux opérateurs A. ont été explicitées au n° 4-2 du §4 .

5-3. CONSTRUCTION DE SCHEMAS A PLUSIEURS NIVEAUX - MAJORATION DE L'ERREUR.

La solution u de l'équation u' + A (t)u • f , u (o) • u est solution du :o •'
9
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PROBLEME P .

CheAd.hoA u dan6 L2 ( o . T . v ) ue /̂ouzt :

fT
E ( u , < < ) ) » \ { - ( u . < t ) ' ) + a ( t ; u , ô ) } d t = F ( î t ) ) =

^ 0
(5-39) j

/ -T
( f (t) . ^ (t) dt + ( u^ , (f) (o) )

pouA. toute, fonction ^ de, t'espace, <t» .*

(5-40) <î> » { 4) e L2 ( 0 , T ; V ) ; ^ c L2 ( 0 , T : V ) . <t> (T) - 0 } .

(cf. n° 5-1 du §5 du chapitre 1 ) .

L'existence d'une solution du problème P peut être établie à l'aide du lemme

des projections (cf. J.L. LIONS [l] et le n° 3-6 du §3 du chapitre 1 . théorème

3-6) . Nous allons utiliser ce théorème pour construire des problèmes approchés et

montrer la conveAqenc.a f^o^tte, de leurs solutions.

Nous approcherons le problème P posé dans L2 ( 0 , T ; V ) par des problêmes

P, posés dans V (semi-discrétisation par rapport à la variable de temps). La dis-

crétisation complète s'obtient alors aisément en introduisant des approximations

A. ( V ) et en utilisant les résultats du §3 et du §5 du chapitre 1 • Nous n'ex-

pliciterons pas ici cette deuxième étape de l'approximation, qui n1offre aucune

difficulté.

Posons :

(5-41) IH|^« ( ( Ik (t)l|2 dt)^2 ; |!H|| » ( IM!^ |^ (o)|2 )^

Soit L un entier ^ 1 . Posons :

(' ^
L ( 0 , T ) » { a e N ; 1 f a ^ T k"1 + L + 1 }

K

(5-42) ^ • < ^ - < 1 ^ ) i ^ c v î l ^ a ^ T k ^ + L + l }

\ • { ^ - ( ^ ) ; ^ e V : ^ « 0 pour a î. T k'1 }

On introduit les prolongements p. *» p, :

- Tk^+L+l
^5-43) p^ - ̂  ï ^ ̂  (t) .

a»!
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Si TT est le prolongement de Babitch (par exemple ; cf. §3 , n° 3-3 , exemple

3-1 ) , et si Y^ est une fonction nulle pour t ^ T - ( L + l ) k , tendant vers

1 dans W >00 ( - «, T ) , on introduit les restrictions :

(5-44) r^ 0 - ̂  ( ̂  , ̂  )^ ; s^ ^ . /k ( y^ ̂  , ̂  )^

On considère enfin les normes :

(5-45) ll^llk-IIP^IIy ; l l l *k l l lk- IIIP^A'II

Nous nous posons alors le :

PROBLEME P .

CkeAck<îA u^ dcuz& V veA^^^cwt ;

T
/ E(u^ . ̂ ) - J { a(t ; p^ , ̂  ̂ ) - (p^ , ̂  ̂ ) } dt -

(5-46) ) \°

\~ \ ̂  - Jp < f ^ . ̂  *k> dt + <"o • ^ ̂ ^ >•

DOUA. totite. ^onç>bioYi ^ de. $, .

Avant de montrer que des solutions u. du problème P, convergent vers la so-

lution u du problème P , nous allons expliciter le schéma auquel conduit l'équa-

tion (5-46)dans le cas où A (t) » A ne dépend pas de t pour simplifier un peu
les calculs.

Rappelons que :

XL+I w ' ï ^ ( t + L - k ) x-1^ (t)

Posons, si a et q sont des entiers :

L /• 0
/ ̂  ' ï \ ^'q (t) . ,". < (t) dt . si q > 0 .

[ a r-sup(L+l-a,q) J -1 L d t L .

L+a ( 0
^ m ï ^q (t) • TÏ < < t> dt • si ^ < ° •a r«sup(L+l-a,0) J -1 L d t L

(5-47)
L /- 0

^ m ï ^ (t) . ^r (t) dt . si q > 0 .
a r«sup(L+l-a,q) ) -1 L L

L+q f 0
"q • ï <"'q (t) . ^r (t) dt . si q < 0 .

\ a r»sup(L+l-a,0) J -1 - L

Les expressions ^q et îî01 ne dépendent pas de a si a > L + 1 et sont

nulles si ( q | > L . S i a < L + l , ces expressions dépendent de a et sont
9*
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nulles si q ^ l - a et q ^ L .

PROPOSITION 5-2.

Le4 4o£at^n4 u^ » ( u^ )î ^-l̂ +i ^ P^obJLwe. p^ veAi^yut :

f i) u01 aAb^UAjCUAU 4-c 1 <: a ^ L .

(
(5-48) / 11) ^ (k-1 ^ ^ A ^)u^ - k-1 a^(L + 1 - a, 0) + f^ U 1 < a < L

+L
111) ^ (k~1 r*1 + A ft") u^^ - f^ 4^ L + l .< a .< T k~1

""L

II en résulte donc que les u^ sont solutions d'un schéma à 2 L + 1 "niveaux",

implicite ; Seule la donnée des L premières composantes u1 ,.... uH, est arbi-

traire, les L + 1 autres composantes du "démarrage" étant déterminées par (5-48)
ii) .

Il existe donc des solutions du problême P^ , uniques si les L premières com-
posantes de la suite u, sont fixées.

THEOREME 5-3.

Ii ax^te. du compo^ûuzt&A u^ ,..., u^ tçJUL^ quia. Z&A Ao^at-conA IL du. pUjobte.'

me p^ c.onveAgîî.yit ^o^tmejvt daM L2 ( o , T ; v ) veAA ta 4o^tom u du. p^o-
bimo, P :

(5-49) lim Ç l|u (t) - p^ u (t)||2 dt » 0 .
k"0 J 0 K

L1WtWi u - p, u, &A-É majore, pc^i :

(5-50) 1 1 " - P , " , 1 1 , < M ( ||u-p^r,u||^ ||^(u-p^r,u)||2, y^.

Vérifions que les hypothèses (3-50) et (3-53) du théorème 3-6 du n0 3-6 du
§3 . chapitre I sont satisfaites.

Par intégration par parties, puisque p, < ,̂ ( T ) = 0 , on obtient :k k

/ 2 Re E^ ( ^ , ̂  ) >, Inf ( 1 , c ) Ç fjlp^ ^| |2 dt + |p^ ̂  (o)|2]

(5-51) ° L -

' - Inf ( 1 , c ) II 1^1 II2
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D'autre part :

(5-52) |F^ (^)l < ^ ||f||^, HP^JI^ |uJ |p^(o)|<c- Ill^lll,,.

'îontrons maintenant nue :

(5-53) SUD I | 1^1 ! |^ E ( u - p^ r^ u , p^ ^ ) tend vers 0 avec k .

\

Mais, en intégrant par parties, on obtient :

(T

(5-54) ï; ( u , - ? . ) = { ( u* . 6 ) + a ( t • u . ^ ) ] dt + ( u (o) . 6(0) )
0 Lsi bien que si T u » u - p, r u , on a :r" K k

IE ( T, U , ̂  ̂  )| ,<

(5-55) i

,<:, ( UT^UII^ 1 1 ^-( T ^ U ) 1 | ^ . I T ^ U (0)|2)^ 1 1 1 ^ 1 1 1 ^

ce -ui établit (5-53) . Le théorie 3-6 du n° 3-6 du §3 , chapitre 1 entraîne la

convergence ^orte dp r»,' u. v<?rs u dnns l/

D'autre part. si c^ = u^ - r, u , on a :

(5-56) ^ ( c^ . ^ ) - E ( p^ . p^ ^ ) » E ( T^ u , p^ ^^ > = Gfc < ^ >

D'après (5--55) , la norme I | |Cî. 1 | | de C est majorée parrC ' k

(5-57) 1 | |^| | | < M ( | 1^ ul !̂  | | ̂  T^ u| 1 ^ , )^

0 ^ ? 1

nuisque l u (o) ! <: M ( | ! u [ L + l l u ' ! ! . , , ) 2 .

Il en résulte alors nue :

(5-58) ||p^ u^ - p^ r^ u|!^< M | I |r^| | | ,< M ( | IT^ u | 1 2 + ^ ( T^ u ) ' | |2 , )^2

ce nui achève la démonstration du théorème.

EXKIPLE 5-1.

Hn prenant L = 1. . nous obtenons le schéma suivant :

^ - u0-1 u"̂  u" u"-1
(5-59) J5————:__ ^ ^ ( J__ + ^_ ^ _}__ ̂  ̂  si a ^ 1 .

2 k 6 3 6 k

On retrouve un schéma décrit dans V. SAULEV [l\
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A P P E N D I C E

RAPPELS DE THEOREMES D'ISOMORPHISME ET D'INTERPOLATION.

1) LE TRIPLET A - { V . H . a ( u . v ) } .

Nous désirerons par A « { V , H , a ( u , v ) } la donnée de deux espaces de

Hilbert V et H et d*une forme a ( u . v ) vérifiant :

a) V ut contenu douu H ave.c une. tovotoa^ p-Zoô ^uie.. v ut dwç, dcuz& H.

Les produits scalaires et les normes de H et de V sont respectivement notés :

(1) ( f < g ) î I f l - C f ^ f ) ^ ; ( ( u . v ) ) ; l !u l | . ((u . u))^

b) La ^ofwe. ^UquÂÂÀnexuAe. a ( u . v ) ut consume, .AU/L v x v :

(2) |a ( u , v )| ,$ M ||u|| ||v|| .

2) LES ESPACES V ET H .

On identifiera toujours l'espace H à son anti-dual par le produit scalaire

( f , ç ) . Puisque V est dense dans H , V e-Apace H 4'AjdwLi^Ç. à. im AooA-

&Apace denAe. de. Vcwti-duaJL v* de v .

(pour la dualité définie par le produit scalaire ( f , ^ ) ).

(3) V C H C V 1 ; k"1 ||v||^ ^ |v| ,< k ||v|| .

Si A est l'isomorphisme canonique de V sur V , J son inverse, V* est

muni d*une structure hilbertienne définie par :

(4) (( u , v ))^ - (( J u , J v )) » ( J u . v )

3) LES OPERATEURS DEFINIS PAR A » { V , H , a ( u , v ) } .

Tout d*abord, la forme a ( u , v ) étant continue sur V , elle définit un o-

pérateur continu A de V dans V* par :

(4) ( A u , v ) - a ( u , v ) pour tout v de V .

Le triplet A définit aussi un opérateur non borné sur H . On désigne par

D ( A ) le sous espace des u e V tels que les formes A u :

(5) A u : v ——> a ( u , v ) ; u e V
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sont continues pour la topologie induite par H . L'espace V étant dense dans
H , elles se prolongent à H tout entier.

En munissant D ( A ) de la noïwe. du. graphe, ••

(6) I^DCA) " ( I"!2 + ^ u!2 ) » u e D ( A )

A est un opérateur continu de D ( A ) dans H •

On désignera par A** le triplet défini par

(7) A" - { V . H , a" ( u , v ) } ; a" ( u . v ) - a ( v , u )

4) THEOREME D*ISOMORPHISME.

Soppo-AowA que, A - { v , f l , a ( u . v ) } ^oU coezc^ :

(8) Re a ( v , v ) ^ c 1 |v| |2 ; c > 0 ; v e V .

fiJLûfU, :

(9) . D ( A ) tt D ( A^ ) Aon^ den^CÂ don-A V e-t M e :̂ 4on-t d&A &Apac&A de
HW)Wt pou/t ta no^we da fl̂ ap^e.

(10) . A** eU Vadjojwt de A .

(11) . A eA-t an ^omo^pfu^me. de v AUA V , de D ( A ) -&az H ^ de H
411̂  D ( A^ )' .

Commentons ce dernier point. Puisque D ( A** ) est dense dans V et H , nous
pouvons faire les identifications suivantes :

(12) D ( A" ) CV CH CV CD ( A" )'

Le transposé ( A N )' de l'adjoint de A" , comme isomorphisme de D ( A^ )
sur H , est un isomorphisme de H sur D ( A N ) * et ( A * * ) ' prolonge A de
D ( A ) à H , puisque ( A^ )' - A sur D ( A ) . Ceci justifie le fait de poser
( A" ) ' » A .

5) ESPACES D'INTERPOLATIONS (cf. J.L. LIONS - J. PEETRE [l] ) .

Soient A et A- deux espaces de Banach , A C. A. , A dense dans A, ;

On définira l'espace :

(13) S ( 6 , A ^ , A ^ ) ; 0 < 9 < 1
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comme l'espace des intégrales des fonctions ^ (x) vérifiant :

(14) exp (6 x) <Kx) e L2 (A^) ; exp ( (0 - 1) x) <(>(x) e L2 (A^)

muni de la norme :

<15) IHIsO^A,) - ̂  { ̂ ll68' ^llL2(A^ ll^8'1^ ^llL2(A,) > »

u -J <Kx) dx }

On posera S ( 0 , A^ , A^ ) - A^ , S^ ( l , A^ , A^ ) • A^ .

Les espaces S ( 9 , A , A- ) sont des exemples d'espace d'interpolation entre

A et A- , c'est-à-dire d'espaces vérifiant le :

"Hiêo/Lêmz d'-cn-te/Lpo-ÛLtom ;

&c A e l ( A^ , B^ ) H L ( A^ , B^ ) , oJLû/lM A e l (S (6 . A^ , A^ ) ,

S ( 6 , B^ , B^ )) e< :

(16) l|A|lns(e,A^),S(e.B^)) •$ •^UKA^^) I^HKA^B^)

Ces espaces vérifient en outre :

(17) S ( 9 , A^ , A^ )' - S ( 1 -.6 , A[ , A^ )

(18) H - S ( î  » V , V )
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