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Journées Géom. analyt, [l972» Poitiers] 9
Bull. Soc. math. France
Kémoire 38, 1974, p. 9-25.

APPLICATION DES COURANTS POSITIFS FERMES

A LA GEOMETRIE ANALYTIQUE

par Pierre LE LONG

INTRODUCTION. On donne ici un résumé et une bibliographie : on renvoie le lecteur

aux deux articles que nous avons écrits l'un au Séminaire d'Analyse [7, g], l'autre

au Colloque d'Analyse de Rio de Janeiro [7, i] pour plus de détails. On profitera

par contre de cet exposé pour indiquer quelques problèmes ouverts et formuler des

conjectures.

Soit M un ensemble analytique sur une variété analytique G connexe, dénom-

brable à l'infini, de dimension complexe n . Le courant d'intégration t [M] sur

M permet d'identifier la famille %(c) des ensembles analytiques dans G à un

ensemble W (c) de courants (au sens de G. de Rham). Plus précisément il résultait

déjà du travail (7a, 1957) :

II existe une application in.iective ^ de ^ (c) des ensembles analytiques

de dimension (complexe) pure p sur un sous-ensemble 97^ (c) du cône T ,.(0) des

courants positifs fermés dans G de dimension p

Si t £ *?%, (c) est donné, on obtient ^ par M = supp t
P

Le résultat précédent est la 1}ase d'une méthode efficace, car il est souvent

plus SQréable dans certaines questions de travailler sur t[M] que sur M . Il en

est ainsi quand on utilise des méthodes d'analyse fonctionnelle pour l'étude de pro-

blèmes de cohomologie à croissance, auxquels conduit en particulier l'étude métrique

globale des ensembles analytiques : on fait intervenir d'abord les propriétés des

courants positifs fermés. Sur de tels courants on peut effectuer les opérations de

l'analyse, telle la régularisation par un produit de convolution, sans sortir du

cône des courants positifs fermés. De plus l'algèbre des courants positifs fournit

des mesures positives majorantes et des,indicatrices de croissance dont le rôle est

essentiel dans de tels problèmes.
^N^ ' •

Mais, en identifiant 9% (G) à un sous-ensemble de ^ (c) du cône T (o)

des courants positifs fermés, on crée un problème nouveau. Comment caractériser les

courants t[M] dans T -.(o) ? Le présent exposé est consacré à ce problème. On
P>1

rappelle d'abord brièvement les résultats de P. Thie [12] , J. King [6] qui à partir

au nombre v(a) -densité locale du courant appelée nombre de Leiong par ces auteùrs-
f\^

caractérisent les courants t[M] c'est-à-dire 97^ (û) dans T x.(o) •
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Ensuite on donne des résultats dans une voie différente en montrant (pour les

démonstrations cf [7, g]) que les ensembles analytiques irréductibles (cycles analy-

tiques) sur G fournissent pour toutes les dimensions p , 0 ^ p < n-1 , des

génératrices extrémales du cône convexe T (c) . Dans le cas p = n-1 , si G

est un domaine d'holomorphie dans ^ et si l 'on a H^G,®) = 0 , le cône T (c)

est l'enveloppe convexe simplement fermée des t[M] , où M parcourt les cycles

analytiques dans G . On notera ^ ' ° ( G ) l'espace des courants dans G qui sont

continus d'ordre zéro (c'est-à-dire qui se prolongent aux formes <p à coefficients

continus à support compact) ; £> ' °(G) sera muni de la topologie de la convergence

simple sur les y . las bornés de c 8 ' ° ( G ) sont relativement compacts et W (c)

est fermé dans o@ ' °(G) ce qui donne une propriété de "famille normale" pour les

ensembles analytiques d'aire localement bornée en utilisant un résultat de E BISHOP

[ij.
Dans la dernière partie on donne des applications à l'étude métrique des ensem-

bles analytiques dans C"' en rappelant les résultats de [ïc] et ceux de H. SKODA

[11]. Ces derniers s'appliquent à la représentation des ensembles analytiques dans

Œ de dimension quelconque et d'ordre de croissance fini ou infini.

1 • Codants positifs ; courants positifs fermés. On note c@°(G) l'espace des

formes différentielles à support compact sur G , à coefficients continus. Soit

o^(x) une partition de l'unité continue, à support compact, supp a appartenant
s

à une carte d'une famille dénombrable formant un recouvrement de G . On suppose

que les K^ = supp o^ forment un recouvrement dénombrable, localement fini de G

Dans la1suite on ne considérera que des formes homogènes. La décomposition

y = (Z Og)y = 2 <pg identifie ^ o(ç) ^ (^ o0°(K ) . On considérera sur o@°(G)

la topologie limite inductive stricte, soit

,©°(G) = l̂ n J0°(G^) =@ og>°(K^) ,où G = U K , s ^ m

o0°(G^) est l'espace de Banach des formes continues à support dans G , muni de

la convergence uniforme des coefficients. Le dual de < @ ° ( G ) est alors l'espace

<®* °(G) des courants continus d'ordre zéro sur G , et s'identifie à n^ ' ° (K )

Chaque ,8»°(K^) est lui-même le produit de N fois l'espace des mesures sur le

compact K^ , si N est le nombre des coefficients de la forme-courant. Sur chacun

des oB ' ° (K^) on prendra la topologie de la convergence simple sur les formes de

o8°(Kg) et on munira o0' °(G) = n^« °(K^) de la topologie produit (cf. [7, f]).
«
Un courant t est dit positif sur G s*il l'est sur chacune des cartes K

s
par rapport aux coordonnées locales z . . . . , z , c'est-à-dire s*il vérifie •1 n *
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a) II existe p' , 0 < p* ^ n , -bel que t soit homogène de type (p' ,p' ) ,

c'est-à-dire nul sur les formes cp ç. o0(K ) homogènes qui ne sont pas de type (p,p);s
p = n-p' sera appelé la dimension complexe de t

b) Soient a > j , . . . , a des formes linéaires à coefficients constants des dz
n j P . k

seuls : OL = S a dz . . Alors
———— k i k j

T(t,a) = t A (i a, A ^,) A ... (i a A Ï )
1 1 P P

est une distribution positive, c'est-à-dire une mesure positive ; on a donc pour

toute f >/ 0 , continue, à support dans K : T ( t , a ) [ f ] ^ 0s

II est souvent commode de remarquer (cf. [?a, 7c]) qu'il existe une application

bijective de l'ensemble des sous-espaces L de (C sur les formes différentielles

qui s'écrivent

<p = (^q (^ A ^ ) A ... (a) A ï ) = ïd^)

où les a) sont des formes linéaires des seuls dz , obtenues par une application

(dz. ,dz1 . ) -» (oo ,o) ) qui est unitaire dans (E et telle que L soit défini par
, 1 J K S

o) = = œ = = . . . = a) = 0 . O n a alors :q+1 . q+2 n

PROPOSITION 1 . Pour pue t , homogène de type (n-p , n-p) soit un courant positif,

il faut et il suffit que pour tout sous-espace complexe L , de forme associée

ï(L ) , la distribution

( 1 ) Td,!^) = t A ïd^)

soit une mesure positive sur chaque carte (cf. [7, c j) .

2. Propriétés des courants positifs. Dans la suite on note d' (respectivement d")

les différentielles par rapport aux dz. seuls (aux dz seuls). On note T (&)
1 J P

les courants positifs de dimension p sur G , T .p(o) l'ensemble de ceux qui
P»î A

sont fermés c'est-à-dire qui vérifient t(d<p) = 0 , pour tout (p € ^ (û) . Rappe-

lons les propriétés suivantes, où l 'on suppose t , t positifs :

1) Soient c, > 0 , c. > 0 ; on a c, t, + e t . € T (o) .1 2 1 1 2 2 p

2 ) t + t = = 0 entraîne 1 = 0 , 1 = 0

5) Un courant 1 6 T (o) est continu d*ordre zéro, les distributions associées

à ses coefficients sont des mesures ; t s'étend donc de S (&) à S °(c0 > c'es-b-

à-dire que T (û) et T -(o) sont des sous-ensembles de 08 ' °(o)

4) Soit t £ T (&) et <p une forme à coefficients continus, de type ( 1 , 1 ) ,

^positive : t A <p appartient à T , (&)
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amples î a) P = ^ Z dz^ A d^ = ^ d« d" | [ z | | 2 est une forme positive ; si t

appartient à T (&) , la mesure :

(2) a = t A ^

est une mesure positive sur une carte de coordonnées locales.

b) Si V est plurisousharmonique dans G , on a id' d" V G T (&)
n-1

c) "a == ^ (it d" loë^ \z~'a•\ l est une ^o^Q positive pour z ^ a . Soit
t G T (o) alors, sur une carte, le produit

(5) v = n"^ t A c^
est une mesure positive, définie dans (f11 - (a} . Elle est appelée mesure pr 0.1 e cli-

ve relative au courant t ç T (û) et au point a

5) Si t est un courant positif et f un homéomorphisme analytique complexe

(ou plus généralement une application analytique propre), le courant f = ft image

de t par f , défini par

t'((p) = t(f^(p) z' = f (z)

est positif si t est positif ; f^p désigne la forme obtenue à partir de <p en

substituant z ' et dz' en fonction de z et dz ; il en résulte que T (o) est

indépendant du système de cartes considéré sur G et de là partition a de l'uni-
s

té.

6) Un courant t e T (G) admet une mesure positive majorante sur chaque K ,

c'est-à-dire qu'il existe ^ sur K telle que l 'on ait |t((p) | ̂  ^ [ l l y l K ^ J

où | |<p | | désigne le sup des modules des coefficients de la forme <p ç ,©°(K )

On peut majorer | |ta | | au moyen des | |jj, | | sur chaque K

7) T (G) et T ^.(G) sont des cônes convexes saillants. C'est une conséquence

de 1 ) et du fait que t^ € T (û ) , - t C T (û) entraînent que les mesures ( l ) soient

toutes nulles ; il en est alors de même des coefficients de t .

8) Une propriété essentielle est la relation entre les mesures a et v défi-

nies par (2) et (^) dans un domaine de coordonnées z. , 1 . quand le courant t est

simultanément positif et fermé.

Soit t G T ..(G) , et deux boules . B , B données par | |z-a| | < r

ll2"^ | ^ r^ > r-, < ^ > e^ o(a,r) la mesure o portée par la boule fermée

| z-a | ^ r . On a

p! f^5' r^ "(^ r^)^,'-;.-.,---r -^1 ^-"l ^ | ^ ~~f
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qui entraîne la propriété : soit a ç. supp t , et t ç. T AG) ; alors la limite

\ • ^ '
décroissante quand r 0 :

,(a) = lim g(a- r.
r=0 TpO)^

existe ; T (l) désigne la mesure de la boule unité de (C , cf. [?a]. Cette limi-

te v(a) est appelée par certains auteurs "nombre de Le long" du courant t au

point a . Elle s'explicite sous la forme v(a) = v ô(a) où ô(a) est la mesurea
de Dirac en a ; le coefficient v est alors une fonction positive, semi-continue

supérieurement de a

5. Caractérisatio.n de l'ensemble W(û) des courants t[M] dans le cône

^(G) •
Des conjectures faites à la suite de [Ta], notamment dans [ïb] ont été véri-

fiées par des travaux récents.

a) Si M est un ensemble analytique, le nombre v(a) relatif au courant t[M],

est un entier en tout point a € M . C e résultat de P. THIE montre de plus qu'on a

(cf. [12]) :

v(a) = Zq^ v^

si le cône r se décompose en cônes irréductibles F. , degré r. = v. , chaque

q. étant le degré de la projection de M sur F. au voisinage du point a ; on

a v(a) = 1 aux points ordinaires de M

b) Réciproquement si v(a) est entier pour tout a ç supp t (ou même presque

partout pour la mesure a ), t = t[M] est alors le courant d'intégration d'un en-

semble analytique M , cf. J. King [6] et aussi F.R. Harvey et J. King [5]).Plus

généralement si v(a) ^ c(x) > 0 pour tout compact K c: G , alors M est la réu-

nion (finie sur tout compact) d'ensembles analytiques M. et l'on a .1 = Ec. t[M.].

c) II est commode de considérer le cône T -(û) comme plongé dans ^ '"(o)
P»i

muni de la topologie de la convergence simple sur les <p C ^°(&) .Un borné B du

cône T (&) dans cette topologiç a les propriétés suivantes :
P»f

(i) II est relativement compact,

(ii) II est aussi fortement borné, c'est-à-dire que les courants t € B so-n-t

bornés en norme. Pour celle-ci il est commode de prendre la norme, de la mesure majo-

rante • c o où c est un coefficient numérique et a la mesure positive définie

par (2). En particulier si t = t[M] , a n'est autre que l'aire de M .On abou-

tit ainsi à l'énoncé donné dans [ïe], dont la démonstration utilise [î ] ,
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THEOREME 1. Soit (M } une suite d'ensembles analytiques sur G de dimension p

en tous leurs points. Si les courants t[M ] = t " convergent sur toute forme

y C ^°(G) , alors :

a) Les aires a (l0 des M sur un compact K c: G sont bornées.——————— ^ —— ^ ————————t.—— —————————

b ) - I l existe un ensemble analytique N = ( ^ N » les N étant irréductibles————————————————————j——-i— ^ —— ^ ———————————————
dans G de manière qu'on ait

(4) t = lim t == Zq t[N ] ,n a a
les a étant des entiers positifs, et 1'on a alors N = lim M au sens de la li-—— ^ ——————————————t.————— ———————————— ^ —————————————
mite des ensembles,

En particulier si l 'on a t ç. T (c) , et supp t c: M , où M est un en-
P»1

semble analytique de dimension p , alors, les M. étant les composantes irréduc-

tibles de M dans G , il existe des c. ^ 0 tels qu'on ait

(5-) t = Zc^ t[-M^] .

De tels courants sont appelés chaînes analyticfues. D'après le théorème de Harvey et

King elles sont caractérisées dans T (G) par le fait que sur tout compact K cr G,
P>1

il existe c(K) > 0 , tel qu'on ait v(a) ^ c(K) pour a C K F\ supp t . Celles

qui sont à coefficients c. entiers sont caractérisées par le fait que v (a ) est

un entier ^ 1 pour a ç supp t . Les conditions t C T (G) , supp t c; M ,
P>1

M étant un ensemble irréductible de dimension p dans G entraînent t = ct[M]

pour un c > 0 , donc que le nombre v(a) demeure constant sur le support de t .

L'application y : M -» t [M] de l'introduction est obtenue en prenant t[M] = Zt[M.]

c'est-à-dire c. = 1 pour toutes les composantes M. de M .

4. Applications. La méthode permet comme l'a montré F. R. Harvey une meilleure

analyse des propriétés des ensembles analytiques. Considérons le théorème.de

Remmert-Stein : soit M un ensemble analytique de dimension pure p défini dans

G—A , où A est un ensemble analytique et dim A ^ p-1 . Alors M est un ensem-

ble analytique et prolonge M dans G . Une démonstration donnée par F.R. Harvey

et B. Schiffmann ([9] et [5b]) montre d'abord que t[M] se prolonge dans G comme

courant t positif fermé ; la propriété de v (a ) montre ensuite que ï = t[5] ,

où 5 est un ensemble analytique qui prolonge M .

On obtient ainsi les résultats de la "géométrie analytique" en spécialisant

des résultats de la géométrie des courants positifs fermés.
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5. Cycles analytiques et éléments extrémaux.

1 On a vu aue le cône T (&) des courants positifs fermés de dimension p
p,f

dans G est un cône convexe saillant. Quelles sont alors ses génératrices extré-

males ? Le problème général est ouvert. Mais on a la propriété suivante :

THEOREME 2. Sur une variété analytique complexe G , les cycles analytiques M de

dimension p définissent des génératrices extrémales du cône T „(&)
——————— P>1

En effet supposons M irréductible dans- G . Alors la décomposition

t[M] = t^ + ^ , ^ , t^ £ T^(G)

entraîne t + t = 0 au voisinage de tout point x ^ M . On en déduit

supp t c= M , supp t c M .

De plus t et t appartiennent à la classe des courants t , pour lesquels

t et dt sont continus d'ordre zéro. Pour de tels courants t , supp t c W , si

W est une variété, entraîne que t soit un courant sur W c'est-à-dire appartien-

ne à l'espace J© ' °(w) . Ici, t et M sont de dimension p tous deux. Montrons
' o

qu'on a t = c t[M] au voisinage d'un point z de M .

On peut supposer que par un isomorphisme analytique complexe z -> Ç on amène

z à l'origine et M sur ^(z ...z ) , ce qui ne modifie pas les propriétés de
o 1 P

t . On aura alors :

t ^ ( ( p ) = ^ [Rest <?] = f p h(ç) ^ (^) ^p

où Rest <p est la restriction de <p au sous-espace (C supposé défini ,par

z = . . . = z = = 0 , dz = . . . = d z = 0 : Rest œ est de la forme y(^)do ;
p+1 n p+1 n T p

çl+ ^ o entraîne que h soit constant ; ainsi t a au voisinage de tout point
1 o - o ' o

x € M la valeur c t[M] , c >/ 0 ; c est localement constant sur M , donc

constant puisque M est connexe. On achève la démonstration (cf. [7,f]) en remar-
0

quant que l'égalité t = c t vérifiée sur G sauf aux points de M* = M - M

est vérifiée partout, t et t étant des courants positifs fermés et M* de

mesure nulle en dimension (réelle) 2p — 2 .

On a donc t = ç t[M] , t = c t[M] , c + c = 1 et la génératrice

ct[M] est génératrice extrémale du cône *T (c) , la décomposition t[M] = "t.+^î?

dans T (G) entraînant que t et t soient proportionnels à t[M] .
P»1 1 2

Par le même procédé on établit : si t est un élément extrémal de T -(G) ,
P»1

supp t est un continu, c'est-à-dire n'est pas la réunion de deux ensembles fermés.
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Pour p = 0 , les éléments extrémaux sont les mesures de Dirac ô(a) , a ç G ,

cf. [7, g].

D'une manière générale le théorème 2 pose le problème suivant. Pour 1 ^ p ^ n—1,

existe-t-il d'autres 'éléments extrémaux sur ' T - « (G) que ceux donnés par les cou-

rants d'intégration sur les cycles analytiques ?

6. Etude du cas p == n-1 , G domaine d'holomor-phie dans (E et H (G, (T) = 0.

L'opérateur

(6) 6 = 2id*d"V == dd^

où d° = i(d"-d') établit alors une bijection linéaire entre le cône T , -(c) et
——"•"—————————— n—1 ,i

le cône P (c) = P(G)/H(G) , des fonctions plurisousharmoniques dans G : 6

échange donc les génératrices extrémales de ces cônes saillants ; les deux cônes

sont fermés si on plonge P,(c) dans l}, (G) et T , - ( c ) dans ^ ' °(G) ; de„ 1 loc n—1 ,f
plus L (û) est une topologie séparée sur P(o) • L'application © est continueloc
pour ces topologies (cf. [7,f] et [7,g]); si B est un borné fermé de P(G) , il

est compact sur le cône ?(&) et il en est de même de sa projection sur P (û) ;

il donne un compact B' = ©(B) dans T .p(G) et 6 établit une bijection liné-

aire bicontinue entre B et B'

On a montré dans [7, g, cf..théorème 2].

THEOREME 5. Si G est un domaine pseudo-convexe de '<C , le cône convexe engendré

sur les rationnels positifs par les fonctions log | f . (z ) | , f . holomorphe et irré-
i ^ i

ductible dans G est dense sur P(G) pour la topologie L (G)

Cet énoncé entraîne

THEOREME 4. Si G est un domaine pseudo-convexe de (C et vérifie de plus
?

H (G, (C) = 0 , le cône positif engendré par les sommes .finies Zc " ^ [ M , ] » 0 > 0 > H,

cycle analytique dans G de la dimension n-1 , est dense sur le cône T ,,(G)
~~~~~~~~~^~~~~~~~~^~~~' ]̂ « 1 y I

"pour la convergence simple des courants sur les formes.

Il en résulte :

COROLLAIRE. Sous les hypothèses du théorème 4 pour G , l'enveloppe convexe fermée

(pour o& ' ° (G)) des génératrices extrémales du cône T (c) , coïncide avec

celui-ci.

Conjectures. Il est conjecturé les résultats suivants :
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a) dans la situation du théorème 5, les c. log|f(z)[ c. > 0 , f holomor-
1 1 1

phe et irréductible dans G , sont denses sur P(G) pour- la topologie L- (G)loc

'b) cette conjecture, si elle est vérifiée, entraîne a son tour une simplifica-

tion de l'énoncé du théorème 4 qui devient :

Avec les hypothèses du théorème 4 aur G , les génératrices extrémales déter-

minées par les courants d'intégration sur les cycles analytiques de la dimension n—1

sont denses sur le cône T /.(G) pour la topologie Jg* °(G)——————————————————^— n—1 ,1

Remarque. Un borné fermé convexe de S ' °(c) f\ T « (û) est un compact convexe.n— 1 ,î
Mais l'approximation de t C B par les sommes S fait intervenir un ensemble de

cycles M. pour lesquels les t[M.] constituent en général un ensemble non borné

dans T , .(o) .n-1 ,f

7. Application à la représentation globale des ensembles analytiques dans C

avec conditions de croissance.

1 . Dans la théorie des fonctions entières f (z) d'une seule variable on trouve

un grand nombre de résultats qui établissent un lien entre la croissance de | f (z ) j

et le nombre v(r) des racines de l'équation f (z) = 0 dans |z| ^ r .On compare

en général v(r) ou N(r) == f t~ v(t)dt à M(r) = sup [ f (z) | pour |z | ^ r ,

et les résultats obtenus depuis Weierstrass, E, Borel, J. Hadamard étudient la crois-

sance de N(r) quand M(r) est donné. Pour un ensemble analytique M dans (E ,

de dimension p en tous ses points il existe toujours n+1 fonctions entières

F.(z ,...,z ) telles que M = [z C (C ; F.(z) = 0 , j == 1 , . . . n+1] . Mais certains

résultats diffèrent profondément du cas classique n == 1 , p = 0 , même dans le cas

d'un ordre de croissance fini.

Les résultats du cas classique (p = 0 , n = 1 ) ne s'étendent qu'en partie au

cas p .quelconque 0 ^ p ^ n-1

Indicatrices de croissance. Nous prendrons pour un. courant t positif, fermé

de dimension p dans (C les indicatrices qui résultent des mesures définies en

(2) et (5) c'est-à-dire :

a) o(r) est la mesure a portée par | |z ) j ^ r . Dans le cas d'une donnée de

Cousin [f y U f f holomorphe dans U J , on a
s s s s

t = 111"̂ "̂̂ ^ 1 = '1/2ÏÏ dd^ogif | , d° = i(d" - d ' ) .s s

Dans tous les cas, on fera correspondre à la donnée M ç 9^ (c ) le courant t[M]

et l'indicatrice o(r) dite indicatrice trace qui est la mesure a dans |'|z| | ^ r ,

définie par (2).
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b) En même temps que o(r) nous considérons l'indicatrice v(r) (dite indica-

trice pr o.te clive) définie par

(6) ^--^-i^^^^--^^^^
L'indicatrice v(r) jouera le rôle essentiel.

DEFINITION, a) Nous dirons que le courant t ç T A^) est d'ordre de croissance
fini ^ >/ 0 ĵ. lim sup(log r)~ log v(r)'= e . Nous dirons qu'il est du type nul.

r -».+ oo
moyen. maximal de cet ordre selon que lim sup r~6 v(r) est nul. fini. ou infini.

r = oo

b) Nous dirons qu'un ensemble analytique M , et plus généralement une

donnée de Cousin ou une chaîne analytique à coefficients entiers positifs a les pro-

priétés précédentes s'il en est ainsi de son courant d'intégration t[M]

a) Si p = n-1 , et en particulier si M est précisé avec des multiplicités
c'est-à-dire est une chaîne à coefficients entiers { M . , n . } définie par une donnée
de Cousin de zéros de fonctions holomorphes dans <C11 , alors, comme on l'a montré
dans [ 7 , e ] , les deux principaux résultats de la théorie classique demeurent. D'une
part la "quantité" des zéros définie par l'indicatrice v ( r ) de M est majorée en
fonction de M ( r ) = sup|f(z)| , | | z [ | ̂  r . Réciproquement si les zéros M sont
donnés, d'ordre de croissance fini, il existe une fonction entière F ( z ) dont lao
croissance a un caractère minimal et est majorée en fonction de v ( r ) ; la préci-
sion obtenue dans [ 7 , e] est aussi bonne dans ce cas (p=n-1 , n quelconque) que
dans le cas classique (n=1 , p=o) .

b ) Si la codimension de M dépasse l'unité, un exemple récent (cf. [ 1 5 ] ) mon-
tre qu'on ne peut majorer v ( r ) en fonction seulement de la croissance des fonc-
tions F^ qui donnent une représentation globale de M dans C11 comme ensemble
des zéros communs aux F<]

De plus, inversement, pour M donné, on ne sait si, pour une telle représen-
tation de M les F ( z ) doivent vérifier dans leur ensemble des conditions dej
croissance mjjlimale. Ceci conduit à formuler deux problèmes, résolus si
p' = codim M = 1 , ouverts si p' ^ 2

Précisons alors deux problèmes ouverts si codimension M surpasse un :

Problème A . Soient M , ensemble analytique donné de dimension pure p dans
(E , et y(r) fonction convexe croissante de log r . Existe-t-il une représen-
tation de M
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(?) M = [z ç (C11 ; F.(z) = 0 , 1 ^ j < n+1]
J 1 n+1 2e-b un r > o , tels qu'on ait h(r) = sup - log Z | F . ( z ) | pour | |z | | = r ,o 2 j

et h(r) ^ ¥(r) pour r > r , donc h(r) de croissance arbitrairement lente ?

Exemple : si v(r) est d'ordre 1 , de type fini, existe-t-il une représentation (?)
par des fonctions F . d'ordre a < 1 ? On conjecture ici que la réponse est néga-

J
tive, sauf pour une classe exceptionnelle d'ensembles M à définir.

De [11] on peut'déduire une condition suffisante pour une réponse positive ;

c'est 'qu'il existe une fonction plurisousharmonique V dans (C qui Vérifie les

conditions :
1) le support singulier de d'd"V est M , V est C dans C - { M } ;

2) e est non sommable au voisinage des points de M .

5) on a v(z) ^ C r pour une constante C > 0 et r > r

De même on peut poser le problème suivant :

Problème B. Etant donné un ensemble analytique M de dimension pure p ,

défini globalement dans (C par des équations F . ( z ) = = 0 , 1 - $ J ^ "•+1 »j
existe-t-il un opérateur linéaire elliptique 6 permettant de calculer l'aire a
de M à partir de 6 [v(z)] , où V(z) = - log ^î |F.(z)|2 ?

Dans l'exemple cité (cf. [15 ] ) l'ensemble analytique

M = [z £ <C11 ; F^(z) = 0 , F^(z) = 0]

sst formé de points isolés en nombre v(r) dans ||z|| ^ r ; v(r) est d'ordre
infini tandis que F et F sont des fonctions entières d'ordre de croissance

fini.

L'étude "à croissance" des ensembles analytiques complexes dans (C et de

leur représentation ouvre ainsi des problèmes nouveaux. On va résumer ici les ré-

sultats déjà acquis en renvoyant pour les démonstrations à [7, e] et à [n],

8. Rappelons brièvement les résultats de [7, e] qui concernent le cas p = n-î

et v(r') d'ordre fini. On se trouve en présence de deux problèmes à croissance qui

sont en rapport étroit :

a) Résoudre avec des conditions de croissance dans C l'équation

(5) 2id'd"V == t

où. t est un courant positif, fermé, d'indicatrice v(r) d'ordre fini dans Œ . .
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Existe-t-il une solution V (qui est alors nécessairement une fonction plurisous-

harmonique) pour laquelle M(r ) = sup v(z) soit majoré en fonction de v( r ) ,
) j z ) |=r

en particulier d'ordre \ fini si v est d'ordre \ ?

b) Soit W = (u ,f ) une donnée de Cousin de zéros dans (C .L'indicatrices s
du courant d'intégration sur W étant v(r) , existe-t-il une fonction entière

F (z ) telle que W = [z ç (C ; F (z) == o] et que la fonction plurisousharmonique

log|P ( z ) | soit de croissance comparable à celle de v(r) comme plus haut ?

La solution de a) fournit celle de b). Le problème a) est résolu dans [7, e]

sous l'hypothèse 0 ^ supp t avec la même précision que dans le cas classique n=1 ,

A partir du noyau h(a ,z) = | ( a — z | j des potentiels newtoniens dans 1R , on

forme le noyau de genre 1'entier q > 0 :

e^(a,z,q) = -1 |a-z | I2-211 + IMI2"211 + P^(a,z) + ... + P (a,z)

= - Vl^" îq^^---

où P (a,z) est le polynôme homogène des z . , i. qui est dans le développement
S j J

h(a,Tz) = Z T P (a,z) le coefficient de r8 , T réel.mm
On dira alors que le courant t £ T < « ( ^ ) est de genre q , (q ^ 0) ,n— 1 f î •

si q est le plus petit entier tel que f °° r""^ d v(r) converge. La réponse aux
f r -\problèmes précédents est alors donnée [7, e] par l'énoncé :

THEOREME 5. 1 ) Soit t un courant positif fermé de dimension n-1 , dans (E , et^

0 ^ supp t .

Si t est d'ordre fini \ , une solution de (5) est donnée par 1 (z) , po-

tentiel de t associé au noyau e (a ,z ,q) de dimension n , du genre q :

(8) V(z ) = 1 (z) = k f (t A (3^)^ e^(a,z,q) = k^ oje^(a,z ,q)] ;

la constante k vaut (4rr)"" (n-2) ! pour k ^ 2 , jrb k = (211 )~ ; q est le

genre de t , c'est-à-dire le plus petit entier tel que f p'^^n+l ç^p^y conver-

ge. Comme dans le cas classique on a q = partie entière de \ si \ n'est pas en-

tier ; si \ est entier on a q = \ sauf si j y—q+1-2n ,̂ converge ce qui im-

plique que le courant soit du type nul de l'ordre \ , .

2) En particulier si t = )in~ d'd^logjf |[ résulte d'une donnée deg •
Cousin dans (C , une solution minimale du "problème de Cousin à croissance est don-

née par la fonction entière F (z) déterminée par

(9) log|F^(z)| = 2H 1 (z)
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Alors toute solution du problème de Cousin s'écrit F(z) = F (z)o(z) ou &(z)
( \ ^

est de la forme e , g entière.

5) Les soliitions (s) et (9) sont majorées en fonction de l'indicatrice

v(r) par

( 1 0 ) 1 (z) <: A^.q^ [ fu^"1 v(u)du+r f ̂ u"̂ 2 v(u)du] .
q- J o "r

La solution 1 (z) est du même ordre X que v(r) . Elle est caractérisée

par cette propriété et le fait que ses dérivées d'ordre m ^ E(\) s'annulent à

1'origine.

Si \ est entier et q = \—1 , elle est d'ordre de croissance A, , de type

nul et.est déterminée par le fait que les dérivées d'ordre m ^ \-1 s'annulent à

1'origine.

Dans le cas du problème d-e Cousin, F (z) est déterminée à la multiplication
o

près par un nombre de module un.

Signalons l'existence de "théorèmes de Lindelô'f" utiles dans le cas exponentiel

(cf. [7, e]).

9. Les résultats précédents publiés en Notes en 1955 n'ont été rédigés en dé-

tail par nous qu'en 1964 [7, e] après [7, a] qui donnait la notion de courant posi-

tif. Le point essentiel est que le potentiel 1 qui est par construction une fonc-

tion IR -sousharmonique est une fonction plurisousharmonique dans (C

Récemment (1972) , H. Skoda [ 1 1 ] a donné une méthode qui prolonge la nôtre, mais

l'étend considérablement. L'idée est d'étudier systématiquement le "défaut de pluri-

sousharmonicité " des potentiels newtoniens (t A p ) x ll2-^!"" ou tçT (<C ) ;

en fait on devra pour obtenir la convergence subsitituer à la mesure t A ( 3 , son

produit par une fonction T)(a) à support compact. La méthode de Skoda permet de

traîter aussi bien le cas de l'ordre de croissance fini ou infini, pour p quelcon-

que, 0 ^ p ^ n-1 , c'est-à-dire que le résultat sera applicable à des ensembles

analytiques M dans C de codimension quelconque, mais le résultat est atteint

au prix d'une certaine relaxation des conditions posées.

Si t ç T ((E11) est donné, d'indicatrice v(r) , on déterminera une fonction
p> n ,V , plurisousharmonique dans (C telle que le support singulier (et non plus le

support) de d'd"V soit contenu dans le support de t « En particulier si t = t[M]

et dim M = p , M sera le support singulier de d'd"V . La con&truction de V

est faite dans [n] en construisant des potentiels


