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SUR L* OPERATEUR ôo ( l ) , (2)

par Bohumil SENKL et Giuliano SORANI

1 — Ce que je dirai dans cet exposé a été l'objet d'un travail en collaboration

avec B. Cenki. La partie 2 a déjà été publiée en [7] tandis que la partie 5 parait

ici pour la première fois.

Soit M une variété complexe, dim M = n . O n considère sur M l'opérateur

différentiel complexe ôo et l'opérateur différentiel réel dd où d =Y-lCo-ô).

Des groupes de cohomologie de M , liés à ces opérateurs, ont déjà été considérés

par J. Frenkel et F. Norguet [8], A. Aeppli [l], A. Andreotti et F. Norguet [2],

B. Bigolin [5] et il y a plusieurs relations entre ces groupes et les groupes de co-

homologie de M à coefficients complexes.

Soit ^p>q le faisceau des germes des formes différentielles C00 , à valeurs

complexes, de type (p,q) sur M et soit ^P9q- = )a=a + a C^'01 (î ^^[a -=5 (

le faisceau des formes différentielles réelles. Les opérateurs ô'o et dd0 sont

des applications

à~à -.{J'''1-.^'^
dd0 î^^1'^1

et, pour tout p,q ^ 0 , on a deux suites exactes de faisceaux

Q __^ pP»ç[ __ ^p,q ôô ^p+1 ,q+1 d ^p+2,q+1 ^p+1 ,q+2

q _, .P,q dd0 p+1 ,q+1 d p+2,q+1 p^1 ,q+2O—,^^—,^^^^1 '^1 -l,^2^1®^

snt les faisceaux pP»^ et P^'^ • De façon natur»"— ~~v.

A^ = Ker d en ^(M,AP>q)/ôo^(M,.A.^1'q"1 ) .

qui définissent les faisceaux pP»^ et P^'^ • De façon naturelle on a les groupes"~ ~~v.

et

A^ = Ker d en ̂ R^)/^^ f^ ) .

( 1 ) Exposé par G. Sorani

(2) Lavoro eseguito con contributo del C.N.R. nell'ambito del Gruppo Nazionale per

le Strutture Algebriche e Geometriche e loro applicazioni.
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Les groupes A sont très importants car, pour p = q , ils contiennent

les classes de Chern raffinées des fibres vectoriels holomorphes sur M [4].

Les groupes A" sont liés aux groupes de cohomologie de Aeppli qui sont dé-C
finis comme

^•q » Ker ÔÔ en T^'^/àTiK.^ fï) + ^(M,^'11"1 )

et, sous certaines hypothèses, aux groupes de la cohomologie ordinaire H*(M,c)

En effet, au moyen de la théorie des faisceaux et de certaines propriétés de

la cohomologie on a les résultats suivants :

THEOREME 1 . [5] Si M est une variété de Stein on a

V^SH^M.C) ,
L<

^.1 ^ H^M.C) .
L<

THEOREME 2. [5] S^ M est une variété kàlilérienne compacte on a

V^ ^ H^M.Q^ ^ H^^M,^) ,C

A^ = H^M^) S H^M,̂ ) .c

II y a d'autres résultats sur la finitude des groupes A^9^ et V pourC C
les variétés compactes et pour les variétés fortement k-pseudoconvexes qu'on peut

trouver aussi dans [5J.

Pour obtenir des résultats plus généraux, c'est-à-dire valables si M est une

variété ouverte mais non Stein ou si M est une variété compacte mais non kâ*hlé-

rienne, nous avons construit la résolution de Spencer des faisceaux ^ et P

et cherché à calculer directement la cohomologie de M à valeurs dans ces fais-

ceaux. Il faut remarquer que, dans les deux cas, il suffit de calculer le premier

groupe de cohomologie H1 (M,-) et que l'on a H^M,^^) S A14'1 >q+î .—" C
Nous utilisons la théorie des espaces d'Hilbert et la technique de Hô'rmander

appliquée aux résolutions de Spencer des faisceaux y9^ • et î~9^ . Dans cet ex-"~ ~i\.
posé je considère seulement la résolution du faisceau J^'^ ; on peut obtenir l'au-

' I X

tre en laissant tomber des conditions purement algébriques.

Tout d'abord quelques rappels de la théorie générale des opérateurs différen-

tiels linéaires. Pour tout fibre vectoriel E sur M on note par Ji-(E) le fibre

vectoriel des jets d'ordre k des sections différentiables (c°°) de E . C'est-

à-dire en tout point x € M on identifie deux sections différentiables de -E si
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leurs séries de Taylor coïncident jusqu'à l'ordre k . Une classe d'équivalence

est appelée un jet d'ordre k et on note par J,(E) l'espace vectoriel de ces
K. X

classes d'équivalence. Alors J,(E) = \j J (E)
k x€M k x

Au niveau des faisceaux des germes des sections il y a une application canoni-

que

j^ : I - J^(E) ,

qui à toute section s de E et point x € M fait correspondre le jet d'ordre k

de s en x . Il y a une projection naturelle

^ : ̂ -^k-1^

et

Ker p - ES) S^T*)

où S dénote le k-ième produit symétrique du fibre cotangent T* = T*(M) . D'où

une suite exacte

0 - E ® S^T*) -. J^(E) - J^ (E) - 0 .

Il s'ensuit l'existence d'un opérateur différentiel d'ordre un

D : J(E) ^A 1 'T* - . J (E) (gïA^1^

avec la propriété que la suite

JG, -» J (E) -» J (E) <2> T*

est toujours exacte. Si a est une section de J (E) ® A1'^ on a
K.

Do = dp o - ôo

où ô est le différentiel formel défini de la manière suivante : sur un ouvert U

de M , où x ,..,,x sont des coordonnées locales, soit o = ).c ||a|<k{ / où
_ os. ,

a = (o^ ,...,o^) , |a| = a^ + ... + a^ , a = ((J-II^DI == dim E} et

^-O^O^i i dxl1 A . - . A d x ^ ;
1 r

alors

(ôo), = ^ dx0 Aa^
J=î . J

où a+1 = (a^,...,a ,a. + 1 , a . ^,...,a ) . On a D = 0 .

Maintenant soient E, F deux fibres vectoriels sur M . Un opérateur diffé-

rentiel linéaire d'ordre k, P, est une application de faisceaux P : J^ -»j^ qui se
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factorise à travers J^.(E) dans le sens qu'il existe un unique morphisme de fibres

vectoriels f : <T,(E) -» F tel que le diagramme

^(E)

jj Y' p \
£——> £

commute.

Pour tout opérateur différentiel P : j^ -»J^ On appelle prolongement d'ordre

1 de P la composition

P ^
£ — » £ — » ^ ( F )

Un système d'équations à dérivées partielles d'ordre k induit par P sur M

est le noyau IL du morphisme f

(1.1) 0 -R^ - J (E) -F

(IL doit être un sous-fibre de J ( E ) ) . Une solution de R sur un ouvert U c M

est une section u de E telle que J.,^) e8"^ une section de R sur U .

La projection p induit une projection

" k -V î - 0

qu'on appelle aussi p ; soit g, son noyau. On a donc une suite exacte

(1.2) ^«Tc^-Vl -° •

On pose

(1.3) C^ = R^ (S AV^g^ <»- A1'"1 T* ) ;

évidemment on a C = R- .
k k

Maintenant, si ^ est le faisceau des germes des solutions de l'équation

Pu == 0 , on a une suite

(1.4) O^^^S...^11-^ .

Cette suite n'est pas toujours exacte et le problème de son exactitude est, en gé-

néral, difficile et je ne veux pas le considérer ici. Si la suite (1,4) est exacte

elle est la résolution de Spencer du faisceau ^ .

Dans notre cas l'opérateur différentiel d'ordre deux dd° se factorise à tra-

vers J->(Ao ) , on a le diagramme commutatif
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P»q __^ _ / , P , q ^ , .P4-1 ,q+1

et, pour 1 ^ 0 , les suites exactes

(1.6) 0<^^H^.-<K^.O .

Comme en (l,5) on pose

^ =RP•q(8A rT</ô(gp•q®A r-1T*)
P , q c - ' -5

et on peut montrer [5] que si \ : R" -* R~ est un scindage de la suite (l,6)
alors on a

(1.7) P^ (R^^A^^ôCg^^A1^) .

Il s'ensuit

PROPOSITION 1. Pour tout p,q ^ 0 , la suite

(1,8) o-.ri^-.p0 âp1 ' £... Sp211 -.0-R -p,q -p,q -p,q

est une résolution exacte du faisceau ^p>q en faisceaux fins. En outre, à cause de

1' isomor.-phisme (l,7), si u = (p»T)) € P on a
"~P»q

(l,9) 3^ = D(p,Ti) = (D p - r),D^(D^p - T)))

où D = d - ô\ .~~ o

A ce moment je veux faire une remarque qui servira à montrer la nature du fais-

ceau P-/ . Pour tout opérateur différentiel linéaire, d*ordre k , involutif, à"""ti
coefficients constants P : _g -»-j^ il y a une unique résolution exacte de Spencer du

faisceau J^ des solutions de l* équation homogène Pu = 0 . L a résolution du fais-

ceau J^ des solutions de l'équation j Pu = 0 , correspondant au 1-ième prolon-

gement de P est aussi exacte et a la même cohomologie pour tout 1 ^ 0 « On a
alors

PROPOSITION 2. La résolution (1,4) j^ ] ^ 9 0 est un quotient de la résolution de De

Rham du faisceau R et du prolongement d'ordre un de la résolution de Dolbeault du
faisceau y ,

2 - Nous supposons maintenant que M est une sous-variété complexe d*une variété
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complexe M* telle que dim M = dim M* = n , et le bord bM est C . Dans ce
C C

cas tous les fibres vectoriels et les faisceaux considérés sont définis sur M* et

de la proposition 1 on tire que

(2,1) AM',^) = Ker D en r(M«,P )/Dr(M« ,P°. ) ^ A^1 >q+1 .
-il "-P»q. "~P»q. R

On peut montrer que, sous certaines conditions, ce groupe est isomorphe à un

espace harmonique construit à partir de la résolution (l,8). Le point crucial est

alors de déterminer dans quelles conditions on peut résoudre le problème de Neumann

pour l'.opérateur dd , Comme les calculs sont très longs, ici je peux donner seu-

lement des indications et énoncer les résultats.

Soit < , > un produit scalaire par rapport à une métrique Hermitienne et soit

( , ) = / * < » > e ' - ) ( • ( 1 ) le produit global sur M . Par rapport à ce produit soit
9 JM ^

D^ l'adjoint formel de l'opérateur D . On note par P l'espace des sections
1 ' P9(^

de P sur M qui se prolongent différentiablement à travers le bord bM et

soit N le sous-espace de P des éléments u € P qui satisfont les condi-
P»q P,q

fions au bord

(Dv.u) = (v,D*u) pour tout v C P°
9 9 P»q.

(:Dv,D^u) = (v,D*Du) pour tout v € P
9 9 Piq.

,2.J ^ ...... ... _ .. ^ . J

(2,2)

Soit L (P »<p) l'espace des sections u € P telles que (u^u) < + oo .

Si r est une fonction sur M' qui définit le bord bM , c'est-à-dire r < 0

sur M , r > 0 sur M* - M , r = 0 et dr ^ 0 sur bM , et si Ç est un vecteur

tangent à bM la forme quadratique

(2,5) < '5ôr,iAÇ >

s'appelle la forme de Levi. On a alors

PROPOSITION ^. Si la forme de Levi (2,5) a au moins n-2 autovaleurs. -pos itiyes ou

au moins 3 autovaleurs négatives sur bM on peut résoudre le problème de Neumaim

pour l'opérateur D .en. ^^ .

C'est-à-dire que l'espace j[ = {u € N |l)a == D*u = o) est fermé dans

L (P ,y) et qu'il existe ùn,opérateur borné N : L (P ,œ) -» I^CP1 ,œ) tel
^•^ . i ^»q ^»ç[

son domaine est dans N et

que



85

? 1 i
i^ N H = H N où H : L Q_ ,y) -»^ est la projection orthogonale,

ii) tout élément u ç L (P »<p) s •écrit comme
^?»q.

u == DD^ Nu + D^ DNu. + Hu

où tous les termes sont mutuellement orthogonaux,

iii) DN = ND .

De la proposition 5 on a

COROLLAIRE. Si la variété ouverte M c: M* est fortement pseudo convexe on -peut ré-

soudre le problème de Neumann pour l'opérateur dd .

5 - Supposons maintenant que M soit une variété complexe compacte. On considère la

résolution (l,8) et le groupe H (M,P ) . Pour étudier ce groupe on a besoin d'une
1description précise du faisceau P •

~P>q.
Par rapport à la métrique de M soit a) , , . . ,ù) un repère orthonormal sur un

ouvert U c: M . Une section u = (p,^) de P s'écrit comme (on supprime les
""TfQ.

signes de somme)

(3 ,1 ) p = p^o + p^s ,
& j -^ j i -j ^ -jî ) = T ] , . œ A œ + 1 1 7 - ^ A O ) + 'n,-o) A a) + T)?-.a) A œ

où, si l'on pose

0 ) = o ) A - . -AL^ , 1 ^ i ^ < . . . < i ^ n ,

J ^ ^q
( A ) = O ) A . . . / < œ > I ^ J ^ . - ^ J ^ 1 1 >

on a
1 J 1 J k - 1 _J

P^ = ^J,^ œ A z3 + PTJ,^ Gî A œ + PiJ,k,^ a) ^ œ A a) +

k - _I J ,k _ 1 J Je. „ .1 J
+ ps- , ., œ (̂  œ A 0) + P-rï i , ( A ) ® a ) A S 3 + p ^ - r - . , a ) ( 8 c o A a )

IJ.jC,^ UfJ&.fJH IfJfK.fZ

avec Pj = P^ > et

k,. 1 J k^- 1 J
n = T] •r i - . - œ ( 8 > 0 ) A C T + T)=- 0) (g) 0) A 0) ,

^J - ' - " ï^ï^ïJ -L^y- '^y ' l 'yJ

et des expressions analogues avec

^Jî"^ ' ̂ j ""^ •
Comme la variété M est compacte on a un. isomorphisme

(.5,2) H^M,^^) ^ ^ = {u C P1 | Du = D^u = 0} .

Ici D a l'expression (1 ,9) et, si A = (A^) est l'expression locale du s.cindage
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\ , on a D = d - A ; u n calcul facile montre que l'on a D* = - *à* - ^A* et
que

(5»5) D^u = (D*(p + ?1) , - p - D*T)) .
0 0 0

Maintenant si u = (p,î)) € ][ les conditions Du = 0 et D*u = 0 entraînent

D^p = T) , D^p = - D^T, ;

il s'ensuit que pour tout élément u = (p,T)) harmonique on a

(5,4) (D D* + J^ D )p - D*n + D D^-n = 0
0 0 0 0 0 0 0

et qu'il suffit de calculer le "laplaeien" D = D D* + D^D sur o donné mr
, , o o o o o • "
(3,1).

k
Si TC = TI, (A) est la 1-forme d'une-conne et ion associée à la métrique le diffé-

rentiel covariant a l'expression

Vu)1 = dû)1 + 7t1^ a) A û)13 + n^ ^ A co13 ,•

si l'on pose

70)!= T ^ ^ A o)1^ T^^A ̂

il est facile de voir que l'on a0(01 -^-y^
-? i i -k j

= ^-iS a) A a) »

et des expressions semblebles pour où1 et 'ôS1

Je pose maintenant

^|r =(ÔP^/ôh•r)+ 4 PU • P,|T =CÔP,/ôî5r)+ ̂  Pu •

P.|r|-r -^Py0"3' ̂ -«/̂ P, + ̂ ^PU/^

u /A /A ^ u /^ /-. ^ s U S U
+ ̂ r^u/^^ ̂ rr^y^^ r̂ ^sr PU + ^r \s PU '

et une expression analogue pour p ,.. . L e calcul, que je vous montre seulement
pour le terme p a) , donne

(5,5) ^ p/ = (p,,̂  - p^^, - ̂  .^/^ -^/^% .

^/^ + ̂  PU|. + A^ PU|Î - ̂  P.|u - ̂  P.|u + A^ P.|u - 4 A^ Pu -

- A:. A:? PU + A:? ̂  PU + A-^ ^3 PU - 4 A:? PU - A:? A^ PU + ̂ /^)~
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«/^ PU Î̂Î -P^ - PU|Î ̂  - P.l. i - P.F ̂  - A;, P, 4-r

- A^ Pr 4 - A^ PU t - ̂  PU ̂  + ̂  PU ̂  - ̂  PU ̂  '

- P PT; /ôœ)+ p T . T- + p | T- - pul r̂ / j ^u r̂ sr T L^ sr •u

A ce point on considère les opérateurs

V = ô/ôi/ + Tt , V = à/àif + ̂  ,

D = ô'/ô^ - A^ , ^ = ô/ôœ11 - A^ ,

D = ô/ôù) + -n; - A , D« = ô/ôû + 7i- - A^.

et les courbures

R« = V- V - V V-
rr r r r r

et

6. = D. D - D D-rr -r -r —r -r
où 6 s'appelle la courbure de l'opérateur dd . Alors on peut regrouper les

termes de (5,5) et écrire

(5,6) D, ̂  (/ = (-D^ ̂  + 6^ p^ - R^ p^ ...) a/

où les points dénotent des termes qu'on peut contrôler.

Maintenant on définit les formes quadratiques

e(p,p) = (ep,p) et R(p,p) = (Rp,p)

et on pose

K(u,u) = e (p ,p ) - R ( p , p ) + 9(11,11) - Rdl,il)
' M M

où 6 et R sont les formes quadratiques Q et R appliquées au produit inté-

rieur de T) et ô/ôœ13 .. Alors de (5,4) et (5,6) on peut conclure, comme en [5],

PROPOSITION 4. Si la forme Quadratique K(u,u) est suffisamment positive, c'est-
Q

à-dire si la courbure de l'o-pérateur dd est suffisamment positive par ra-pport à

la courbure de la métrique de M , alors

H^M^'^^O .

Il faut remarquer qu'avec la même technique on peut démontrer que, sous les

mêmes hypothèses, toute la cohomologie s'annule en degrés positifs. Il serait inté-

ressant d'avoir des exemples de variétés complexes compactes dans lesquelles ceci

se produit.
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