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COURBES MODULAIRES DE GENRE 1
par

Gérard LIGOZAT (*)

Ré sumé d ' aut eur. On désigne par r (N) le sous-groupe du groupe modulaire

SL(2,z) formé des matrices ( ) telles que c = 0 (mod. N). Au groupe r (N)

est associée de façon canonique une courbe algébrique X projective et lisse sur
N

le corps Q des nombres rationnels, et que l'on appelle la "courbe modulaire de
niveau N". Ce travail traite essentiellement des douze courbes modulaires qui sont
des courbes de genre 1 . Ces dernières, munies d'une structure de courbe elliptique
canonique, sont appelées "courbes modulaires elliptiques".

On établit tout d'abord le résultat suivant : le conducteur de la courbe modulai-
re elliptique X. est égal à son niveau N, et on explique de quelle façon ce ré-

sultat peut être généralisé.

(Xi montre d'autre part que la fonction L d'une courbe modulaire elliptique
coïncide avec la série de Dirichlet canoniquement associée aux formes paraboliques
de poids 2 sur le groupe r (N). Cela permet de calculer la valeur de la fonction

L,(s) au point s == 1 . Qn vérifie alors que les résultats obtenus sont compatibles
avec la conjecture de Birch et Swinnerton-Dyer. Enfin, on obtient des résultats
analogues pour certaines courbes elliptiques isogènes sur ^ aux courbes modulai-
res elliptiques,

Summary. Let r CN) be thé subgroup of thé modular group SL(2,Z) containing thé

matrices ( ) where c = 0 (mod, Nj•

There is a canonical way of associating to r CN) an algebraic curve X- defi-

ned over ^, which is projective and smooth over Q. Call this curve thé "modular
curve of level N". This paper is primarily concerned with thé study of thé twelve
modular curves which are of genus one. Thèse are naturally endowed with a structure
of an elliptic curve over (^. Call thé resulting elliptic curves "elliptic modular
curves".

First, thé following resuit is established : Thé conductor of thé elliptic modu-
lar curve of level N is N. Possible generalizations of this resuit are examined.

Next is shown thé coi'ncidence of thé L function associated with an elliptic
modular curve with thé Dirichlet séries associated with r CN). As a conséquence,

thé value of thé L function L(sj at thé point s = 1 is computed, and thé agree-
ment of thé results obtained with thé Birch and Swinnerton-Dyer conjectures is
checked.

Lastly, similar results are obtained for a number of elliptic curves which are
^-isogeneous to one of thé elliptic modular curves.

(*) Thèse Se. Math.. paris-Sud, 1974.
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0. Introduction.

Le but de ce travail est l'étude de certaines courbes algébriques, associées

aux sous-groupes r CN) du groupe modulaire SL(2,z), que nous appellerons les

courbes modulaires, et particulièrement de celles d'entre elles, les courbes modu-

laires elliptiques, qui sont des courbes de genre 1 . Ces dernières sont canonique-

ment munies d'une structure de courbe elliptique, (c'est-à-dire de variété abélien-

ne de dimension 1 ) définie sur le corps (̂  des nombres rationnels. Nous nous

proposons d'en faire une description aussi complète que possible : conducteur,

fonction L, points rationnels, et d'examiner la compatibilité des résultats obte-'

nus avec la conjecture de Birch et Swinnerton-Dyer.

0 .1 . Soit N un entier positif. On désigne par r CN) le sous-groupe du groupe

modulaire SL(2,z) formé des matrices

( ) telles que c = 0 (mod. N).
C G.

Le groupe r (N) opère sur le demi-plan de Poincaré "( . On désigne par ^

la réunion de -^ et des pointes de r (N). Le quotient de ̂ f par l'action de

F (N) est alors une surface de Riemann compacte X . On constate que la courbe

algébrique sur le corps C des complexes que l'on obtient de cette façon provient

par extension des scalaires d'une'courbe algébrique définie sur Q, dont le corps

des fonctions est (^(j,j ). Ici j(z) est la fonction invariant modulaire de la

variable complexe z , e t j ( z ) = j ( N z ) .
N

On désigne par X , et on appelle courbe modulaire de niveau N, un modèle de

^( j ïJ^) projectif et lisse sur ^.

Les courbes modulaires nous intéressent à deux titres :

0.2. D'une part, il résulte d'une conjecture de Weil que toute courbe elliptique

définie sur Q, de conducteur N, est isomorphe sur <^ à un quotient de J va-

riété jacobienne de la courbe modulaire X .
N

0.5. D'autre part, la fonction L de la courbe X s'exprime essentiellement'

(à savoir à un nombre fini de facteurs près) comme un produit eulérien ne dépen-

dant que des valeurs propres de l'action des opérateurs de Hecke sur l'espace des

formes paraboliques de poids 2 attaché à r (N).

0.4. La courbe modulaire X est de genre 1 pour douze valeurs de N :

N = 1 1 , 1 4 , 1 5 , 1 7 , 19 , 20, 2 1 , 24, 27, 52, 56, 49.

On la munit alors canoniquement d'une structure de variété abélienne définie sur Ç,
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et on appelle courbe modulaire elliptique de niveau N la courbe elliptique ainsi

obtenue. La fonction L d'une courbe elliptique est définie sans ambiguïté, et

nous montrons que celle de la courbe modulaire elliptique X coiïicide avec la

série de Dirichlet canoniquement associée à l'action des opérateurs de Hecke. Cela

nous permet de calculer la valeur de la fonction Ii(s) au point s == 1 , en

employant une méthode due à Swinnerton-Dyer,

Cm peut rapprocher ces résultats de ceux obtenus pour une courbe elliptique

admettant une multiplication complexe. La fonction L d'une telle courbe s'obtient

comme série L associée à un certain "G-ro'ssencharakter" et l'on peut faire dans

certains cas le calcul explicite de L(l) (cf. [55]).

0,5. Le paragraphe 1 est essentiellement consacré aux propriétés de réduction des

courbes modulaires. Le résultat suivant est obtenu pour les courbes modulaires

elliptiques :

THEOREME A (1 .4 .2) î Le conducteur de la courbe modulaire elliptique X est égal

^ N.

Pour une courbe modulaire de genre non-nécessairement égal à 1 , on indique

comment certains résultats de Deligne permettent de déterminer le conducteur de la

jacobienne J de X , du moins lorsque N est un entier sans facteurs carrés( ).N N

0.6. On étudie dans le paragraphe 2 la fonction L d'une courbe modulaire. Cette

fonction est définie par un produit eulérien dont les facteurs locaux L sont dé-
P

finis pour presque tout nombre premier p. Dans le cas particulier d'une courbe

elliptique, on sait définir L pour tout p, et la fonction L de la courbe el-

liptique est le produit de tous les L ,

/ \ / ,
THEOREME B (.2.2.5,) : La fonction L de la courbe modulaire elliptique X col'n-

cide avec la série de Dirichlet canoniquement associée au groupe r (N).

La démonstration de ce théorème utilise les résultats des calculs explicites

des paragraphes 5 et 4. Elle est achevée en (4,5.4).

Le théorème B entraîne en particulier :

( ) Cf. note au bas de la p. 25.
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THEOREME C (2.5.2) : Soit L(N,s) la fonction L de la courbe modulaire ellipti-

que X^. et soit ^ (N,s) = (2^T)~S.N8/2.^(s).L(N,s).

Alors --* (N,s) est une fonction entière. bornée dans toute bande verticale,

et vérifie l'équation fonctionnelle

g(N,s) =^(N,2-s).

Les résultats précédents apparaissent comme des conséquences, dans le cas par-

ticulier des courbes modulaires elliptiques, d'une conjecture de Weil. On montre

comment les résultats du paragraphe 1 concernant le conducteur de la jacobienne

J d'une courbe modulaire se généralisent de façon conjecturale pour un niveau N

quelconque.

0.7. Le paragraphe 5 est consacré à la construction explicite de formes modulai-

res sur le groupe r (N). A côté de la détermination effective de la série de Di-

richlet canoniquement associée aux courbes modulaires de genre 1 , on établit de

façon élémentaire le

/ \ / ,
THEOREME D 0.2.16} : Désignons par P , P les points de la courbe modulaire X

images des points z = 0, z = ioo de ^y par l'application canonique. Alors le

diviseur P -P a une image d'ordre fini dans le groupe des classes de diviseurs

modulo l'équivalence linéaire.

De plus. on peut donner une détermination explicite de cet ordre.

0.8. A partir du paragraphe 4, on s'occupe exclusivement des douze courbes modu-

laires elliptiques. On utilise tout d'abord les calculs faits par Fricke pour

écrire une équation explicite de X . On peut alors calculer le conducteur de/ X

en utilisant un théorème de Cgg, et vérifier ainsi le théorème A. On détermine

également les facteurs locaux L de la fonction L de X pour les valeurs de

p telles que X ait mauvaise réduction en p. On termine ainsi la démonstration

du théorème B.

0.9. On. démontre dans le paragraphe 5 le

THEOREME E : Le groupe X (^) des points de la courbe modulaire elliptique X

rationnels sur Q est un groupe fini. et engendré par les pointes de r (N) qui

sont rationnelles sur Ç. (théorèmes ( 5 . 5 . 1 ) et (5.2.5)).

0.10. Le paragraphe 6 est consacré à la conjecture de Birch et Swinnerton-Dyer,

et au calcul de la valeur au point s = 1 de la fonction L "normalisée" L*(s).
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On obtient :

THEOREME F (6.5.5) : Soit L^Nys ) la fonction L normalisée de la courbe modulai-

re elliptique X , et soit •? (n) 1 ' ordre du groupe X (^). Alors

L^(N ,1 ) = (^(N))"2.

Ce résultat est en accord avec la conjecture de Birch et Swinnerton-Dyer et

il entraîne, si l'on admet cette dernière, que le groupe de Tate-^afarevic' des

courbes modulaires elliptiques est trivial,

0 . 1 1 . Enfin, on montre au paragraphe 7 comment le calcul de L* (1 ) peut être

étendu à toutes les courbes elliptiques de conducteur N C ?Ït '^.VLe l'on connait

explicitement (on désigne par 7ÎX l'ensemble des entiers N tels que X soit

de genre 1 ) . On utilise une liste des courbes elliptiques de petit conducteur

dressée par Swinnerton-Dyer. Comme on l'indique en 7 . 5 . 1 , il est probable que cette

liste contient toutes les courbes elliptiques de conducteur N ç. VTi, .

pour chacune des courbes de la liste, on trouve comme plus haut :

L*(1)=^- 2

et la conclusion concernant le groupe de Tate-Safarevic est la même.

Ce travail n'aurait pas été mené à bien sans les conseils et les encourage-

ments d 'A. Néron, Je tiens à lui exprimer ici ma vive reconnaissance, ainsi qu'à

G. Poitou et M. Raynaud. Enfin, J.P, Serre a bien voulu lire mon manuscrit. Il

m'est agréable de lui exprimer ma gratitude pour ses'remarques stimulantes.
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1. LES COURBES MODULAIRES X .
N

1 . 1 . Groupes fuchsiens de 'première espèce.

Dans ce qui suit, on s'intéresse à certains sous-groupes G de SL(2,IR),

commensurables à SL(2,Z), et contenant - 1 . En particulier, G est un groupe

fuchsien de première espèce au sens de [52].

On désigne par ^f le demi-plan de Pôincaré, et par ^ la réunion de fy

et des pointes de G. Le quotient GV^ de ^y par l'action de G est une

surface de Riemann compacte X
G, C

Si G et G' sont deux tels groupes, et si G* est un sous-groupe de G

d'indice n dans G, 1'homomorphisme d'inclusion G* -»• G induit un revêtement de

degré n des surfaces de Riemann. L'indice de ramification e , en un point p'

de X , est alors donné par
Gr , (L

e = (stab (z):Stab ( z ) ) où z ç (^ a pour image P'
-I- Lr (jr

et Stab (z) désigne le stabilisateur de z dans G.
(j

Si P , P , désignent les genres de X., .,, X . ,,, la formule de Riemann-Hurwitz
' J ' J Lr , l/ (_r , l»'G

s'écrit :

2P ,-2 = n(2p -2) + > (e -1).
G Pc Y p

^G1^

On se reportera à [52] pour plus de détails.

1 .2 . La courbe modulaire de niveau N.

On désigne par F (N) le sous-groupe du groupe SL(2,Z) formé des matrices

(^ ^) telles que c = 0 (mod. K), et par X la surface de Riemann correspon-

dante. Le corps des fonctions de X est c(j, j ), où j(z) est la fonction

invariant modulaire, et j (z) = j(Nz).

On sait que j et j sont liées par l'équation modulaire de niveau N :

( 1 . 2 . 1 ) ^^ = °

où & ç ^[X,Y] est un polynôme absolument irréductible [ 15] . La courbe X

projective et lisse sur C s'obtient donc par extension des scalaires à partir de

la normalisée projective sur (̂  de la courbe plane définie par :

<^(X,Y) == 0.
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On désigne par X , et on appelle courbe modulaire de niveau N cette nor-

malisée ; c'est l'unique courbe projective et lisse sur ^ dent le corps des fonc-

tions est ^(j,j^).

On dira qu'un Z-schéma ^ Ç . plat et surjectif sur Z, est un Z-modèle de X ,

si la fibre générique de ^g est isomorphe à X .

Les images des points z = 0, z == ioo de -^ dans X sont des points p
et p^ rationnels sur ^ ( [ 1 5 , 2 .1 ] ) . On convient de choisir comme morphisme ca-

nonique de X dans sa jacobienne J celui qui envoie p sur l'origine de J

Lorsque X^ est une courbe de genre 1 , on dira que X , munie de la structure de

courbe elliptique (c'est-à-dire de variété abélienne de dimension 1 ) d'élément

neutre P , est la courbe modulaire elliptique de niveau N.

1 .5 . Genre de X . .

Désignons par P^N) le genre de X . La considération du revêtement asso-

cié à l'inclusion canonique de r^N) clans SL(2,Z) . permet de calculer p (^) en

fonction de N [52, 27, 12 ] . On obtient :

,(.) -. A^-1° ̂ j ^
"12" 4 3 '2

ou

^=i,.n(i^)
p | N -L

si N = 0 (mod.' 4)

^T(1+(::•1)) sinon
P|N p

si N = 0 (mod. 9)

r~T(l4.(^)) sinon
[p|N p

Iy((d,N/d)) .
d | N
d>0 •

Dans ces formules (-) désigne le symbole de Legendre, (d,N/d) le pgcd de d et

N/d, et <p l'a fonction d'Euler.

En particulier, p (N) tend vers l'infini avec N.

On désigne par W.^ l'ensemble des entiers N tels que p (N) = k. par
exemple :
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WQ = ( 1 , 2, 5, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10 , 12 , 15 , 1 6 , 18, 25},

73^ = iH» 14, 1 5 , . 1 7 , 19 , 20, 2 1 , 24, 27, 52, 56,,49},

^ = {22, 25, 26, 28,. 29, 51, 57, 50}.

1.4. Pro-priétés de réduction.

Igusa [12 ] a démontré le résultat suivant :

PROPOSITION 1 . 4 . 1 : II existe un Z-modèle normal de X pro.iectif sur Z _e^

lisse sur Z[-].

Lorsque N € W[ , on obtient un résultat beaucoup plus précis. Avant de l'é-

noncer, on r-appelle qu'à toute variété abélienne A définie sur Q est associé

un entier qu'on appelle le conducteur de A, On renvoie à [50], [ 10] pour la défi-

nition et les propriétés du conducteur de A, qu'on note x(A) On a •
e ( A )

x(A) = np p

où e (A), exposant en p du conducteur de A, est nul si et seulement si A a

une bonne réduction en p.

Soit N ç VSl .

/ \
THEOREME 1.4.2 : Le conducteur de la courbe modulaire elliptique X est égal à N.

Démonstration : On déterminera explicitement, en (4.2.4), une équation de chacune

des courbes modulaires elliptiques. Le tableau (6.5.4) indique le type des fibres

singulières du modèle de Néron (les notations sont celles de Néron [20]). La véri-

fication de (1 .4.2) se fait alors au moyen du théorème de Cgg (4.5.2) et (4.5 "5)

1.4.5. Soit N un entier sans facteurs carrés. Alors, d'après Deligne et Rapo-

port [6], il existe un Z-modèle de X^, soit ^, lisse sur Z[-l], régulier, dont

la fibre en p, pour p divisant N, de genre arithmétique p (N), s'obtient en

recollant transversalement en s (p ) • points deux exemplaires de la fibre en p de

^N/P" Ici s^^ ^^ë^Q 1e nombre des classes de courbes super singulier es en

caractéristique p, munies d'un sous-groupe cyclique d'ordre N/p.

On a donc, écrivant que le genre arithmétique de la fibre en p est p (N) :

d-4.5.1) p ( N ) = 2p (N/p)+s (p)-i .o O N

Désignant par J^ la jacobienne de X , il en résulte que le modèle de Néron

(au sens faible) de J^ a une fibre en p sans partie unipotente, et dont la par-

tie torique est de dimension s^(pj-1. L'exposant en p du conducteur de J est
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d onc :

^(p^-t = P (N)-2p (N/p), d'où le conducteur v( j ) d-e J :
IN o o N N

/ . , . -r-r Po(N)-2p (K/p)
(1.4.5.2) ^ T ) = f 7 p ° 0

P |N

Lorsque N ç ?TC est sans facteurs carrés, on retrouve le résultat du théo-

rème 1 .4 .2 . On verra en (2,6.5) comment on peut formuler une conjecture générali-

sant ce résultat pour N quelconque (^),

( ) Cf. note au bas de la p. 25
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2. FONCTION L DES COURBES MODULAIRES,

2 . 1 . Rappels et notations.

On se contente dans ce paragraphe de préciser les notations, et l'on renvoie

pour plus de détails au livre de Shimura [52] et à l'article d'Atkin-Lehner [ 1 ] .

Soit G un sous-groupe (fuchsien de première espèce) de SL(2,R). Si t(z)

est une fonction holomorphe dans ^ , et si (a ) ç G, on désigne par f (a b)

la fonction :

^ (a^)-2.f(^).

On désigne par <G,2> (resp. <G,2> ) l'espace des formes modulaires (resp. des

formes paraboliques) de poids 2 sur G, c'est-à-dire des fonctions f telles que :

(i) t ( ,) = f pour tout élément (a ) de G,

(ii) f est holomorphe aux pointes de G (resp. f est nulle aujc pointes de

G).

Soit f ç <G,2>. Alors f est développable en série de Fourier au voisinage

de la pointe à l'infini ioo de G :

00

(2 .1 .0 ) , f(z) = ^ a .exp(27tinz).
n=0

/
DEFINITION 2 . 1 . 1 : La série de Fourier (2 .1 .o ) est appelée série de Fourier de f.

On appelle série de Dirichlet de f la série :

D(s) = > a .n .
n=l n

On dit que la série de Fourier. ou la série de Dirichlet de f est normalisée si

a ^ = 1 .

On rappelle que l'application f ^ f(z)dz est un isomorphisme de (C-espaces

vectoriels de <G-,2>^ avec l'espace des formes différentielles de première espèce

sur la surface de Riemann associée à G.

On suppose maintenant que G = r (N) .

On renvoie à Qgg [27] pour la définition des opérateurs de Hecke r(n)

(n ^ 1 ) et leurs propriétés. r(n) est un opérateur sur l'espace vectoriel

<r (N),2>. On utilisera la

PROPOSITION 2 . 1 . 2 : Les opérateurs de Hecke vérifient l'identité formelle :



1 6 2 . 1 .

^T^.n-^ ] T (l-^.P'^P).?1'28)'1
n=l p premier'

ou e'(p) = 0 .sj_ p divise N, e'(p) = 1 sinon.

En particulier, si f est normalisée et vecteur propre de ï(n) pour tout

n, soit :

t|T(n) = \(n).f

on a, désignant par D(s) la série de Dirichlet de f :

D(s). =^ a^.n-5 = ] [ d-a p"%c'(p) .p1-28)"1 où a = x(p) .
n==1 p premier

On définit dans <r (N),2> un produit scalaire, le produit scalaire de

petersson, qui fait de <r (î0,2> un espace hermitien. Les opérateurs de Hecke

sont alors des opérateurs hermitiens, d'où la possibilité de trouver une base or-

thogonale de <r (N)>2> formée de vecteurs propres des opérateurs T(n), pour

tout n premier à N.

Lorsque N G TH, , l'espace vectoriel <r (N),2> est de dimension 1 sur C,

et toute forme parabolique f non nulle est vecteur propre de ï(n) pour tout n.

D'autre part, il résultera de (2.4) que f peut être choisie normalisée. On peut

donc énoncer :

PROPOSITION 2 - 1 . ' 5 : Soit N ç. WC , et soit f £ <r (N),2> la forme parabolique

normalisée associée. Alors la série de Dirichlet de f admet un produit eulérien

( 2 . 1 . 3 . 1 ) D(s) = 1 T (^(P).?"^^?).?1"28)"1

p premier
où £'(?) = 0 .ŝ  p divise N, £ ' (?) = 1 sinon, et où \(p) est la valeur

propre de l'action de T(p) sur f:f|T(p) = \(p).f.

2.2. Résultat fondamental.

Soit X une courbe projective et lisse définie sur Q. S'il existe un

Z-modèle Qg de X dont la fibre en p est lisse, la fonction zêta de la fibre

en p s'écrit : z(9^ ,u) = P(u).(l-u) .(t-pu) . On pose alors :

L (X,s) == P(p~8),

et L(x,s) = nL (x,s), le produit portant sur tous les p

vérifiant les conditions précédentes.

Lorsque X est une courbe elliptique définie sur (^, on définit également
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des facteurs locaux en p lorsque X a mauvaise réduction en p. Pour cela, soit

96 le modèle de Néron (au sens faible [20]) de X. Si X a mauvaise réduction en

p, la fibre de 9g en p est ;

soit isomorphe sur IF à une extension du groupe multiplicatif par un grou-

pe fini, et on pose :

L^(x,s) = (1-p-T1 ;

soit isomorphe sur IF , et non sur P , à une telle extension et on pose :

Lp(x,s) = (1+p-T1 ;

soit enfin isomorphe à une extension du groupe additif par un groupe fini et

on pose : "

L (X,s) = 1.

La fonction L de X est le produit des facteurs locaux L pour tout p premier.

En particulier, lorsqu'on parlera de la fonction L d'une courbe modulaire

elliptique, il s'agira toujours de la fonction de la courbe considérée comme courbe

elliptique.

Soit N un entier ,̂ 1 , et soit p un nombre premier tel que la courbe mo-

dulaire X.- possède un Z-modèle lisse en p. Le résultat suivant est dû à Eichler
JM

[8] et a été généralisé par Shimura [ 5 1 , 52] :

PROPOSITION 2.2.1 : Le facteur local de la fonction L de la courbe modulaire X

en p premier de bonne réduction est donné par :

(2 .2 .1 .1) S^N^ = ^(l-^P)-?''5-^1"28))"1.

Il résulte de ( 1 . 4 . 1 ) que cette proposition s'applique pour tout p ne divi-

sant pas N. Lorsque N £ ^H, , les nombres premiers p de mauvaise réduction sont

exactement les diviseurs premiers de N, d'après (1 .4 .2 ) . Comparant dans ce dernier

cas ( 2 . 2 . 1 . 1 ) et ( 2 . 1 . 5 . 1 ) , on obtient :

PROPOSITION 2.2.2 : Soit N ç. W. , et soit p un nombre premier ne divisant pas N.

Alors le facteur local en p de la fonction L de la courbe modulaire elliptique

X coi'ncide avec celui de la série de Dirichlet normalisée associée à r (N).

On peut maintenant énoncer le résultat fondamental :
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THEOREME 2.2. "5 : Soit N G ÎÏÏ . La fonction L de la courbe modulaire elliptique

X coi'ncide avec la série de Dirichlet normalisée associée à r (N).
N ———————————'•—————————————————————————————————— o

La proposition (2•2.2) montre qu'il suffit de vérifier que les facteurs lo-

caux des deux séries en question coïncident en p, pour p divisant N. Cette vé-

rification sera faite en (4.5.4), en utilisant les résultats de (4.2.4) et (5 .1 .5) .

2.5o Conséquences.

Le résultat du théorème (2.2.5) va permettre :

(i) De calculer la valeur au point s == 1 de la fonction L des courbes mo-

dulaires elliptiques. Cela sera fait au paragraphe 6.

(ii) De déterminer explicitement l'équation fonctionnelle à laquelle satis-

fait la fonction L des courbes modulaires elliptiques, ce qui constitue dans ce

cas particulier une vérification des conjectures classiques [29» 55]. •E11 effet,

rappelons la :

PROPOSITION 2.'5.1 : Soit N un entier positif, et soit f £ <r (N) ,2> une forme

parabolique de poids 2. Désignons par D(s) la série de Dirichlet de f, et posons

A(s) = (2J~s.^(s).D(s).

Alors, si f=-C. . f (^ 'J

on a :
/ a a

(i) A(s)+N .(—+C.——) est une fonction entière bornée dans toute bande

verticale.

(ii) A(s) == C.N1"S.A(2-s). (cf. [27, V-10, th. 16]).

Soit maintenant N ç 'HT(j , • et f ç <r ,(N),2> la forme parabolique normalisée.

D'après le théorème (2.2.5)» la série de Dirichlet de f est la fonction L

de la courbe modulaire elliptique X . D'autre part, d'après le théorème ( 1 . 4 . 2 ) »

N est le conducteur de X . Enfin, d'après (2.5.4), on a :

^ro1)---
On peut donc appliquer (2.5.l), avec 0 = 1 ;

THEOREME 2.'5.2 : Soit N ç W, , et désignons par L ( N , s J la fonction L de la

courbe modulaire elliptique X . Soit ;

^,(N,s) = (2^) -S.NS/2.^(s).L(N,s). '
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Alors ^(N,s) est une fonction entière, bornée dans toute bande verticale, et sa-

tisfait à l'équation fonctionnelle : ,-1-9

S(N,s) =S(N,2-s).

2,4. Formes primitives.

Soient N' un diviseur positif de N, et t un diviseur positif de N/N'.

Alors, pour tout élément g de <r (N'),2> , les formes modulaires g (z) = g(tz)

sont des éléments de <r (N) ,2> .

DEFINITION 2.4.1 : On appelle espace des formes non -primitives ("old forms" dans

[ 1 ] ) le sous-espace de <r (N),2> engendré par les formes g (z), _o^

ë £ <r (N'),2> , t parcourant les diviseurs positifs de N/N1 , ĵ b. N' les divi-

seurs positifs de N distincts de K.

On appelle forme primitive("new form") tout élément non nul de <r (N),2>

qui est orthogonal à l'espace des formes non primitives pour le uroduit scalaire de

Petersson, et vecteur nropire de T(n) pour tout n premier à N.

On démontre ( [ 1 , lernme 9, p. 45]) que le premier terme a de la série de

Fourier d'une forme primitive est non nul. Qn peut donc toujours la normaliser

( 2 . 1 . 1 ) .

Les formes primitives normalisées forment une base canonique de l'espace or-

thogonal à l'espace des formes non primitives. Les formes primitives sont alors les

multiples non nuls des vecteurs de base. ., ,,•

Notations. Soit p un diviseur premier de N. On suppose que N = 0 (mod.p11),

N ^ 0 (mod.p + ). Choisissant des entiers u,v ç J tels que p^v-Nu = p11, on pose

W - P'̂  u \p IN /.)'
On pose également :

W - N 2 ! o ~ n

"N - " ^ 0 / •

Soit f ç < r ^ ( N ) , 2 > ^ . Les applications f ^ f | w , f ,-> f ] v sont des endomor-

phismes linéaires de < r ^ ( N ) , 2 > ^ , le premier ne dépendant pas du choix de u et v.

On désigne encore par w , W les involutions de <r ( N ) , 2 > obtenues de

cette façon.
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On démontre qu'une forme primitive est vecteur propre de T(n) pour tout n,

cteur propre de W (p divise N). De pluset vecteur propre de W (p divise N). De plus

^ |T(p) = 0 si p2^,

f | T ( p ) + f | ï p = 0 si p |N , p7N. (cf. [1, th. 5, p. 149]).

On peut énoncer :

PROPOSITION 2.4."^ ; Soit f = ^^\(n) .exp(2îiinz) une forme primitive normalisée.
n=1

Alors f est vecteur propre de T(n) pour tout n, avec la valeur propre \(n).

La série de Dirichlet associée à f s'écrit :

D(s) = > \ ( n ) . n
n=l

1rd-^.p-w23)-1, , . . . „ -'( 1-?.(P) .P-W-23)-1 0 1+w P-8)-1

(p,N)=1 p |N p

P^N
où w == + 1 est défini par :— p - —————————t.—

f|W^w^.f.

REMARQUE 2.4.4 : Lorsque N £ W, , tout élément non-nul de <r (N) ,2> est une
forme primitive.

2.5. Morphismes canoniques.

Reprenant les notations de (2.4), on désigne par N' un diviseur positif de

:N, et par t un diviseur positif de N/N ' . On désigne par M( t ) la matrice

( ). Dans ces conditions :

M ( t ) . r ^ ( N ) . M ( t ) ~ 1 c^ r ^ ( N ' ) .

Il en résuite que ]yi(t) définit un morphisme canonique :

VK-^VC^N-,!
décrit par le diagramme commutatif

•^
-> tz

YN-^
N , C -> \',C (cf- t52' 6•7])

où les flèches verticales sont les morphismes canoniques d'espaces analytiques

complexes. Si N" divise N ' , et d ' divise N ' /N" , le diagramme suivant est




