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INE CARACTERISATION DES NOMBRES DE PISOT-SALEM DES
CORPS P-ADIQUES e, .
par Jean~Pierre SCHREIBER

On se propose de montrer l'existence dans le groupe additif Qp , d'ensem-
bles discrets, relativement denses au sens de Bohr (ctest-t~dire rencontrant, pour
un certain £ , toutes les boules de rayon l) et sur lesquels tout caractére
faible peut &tre uniformément approché par des restrictions de caractires conti-
nus de Qp . De tels ensembles ont été récemment caractérisés dans R par
Y. Meyer ([5]). Cette caractérisation est ici étendue au cas de @_, & partir
d'ensembles élémenteires (cf, prop. 1) jouant le r8le des groupes discrets de R ,

On déduit ensuite une caractérisation des nombres de Pisot-Salem de QP ana-
logue & celle donnée pour R dans [5].

I - NOTATIONS ET DEFINITIONS.

Pour un nombre premier p , on désigne par Qp la cl8ture algébrique de
QP et pour x dans Qp , par lep la valeur absolue p-adique de x , Il
arrivera que le corps des nombres complexes € soit désigné par Qo et la valeur
absolue ordinaire par |.|° o

On appelle Z(p) 1'anneau des rationnels qui s'écrivent J% ou q estun
entier relatif premier avec p , et Ep 1'anneau des entiers p;»adiques.

A tout élément x de Qp sont associés de maniére unique le rationnel
Hp(x) € 2(p)N[0,1[ et l'entier p-adique ep(x),(|ep(x)(p £ 1), de telle sorte
que

X = Hp(x) + ep(x) .
On notera pour y € [0,1[
Iy l|= inf(y, 1-y) .
Sur le groupe additif QP , abélien, localement compact, les caractéres

continus sont tous de la forme
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y~vexp[2in Hp(n)] ,
ou x € Qp [[3] p.400]. Il sera pour nous plus' commode de considérer les carac-
téres comme homomorphismes de o? dans R/Z (identifié & [0,1[)
y i (x)
De méme les caractires faibles sur Qp sont des homomorphismes non néces—
sairement continus de Qp dans R/Z : .
Terx(y) o
II - ENSEMBLES HARMONIEUX.
Un fermé A de Qp est dit harmonieux si, pour tout caractire faible
et tout € > 0, on peut trouver x dans Qp tel que
VA € allx() -E (=)< e
Voyons maintenant 1'exemple fondamental.
Proposition 1 : L'ensemble Z(p)N[0,1[ est harmonieux dans Q.
Les é1éments de A = z(p)N [0,1[. sont des rationnels de la forme lr , avec
q entier premier avec .p , q¢< pr . Un caractére faible y est donc géterminé,
sur A, dés que sont fixées les valeurs

o = x(—’;.) T=0,1,00s

ego, <1,
Les nombres er sont 1iés par les relations :

PO, =6 (mod 1)

ou encore P er = 91\_1 +4A ,8 € z2n[o,p[ ;
d'ol
ar ar-1 a1 e0
9r=—'+—2—+...+—r+"i;-
P P P P

Soit x 1ltentier p-adique défini par

(-]
=1
x=§:anp ;
=1

on a donc
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Pour €, 0< €< 1, on peut trouver un rationnel y de Z(p)n.[0,1[

vérifiant :

|'r-e°| <e.
En posant y = x+y , on obtient pour 1'élément —%-. de A :
P
eo
b)) I =3
r pl.r r pl_>r
P p/'p P
Comme -;Y)-:;- ¢ 2(p)N [0,1] , HP(JP%> =i% et Ieo ;‘ix-_-yfr g;} loq1l < €.

le caractére fort y approche donc uniformément y & € prés sur A,
Corollaire : Pour tout intervalle (a,b) 1'ensemble 2Z(p)N (a,b) est harmonieux
dans .

QP
Proposition 2 : Soit M un 2(p) module de type fini, contenu dans Qp , et

soit s1,...,sn , une base de M , On suppose qu'on a n applications

0
1

d'autre part n applicetions Z(p) linéaires Lf,Lg,...,Lf: de M dans

2(p)-linésires L ,L;,...,L; de M dans R , indépendantes sur R , et

Qp , indépendantes sur Qp H Lf

Soit A l'ensemble des A de M vérifiant

est 1'injection canonique de M dans QP.

0 R
|Li(x)|o\<1 pour i=1,2,.¢e0

P .
et ILi(A)|P\< 1 pour 1=2’39o.on .

Alors A est harmonieux dans QP .

Démonstration : Les éléments de A sont de la forme :

n
_ (
A= 12-1: a;(Ms; 2, (1) € 2(p)
Les applications Lg étant indépendantes sur R , définissent un homéomorphisme

de [Z(p)]n (muni de la topologie induite par celle de an) dans Rn et on a
dornc une constante A telle que, pour tout A € A, |ai(7\)|° <A,
Soit y- un caractére faible sur A et € wun nombre réel positif, Il ré=-
sulte du corollaire de la proposition 1 que pour chaque k , k=1,2,..n ,
fay sy 3 a5 € 2(p)N]-4,4}

est harmonieux ; on peut donc trouver X, € QP tel que
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€
{ x(ak sk) - Hp(xk a sk)||< = Ve, € 2(p) N ]-a,A[ .
On est alors ramené & l'approximation uniforme sur A du caractére faible
Al (Z x_a (\)s))
par un caractere fort du type
n
Aol (x 27 e (M) .
k=1
si 52,53,...% sont des entiers p-adiques et si A € A, H_ (£, 12(A)) =0

P75
pour Jj=2,...,0 , Par conséquent, si nous posons

D -

Lyleg) = by 0
il nous suffit de trouver x € Qp et 52,...,511 , entiers p-adiques, de fagon

€
que Ve,Vaean, “Hp[ak()\)(xk S, = X8, = :L_._: Ej tj,k)] "( =
pour avoir pour tout A de A
||np(xx) -x(M)llce.

Comme ak(x) € Z(p)NJ-a,A[ , il nous suffit donc de trouver X, € pe0ek s de

manidére que
n

-C
Vk,ck=xksk-xsk-j§§jt3 €z(p) J-p° ' [,
avec —c<1_£

Po<g5m .

Bcrivons plutdt, aprés avoir posé x = x +§ ’

=x 8, -x's -E ZE;) 3.k

On est alors ramené & la résolution en x! 1y b du systéme

] = - ' - =
(%) x's =x 8 -c -b k=1,2...n.
x' €
QP
avec N € Z(p)ﬂ}-P-c ’ P_c[

B
bk €p EP k=1,2,,en ,
B étant une constante entitre telle que pour b1’b2""'bn dans pBEP , oOn

puisse trouver 51,52,...;“ , dans E , avec

D
k=5 8 +Zga 3k ZgJL(S :

L'existence d'une telle constante résulte de 1!'indépendance des LP

j.
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L'existence d'une solution au systime (x) va résulter du lemme suivant, qui
est le théordme de Kronecker [[7] 5.1.3] appliqué & Q,
Lemme : Si PysPyrecer By sont des é1léments de QP indépendants sur @ , 1l'en—

semble des n-uples x décrivant QP , est

{Hp(x pk)}k=1 '2"..,11 ’
dense dans [0,1[" .

Soit alors x!' € Qp tel que

-B -B =B~-c
L -
|HP(X P osy) Hp(xk s, P )| <p .
~B . -By _ -B
Posons Hp(xk S P ) - Hp(x S, P ) = e P
=B

-B [} =By _
sp(xkskp )-ep(x 8, P )=b 7

alors c, appartient & Z(p)ﬂ]—p-c,p-c[ , b

X appartient & pB Ep , eten

k
ajoutant on trouve

xksk-x' sk=bk+ ck.
Ceci termine la démonstration de la proposition 2,

On peut énoncer pour les ensembles harmonieux de QP une caractérisation
identique & celle donnée dans [5] pour le cas réel, la démonstration de [5],th.1,
valant pour tous les groupes localement compact métrisables :

Proposition 3 : Si A est un fermé de QP , les conditions suivantes sont équi-
valentes :

1) A est harmonieux,

2)Ve>0,3T>0, x caractére faible sur A, JIx € Qp

|x|p ¢T et [Ix(a) - Hp(xx)||< €.

3) Ye >0 ,3T >0 tel que l'ensemble E(A,e) = {x € QP,IIHP(x)\)"< e} ren-

contre tout disque de rayon supérieur & T ,
III - NOMBRES DE PISOI-SALEM DANS Q. .
De nombreuses propriétés des nombres de Pisot réels ont été étendues au cas

p-adiques : cf, par exemple [2], [6] et [1]. Nous définirons 1'ensemble des nom-

bres de Pisot-Salem de Qp comme suit 3
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Définition : Soit TP 1l'ensemble des éléments 6 de Qp , |9|p >1,
existe un polynBme A[x] & coefficients entiers relatifs, irréductible sur

tels qu'il

@ et vérifiant :

1) La seule racine de A dans QP ayant une valeur absolue p-adique
strictement supérieure & 1 est o.

2) Pour tout nombre premier p' différent de p et pour p'=0 , les
recines de A dans Qp, (resp. dans () sont de valeur &‘r;solue p' adique

(resp, valeur absolue ordinaire) inférieure ou égale & 1.

Théoréme 1 : Une condition nécessaire et suffisante pour gu'un nombre p-adigue 6

appartienne & T, est gue l'ensemble {en}nel\f soit harmonieux,
a) Soit e €T .
P
Rappelons d'abord que les conditions.1) et 2) entrafnent qu'on peut prendre

A sous la forme
r m =1 .
Ax) =p x +a x  4eta ja #£0.
(ef.[1], 11 1.2).

Il en résulte que 1l'ensemble {en}na\l appartient au 2(p)-module engendré

par 1,9,...9m“1 e Soit M ce Z(p)—module. Construisons les applications Lp

J
et Lg de la proposition 3,

soient T, ,T.eee7T

1772 o les m Q-isomorphismes du corps Q(e) (dans lequel M

1
1;3(9) = ej , racine de A dans Qp , on a par hypothése lejlp\<1 pour j » 2.

est plongé), & valeurs dans QP , %, 6étant l'injection canonique. En posant

m
Dans (Qp) les m vecteurs v ,v.,...v .

k k k
v, = {e ,_92,...,6m}

sont indépendants sur Qp , (le déterminant du systime des v, sur la base cano-

k

nique de (Qp)m étant non nul) donc sont indépendants sur QP . lLes projections

v! des v

k

=1
L SuT (Qp)

[ 4
k k
v o= {e ,...,em}
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forment un systéme, de rang m=1 , de vecteurs contenus dans la boule unité de
(Qp)""'1 . pusque o, <1 sio2gigm. T est donc possible de définir,

sur le Qp-espace vectoriel N engendré par vo,v1,...vm_ , m formes QP—

1
linéaires & valeur dans QP , L;,Lé ""’Lt'n , qui soient Qp-indépendantes et
telles que : L;(vk) =< et, pour j=2,.4.,0 , ILS(x)ng p pour tous les
éléments x ;ie N dont les m—{ dernidres coordonnées sur la base cenonique de
(Qp)m ont une valeur absolue inférieure ou égale a 1,

Soif alors ¢ 1'application 2(p)-lindaire de M dans N définie par

+(65) = V.
On obtient m applications Qp—indépendantes et 2(p)-linéaires de M dans
Qp en posant :
L;’ =Lo,
et ces applications vérifient pour tout A\ de l'ensemble A = {en}nel\l
Lf(x) =2 et |L§(x)lp\< 1 pour p=2,...,m.

Soient maintenant 0—1, 0—2 »eee0 s les m @-isomorphismes du corps
o(e), & valeurs dans € , On définit alors, dans ¢ , comme précédemment dans
(Qp)m , I vecteurs indépendants sur le corps des réels R et situés tous, cette
fois, dans la boule unité de Gm . On en déduit donc m applications 2(p)-
linéaires et R-indépendantes de A dans R : L:),...,Lnol , telles que

WA €A |L3.’(x)|°\< 1.

La proposition 3 s'applique alors, et montre que A est contenu dans un en-
semble harmonieux, donc harmonieux,

b) Si {en}nw est harmonieux, 6 est algébrique.

En effet, si 6 est transcendsnt, 1l'ensemble {en}nw est indépendant sur

Q et toute suite

IN

@, <1, définit dessus un caractére faible, On

{an}nﬂ\l » 0
montre alors comme dans le cas réel ([5] 3.3) que {en}nw ne peut pas étre har-
monieux : pour € assez petit, 1l'ensemble Ke des éléments x de QP vérifiant

pour tout n 0 : Hp(xen) € [0,e[ U=, 3+[U]1=€,1[ , & tous ses points isolés
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et est donc au plus dénombrable, alors que l'enserble des suites {an}nm prenant
les valeurs O ou ¥+ a la puissance du continu ; on ne peut donc pas approcher & ¢
prés toutes ces suites {an} par des suites Hp(xen).
c) Si © est racine du polynme P(x) = a o+ a, LI a de 2[x] , ir
réductible et primitif et si 1'ensemble {en}nm est harmonieux, on peut trouver,
pour € >0, un x de Q_p tel que
"Hp(xen)"< €, et x£0.,
Si nous considérons plutdt la décomposition des éléments y de Qp de la forme
y = H;(y) + e;(y) , avec HL(y) € 2(p) N[+, 3
et Ie;)(y)lp\< 1 , nous aurons
n
H'(x6 < e
] [ma e, < e
Prenons alors ¢ < (Z |ai|)'1 . Dans 1'égalité
i=0
m m
a. H'(xek-l—m-i) - Z a. g (xek+m-i)
i * P = "

le membre de droite est un entier p-adique et le membre de gauche un rationnel
de 2(p) I’\]-1,1[ ; ces deux membres sont donc nuls, Les rationnels w, = H'(xe )

PR - R n
vérifient ainsi la méme relation de récurrence que © et comme on a

n
gl < Tl 1621
pour un entier r assez grand on aura prn w, € 2. Alors le théordme de Fatou

[[4] p.64] , appliqué & la série Z re (—) , nous permet d'écrire

v, =4
= n Bl\z
oh A et B sont des polyn8mes de 2[x] premiers entre eux,

Pour tout nombre premier p' différent de p et pour p'=0, la série
entitre Z w = converge dans le disque Izlp, < 1 puisque |un|p' <1
(u € Z(p)ﬂ [~%,%4]). Donc dans QP' les racines de B sont de valeur absolue
supérieure ou égale & 1, Dans Qp , comme on a

0 oo

n R P n\ n
Z L x6" z - : ei)(xe )z
n=0 n=0

- &(z)

|~if.1*

..
<D
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ou g(z) est définie pour tout z , lzlp <1 (puisque leé(xen)ly L), les
racines de B autres que % ont une valeur absolue p-adique supérieure ou
égale & 1, Alors 6 appartient bien & la classe Tp .

Cela termine la démonstration du théoreme,
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