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CALCULS SUR DES SUITES RECURRENTES LINEAIRES
par Maurice MIGNOTTE

Nous étudierons le probléme de la détermination des zéros d'une suite récur-
rente linéaire.

1. Notations et préliminaires -

Une suite u = (un)n>d de nombres est dite récurrente s'il existe un entier h,

et des nombres qp s eees Gy (qh # o) tels que :

ﬂ]) u

nth - 91 Ypener Yoot T 9y Yy o

une telle suite est dite d'ordre au plus h.

On considérera le cas ol les u, et q‘_.| sont entiers. Si on pose

u 0o 1 0
n .
U 0O 0 1 o0
Un = : L pour n 20 et A= .o
0 toviinennnnns 0 1
. Ul Gy oerens [EEER q,
la relation (1) s'écrit sous forme matricielle
A = = n+]
) LU AU A U, pour n 2 O.
On associe 2 u le polyndme .
h=1 k k

1
“q, = X -ap) ... (X -a) r

ol les a, sont distincts et vérifient Ia]| 2 |a2| PR |ar|. En utilisant la

P(X) = Xh -q, X

décomposition de Jordan de A, on voit qu'il existe des polyndmes Rl s eees Rr ,
tels que 1l'on ait :
n n .
(2) un—R](n) u1+...+Rr(n) a., si nz0
le degré de Ri étant majoré par ki -1, pour i =1, ..., r.

Inversement, une suite u, définie par (2), vérifie la relation (1). Si u

vérifie (1), et si on considére la suite v = (vn)n>0 définie par

v u
n nT+m
la relation (2) montre que l'on a :
tom T.n
(3) v = Jad'R.(nT+m (az)
Do i
on en déduit que v vérifie une relation de récurrence d'ordre < h et que cette

,n20(T >0, m> 0, entiers fixés),

relation ne dépend que de T.

2. Le théoréme de Skolem—Mahler -

Il s'agit du résultat suivant.
THEOREME 1.- Soit (u) une suite récurrente linéaire. Soit E 1'ensemble des
indices n tels que v, soit nul. Alors E est &gal 3 une union finie de pro-

gressions arithmétiques (dont certaines peuvent &tre de raison nulle !).
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Démonstration - Voir [5], par exemple.

COROLLAIRE.- Si u admet une infjinité de zéros, alors, pour tout ar il existe
aj , j #1, tel que ai/aj soit une racine de 1l'unité.

Démonstration - Si Vo= Ui

d'obtenir le résultat annoncé.

= 0 pour tout n, la relation (3) permet facilement
Le théoréme | a pu Etre précisé, nous nous contenterons d'énoncer le résultat

suivant (voir (%) pour plus de détails et d'autres résultats).

THEOREME 2.- Il existe un algorithme permettant de décider si une suite récurrente

linéaire 3 termes entiers possé&de une infinité de termes nuls.

3. Une application d'un résultat de Baker -

En utilisant la minoration de formes linéaires en logarithmes de nombres algé-
briques démontrée en (2}, on démontre le résultat suivant.
THEOREME 3.- Soit u une suite d'entiers définie par (1) et (2). Supposons que P

admette au plus trois racines de module maximal et que ces racines «a ey O

1’ 2
sont simples.  Alors, il existe des constantes n et c¢, effectivement calculables
telles que, pour n 2 n_ on ait

n _-c . n
|un| 2 |al| n si R] ap * ... +Roa # 0.

(Les polyndmes Rl s ey RZ sont constants).
Démonstration - Voir (8) ou (7).

4. Etude d'un exemple -

Considérons la suite définie par
= = = = - + 1 > .
ug U 0, u, 1, U3 2 u 4 u 4 u_ si nzxzO0
On constate que l'on a :

u =u, =u, =u 0.

o - M1 T T % T 3T U2 T .
Cet exemple, di a Jean Berstel, contredit une conjecture affirmant qu'une suite
récurrente cubique & valeurs entiéres, qui n'a qu'un nombre fini de zéros, en a
au plus cing (voir (5)). La détermination de tous les zéros de (un) était donc
intéressante. Nous allons indiquer plusieurs méthodes permettant de prouver que
les zéros indiqués plus haut sont les seuls.

a) Méthode p-adique -

Elle utilise le théoréme suivant, di & Strassman.
THEOREMﬁ 4.- Soit- f(x) = z a, xk , une série 3 coefficients dans un corps F -
adique K , non identiquement nulle, convergente sur OP , anneau des entiers
de K. Alors, le nombre de zéros de f dans ()F est majoré par :
N = max {k; v$ (ak) est minimal} ,
ol v désigne la valuation p -adique de K.
On considére ici un corps * -adique de décomposition de P considéré comme

vpolynSme a coefficients dans Qp pour p = 53. Voir (6) pouf plus de détails.
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b) Calculs modulo m -

Grdce 3 un raffinement quantitatif du théoréme qui figure dans 1'article de Baker

(1), on obtient

u #0 si n>100
n

Ainsi, un nombre fini de calculs (!) permet de déterminer tous les zéros de u -
' En réduisant 'un modulo m, il est facile de montrer que la suite des résidus
est ultimement périodique (il n'y a qu'un nombre fini de triplets distincts modulo
m). De plus, si m est impair, la suite est'purement périodique (modulo m, u

est déterminé par u Soit Zm 1'ensemble des zéros modulo m.

n+l > Yn+2 un;B)'
Si u = 0, ona ne N Zm , et réciproquement. En prenant des valeurs de m
convenablement choisies, on arrive, de proche en proche, & déterminer des nombres
K de plus en plus grands tels que :

u = 0=>ne€ZmdK (ot Z=1{0,1, 4, 6, 13, 52}).

Un exemple montrera la marche a suivre.

On a :
- modulo 18481 ; période 24 .3.5.7.11 , zéros : Z
- modulo 8737 ; période 25 .3 .7 .13 , zéros : Z
- modulo 21377 ; période 27 . 167 , zéros : Z + (6546)
- modulo 19457 ; période 210 .19 , zéros : Z + (11338).

Des deux premiers résultats, et du fait que les éléments de Z sont distincts
modulo le p. g. c. d. des périodes (égal a 24 . 3. 7), onvoit que les zéros de
(un) appartiennent & l'ensemble Z + (25 .3.5.7 .11 .13) . N. Puis la
réduction modulo 21377 fournit, en plus de Z, le nombre 6546; mais ce nombre
n'appartient pas 3 1'ensemble Z + 25 . N (et il en est de méme pour les nombres

de la progression 6546 + 27 - 167 . N), donc les zéros de (un) appartiennent a

1'ensemble Z + (27 . 3.5 .7 .11 .13 . 167). N. Finalement 1'étude de ces
quatre cas montre que les zéros de u sont situés dans les progressions
Z+ (2]0 3.5 .07 .11 .13, 19 .n]67)l. IN. En particulier, les seuls indices
n < 210 .3 .5 .7 .11 . 13. 19 . 167 sont les nombres de Z.

Les calculs faits sur machine ont permis de dépasser la borne 10190.

c) Approximations diophantiennes -

Une autre méthode, inspirée du travail de Baker et Davenport [2), n'utilise
que le calcul (avec une trés grande précision) des logarithmes des quantités a,

w, b, w', définies par la condition
n_ —-n .
u aw +tauw + bw®™ si n:o0.
La démonstration du théoréme 3 montre en effet que la condition u = 0 impli-
que, pour n assez grand, une inégalité du type !

-en . _
(4) |n o -m + B| < e , pour un certain e > 0O, o, B, réels.
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C'est un probléme non homogéne, mais un -argument, di & Davenport, permet de le
ramener 3 1'étude d'un proﬁléme d'approximation diophantienne homogéne :
LEMME.- Soit K > 6. Pour tout entier positif M, soient p et q des entiers
vérifiant
' lsqskM, [ap-q <2

Alors, si

[la 8] =3 K} (ot || || = distance a l'entier le plus proche),

1'inégalité (4) n'a pas de solution dans 1'intervalle

- (5) .lfﬁi{gili_ <n<M
Démonstration - Posons q a = p + ¢, avec |¢| < 2(K M)_I. En multipli;nt (4) par q,
il vient 3 » )
6 In(p + ¢) maq+aqg|l<qe ™
Supposons que n vérifié (4). Alors,
. 6] n < 2 M(K M)_l =2 K—‘ 5 q e P ckMe M« K_]
Puis (6) implique ||q B|| < 3 K™, Contradiction. »
I1 faudrait ici calcuier a et B avec une précision de 1'ordre de 10—250. La

meilleure méthode consiste 3 utiliser la méthode de Newton en inversant la fonction
exponentielle (et non le développement en série du logarithme !).

Remarque - L'existence de p et q dans 1'énoncé du lemme 3 résulte du lemme
d'approximation de Dirichlet.
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