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INTRODUCTION

Ce travail a pour objet de construire toutes les représentations
complexes irréductibles du groupe symplectique Sp(A,Fq) , en quatre va-
riables, sur le corps fini Fq 2 q éléments (de caractéristique quel-
conque) et du groupe des similitudes symplectiques associé ‘GSp(4,Fq)
Jusqu'a présent, seule la table des caracteres de sp(a,mq) était connue

(depuis 1968 pour q impair [16] et depuis 1972 pour q pair [6]).

Nous obtenons toutes les représentations complexes irréductibles
de GSp(4,Fq) en décomposant ses représentations de Weil associées a cha-
cun des deux espaces quadratiques non-dégénérés de dimension 4 sur Fq
Les représentations irréductibles de Sp(4,Fq) ,-dont la structure est
plus compliquée, s'obtiennent alors aisément par restriction. Nous construi-
sons d'ailleurs, de maniére générale, la représentation de Weil du groupe des
similitudes symplectiques en 2n variables GSp(Zn,Fq) , sur Fq , as-
sociée a un espace quadratique non-dégénéré (E,Q) de dimension paire sur
Fq . Cette représentation a été introduite par A. Weil dans [18] pour le
du groupe symplectique sur un corps local. Nous en donnons ici une construc-
tion élémentaire pour le cas d'un corps fini, en nous appuyant sur une pré-
sentation trés simple du groupe GSp(Zn,Fq) (valable en fait pour tout
corps de coefficients). Signalons que Saito [9] a aussi étendu la construc-
tion de la représentation de Weil au cas fini, en s'appuyant sur la présenta-
tion de Sp(Zn,Fq) donnée par une base de Chevalley pour ce groupe. La vé-
rification de la compatibilité des opérateurs de Weil associés a ses généra-

teurs est encore élémentaire, mais trés compliquée.

Nous décrivons maintenant le contenu des différents chapitres.
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Dans le chapitre I, de nature préliminaire, nous construisons toutes
les représentations irréductibles de GL(Z,fq) et SL(Z,Fq) (qui sont d'ail-
leurs connues). Nous le faisons par décomposition de la représentation de Weil
de GL(Z,Fq) associée a chacun des deux plans quadratiques non-dégénérés sur
Fq , dont la construction correspond au cas n =1 ci-dessus, et par res-
triction ultérieure 2a SL(Z,Fq) . Dans la suite, nous nous servons constam-

ment des différents modeles donnés dans ce chapitre pour ces représentations,

pour décrire celles de GSp(4,Fq)

Dans le chapitre II, aussi de nature préliminaire, nous construisons
de manidre géométrique toutes les représentations de GSp(A,Fq) qui ne sont
pas dans sa série discréte, c'est-a-dire, toutes les composantes irréductibles
des représentations induites a GSp(A,Fq) a partir des sous-groupes parabo-

liques propres de GSp(A,Fq) , suivant le schéma général de Harish-Chandra

[147].

Dans le paragraphe 1 du chapitre III, nous établissons la présen-
tation de GSp(2n,k) (k corps commutatif) qui rend immédiate la construction
de la représentation de Weil de GSp(Zn,Fq) , associée 2 un espace quadra-
tique non-dégénéré (E,Q) de dimension paire 2r sur Fq . Nous effectuons
cette construction dans le paragraphe 2, en définissant les opérateurs de
Weil correspondant 2 nos générateurs et en vérifiant ensuite, aisément, que
les relations entre ces générateurs sont respectées. Dans le paragraphe 3, nous
donnons quelques lemmes généraux sur la décomposition de la représentation de

Weil, suivant un sous-groupe du groupe GO(Q) des similitudes de Q (qui a-

git dans la représentation de Weil !).

Dans le chapitre IV, nous spécialisons notre construction au cas
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n=r=2 et (E,Q déployé, et nous étudions les représentations de
GSp(4,Fq) obtenues par décomposition de la représentation de Weil dans ce

cas. Cette décomposition se fait a 1'aide des représentations de GL(Z,Fq)

puisque le quotient de GL(Z,Fq) xGL(Z,Fq) par le sous-groupe des (t,t-l)

3
pour t scalaire, est d'indice 2 dans GO(Q) dans ce cas. On obtient ainsi
2 peu prés la moitié des représentations de GSp(4,Fq) (la série dite dé-

ployée), dont la famille de représentations irréductibles dans la série dis-

créte de dimension '(q~1)2(q2+1)

Dans le chapitre V, nous considérons le cas oi (E,Q) est non-dé-
ployé (toujours avec n =r = 2) . Nous pouvons alors décomposer la représen-
tation de Weil suivant des représentations de GL(2,F 2) N éar le quotient
de GL(2,F 2) par le sous-groupe des matrices scalaires de norme 1 est
d'indice ; dans GO(Q) dans ce cas. Nous étudions les représentations de
GSp(4,Fq) ainsi obtenues (qui sont presque toujours irréductibles) et nous
montrons que l'on obtient ainsi toutes les représentations qui manquaient
dans la série déployée. On obtient, en particulier, de maniére immédiate, des
modéles pour la série discréte de dimension (q-l)2 et pour les q-1 repré-

sentations exceptionnelles de dimension %q(q-l)z (appartenant aussi 2 la

série discrate).

Dans le chapitre VI, nous montrons comment 1'on obtient aisément
toutes les représentations irréductibles de Sp(4,Fq) par restriction de

celles de GSp(A,Fq) , & 1'aide des résultats du paragraphe 1.

L'essentiel des résultats concernant Sp(A,Fq) a été annoncé

dans les notes [12] et [13].
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NOTATIONS GENERALES

cardinal d'un ensemble'fini E

ensemble de toutes les applications d'un ensemble E dans un ensem-

ble F

support d'une fonction f d'un ensemble E dans un groupe additif

M , c'est-a-dire l'ensemble des x € E tels que f£f(x) # 0
corps des ﬁombres complexes.

corps fini a2 q éléments.

groupe additif d'un anneau A

groupe multiplicatif des éléments inversibles d'un anneau A
groupe des caractéres d'un groupe abélien G

caractéristique d'un corps k

+

pour ? € car (k") , t €k (k corps commutatif), désigne le

caractdre de k" défini par. *t(r) = *Ktr) (r € k)

induction (de représentations), d'un sous-groupe H d'un groupe

fini G , 3 G lui-meme.

restriction (de représentations) d'un groupe fini G & un sous-

groupe H

nombre d'entrelacement de deux représentations U et V d'un

groupe fini G , c'est-a-dire la dimension de l'espace HomG(U,V)
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R(G) classe de toutes les représentations (complexes) d'un groupe fini
G

1(6) classe de toutes les représentations irréductibles d'un groupe
fini G

1) ensemble des types d'isomorphie des représentations irréductibles

d'un groupe fini G

Stabe stabilisateur dans G ( G groupe fini) d'un élément x d'un en-

semble dans lequel G agit.

FixVH espace des points fixes pour un groupe fini H dans un espace vec-

toriel V dans lequel H agit.

LIS vaut 1 si a=b et 0 si a#b , pour des éléments a et b

d'un ensemble E

§ fonction de Dirac centrée 2 1'origine sur un groupe abélien M ,

c'est-a-dire, 6(a)= ‘a (a € M)

,0

N

J'exprime toute ma reconnaissance & P, CARTIER qui a dirigé mon travail
de recherches pour 1'intérét qu'il a toujours porté & mon travail, et ses

précieux conseils,

Je tiens & remercier G, POITOU, président du Jury de Theése, J, TITS rarpor-
teur de la dite these et R, AZENCOTT, qui m'a proposé un intéressant sujet de

seconde theése,

La frappe a été effectuée par Mesdames Cabannes et Liévremont, & 1'I.H.E.S.
et Madame Bonnardel, & 1l'Université de Paris-Sud. Je les remercie bien vivement

pour leur travail diligent,
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CHAPITRE I

Les représentations de GL(2, Fq) et SL(2, Fq).

Dans ce chapitre, nous construisons toutes les représentations
complexes irréductibles de GL(2, Fq) par décomposition de sa représenta-
tion de Weil et nous obtenons par restriction toutes les représentations
complexes irréductibles de SL(2, Fq) . Nous donnons aussi plusieurs au-
tres constructions de la série principale, ainsi qu'un certain nombre de
propriétés des représentations de GL(2, Fq) et SL(2, Fd) qui nous seront

utiles dans la suite.

Dans tout ce chapitre, nous posons k = Fq (corps fini 2 q é1é-
ments), Go = GL(2,k) et Gé = SL(2,k). Nous ne faisons pas de restric-

tion sur la caractéristique de k.

§1. La série principale de Go'

Nous rappelons briévement deux constructions bien connues de la

série principale de représentations de GO

Dans ce paragraphe et les suivants, nous notons B0 le sous-grou-
pe de Borel de G0 formé des matrices triangulaires supérieures, et To le

tore maximal déployé de G0 formé des matrices diagonales.

1. Construction de la série principale par induction.

DEFINITION 1.- Soient %, @& Car(k*). Notons [« @] le caractzre de B

défini par
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L, 01§ ‘;) = «(a) B(d) (a,d ¢ K, bek).

On appelle série principale (de représentations) de Go la famille de types

d'isomorphie des représentations irréductibles de Go obtenues en décompo-

sant les représentations induites

Gup o Tog) = 10d Lol
] o

Nous avons alors

1), Hego = 1£: 6 — ¢ | £(bg) = [«,81(b)E(e) Vbes ,Vgeq }

et

(2) [T«,@(g)f] () = f£(hg) (el o, 8 het).
Comme

) 16 | = (g-D2q(q+D)

et

w 18,1 = (D%,

on a

(5) dim H“'P qt+l («,» €car(k )).

Le lemme suivant est bien connu, et facile a vérifier directement.

LEMME 1.- Soient «,B,«',p' € Car(k®). Notons («,p; «',8') le & - espace

vectoriel formé des fonctions complexes K sur G vérifiant la condition

(6) K(b'gb) = C[a',@'] (b")K(g)La, Alb) (b,b' €B_, g€G ).



Alors, en faisant correspondre a chaque K €K(x,p; x',p') 1'opérateur QK

donné par

) [O,0)@ = 2= k@ Him (ten,
h G ’
]

¢

on définit un isomorphisme de € - espaces vectoriels de K(x,f; x',B') sur

HomGo(H“:f” s H‘*',ﬁ')' En outre, 1'application KH@K ainsi définie (pour

KeXH(x,0; «', @) et pour tous les x,(,«,@ & Car(k*)) transforme le pro-

duit de convolution de fonctions complexes sur G0 dans le produit d'opéra-

teurs.

Notons N(TO) le normalisateur de T, dans G et W le grou-

pe de Weyl N(To)/To de Go . Alors W= {1, wo} avec w_ = (§ (l))TO . Le
groupe wo agit naturellement sur les caractéres de TO par

®) I S RO ST

pur w wo , %, @pecar(k®), h T, » ot 1'on pose

(9) @ PG = x@p@ . (a,d ek®).

A 1'aide des résultats rappelés ci-dessus et de la décomposition

de Bruhat

«
n

BwB
BoU o0 o0
de GO , on démontre aisément la

PROPOSITION 1.- On a, quels que soient «, (3 Car(k*),

dim Homco (H

""(”’H""»P') = |{wew0|(«,(5)w = (o\',r)')}].

> BEG),

19
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COROLLAIRE. - Quels que soient «,peCar(k*) , on a

i) H«"} est irréductible si o # B;

ii) Hac‘ est somme directe de deux représentations irréductibles non-iso-
3

morphes;

iii) H, o ‘n'est isomorphe a qu que si  («', p') = (x, @) ou
3 3

(a', ) = (@, =).

La décomposition explicite de H, = (xe&Car(k™)) est la suivante
3

- q
(10) H«"& Hu + Hy

ol Hi( désigne la droite dans H . engendré par la fonction complexe
El
«cdet, et ol la sous-représentation irréductible Hi de dimension q est
donné par
q _ _ IS
(11) W = Qfer, | E £(x) = 0 Yeek*y

X €Go
det x

t

1
Nous notons T[_ (resp. 7tY) la restriction de TT au sous-es-
X o R ok
1
pace H_ (resp. Hg). Nous avons ainsi (Hi ,ﬁi) = (T, xodet). La repré-
sentation (Hz ,T(i) est appelée représentation de Steinberg de G0 asso-

ciée au caractére o« et notée aussi St(e).

Notons ( ) le type d'isomorphie de (H_ o T, ),
,0

Hia, 08 0 iapy 0

pou \x,(’:ECar(kx). Nous avons alors, avec les abus de langage habituels,

la description suivante de la série principale de GO.

PROPOSITION 2.- La série principale de représentations de G0 ést: formée de

(q-1)(q-2) représentations “i« o (\x,'\%eCar(k‘), o # () de dimen-

sion gq+1,
q-1 représentations 7(2 (¢ ¢ Car(k™)) de dimension q , et

q-1 représentations Tti =wedet (a&Car(k®)) de dimension 1



2. La représentation naturelle de Go

Le point de vue de ce numéro est celui que nous généraliserons a

GSp(4,k) au chapitre II. Dans la suite, on note k2 le plan fini kxk .

DEFINITION 2.- La représentation naturelle T de Go est définie dans 1'es-
2

= k“x k¥
pace M =1 par
_ -1 = 2 x
12)  [t(E)x,t) = f(xg, t.det g ) (geG , feM, xek”, tek’)

(le groupe Go agit dans k2 par multiplication matricielle 3 droite).

Nous avons tout d'abord la décomposition évidente

™M, =0 1+ WD

(T, xodet) @ M, T)

xe Car(k )
ou
(13) M = {feM | Supp £ C f0hx K*}
(14) M = {feN.f(0,t) =0 veek'}

5 A o
et ol 1'on note encore T 1la restriction de T au sous-espace stable M

(resp. M ). D'autre part, on peut décomposer (M, T) suivant les caractres

de k*x k* en posant, pour u,(&ECar(kx) s

(15) ﬁ_@ = §féﬁlf(rX,t(rs)_l) = «(r)p(s)f(x,t) Yr,s,t ek, Vx ekzg

Nous avons alors

™, 1) = CIPENE S RN
&, € Car(k™) ¢
ol l'on note encore T la restriction de T au sous-espace stable Ex o
5!
Posons
(16) “,,\ﬂ, = N‘x,(s(] M (=, (& Car (k™))

I1 est clair que l'on a

21
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Hap = Mag si @t P (xpecar®®))
(ﬁd,o( »T) = (M«,u » )@ (@, aodet) (x eCar (k)
et enfin
dim Mo((s =q+1 (e, B eCar (k)

Nous étudions directement 1l'entrelacement de ces représentations.

DEFINITION 3.- Pour «, @, «', @ e€car(k™) , on désigne par E(d,@;d', o)

le T - espace vectoriel formé des fonctions complexes K sur

2
(k Xk")x(kzx k*) (appelées noyaux dans la suite) telles que

(17) K(x'g,t'det g-l;xg,tdet g-l) = K(x',t';x,t) ,
et que

(18) K(r'X',t'(r'S')-l;rX;t(rS)_l) = °"(r')(ﬁ’(S')«-l(r)(b-l(s)l((x',t‘;x,t) s

2 .
quels que soient ryr',t,t',s,s'e k¥, x,x'€ k et geGo . De plus, on note

R(«,B; 0(',(5') le sous-espace de 1_1(0\,(5;01',@’) formé des noyaux K tels que

(19) K(0,r;y,s) = K(x,t;0,u) =0 (r,s,t,u ek} x,y ekz)

PROPOSITION 3.- En associant a chaque noyau Keﬁ(u,\%; «',@') pour tous les

A,@,ul,P'eCar(k’() , 1'opérateur QK de E“P dans ﬁ«' o donné par
bl El

(20) [@Km](g) = E KCE W E() (gekzx K,

mek* x kX

on définit une application qui transforme la multiplication matricielle de no-

yaux en produit d'opérateurs et qui est un isomorphisme du € - espace vectoriel

R(«, B; «,p') (resp. R(%,p; £, 0')) sur le T - espace vectoriel |

M M P M M 1s soient
HomGo(M'J‘,('ﬁ s Ma,’@,) (res HomGO( % s °(,’(5,)) , quels que soien

a3, o, ¢ € Car (k*)



On voit ainsi déja que les nombres d'entrelacement
M s M, ] seront majorés par le nombre de configurations possibles
ap e,
2
de deux droites dans le plan k~ (& savoir, deux). De maniére plus pré-

cise:

PROPOSITION 4.- On a, pour «,p,«, @ eCar(k ),

i) My.o &St irréductible si & # @ ;
AN

ii) M““ est somme directe de deux représentations irréductibles non-
3

isomorphes;

iii) M, ¢ n'est isomorphe & M, o Aue si («', @) = (2, ou
3 3

(', p) = (3,%)

Démonstration: Soient u et v deux vecteurs linéairement indépendants
de k2 . I1 découle de (17), (18) et (19) que la donnée d'un noyau
KeR(x,p;', ') , powr *,p,«,0' &«Car(k*) , équivaut a la donnée de ses
valeurs K(u,l;u,l) et K(u,l;v,1) . Comme G _ est transitif sur les

. . ca 2
couples de vecteurs linéairement indépendants de k , nous avons d'apres

(17) et (18), quels que soient r,sek* ,

K(u,l;v,1) = K(ru,(rs)—lgsv, (rs)-l) a! (r)p' (s)‘*-l(s)(’;l(r)l{(u,l;v,1)

en plus de

K(u,15u,1) = K(ru, (rs) Liru, (rs)™h) o"*’Cl(r)ﬂ’»’(5-1(s)l<(u,1;u,1).

I

I1 s'ensuit que

= +
[M“’p 3 M“l’(bl] 8(\’",(5'),(0‘,‘5) S(uu’w),(p’d) H)
d'ol les trois assertions de la proposi.tion.

C.Q.F.D.

23
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La description et décomposition explicite suivante de M est
E)

immédiate:

PROPOSITION 5. - Notons L 1l'ensemble de toutes les droites du plan k2

2
Pour tout x€k“ -0} notons @(x) 1la droite de k2 passant par x

Définissons, pour tout wecCar(k™®) , la représentation

L) = (L, =t = (@, «v
p_ai
[« (g)£1(@) = «(det g)f(fg) (geG_, feL, Cel)
avec
E)g = €(xe) (xek’-10}, gec)
On peut identifier L(e) 2 (M“’“ , T) en associant a chaque
fel 1la fonction f"e,Mu’“ telle que
£'(x,1) = £(2x)) (x ek?-10})

La décomposition de L(«) en composantes irréductibles est la

suivante

LW = fWEL® = o, om0

(L°, «©) , et ou l'on désigne par L

on LS. = @, o« et L°(w

(resp. Lo ) le sous-espace de L formé des fonctions constantes (resp.

des fonctions dont la somme sur L est nulle.

Dans la suite, on posera

(21) ¢ = e,a) , ¢, = €, (aek®)

a



Nous donnons, pour terminer ce numéro, un isomorphisme explicite

de Mu(s sur M(ao( (%,3 eCar (k*)).

PROPOSITION 6. - On définit un automorphisme involutif de (M, T) qui en-

voie Mq(% sur MpO( , pour tout o,@ecCar (k) par
3 ¢ ]
= l t 1 ) 1 ]
(Sf)(r,s;t) = = , € (rs' - sr')f(r',s';t) .
4T (r',s") ek

poir feM, r,sek, tek® , olt e désigne un caractére non-trivial quel-

conque de k +

Si x# (3 , on aen fait,

($E)(r,s30) = =px t(o)ale,xp ) L, fkhsho
! (r',s') €k
rs' - sr' =1

pour feMu(,j , rysek, t ek , avec
N —_

G(e, '1(5_1) = Z e(d)(u(?’-l)(d) (ci; §2, n°2, déf.4).

dek”

Démonstration: La premiére assertion résulte aussitot des propriétés du dé-
terminant, en tant que forme bilinéaire alternée, non-dégénérée, sur

2 .2 : . Pk P .
k™% k" et du fait que G0 est aussi le groupe des similitudes du détermi-

nant. En ce qui concerne la seconde assertion, nous avons, si =« # [ |

pour fcM s (r,s)ékz, tek®

q,(s
() (r,s;t) = -I'I/__ f(ar,as;t) + L et j____., 2 f(dr',ds';t) s
91, ek d ek” (r',s') €k
rs'-sr' =1
=l§ et(d)ﬁ(’»-l(d)z 2 f(r';s':t)
9 dek (r',s') €k

rg'-sr' =1

25
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comme voulu.

C.Q.F.D.

3. Isomorphisme entre la représentation naturelle et la série principale.

Nous montrons que la représentation naturelle de Go redonne sa

série principale.
PROPOSITION 7. - On a l'isomorphisme de représentations
M ~ H

quels que soient «,pecCar(k )

Démonstration: Nous construisons un morphisme non-nul @ de la représenta-

tion Hy b dans la représentation M , quels que soient ot,(beCar(kx)

@,%
Comme Hq = Ind [« s (5-] , il suffit pour cela d'exhiber un vecteur dans
’ B tG
o o
M(3 qui se transforme comme 1€ sous Bo , suivant {«, ] . On véri-
’ X
fie aisément que toute fonction fl € MP“ dont le support est
i)

10} x kK*)x k* a la propriété voulue. Or f, est clairement un générateur
prop 1

X : PR
du E[Co'l - module MF“‘ pour tout «,(€Car(k*) . Le morphisme q,\ défini

)

ar f est donc un épimorphisme de H sur M . Comme
P 1 P p a,p B
im Hu,(', qtl = dim M‘B’“ » quels que soient «,pe Ccar(k*) , l'épi-
morphisme @ est en fait un isomorphisme.
C.Q.F.D.
DEFINITION 4. - Dans la suite, nous dirons que la représentation (Mu g T)
N

(0‘,(5 eCar(k®) , o # @) constitue le modele naturel du type d'isomorphie

H 1] =7 . Pour «eCar(k*) , nous dirons que L°(x) (que 1'on a
a0 Q3 Pl nous dirons que L \que . on a



déja identifié a (M , T),(cf. prop. 5, n° 2) est le modéle naturel de la

représentation de Steinberg St(%*) , souvent notée aussi ‘JT: dans la suite.

§ 2. La représentation de Weil de Go

Dans ce paragraphe, nous décrivons la représentation de Weil de
G, = GL(2,k) associée a un espace quadratique (non-dégénéré) sur k

Dans le numéro 1, la lettre k désigne un corps commutatif quelconque.

1. Une présentation de GL(2,k) , k corps commutatif quelconque.

DEFINITION 1. - Posons

_ ao . X
ha) = ¢ -1 (aek’)
R = (O (rew)
we) = D ek
.01
vooo= (]9
et
H = ih(a)|aek‘} s
B o= {n'()] rek*}
v, = fu® |bex’}

THEOREME 1. - Le groupe GL(2,k) est engendré par les générateurs h(a)

(aek®), h'(r) (rek®), u(d) (bek’) et w avec les relations

(1) h'(r)h'(t)

h'(rt) (r,t k™)

(ii) h(a)h(d) h(ad) (a,d k") ,
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(iii1)  u(@u(®) = ula+tb) , (a,b k™)
(iv)  h'()h(a) = h(a)h'(t) C (a,ter)
) u(b)h'(t) = h'(t)ultb) bek™, tek®) ,
(i) h@au®) = ula’b)h(a) (aek*, bek') ,
(vii) w? = h(-1) s
(viii)  wh'(t) = h(t)h'(t)w (tek™) |,
(ix) - wh(a) = h@a YHw (aek®)
(x) wia Hwu(@waa™?) = ha) (ae k)
On _a en fait
GL(2,k) = H'HU U H'HU wU
o 0o 0O 0 o0 [o)
Démonstration: Si g =. (i 2)6 GL(2,k) , alors nous avons
g = h'(ad)h(a)u(a 'b) si c=0 ,
et
B -1 -1 -1 ) x
g = h'(det g)h(-c "det g)u(cadet g )wu(c "d) si cek

Pour montrer que les relations (i) 2 (x) forment un systéme com-
plet de relations pour nos générateurs, notons tout d'abord que, en présen-

ce des autres relations, la relation (x) s'écrit aussi sous la forme
= -1 -1 x
wa(a)w = h(-a u(-a)wu(-a 7) (aek™)

Il est alors clair qu'a l'aide des relations (i) a (x) toute relation entre



nos générateurs se raméne 3 1l'une des formes normales suivantes
(N 1) h'(t)h(a)ud) = 1 (t,aek*, b ek’ convenables) s
(N 2) h'(t)h(a)u(b)wulc) = 1 (t,aek™, b,c ek’ convenables)

Mais la relation (N 2) est impossible dans "GL(2,k) et la relation (N 1)
n'est possible que si t=a=1 et b =0 , cas ot elle découle de (i),
(i1), et (iii).

C.Q.F.D.

REMARQUE. - La relation (ix) est en fait superflue, elle découle aussitdt

des relations (vi) et (x).

2, Formes quadratiques et sommes de Gauss sur le corps fini k = T

q

Nous rappelons dans ce numéro quelques résultats bien connus sur
la classification de formes quadratiques sur un corps fini k ', les som-
mes quadratiques (de Gauss) que leur sont associées, ainsi que sur les
sommes de Gauss associées 2 une paire (y,«)€ Car(k")x Car(k®) . Comme
référence on,peut citer (5], lsl, (11], ou encore [10]. Signalons d'ail-
leurs que, dans les chapitres suivants, nous n'aurons besoin de résultats
explicites que pour un espace quadratique (non-dégénéré) de dimension pai-

re sur k , ol ils son immédiats.

DEFINITION 2. - On note x la fonction coordonnée sur k et x, y les

. 2 . 2
fonctions coordonnées, canoniques, sur k= kxk . On appelle plan hy-

. . . N 2
perbolique tout espace quadratique isomorphe & 1'espace (k~, xy)

On note K 1l'unique extension quadratique de k et N la nor-

me de K sur k
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THEOREME 2. - Tout espace quadratique non-dégénéré (E, Q) sur k est som-

me orthogonale de plans hyperboliques et d'un espace quadratique (E0 s Qo)

réduit a 0 ou bien isomorphe 3 1'un des espaces suivants:

2
i) (k, x7) 3
ii) (k, toxz) (si car k # 2, on fixe un non-carré t, k )
iii) (K, N)

Si (E0 s Qo) =0 ou (Eo s Qo) ~ (k, x2) , on dit que (E, Q)

est déployé (sur k ); si (E_, Q) ® (k, t x°) ou (E_, Q ) = (K, N)

o o - o .0

on dit que (E, Q) est non-déployé (sur k )

Cela résulte de la décomposition de Witt de (E, Q), ou bien se

démontre directement, par récurrence.

DEFINITION 3. - Soient ¢ ecCar(k') et (E, Q un espace quadratique sur

k . On définit la somme de Gauss S associée a {oQ par

$eQ
SV = 2:: Q) et
°Q veE
On écrit encore

Sy, () =S (tek™) ,

¥eQ % q
SQ(t) = SEQQ(t) (tek™)
i 1'on a fixé un caractére non-trivial e de Kt ; on rappelle que 1'on

3



$ ) = Yen) (Yecarh), r ek’

Les propriétés suivantes de S“wQ se vérifient sans difficulté.

PROPOSITION 1 . - Soient (E, Q) et (E', Q') deux espaces quadratiques

sur k . Alors on a, pour tout *’6Car(k+)—\1} s

i) S.‘,‘,Q = S\\roQ’ si Q=1Q" ,

en particulier, S¢°Q ne dépend pas de ¢ si Q est non-dégénéré de rang

pair (1);

ii) S‘{m(Q ®q) = SW°Q 'SV°Q' (somme directe orthogonale)

iii) si - (E, Q) est non-dégénéré et si FCE est totalment isotrope, alors

S%Q |F|.s‘)°QF

ot 1'on note QF la forme quadratique sur FL/F définie par
QF(V+F) = Q(v) (verFt)

iv) si (E, Q) est non-dégénéré, alors

- =M

ISy |

PROPOSITION 2. - Dans le cas ol la caractéristique de k est différente de

- 3 . Lo N
2, notons L le caractére non-trivial de k de carré trivial, c'est-a-

dire

q-i
_ &y o 2 Lt
«O(t) = (q) t (tek )

On a (cf. déf. 2), pour tout q'eCar(k*)-ili s

(1) Rappelons que si Q est non-dégénérée, de rang ﬁair, on a toujours

Q tQ (t k)

31
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i) s, = 48O ) (tekh)
$otx

si la caractéristique de k est 2 (ol l'on note & 1la fonction de Dirac

o+ . .
sur % qui vaut 1 en O et s'annule ailleurs);

ii) S g = %06, 4D = «O(t) Ex\\l(r)mo(r) (t ek™)
‘{Jotx rek

si la caractéristique de k est différente de 2

iii) S*oxy = q 3
et
iv) s*uN = -q

Démonstration: Les assertions (i) et (ii) sont immédiates; 1'assertion (iii)
découle aussitot de la proposition 1, iii) appiquée & F = K x {0} , ou

encore du fait que
q 2
|2(r,s)ek | rs = tll = q-1+ qbv) (tekh)
L'assertion iv) résulte de la relation

|[faekInG) = t}| = q-1-q8() (tex®)

C.Q.F.D.

COROLLAIRE. - Soit (E, Q) un espace quadratique non-dégénéré sur k . Dé-

finissons le signe €(Q) de (E, Q) égal a 1 (resp. -1) si (E, Q)

est déployé (resp. non-déployé). Alors on a, pour tout ¢ecCar(k®)-{1} ,

i) SV«Q = 8(Q)|Ell/2 si dim E est paire,
ii) Speq " £@)q"6 (¢, 7)) si dimE = 2m+ 1

On trouve aisément, pour q impair,



[GW,"‘O)]Z =« (-1)q (pecar(kt), ¢ # 1)

mais le calcul du signe de G(*:,o(o) est beaucoup plus délicat. On a le théo-

réme classique suivant (pour une démonstration purement algébrique, cf. [10}).

THEOREME. - Notons ep le caractére de ]Fp ( p premier) défini par

ep(n + pZ) = exp(2'ninp-l) (nez)

et notons Trp la trace de k =]Fq (q = pr) sur ZIFp . Alors, pour le

caractére fondamental

gg]F; ,ona (si p#2)

s

G(e,uo) _ (_1)r+ lw(p)rql/Z

oll 1'on désigne par wep) la racine carrée de (-%) définie par

1 si p=1 mod 4
w(p) =

i si p=3 mod 4

REMARQUE. - Au numéro ii) du corollaire ci-dessus, on trouve alors

Spoq T E(Q)vto(t)(-1)r+1‘o(p)r“3|1v/2

si dim E est impaire (Y= e, q = p").

Rappelons que l'on pose de maniére générale la

33
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DEFINITION. - On appelle somme de Gauss associée 3 un caractére additif *

+

de k' et 3 un caractere multiplicatif « de k™ , la somme

G(§,%) = E: borx(e)

t e k®

On montre alors sans difficulté la

PROPOSITION 3. - On a, pour peCar(k’) , «ecCar(k )

. -1
i) cW%,0) = «x(s)TG(Y,x) (sek*);
‘s _1/2 . L
ii) lG(f,u) = q (si ¢ et o« sont non-triviaux).
Les sommes de Gauss sur kn = F a Se raménent a2 celles sur k
q

3 1l'aide du

THEOREME 4 (Hasse-Davenport). - Notons Nn (resp. Trn

trace) de k_ = T sur k = F . Alors on a
_—_— " qn — q EEem—

- G@orr_ L mon ) = [-a(y,®]"

guels que soient *1eCar(k+), x eCar(k™), non-triviaux.

Pour une démonstration, cf. (4] ou (10].

3. Définition de la représentation de Weil.

) la norme (resp. la

Soit (E, Q) un espace quadratique (non-dégénéré) sur k . On

notera B la forme bilinéaire associée 2 Q , définie par
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(1) B(x,y) = Qx+y) - Q(x) - Q(y) ) (x,y E)

Dans la suite, nous notons X 1l'ensemble de caractéres non-tri-
+ .
viaux de k . Pour tout *;e X , l'application *oB est alors une mise
en autodualité symétrique du groupe additif E+ . Le groupe multiplicatif

k agit transitivement sur X par
2) vi@ = Yea) (tek*, ack®, pex)

Nous construisons la représentation de Weil de Go associée 2

(E, Q) a l'aide de la présentation de S, donnée au numéro 1.

THEOREME 5. - Soit (E, Q) un espace quadratique (non-dégénéré), de di-

mension paire 2m , sur k . On peut définir une représentation

(VQ s PQ) de Go , appelée représentation de Weil de G, associée 2

1'espace quadratique (E, Q) , en posant

vy - PLED

et en se donnant PQ = 4 sur les générateurs de G° par les formules
suivantes

3 lp@)e] ) = fxa, ) (aek™ ,

@ [pe TN = £G4D (tel)

(5) [e(u(b))f](x,'{l) = P b)) Ex,$) ek

a(q)q'mzq»<n(x,y>>f(y,+) ,

(6) P €] (x,4) )
ye

pour feVQ , xeE , deX
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D'autre part, si y est une similitude, de multiplicateur m N

de (E, Q) sur un espace quadratique (E', Q') , alors y induit un iso-
morphisme O(y) de (VQ. s PQ,) sur (VQ s PQ) défini par
-1

m,
£xy Y (f'evy, » x€E, fex) ;

[

. (ol e,

si y' est une similitude de source (E', Q') , alors on a

a(y'loy) = a(y)e o(y")

Démonstration: On a a vérifier que les relatioms (i) a (viii) et (x) entre
les générateurs de Go sont respectées par la définition des opérateurs que
nous venons de donner. Ceci est trivial pour les relations (i) a (iv) et im-
médiat pour les relations (v), (vi) et (viii). En ce qui concerne la rela-

tion (vii), nous avons, pour feV , x€E et YeXx ,

(P2 (xyp) = ¢ ™ BGLyVBG,2)EGEY)
P q) eE
y’z
ComY G ) | BGezy))
1 ek YEE
= f(-x,\") s

puisque \l}uB est une mise en autodualité symétrique du groupe abélien EV
d'ordre |E| = q2m

La dernigre relation s'écrit encore

1

wi(a)w = h(-a Dul-a)wu(-a™) (a ek*)

Or on a, pour aek® , fevV , zeE , bex ,

q-Zm ) +[B(z,x)+aQ(x)+B(x,y)]f(Y:‘{‘) 4

X,y €E

= ¢ § $la Bz, xrE M) £, ),

x',yeE

[f(w)P(u(a))?(w)fl (z,$)
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DI S P

ye E

d'autre part

(pat-a™1))plut-a))pwptut-a ) e] (z,p)

$-a oz e(@q™ E $l-a By £y

yeE

€(Q)q-m§ :‘{)[-a-lQ(y+z)] £(y,§)
y€E

On voit ainsi que pour que la relation (x) soit satisfaite, il

faut et il suffit que l'on ait

1/2

Sy.~(a) = e(QIE| (a k)

teQ
Compte tenu du corollaire i) a la proposition 2 du numéro 2, nous avons dé-

montré que la représentation p est bien définie et aussi le théoréme,

puisque ses deux derniéres assertions sont claires.
C.Q.F.D.

REMARQUE 1. - Dans le cas ou dim E est impaire et la caractéristique de
k est différente de 2 , on arrive encore 2 construire une représentation
de Weil associée a2 (E, Q) en modifiant la définition des opérateurs

p(h(a)) et p(w) de la mani2re suivante,
- _ x
(ph@NE)Gp) = «_(a)f(xa,p) (ae k)
(ot 1'on note o le caractére non-trivial de k* , de carré trivial),

peneleg) = e@iel™ %7 %6, ) ;E«\:(B(x,y))f(y,@)
y
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pour fEVQ ,x E,7 X(cf. n° 2, cor. 2 la prop. 2 et rem. au th. 3). La
vérification se fair de méme que dans la démonstration ci-dessus, le point

essentiel étant en fait que le quotient

S - ao(a)

/s
a o
$?q YoQ
est multiplicatif en aek" et ne dépend pas de ¢eX

Dans toute la suite cependant, nous n'aurons besoin que de la re-
présentation de Weil associée a un espace quadratique non-dégénéré de rang

pair.

REMARQUE 2. - Si l'on choisit un caractére e€X , on peut réaliser la re-

X
présentation de Weil (VQ , PQ) dans 1l'espace ¢EXk en écrivant

£(x, et) = f(x,t) (feVQ , xeE, tek®)

REMARQUE 3. - Il est clair que, si l'on désigne par H un espace vectoriel

complexe quelconque, on peut définir une représentation de Weil (VQ s FQ)
de Go associée 2 un espace quadratique non-dégénéré (E, Q) de dimension

paire sur k , en premant V_ = HEXX ot les mémes formules (3) a (6) ci-

Q

dessus pour définir l'action des générateurs de GO . Nous 1'appelerons

représentation de Weil de G associée 2 (E, Q) ‘et 2 H

§ 3. La représentation de Weil associée au plan déployé.

Dans ce paragraphe, nous décomposons la représentation de Weil
(VQ ’PQ) de Go associée au plan déployé (E, Q) = (kz, xy) et nous mon-

trons que l'on retrouve ainsi la série principale. Nous écrirons simplement



(V,p) 2 la place de (vQ s pQ)

1. Le groupe [' = co(Q) .

Nous décrivons tout d'abord le groupe T'= GO(Q) . Tout couple
(r,s)e KxK' définit une similitude directe ¥(r,s) de multiplicateur rs ,

de (E, Q , par

(1) ¥ (r,s) (x1 s XZ) = (rxl,sxz) (xl, xzek)
Posons
(2) T(xl,xz) = (xz,xl) (?(1, xzek)

Alors T€0(Q) et T' est le produit semidirect du groupe
+ _ x
(3) T = {y(r,8) | r,s ek } s
isomorphe 2 k'x K , et du sous-groupe {1, T} , avec les relations

(4) ™5 = 1 et $(xr, s)eT = Toy(s,r) (r,s k)

2. Décomposition de (VQ s PQ) suivant T

On note Y(r,s) (r, s €k*) (resp. T) 1'automorphisme de

(v, p) induit par ¥(r,s) (resp. T) , c'est-2-dire

‘ -1

(5) [?(r,s)f](xl,xz;»\;) = f(rxl,sxz;\{,-(rs) )

pour fevV , r, sek , YeX et x; , x,ek (resp.

(6) (Tf)(x]_’xzﬂ’) = f(xz:XlS'{’) (fev, xl,xzekJ Pex))
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DEFINITION 1. - Posons, pour tout couple «,( ecar(x*) ,

V“,G = {feV|¥(r,s)f = o(r) ps) £ Yr,s e'kx}

V“ ¢ est alors une sous-représentation de (V, P) et nous a-
s :

vons la décomposition

7 vV = v
e Ecar () ©0

PROPOSITION 1. - On a

Cdim Vo = gt (x,pecar(k’), « £ B) ,

dim V= qt2 (« ecar (k™))

B

Cela est .mmédiat.

~
Considérons maintenant l'actjon de T sur notre décomposition.

PROPOSITION 2. - Nous avons les propriétés suivantes:
i) L'automorphisme T induit par.restriction a Vdp un_isomorphisme de
s
x .
Vd’(,) sur VP’“ (“,@éCar(k ))
ii) V.=Vl 4V
0(,0\ KXy O(’O(
ol
+ _ ~Ne o _
Vo = {fevwL Tf = +£} ,
avec
s + . -
dim V =q+tl , dim V =1 .
oL X L3 §

s 3

Démonstration: Notre premidre assertion résulte aussitot des relations
¥(r,s)eT = To¥(s,r) (r,sek™) (n° 1) et la seconde de la relation géné-

rale
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£Gryoxp ) = @7 Gepx] I EGey 2y 59)

pour o(,(AéCar(kx), fGVd’@ s xl,xzekx, ‘\'EX et du fait que T permute
les T - orbites de (1,0; ) et (0,1; ) et fixe (0,0;y) (‘{'GX)

C.Q.F.D.

< : + P .
La représentation V_ admet la décomposition suivante:
3

PROPOSITION 3. - On a, pour tout «€Car(k™) , 1 Go - décomposition

+ | 1,+
Vo(,d Vn( @V« ’
avec
q _ + . -
vi= {fevd’ul Eek £(x,,054) = 0 Vyex} ,
*1
1,4 _ + oy L .
VO = R eV, ] £Ggungip) = SGEO,054) Vg x, ek, bext

S, s . + PUES - s
(ot 1'on note § la fonction de Dirac sur k , centrée a l'origine, qui

vaut donc 1 en O et s'annule ailleurs).

3. Modeles de Weil réduits.

Fixons un caractére ee¢X . Soient d,(BeCar(kx)

s X E B

Alors la donnée de f€V » équivaut a la donnée d'une fonction £' sur
".

kU §x} définie par

(®) £1(8) = £(1,1;e5) (tek®)

9) £'(0) = £(1,0;e) ,

(10) £'(«) = £(0,15e)
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PROPOSITION 4. - La correspondance f > f' donnée ci-dessus établit un iso-

morphisme entre la représentation (V“ N f) et la représentation
3

(s f,q) définie par k=0 o par
?L,@(S (r))f-' = «p(r)f’ (r ek ,
[ppp® €] (0) - £t (r,ten’)
(P“x,@(h'(r))f'] (0) = p(x)E'(0) (rel) ,
[PL,@ (h'(£))E'] () = x(r)E' () (rex) ,
(P;’@(u(s»f'](c) = e(st)£' (t) (s,tek)
= f' () (sekh) s

[e:(,(b(U(S))f '] ()

-1 t

vo(wf'l(e) = q [§ e (r+s)a(xr)p(s)f'(rst) +

(PA,('A ] r,sek* ¢
-1 S TN -1 -1, ., x

+ % T(£)G(e,aP )E'(0) + B " (t)G(e,Px T)E'(w) (tek™) ,
-1 -1

q [§ e(s)a(r) p(s)f' (rs) + G(e,(arx )f'(w)] s

r,s ek®

[F‘;"(5 (w)£'](0)

! 5 e()a(x)p(s)E" (rs) + G(e,ak(b-l)f'(o)] ,

r,s e k*

[?;"5 ('] (=)

pour toute fek (cf. § 2, n° 2, déf. 4 pour les sommes de Gauss ci-dessus).

Nous appellerons cette représentation le modéle de Weil réduit du

type d'isomorphie 'Ir“,P = [V“("(5 s f] .

Cela se vérifie sans difficulté d'aprés les formules (3) a (6) dé-

finissant la représentation de Weil.

Dans le cas % = (3 , on pose K=k U e, «} et on associe a cha-
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que fev,, une fonction f‘ed:k = E , définie par les memes formules (8)
3

a2 (10) ci-dessus et en plus
f'(w) = £(0,0,e)

On vérifie alors sans difficulté la

PROPOSITION 5. - La correspondance f +—» f' définie ci~dessus établit un i-

somorphisme de la représentation (V. . , p) sur la représentation (k, ey s
3

~

définie par E = tk et par les formules

ol Dt RO (rew)
HCHONNIOIEES (r,cek®)
(p' ' (eE] (1) = «(x)E' (1) (rek, i = 0,00,
L3 .
(pLu(sNE)(e) = elst)E'(e) (sek’, tex™)
lpLGNE)E) = £ (sek’, i ={0,0 9D,
rwe')e) = gt ef(res) (rs)f'(rse) + o 2(e) (£' @)-£' (0)-£' () | ,
(e
o r,s€k : :
rwEr]) = gt e(s)a(rs)E' (rs) + £'@) + (q-1)E() - £(3) |,
¢
o r,s€k*

pour (i,1)€ {(0,0), 0,0
?'(W)f' (w) = q'l(q-l) [Ex“(t)f'(t) + £'(0) + f'(w)]+ q-lf’(w) s
o« tek

pour toute f'ez

Nous appellerons cette représentation le modeéle de Weil réduit du

type d'isomorphie [V‘“ s f] =0, «
£l 3
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Remarquons que l'on a alors la décomposition, en G0 - modules

an P-Heotlok

ol

(12) Kl = (£eX |£(0) = £=) et f@) = -(g-LEO)}

13 Bl s (£eE £ = f@) = f@ , £(©) =0 VYreek} ,
(14) K = {fek |f() = -£(0) , f£(@) = £(t) =0 Vtek'}

4. Isomorphisme entre (V, f:) et la représentation naturelle.

Notons tout d'abord que nous pouvons aussi bien réaliser la repré-

2
sentation naturelle de G‘J dans 1l'espace M = ¢k x X , l'action de Go
étant alors donnée par
det g b, = 2
(15) (T(E) (x,) = £(xg,™" & ) (feM, geG_ , xek’, y€x)

THEOREME 1. - L'application F de M dans V définie par

(FCO) Gop) = 9 £y, s50)b(-sx)) (£ei, x = (x),x,) €k, pex)
sek
est un isomorphisme de (ﬁ, T) sur (V, r) et sa restriction 2 Mm'g es
3
. . . x
un_isomorphisme de Mq,p sur v“,@ , quels que soient u,(‘.»é Car(k™)

Démonstration: On vérifie aisément que F est équivariante, qu'elle en-

voie M dans V_ et enfin, que son inverse est défini par
s s

-1 -1 2
[F (£ (x,§) = q Sgkf'(xl,s;‘\l)\“(sxz) (f'ev, x=(x1,x2)€k . “’GX).

Le théoreme s'ensuit.



D'aprés la proposition 7 du numéro 3 du paragraphe 1, nous voyons
donc que la représentation de Weil associée 2 Q = xy fournit exactement
la série principale de G0 , pour laquelle nous avons ainsi déja trois ty-

pes de modeéles.

§ 4. La représentation de Weil associée au plan non-déployé.

Dans ce paragraphe, nous décomposons la représentation de Weil
(VN s PN) associée au plan non-déployé (K, N) , o K désigne l'unique
extension quadratique de k et N la norme de K sur k (cf. § 2, n° 2,
déf. 2 et th. 2). La forme bilinéaire B associée 3 Q = N est donnée a-

lors par
1) B(x,y) = Trxy?) (x,y €K)

Nous verrons que l'on obtient ainsi la série discréte de Go

Dans la suite, on désigne par U le sous-groupe de K* formé
des éléments de norme 1 . Nous écrivons simplement (V, P) 2 la place

de (v, PN)

1. Le groupe I' = go(N)

Pour tout xeK® posons

(2) xx(y) = xy (y €x™)
et
(3) F(x) = x%

45



Chaque ¥y (x€K*) est alors une similitude directe de N ,

de multiplicateur N(x) , et F€O(N)

PROPOSITION 1. - Le groupe = GO(N) est le produit semi-direct du grou-

pe T formé des Yy (x€K*) et du groupe {l,F} avec les relations

FS =1 et Fy =V F (x eK™)

Démonstration: Soit ¢ €Tl'. Alors ¥ (‘(T(l))-l vérifie $(1) =1 et

appartient 2 O(N) . Puisque N(}(x)) = N(x) et $(1) =1 , on voit,

compte tenu de la relation générale

Tr(z) = N(z+1) - N(z) -1 (zexr) ,
que 1l'on a Tr(y(x)) = Tr(x) pour tout x€K® . I1 s'ensuit que pour cha-
que xeK , on a, soit *'(x) = x , soit *‘(x) =x% | soit x €K tel

que il,xo’x soit une k - base de K . Alors ¥ = Id si \}J(xo) =x, et

= ; = 44 = = -
b=F si ‘+~(x°) X, . On adonc ¢ X?(l) ou ¢ \‘?(1) F . La propo
sition résulte aussitot de 1a.

C.Q.F.D.

2. Décomposition de (V, P) suivant [

Nous décomposons tout d'abord (V, F) suivant les caracteres de

e gX | Rappelons que V = EKXX , oi X est l'ensemble des caractéres
non-triviaux de k'
DEFINITION 1. - Posons
” NGOt v
(\;xf)(y,nja) = f(xy,\}r ) (feV, x,yeK, x#0, Y €X)
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Fo) ) = £G4, (fev, yek, {ex)

DEFINITION 2. - Pour tout A e€cCar(K ) , on pose

v, = ffevly £ =AGOS vV x ek}

Comme les applications ?x (xeK*) sont des automorphismes de
(v, P) , les sous-espaces VA (A e car(K*)) sont des sous-représentations
de (v, P) . On a

v- D,
AecCar(K")

et en outre
4) dim v, = q-1 (Aecar(®’), A # A

(5) dim V

. (Aecar®), A =AY

1]
=l

puisque 1'on’a, pour tout A€cCar(K®)

£y, ) = AG £y 4N )

et en particulier

>

6) £GP = A ) (£ev, xeK™, $ex
7) £00,4) =A)£0,)) (fev, uelU, $e€x) ,

et que pour un caractére A de K* , la condition A = N9 équivaut au
fait que A soit trivial sur U , ou encore au fait que A se factorise
par la norme, c'est-a-dire A\ =«eN pour «eCar(k*) convenable. Nous po-

sons dans la suite f = H (Aecar(x"))
A A



Considérons maintenant l'action de F

PROPOSITION 2. - La restriction de 1'involution ¥ a V est un isomor-

phisme de V/\ sur V a quel que soit Aecar(X®) . La restriction de F
A

V  est 1'identité si A = A%,

1Y

Démonstration: Cela découle aussitdt des relations YXF = Fy q et du fait
X
que

f(xq,\y) = /\(xq-l)f(x,\}‘) (fe'vA . xer, ‘{JGX)

PROPOSITION 3. - La représentation V‘MN (xeCar(k™)) est la représenta-

tion de Steinberg St(x) associée a o

Démonstration: Nous réalisons la représentations de Steinberg associée 2
q ' 5odi ;
« sous la forme H_ (c'est-a-dire, comme sous-représentation de

H = Ind [ «,x]). Pour construire un isomorphisme de B sur v s
o, [ xeN

3
Bo'f‘ G0

il suffit - compte tenu des dimensions en jeu - de construire un épimorphis-

me de H sur V . Comme H = Ind {«x,x) , il suffit pour cela
oy 0 aoN o,
BTG
o! "o
de trouver un générateur de VuoN ( comme C[Go] - module) qui se transfor-

me comme 1€ T , sous l'action de B0 , dans la représentation (T, [x,x])
de BO . Or on vérifie aisément que tout vecteur foe V‘MN tel que
Supp f = {0}x X a la propriété voulue.

C.Q.F.D.



3. L'entrelacement des représentations V, (Aé€cCar(kX))

Comme nous savons

déja v
ja que N

et que dimV, = q-1 pour A # A , i1

l-lomG (v

CONVENTION.

(o)

A

v

e A

pour A ,ANe car(x®)

Car(K*) par le monomorphisme

(8)

o —) otoN

LEMME 1. - Soit ® un opérateur de VA.

qui entrelace l'action des

une et une seule fonction BGE€V

De plus, 1l'opérateur ®

A

= St(¢) pour A = «6N (MecCar (kX))

nous suffira d'étudier les espaces

tels que A #AY | A £ AS

- Nous identifions dans la suite Car(k*) avec son image dans

(% € car (kX))

dans V,, (A,A' €Car (K®) - car (kX)) ,

u(b) , bek (cf. § 2, n° 3). Alors il existe

AN

@) (x,$) = B(x,PE(x,)

-1 2 support dans KX X et telle que

(feV/\ , x €K, Yex)

est bijectif si et seulement si Supp 0 = K*x X

Démonstration:

H :

(KX X) X (KX X)=—

vérifiant

Notre opérateur ® est 2 priori défini par un noyau

-1 -1 .
© w1y @0 ] = A Eon(og, L elAT @

quels que soient z,z'er s x,yer , ?,*&X . Or on voit aisément que

le fait que ® entrelace PA-(u(b)) et PA_,(u(b)) , pour tout bek ,

équivaut a la condition suivante:

(10)

Mais pour. (x,?), (y,Y)GKxx K" , nous avons @

H[(x,9), (v, =0

a moins que

@(BN(x)) = Y(bN(y)) pour tout bek' .

N (x) - “)N (y)

si et seulement

49
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x N(z)-l
s'il existe zeK tel que (y,}) = (zx,9

) . Il en résulte aussitdt que

®f) (x,¢) = lK“H{(x,‘?),(x,?)]f(x,?) (feVAY , xeK™, ¢ex)

d'oll le lemme.

C.Q.F.D.

REMARQUE. - Dans la suite, chaque fois qu'il aura lieu de considérer une fonc-
tion f définie sur K comme une fonction définie sur K , on la supposera

prolongée en une fonction sur K en posant £(0) =0

THEOREME 1. - On a, quels que soient /\,/\' car(k*) - car(k™)

i) Les représentations VA sont déja irréductibles pour le sous-groupe

P = {((1) Dlbert , dex

ii) Si V ~V , ,alors A'=A ou A' =A%
81V, =2V, alors

Démonstration: Soit ® un opérateur d'entrelacement de VA restreinte a

Po dans V restreinte a Po . Comme ® entrelace l'action des wu(b)

A'
(b€k+) , on a d'aprés le lemme 1,

®f = 0.f (EGVA)

pour une unique fonction ©€¢V . Or, le fait que @ entrelace l'action

-1
AA
des h'(r) (rek™) équivaut a la condition

B(x,¢") = (x,9) (x eK* , ¢eX, rek™) ,

x

c'est-a-dire au fait que O(x,$) ne dépend pas de $€X , pour x€K
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Il en résulte qu'il existe une constante cel telle que
q q

) = AN (xex*, yex)

En particulier pour A' = A , la fonction 6 est constante sur K'x X s
donc HomGO(VA s VA) =T , et VA est irréductible pour le sous-groupe Po

de G
o

Supposons maintenant que l'on ait A' # A et que @ : V. —V

A A
soit un Go - morphisme non-nul, et donc ¢ # 0
Puisque
@op () W) = p () T e ® (tek’)
A A
on a, quels que soient feVA- et Yex
o(1,¢) Z X‘Jﬁt(Tr(y))f(y,‘P) = Z x\\Jt(Tr(y))e(y,tl/)f(y,l}') (tek)

yekK yekK
d'ou
a2 @A) = 2 gEareonn ;mea, it Y)
yeK® ye K"
pour tout tek+ , car A et A' sont non-triviaux sur U . Comme les
+
caracteres *,t (t €k+) forment une base de G:k , pour *GX , fixé,
il résulte de (11) par combinaison linéaire que
2. A= 3 Ay e
yeK y € K*
Tr(y) = Tr(x) Tr(y) = Tr(x)
En prenant enfin, pour chaque xeK” , une fonction fxe VA. telle que

f(l,{ﬂr) =§8(r - N(x)) (rek™ , on en tire
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Z Ay) = > A () (xex™) ,
y e K* y e K*

Tr(y) = Tr(x) Tr(y) = Tr(x)

N(y) = N(x) N(y) = N(x)

clest-a-dire A +A% = A" + A'? et donc A' = A , d'apres 1'indépendance
linéaire des caracteéres.

C.Q.F.D.

DEFINITION 3. - Nous appelons série discréte (de représentations) de Go

l'ensemble des types d'isomorphie des représentations (VA N ﬂ&) pour

A€cCar(K") - car(k®) .

La série discréte de G, est donc formée de %q(q-l) (types d'i-

somorphie de) représentations de dimension gq-1 .

Dans la suite, nous noterons d'habitude ﬁA ou (VA_’ HA) le ty-

pe d'isomorphie de la représentation (VA ; ﬁk) (N ecar (K*))

THEOREME 2. - La série discréte et la série principale de représentations de

Go sont disjointes et elles épuisent toutes les représentations irréducti-

bles de G
— o

Démonstration: Pour voir que les deux séries sont disjointes, il suffit de
remarquer que toutes les représentations de la série principale admettent
des vecteurs non-nuls invariants par le sous-groupe unipotent supérieur Uo
de Go et qu'aucune représentation de la série discréte n'en admet. Pour
montrer que ces deux séries épuisent toutes les représentations irréducti-
bles de G , le plus simple est de vérifier que la somme des carrés de
o

. . 5 5 2

leurs dimensions est égale a l'ordre (q-1)"q{q+l) de Go

C.Q.F.D.
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4. Les modéles de Weil réduits pour la série discréte.

PROPOSITION 4. - Soit AecCar(K*) - Car(k®) . Alors en associant 2 chaque

feV/L sa restriction 3 {1}XX , on &tablit un isomorphisme de (V/L s ?/\)

. X o .
sur_la représentation (t", p') définie par les formules suivantes, pour
A

toute f¢€ ¢X,

P’(; g)f =A(0)f ) (rek™) ,
A
-1
[p}'\(h'(r))f](‘#‘) = £(p" ) (rex*, ¢ex) ,
[P/'\(u(S))f]('{J) = $(s)E) . (sek’, bex)
P@a® = -0t oM@t (pex
A yekK*

La représentation (EX, p') est appelés le modele de Weil réduit
A

du type d'isomorphie ’;TA- de (V,\ s PI\.) (AeCar(K') - car(k®))
Cela est immédiat.

REMARQUE. ~ Si 1l'on choisit un caractére e €&X , alors, en posant

f(t) = f(et) , on peut réaliser le modéle de Weil réduit dans 1'espace
X

K* = G:k . On appellera cette réalisation le modéle de Weil réduit de

N (Aecar(X*) - car(k®) avec choix de e

X . .
En prenant, par example, la base de € formée des fonctions de
Dirac sur X , on calcule sans difficulté les caractéres des représentations

V/\ , donnés dans la table 1.

o : — X
NOTATIONS. - Dans toute la suite, on note (V“’(& s llx’@) (=, € Car(K ),
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wE® L GLLTD =1, q; xecar®) , (v, ,T)

(Aecar(K*) - car(k*)) , les types d'isomorphie (ou des représentants non
spécifiés des types d'isomorphie) des représentations irréductibles de G
en gardant la paramétrisation adoptée dans les paragraphes précedents. On

supprimera souvent la lettre désignant 1'espace, des notations. Pour

x w )= o? wd 1ogl
o« €Car(k™) , on posera encore (V“’& s )t“’q) Vo s+ v, 1)

Dans la table 1, on note 7(1 le caracteére de ﬂi i=1,q;

xeCar(kX) et X« o (resp. X/\.) le caractere de T, (resp. ﬁ/\. ) pour
3 3

¢
er,(;é_Car(kx) (resp. A ecCar(K*) - car(k®)) .

§ 5. Les représentations de Gc" = SL(2,k)

Nous obtenons dans ce paragraphe toutes les représentations irré-
ductibles de SL(2,k) , par restriction de celles de G, = GL(2,k) , cons-

truites dans les paragraphes précédents.

Nous posons dans la suite,
"= 1 = 1 =
Go SL(2,k) , Bo Bo(\ Go s T0 Tor\ Go (cf. § 1).

Nous gardons en outre, les notations des paragraphes précédents.

1. Préliminaires

Nous considérons dans ce numéro, de maniére générale, la situation
oli 1'on restreit des représentations (irréductibles) d'un groupe fini G a

un sous-groupe H d'indice 2 dans G . On note py la restriction d'une
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représentation P de G a H

LEMME 1. - Soient G un groupe fini et H un sous-groupe d'indice 2

Si p et ¢ sont deux représentations quelconques de G et ¢> un H -

homomorphisme de P dans ¢ , on pose
W 1@ =g )EpE) T
ol g, € G-H , et

(2) Homs(p,9) = Im(1 + J)

Alors J ne dépend pas du choix de goe G-H et J est une

involution fonctorielle sur les H - homomorphismes de représentations de

G . On a
3) Hom, (p,o) = Hom;(f’,ff) + Hom;l(e,d) 5
4) ' Hom:l(F,\’f) = HomG(p,'T)

Démonstration: Cela est une conséquence immédiate des relations

2
G'H=80H,= Hgo F) EOCH_;

dues au fait que H est d'indice 2 dans G

C.Q.F.D.

PROPOSITION 1. - Soit H wun sous-groupe d'indice 2 d'un groupe fini G

PRl

Soit (V, F) une représentation irréductible de G . Alors si la restric-

tion Py de P a4 H n'est pas irréductible, on a

3

i) End (p) = OI + Tf_ = Cp, + Tp_ . I =1d)



ol \1)‘0 est une H - involution de V , a trace nulle, telle que

p(e) = -p(e)y, " (geG - H)

et les H - projecteurs orthogonaux P, sont définis par

P, =302y
ii) W,p = Whp) + W, pY
ol

V== Im pi
avec

+ -
Whop) 0T py
dim v = fdim v

2

iii) le caracteére x de P est porté par H

Démonstration: D'apr2s le lemme 1, on a, puisque { est irréductible
EndH(P) = I @Endﬂ(f)

Or, quels que soient ¢,V End;l(P) , on a JOY = v

et donc
+
P e EndH(f) = End (p) = L

I1 est clair qu'il existe au moins un couple @ ,¥ Homl-{(P) tel que
d¥ # 0 (puisque sinon Hom;l(P) serait un idéal (bilatére) de carré nul

de la T - algdbre semi-simple EndH(P) , ce qui est impossible). Pour un

g



tel couple on a donc que d.')\l[ est une homothétie non-nulle (donc & et U
sont des automorphismes de V ); il en est alors de méme de 1112 , par
exemple, et par suite ‘lfo = X\lf , pour un A€t convenablé, est une in-

volution. Si @'&Hom};(fJ) , on a @"q!o =nl, d'od
1
ey
Notons enfin que tout End;I(P) est clairement de trace nulle, puisque
- -1y -
Tr (@ = Tr(p(g )Ppg ) ) = -Tr (D) (g,€G - 1)

Nous avons ainsi démontré i).

L'assertion ii) est une conséquence immédiate de i), compte tenu

du fait que, puisque Tr(\}fo) =0 ,ona
O _ 1
dim V= = Tr(pi) 2Tr(l)
Enfin, iii) résulte aussitdt de la relation

-pe) = pledl (8 G-1 ,

en prenant les traces.

C.Q.F.D.

PROPOSITION 2. - Soit H wun sous-groupe d'indice 2 d'un groupe fini G

Soient p et @ deux représentations irréductibles non-isomorphes de G

i) Si Py o T, est irréductible, alors

HomH(P,d') =0 ;

ii) Si PH et UH sont irréductibles et isomorphes, alors

57



Hom (p,0) = T,

pour un H - homomorphisme inversible @o tel que
<1'(g)©0 = -@oP(g) (g€G - H) ,

et la somme X+ X' des caractedres de P et O est portée par H

Démonstration: Dans ce cas, le lemme 1 donne
(5) Hom (p,9) = Hon{[(ﬁ,"')

Si par exemple PH est réductible (le cas ol Ty est réductible étant dual

de celui-ci), alors, avec les notations de la proposition 1, i), on a

@\I}BEHOHIE(PF) = HomG((J,G’) =0

pour tout &e HOmé(?,c) , d'ot i). L'assertion ii) est une conséquence immé-
diate de (5) et du lemme de Schur. Notre dernidre assertion résulte alors

du fait que
_ -1 -
o(g) = -§ p(ed] (g€G - H)
C.Q.F.D.
En introduisant la représentation de dimension 1 de G dédui-

te du caractére non-trivial de G/H = Z/2Z , on peut énoncer les résul-

tats ci-dessus de la maniére suivante:

DEFINITION 1. - Notons € la représentation de dimension 1 de G défi-

nie par

e(h) =1 (hen) ,



e(g) = -1 (geG - H)

PROPOSITION 3. - Soit (V, f)) une représentation irréductible de G

Alors les conditions suivantes sont équivalentes:

i) La restriction Py de p 2 H est irréductible.

. ot -
ii) Wy p =L Pp)@ W, P
ot V+ et v™  sont deux sous-représentations irréductibles, non-iso-

morphes, de (V, PH) , de dimension commune -Z]Ldim \Y

iii) Le caractére vy de P est porté par H
iv) Ep = p

De plus, si iv) est vérifiée et \1}0 est 1'un des deux isomor-

phismes involutifs de (V, (D) sur (V, ‘E?) , alors on a ii) avec

vt = @ +0)

Démonstration: Dans la proposition 1, on a démontré 1l'équivalence de i) et

ii), ainsi que le fait que i) entraine iii). Mais iii) signifie que 1l'on a
Tr(e(g)p(g)) = Tr(p(g))

pour tout gé&G , c'est-a-dire que l'on a iv). Supposons enfin que iv) soit

vérifiée. Soit un isomorphisme de (V, p) sur (V, gp) . Comme 2,2 =1
P P

on aura que '{ro = )\Q‘ , pour MXetl convenable, est un isomorphisme invo-
lutif de (v, f) sur (V, gp) . Il est clair que *];oe Hom.;l(P) , d'olt no-

tre dernidre assertion (cf. prop. 1), et aussi le fait que iv) entraine i).

C.Q.F.D.
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PROPOSITION 4. - Soient P et o deux représentations irréductibles, non-
isomorphes, de G . Notomns Pu (resp. Ty ) la restriction_ de p (zesp.
G)a H . Alors on a .

FH £ (YH f————u (3 ~ EQ

Lorsque ces conditions sont remplies, PH t o‘H sont irréductibles et

l'on a

HomH((D,O') = HomG(P,EO‘)

Démonstration: Il est clair que P = £¢ entraine Py = G‘H , puisque

€=1 sur H . Réciproquement, supposons SN . D'apras la proposi-
P PP Py P prop

H

tion 2, i), il faut alors que Py et @ soient irréductibles et que

H

X' =-X sur G - H , ce qui signifie, puisque X = X' sur H , que
Tro(€G) = Tro f

et donc ¢ > €0 comme voulu. La seconde assertion est claire d'aprés la
proposition 2, ii).

C.Q.F.D.

REMARQUE. - Toute représentation irréductible T de H apparait dans la
restriction 8 H d'une représentation irréductible p de G (il suffit
en effet, de considérer les composantes irréductibles de 1'induite de T
34 G ). Les résultats qui précédent montrent alors que, ou bien T appa-
rait comme 1'une des deux H - composantes irréductibles non-isomorphes
d'une unique représentation irréductible P de G (2 isomorphisme preés),
ou bien U est la restriction a Hb d'une représentation irréductible
de G et aussi de ¢&p (14: 4 ) mais d'aucune autre représentation irré-

ductible de G (2 isomorphisme prés).



2. Restriction de G" =2 G' 2 G!'
————— o oo = "o

DEFINITION 2. - Notons Zo le centre de Go , identifié 3 k* . Posons

¢"=12zG'
o o o

Nous avons

6) " ={gec | det ge ()7}
et
a - o (2 % G('))/il,-l}

Si la caractéristique de k est 2 , on a donc

(8) G" =G =2 xG'
(o] o o o

PROPOSITION 5. - En associant 3 chaque paire (y,m')

, ot yecCar(K’) et

T' est une représentation de Gc') telle que y(-1) = M'(-1) , la re-
présentation y.T' de G) définie par
(. T") (tg) = ()T (g) (tek = Z, geG(')) s

on établit une bijeciion entre 1'ensemble de ces paires, modulo la relation

(xﬂTi) (X,Té) pour des représentations isomorphes 'ﬂi g_gT(é de Gc" s

et 1l'ensemble des types d'isomorphie des représentations de G; . En par-

ticulier si M" est une représentation de G; , toutes les représenta-

tions de G(’)‘ ayant méme restriction a G(') (2_isomorphie prés) que W"

sont les ,M"(= (y.lG,)x’l(") , pour §€ Car(k®) tel que ¥(-1) =1
o
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Démonstration: Cela est immédiat, d'aprés (7).

C.Q.F.D.

3. - Restriction de G a G' .
— Y0 = o

DEFINITION 3. - Si G est un groqpé fini, on note R(G) (resp. I(G)) la

classe de toutes les représentations (resp. toutes les représentations irré-

ductibles) de G , et 1l'on désigne par R(G) (zesp. T(G) ) 1l'ensemble

des types d'isomorphie des représentations (resp. des représentations irré-

ductibles) de G

PROPOSITION 6. - Si la caractéristique de k est 2 , alors en associant

a3 chaque représentation de GO sa restriction a Gé , on définit une sur-

jection de I(Go) sur Y(Gé) , dont la fibre au dessus de ﬁ‘E:T(Gé) est

formé des q-1 produits tensoriels «@T' (xé& Car(k*))

Cela est une conséquence immédiate de (8).

Nous considérons maintenant le cas de la caractéristique différen-

te de 2

PROPOSITION 7. - Supposons k de caractéristique différente de 2 . Soit

(V,R)E.I(Go) . Notons T' sa restriction a Gé . Alors les conditions

suivantes sont équivalentes:

i) T' est irréductible.
- 1y = + oo —
ii) w,m) = @ w, 1) ,

ot V et V sont deux sous-représentations irréductibles, non-isomor-
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phes, de (V,T') , de dimension commune —;-dim v

iii) Le caractére % de T est porté par G;

iv) T 2 x0T (= (e(oodet)QTL) ,

ol 1'on note d‘o le caractére non-trivial de k* , de carré trivial.

De plus, si iv) est vérifiée et si \yo est 1'un des deux iso-

morphismes involutifs de (V,X) sur (V,«OTC) , alors on a ii) pour
vE = Im £ )

Démonstration: Cela résulte aussitdot de la proposition 3 du numéro 1 et

de la proposition 5 ci-dessus.

C.Q.F.D.

En ce qui concerne l'entrelacement des restrictions, nous avons la

PROPOSITION 8. - Soient Tl'l s TLZEI(GO) . Alors pour que les restrictions

de T, et 7?2 a Gé soient isomorphes, il faut et il suffit que

1
T, =y (= (Yodet)®T,) pour un y€& Car(k¥) convenable.

Démonstration: Notons que la proposition 6 contient cette assertion dans le
cas de la caractéristique 2 . Supposons donc car k # 2 . Comme

¥(=ye det) est trivial sur G(‘) , il est clair que ’Wz o entraine que

la restriction ’Ri de "Tl a G") est isomorphe 2 la restriction 'ﬁé de
m, 2 G“) . Réciproquement, supposons 'ﬁi ~ 7! . Notons Tf'l' (resp. 75 )
la restriction de ﬁl‘(resp. Tz ) a G; . D'aprés la proposition 5,

nous avons alors
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pour un € Car(k®) tel que x(-1) =1 , c'est-a-dire, tel que & soit
un carré dans Car(k¥) . On a donc, en choisissant une racine carrée R de

dans Car(k*) ,
Ty 2 (podet) @Y

I1 résulte alors de la proposition 4 du numéro 1 que, ou bien
Ty 2 (podet)®'ﬁ1 s

ou bien
T, ¥ 8[((5odet)®’ﬁ1] .

Comme ici € = moedet , on en tire

T, = ﬁﬁl ou N

13

% P s
ce qui ach&ve la démonstration.

C.Q.F.D.

4. Identification des o' («'é€ Car(k®) ,7ié.1(Go) ).

La proposition suivante est immédiate.

PROPOSITION 9. - Désignons par (E, Q) n'importe lequel des deux espaces

quadratiques, non-dégénérés, de dimension 2 sur k et par [’ un sous-

groupe commutatif de GO(Q) . Soit '€ Car(k™) . Alors 1l'application P
E x X

de VQ = dans lui-méme, définie par
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(2, (0] (x,e%) = &' (£)E(x,eD) (F€V, » x€E, tek™)

(o e€X , fixé) est un isomorphisme de la représentation de Weil

v, , PQ? sur la représentation (VQ s u'?Q) , ol «'PQ = (u('odet)QPQ s

qui transforme la composante ['' - isotypique de type v (vecar(f')) de
-1
VQ dans la composante [' - isotypique de type («'om) de VQ (ot 1'on

désigne par m 1'homomorphisme multiplicateur de [' dans k> ).

COROLLAIRE. - On a, pour les représentations irréductibles de Go (cf. § 4,

n° 4, notatioms):

U\"jr.(’@ > Ttﬁ",o('@ (ﬂ,PeCar(kX)’ o # (5) ;

u-'i(i =Wl (xecar(k®)) ;
wit, =T (Aecar(k®) - car(k™)) ,

quel que soit '€ Car(k*)

En effet, il suffit d'appliquer la proposition, successivement, 2a
(=,p)
A

(E, Q) égal au plan déployé sur k , D= K'x K , W

(a,pecar®)) ,eta (E, Q =&, N , ["'=k* , v

(Ae€car (k") - car(k*))

5. - La représentation naturelle de G;

Dans ce numéro, nous explicitons la relation entre la représenta-
tion naturelle de Go et celle de Gé , ce qui nous fournira une descrip-
tion commode de l'entrelacement qui apparait dans la série principale de

Go , lorsqu'on la restreint a Gé
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DEFINITION 4. - La représentation naturelle T' de G(‘) est définie dans

2
l'espace M' = ﬂ:k par

T 2
[t (g)£l(x) = £(xg) (geG) , feM', xek)

n_pose

ffeM ['£0) =0} ,

\
\

(feM' | £(tx) = «(e)E(x) Vitek* , Vxek’}

M!

Ml
&
pour tout « € Car (k)
On a alors, la Gc') - décomposition
) w= @ w
«€Car (k™)

‘et d'autre part,

q+1 (x ecar (k™))

]

(10) dim M'
-4

Nous renvoyons au paragraphe 1 (n° 2), pour tout ce qui concerne

la représentation naturelle (M, T) de G,

K K"

PROPOSITION 10. - En_associant a chaque feﬁ (=t ) sa restriction a

kzxil} , on définit un Gc" - épimorphisme p de M sur M’ qui, res-

treint 3 M, (x,pecar(k )) , définit un G[') - isomorphisme de Mo(,p

P

1
sur M‘*P' 1

Démonstration: Cela est immédiat, compte tenu de la relation

£(e(r,5);1) = o (OF(r,531) (Fen o> Tosek, tek)
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pour tout o«,BE car (k™)

C.Q.F.D.

3 ' 1 1
6. La représentation de Weil (VQ R PQ) de Go

Nous renvoyons au paragraphe 2, pour tout ce qui concerne la re-
présentation de Weil de G0 . Nous gardons les notations introduites a cet

endroit,

D'aprés les résultats du paragraphe 2, il est clair que nous pou-

vons aussi bien construire une représentation de Weil pour G('j , comme suit:

THEOREME 1. - Soit (E, Q)  un espace quadratique, non-dégénéré, de dimen-

sion paire 2m , sur k . On peut définir une représentation (V('2 5 Pé)

de Gc') , appelée représentation de Weil de G(') associée a 1'espace qua-

dratique (E, Q) , en fixant eECar(k+) - {1} , en_posant

et en se donnant PC'! sur les générateurs h(a) (a€k™) , u() (b ek+) et

w de Gc'> , par les formules suivantes

(11) (pg (@) £1G) = £xa) (aek)
(12) [Pé(u(b))f](x) = e(bQ(x))£(x) ekt ,
a3) (el = EQa ™2 e(Bx,y))E)

yeE

pour fev('2 s, X€E

D2 plus, si y est un isomorphisme de (E, Q) sur un_espace
Y Sur un_espace
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quadratique (E', Q') , alors y induit un isomorphisme &(y) de

gi » Pg) sur (Vg ., p)  défini par

(14) , el x) = £Gx) (fer , XEE)

si \" est un_isomorphisme d'espaces quadratiques de source (E', Q') ,

alors on a

G(y'oy) = 6(y)od(x")

La représentation (V('2 s ‘.‘:(‘2) peut donc se décomposer suivant les
composantes isotypiques de l'action ¥ +——> (‘6-1) (¥€0(Q)) du groupe or-

thogonal 0(Q) dans VQ

Notons que, comme la dimension de E est paire, on a Q = tQ
pour tout tek™ et par suite le type d'isomorphie de (VQ , PQ) ne dé-

pend pas du choix de eccar(x’) - {1} .

7. Restriction de (VQ s PQ) , de Go 2 G'o , pour Q = xy

Considérons tout d'abord, la décomposition de la représentation
de Weil (V(’2 s Pé) de G(’) associée au plan quadratique déployé

(E, Q) = (kz, xy) (cf. § 2, n° 2 et § 3).

DEFINITION 5. - Pour tout =€ Car(k*) , on pose

vy = Eevy ] Een,e ) = w0, Veek, V(r,s)eE}
. -1

et, si &« =< s
vt = tf€ vo'(i f(s,r) = + f(r,s) V (r,s)€E}

-3



On a alors les Gc') - décompositions

(15) V! = @ Ve
Q@ wecar(k )

Vo= gt (e
(16) A Va @Vu
et d'autre part
17) dim V; = qrl+ b,

La décomposition (15) est en fait la "restriction" de la décom-

position de (VQ s PQ) suivant GO(Q) (§ 3, n° 2). Nous avons en effet la

PROPOSITION 11. - En associant 2 chaque

PO Vol gni : ' ' :
on définit un Go épimorphisme pQ de (VQ ,PQ) sur (VQ B PQ) qui,

fev
Q

(xecar(k ), x = o

(x € Ccar (k™))

sa_restriction 2 Exje}

. +
restreint 2 V‘x’(i (resp. V“,u
+ , W+
(resp. V- ) sur V (resp. sur V!=
RESRe Voo ) SME OV o1 SR suE W)

we Car (k™))

En outre, l'application F' de

F'E)(r,t) = 9 £(r,s)e(-st)
sek

) donne un G(‘) - isomorphisme de V

) pour x,pE car (k™)

M' dans

o0

définie par

(Fel' , (r,0)ek?)

est un G(’) - isomorphisme de (ﬁ', T') sur (Vc’2 s Fd) , qui_applique

chaque M;‘ isomorphiquement sur V; (x€car(k*))

nant 1'identification de k* a X par
(18) oF = F'rp

Pq

(cf. § 3, n° 4).

Démonstration:

tenu de la relation

)

(zesp.

>

. De plus, on a (moyen-

t
Lt e

La premiére assertion de la proposition est immédiate, compte

3
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f(tr,t-ls;e) = («@-1)(t)f(r,s;e) (fev, (r,s)€E, tek’),

‘5 3
pour u,pe:Car(kx) . Pour prouver la seconde assertion, on remarque que la
relation (18) est claire, d'aprés les définitions, et que le reste de l'as-
sertion résulte aussitot de la.

C.Q.F.D.

PROPOSITION 12. - Supposons que la caractéristique de k soit différente

de 2 et notons, comme précédemment, g le caractére non-trivial de k ,

de carré trivial; autrement dit, «o est le symbole de Legendre. Alors on a

v o= trev: | £00,1) = +£(1,00 et £(1,£) =0 si x (£) =71 (tek)}
o [e]

et donc

I P |
dim Vo(0 2(q+1)

Démonstration: Cela résulte aussitot des définitions et de la relation

£(1,t) = «o(t'l)f(t,l) (fev! , tek™
o

C.Q.F.D.

REMARQUE. - La dimension de V'i peut se calculer aussi par la proposition
o
7 du numéro 3, puisque l'on vient de prouver que V; est la restriction a
’ [
Gé de la représentation irréductible Vu 1 de G0 , par exemple.
o’

8. La série principale de Gé

Rappelons que l'on définit classiquement la serie principale de
Gé comme l'ensemble des types d'isomorphie des composantes irréductibles

des représentations induites



(19) H' = Ind « (¥ ecar(x)) ,
B1e,

ol, dans le membre de droite, on note encore & le caractére de B;

donné par
(20) «(3 T = (@) (tek™, rekh)

Bien entendu, la description de la série principale de G(') dans ces ter-
mes est trés bien connue Nous signalons ici comme elle apparait en ter-

mes de nos modéles.

Remarquons tout d'abord qu'en associant 2 chaque fonction sur Go

sa restriction a Gc') , on définit des Gc‘) - isomorphismes

(21) Res H_ _—=» H' (x,@pecar(k™) ,

o -1
Gol(;(" ’@' o((s
ol H«@ = Ind [u,@] (cf. § 1, n° 1). Nous avons ainsi d'aprés la pro-
® Bre :
o' o

J

position 7 du paragraphe 1 (n°® 3), 13 proposition 10 du numéro 5 et la pro-

position 11 du numéro 7, des G} - isomorphismes

(22) s Ml s vy (x & Car (k™))

DEFINITION 6. - Dans la suite, on note Tl'o'( le type d'isomorphie de la re-

présentation Ho‘( (xe car(k*)) , ﬁiq celui de Miq , et )’(‘"‘i celui de
o
vi (ona posé ici
L3N :

19 _ £ ] f =
wd =4 Mllg o} )

On _note enfin 1 le type de la représentation triviale de Gc')

Nous avons donc (cf. § 1, n® 3), pour a,@éCar(kx) ,
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(23) Res W = , Res M%=m4 Res 'ﬁl =1
c e P apl T ocye * 1 g e
od € (5 ol' o ot G
PROPOSITION 13. - On a
i) T(a'( est irréductible pour o # « ! , i.e. «# 1,«0 (xecar (k™)) ;
ii) 'lTiq est irréductible;
iii) TL;+ et 'i{o‘(— sont irréductibles (si car k # 2)
o o

iv) le seul cas de coincidence non-triviale entre les types d'isomorphie

ci-dessus est

Tt;( =T ' (xecar(kK*), x # «'1)

Démonstration: On applique la proposition 7 du numéro 3 et le corollaire
2 la proposition 9 du numéro 4. On voit ainsi que, pour que T (xecar(kX),
« # 1) soit réductible, il faut (si car k # 2) que, par exemple,

T =x W 'est-a~-di 4 = T n° d'od o = «
o1 ola,1 c a-dire ‘o(,l l°(o°(’°(o (n° 4), d'ou o

Cela montre i), qui est clair si car k = 2 (cf. prop. 6, n° 3). De méme,
ii) est clair si car k = 2 (cf. loc. cit.) et aussi si car k # 2 , par

exemple parce que dimﬁiq est impaire, ou sinon comme ci-dessus. iii) ré-

sulte aussitdt de la proposition 7, ii) du numéro 3. Enfin si 1l'on a

T, = T , on en tire (n° 3, prop. 8), par exemple, Tl@,l =o('7fo(’1 , pour

¢
un o'e Car(k) , d'od (n° 4, cor. a la prop. 9) @ =% ou
-1
\3 =a' =& , comme voulu.

C.Q.F.D.

Nous avons ainsi

THEOREME 2. - La série principale de Gé est formé

i) des %(q-3) (resp. %(q-Z)) types d'isomorphie T(o'\ (x € car (k*), o&z # 1)



de dimension q+l , si k est de caractéristique # 2 (resp. = 2) ;
ii) de la représentation de Steinberg St =7Tiq , de dimension q ;
iii) des deux types 7§;+ et T;- , de dimension %(q+1) , si k est

o o
de caractéristique # 2

REMARQUE. - D'aprés la proposition 11 du numéro 7, il est clair que le ty-

pe d'isomorphie de V& (x€car(k*)) ne dépend pas du choix de e (n° 6,

< . N ’ 11 :
th. 1). Néanmoins , en calculant les caractéres en (0 1) , on voit que le
t
: . + RPN : - PPN
type-d'isomorphie du Ve associé a e O est celui du V« associé a e
o o

et réciproquement (ol l'on note t, un non-carré quelconque de k*), si

car k # 2

: : 3 1
9. Restriction de (VN s PN) a Go

Considérons tout d'abord la décomposition de la représentation de
Weil (Vﬁ s Pﬁ) associée au plan non-déployé (K, N)
DEFINITION 7. - Pour tout wé€Car(U) (U = N-l(l)) , on pose

vio= (e v | flux) = wWEx) YueUvxeK}

[ N

-1

et, si w =w s

vE=frev | £ = 40 V x ek}
w

Oa a alors les Gé - décompositions,

(24) v o= @ V!
N wecar(u) W

(25) vi=vT e ®ecar(), @ = &)
W w w

et en outre

3

13
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(26) dim V(A') = q-1+ 8&:,1 (wecar())

PROPOSITION 14. - On_a

[
Vi =V

et, si la caractéristique de k est différente de 2 ,

Va’,+ ={f€ V" Supp £ C (Kx)z} s
o

v ={fev'| supp £C K< - ®O?]
o

. + 1
dim V;J; = E(q-l) s

ol 1l'on note wg le caractére non-trivial de U , de carré trivial.

~ . < o . -1
Démonstration: Cela résulte aussitot des relations xq 3] et

£xd) = 03N E(x) . (feV, , x€K", ®€Car(v))

C.Q.F.D.

Rappelons que 1'on a fixé un caractére non-trivial e de Kt

PROPOSITION 15. - En associant & chaque fEVN sa restriction a K x{eg N

.. VoL . . ' ' :
on définit un G’ - épimorphisme p, de (VN ’PN) sur (VN ’PN) qui

induit par restriction a V/\ (A€car(K*)) un G, - isomorphisme de V

sur Vo, o Lo=/\|U

Démonstration: Cela résulte aussitot des définitions et de la relation



f(ux,e) = A(wf(x,e) (feV , x€K, uel) ,

pour A €cCar(x*)

C.Q.F.D.

DEFINITION 8t - Nous désignons dans la suite par ’JI; (zesp. ﬁf—' ) le ty-
o

pe d'isomorphie de (V“'J . PI:I) (resp. de (V“'Ji , PI:I)) , pour wécar(U)
o

On _appelle série discrete de G(') 1'ensemble de ces types d'isomorphie,

—

e exclu,

1
1

Nous avons donc (§4, n° 4, notations),

75

(27) . T = Res ’\'L,\ wecar(), Aecar ), Aly = @)

G | G!
ol [
En particulier, on voit ainsi que 'Wi est la représentation de

Steinberg de Gé (§ 4, n° 2, prop. 3 et ce §, n° 8).

10. La _série discréte de Gc‘)

PROPOSITION 16. - Soient @ ,w' deux caractéres non-triviaux de U . On a

i) K“‘J est irréductible si toz #1

1) W' oet ﬁ: sont irréductibles, si car k # 2 ;

o o
iii) le seul cas de coincidence non-trivial entre ces types d'isomorphie est

2
=T wecar(U), w” # 1)
w o
Démonstration: Montrons i). Cela est trivial si car k = 2 (n° 3, prop. 6).

Supposons car k # 2 . Soit Aecar(K*) tel que AU =w . Si T(\'o est

réductible alors 'l—lA= ﬁ‘ A (n° 3, prop. 7 et n° 4, cor. a la prop. 9).
o
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Cela signifie c(O/\= /\.q , c'est-a-dire w = (do , comme voulu. La pro-

position 7, ii) du numéro 3 montre que 'W(:Ji et 'JT;; sont irréductibles et
o o :
non-isomorphes. Enfin, soit A'é€cCar(kK®) tel que A u = @' et supposons

‘ﬁ(L = ﬂt'u‘ . Il en résulte que T(A, = &T\-A pour un «écCar(k®) convenable
(n° 3, prop. 8) et par suite (n° 4, cor. 2 la prop. 9) A' =%A ou
A = «A! . on en conclut que (/\,’)q-1 = /\_q-1 ou (/\')q“1 =/\1-cl , c'est-

. -1
3-dire @' =W ou W =w , comme voulu.

C.Q.F.D.

Nous avons alors le

THEOREME 3. - La série discréte de G(; est formée

i) des %(q-l) (xesp. % ) types d'isomorphie T(‘L (meCar(U),w2 #1)

de dimension q-1 , si car k # 2 (resp. si car k =2 )

B

ii) des deux types d'isomorphie TT:r_ et ‘)Tu'; de dimension %(q-l) si
o o
car k # 2

THEOREME 4. - La série principale et la série discréte de G(’) sont disjoin-

tes et épuisent toutes les représentations irréductibles de G('>

Démonstration: Il est clair que ces deux séries sont disjointes, par exem-
ple, parce qu'il en est ainsi pour la série principale et la série discréte
de G, et que l'application T+ &N (Tf&Y(GO), € Car (kX)) les laisse
stables (n° 3, prop. 8; n° 4, cor. a la prop. 9). La seconde assertion du
théoréme est aussi claire, puisque nos deux séries sont obtenues par res-

triction de toutes les représentations irréductibles de G

C.Q.F.D.

A partir des modéles donnés dans ce paragraphe, on calcule sans
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difficulté les caractéres de G(" , qui sont d'ailleurs trés bien connus.
Nous les donnons dans les tables 2 et 2 bis. On y note 'x’l le caractére de

la représentation de Steinberg Tll’q , et X (resp. ')(w ) le caractére de

o
’l'l; (resp. TY‘L) , pour ag&cCar(k*) (resp. wecCar() - {1})

§ 6. Compléments sur les représentations de Go

Nous démontrons dans ce paragraphe un certain nombre de proprié-
tés des représentations de Go dont nous nous servirons dans les chapitres

IV, V et VI.

1. Restriction & certains sous-groupes.

DEFINITION ‘1. - Posons

(=)
[{

= i(g (1))] ek §,

Tc') im(c)' cer} ,

od 1'on note m(c) (ceK®) la matrice de Ye (multiplication par ¢

dans K ) par rapport 3 une k - base fixée du k - plan K

Pour les notations Ho . H(') s Uo , cf. § 2, n° 1, déf. 1.

Rappelons enfin que 1'on a

B =HH'U s T =HH
[e] O 0 O o o o

DEFINITION 2. - Soit (V,7®) une représentation de G0 . Alors:

i)  Pour wx€cCar(k*) , on note v (resp. V;) la_composante isotypi-
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que de type « de la restriction de W 2 Dy (resp. Hc', ).

ii) Pour o(,(iéCar(kx) » on note V[n,(s] (resp. V(“’@)) la_composante

isotypique de type (x,3) (ef. § 1, n° 1, déf. 1) (resp. de type (=, )

(cf. § 1, n° 1, (9))) de la restriction de T 2 Bo (zesp. To)

iii) Pour A €Car(X*) , on note V,\ la composante isotypique de type A

de la restriction de M 2 T,

iv) Pour Wécar(k“-) , on note ‘PV la composante isotypique de type +

: : e i - '
de la restriction de T a U~ . On pose ,V, ]-Vf'\V(x (zesp. Ve )
pour «é€Car(k®) (cf. i)).

v)  Notons a, (x € Car(k®)) la représentation irréductible de B0 N

d'espace tx , définie par

-1
(o, (¢ 2Ol = x(pGTre@" )

pour fetx , bex , =, tek® , s k' . on désigne alors par V(o’“)

la composante isotypique de type cru de_la restriction de W 2a B0
REMARQUE. - On vérifie aussitot (en faisant la somme des carrés des dimensions
correspodantes) que les représentations, irréductibles et deux-a-deux non-i-
somorphes, (%3] (a,pe car(k*)) et I, («€ car (kX)) épuisent toutes les

représentations irréductibles du groupe Bo

Rappelons que l'on note

T (x,pecar(k), « # () , ﬁi (x€car(®); i = q,1), T,
(A€cCar(K*) - car(k®)) 1les représentations irréductibles de G, (cf. § 4,
notations), en remplacant la lettre W par la lettre V pour désigner 1'es-

pace correspondant, dans chaque cas.
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On détermine sans difficulté les dimensions des composantes iso-
typiques introduites dans la définition 1, pour toutes les représentations
irréductibles de Go . En fait, les composantes isotypiques elles-mémes
sont évidentes (sauf celles suivant T ) si 1'on prend les modéles de Weil
réduits (§ 3, n° 3 et § 4, n° 4). Pour Té , les dimensions correspondan~
tes se détérminent par un calcul facile de caracteres. Nous donnons ces ré-

sultats dans la table 3, avec les notations ci-dessus.

2. Somme d'une représentation irréductible de Go sur les matrices symétriques.

Nous calculons dans ce numéro certaines sommes d'opérateurs T (h)

(he Go) "dans une représentation irréductible (V,%) de Go

LEMME 1. - Soit G un groupe fini. Soient ¢ et P| deux représentations
irréductibles isomorphes de G dans un meme espace V . Soit Ae;Endc(V)
Posons

A= 2 p(@ape’}
geG

Alors, si & est un isomorphisme de (V, P') sur (V, P) , on a

_ _laGl -1
A=57 VT;(A@)@ .

Démonstration: Comme KE.HomG(P,P’) , on a A= k@fl pour une constante
‘convenable Ael . Mais alors
- -1
ALd =8F = ple)baple)
gEG
d'oll, en prenant les traces, la valeur annoncée de A

C.Q.F.D.
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REMARQUE. - Ce lemme est surtout utile pour calculer des opérateurs A s
comme ci-dessus, quand tout isomorphisme de P' sur p est a trace nulle.
LEMME 2. - Posons

A=M(k) , A® = {aca |%a = a}

Considérons l'action de A% = G0 dans A'NA®° donnée par

g.a = ga'g ) (ge A", aea®)

On a alors

0

Za)
o]

X s _ 01 2
ANA" =0rb(] DU Orb(y _

oli a désigne un non-carré fixé, si car k # 2 , et
- o

X s _ 01 10

ANA" =orb() O)u Orb(O 1)

si car k = 2 . De plus

0
2a
o

~
]

0,(2) = 0Gxy) stab(2 _,0 ) = 0_(2) = o)

o

Stab ((1)

(cf. § 3, n° 1 et § 4, n° 1) si car k # 2 et

(1]

01 10, _c,ab 2.2 _
stab(} ;) = SL(2,k) stab(y 1) = {1 G a)| a,bek, a+b” = 1}
si car k = 2 . En particulier, on a
01| _ et 2 0 l -
|seav@ D] = 26a-1) seab(g g )| - 20
si car k # 2 et
01 2 10
Stab(1 0) = (¢“-1)q , ‘Stab(o 1) I =q
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Démonstration: Cela est une conséquence immédiate de la classification des
formes bilinéaires symétriques de rang 2 sur k (cf. § 3, n° 1 et § 4,
n° 1, pour ce qui concerne les groupes orthogonaux associés en caractéris-
tique différente de 2 ).

C.Q.F.D.

LEMME 3. - Soit 9U une représentation de Go telle que JU soit triviale

sur les matrices scalaires. On a T(z‘.ﬁ , o 1'on pose

£ =cg™h (g €6G)

Si la caractéristique de k est différente de 2 , notons eLo le caracte-

re non-trivial de kx de carré trivial. La représentation T est isomorphe

3 1l'une des suivantes

(xecar(X) , T, (Aecar®™) - car(@®), AT =1).

q
7[“ E x“ 3 ')‘r A.

o o o,

-1

Notons alors €(X) la valeur qo(-l) (resp. ®(-1) ; resp. moins la valeur

constante de A. sur la k - droite de K formée des éléments de trace nulle)

dans les deux premiers (resp. troisiéme; resp. quatriéme) cas. Posons

1) ‘8™ = ; s K(g)
g€A NA

Alors, SO0 €Hom@J) et 1'on a
sX) = (g-1)q8MN(w) ,

avec w = (_

Démonstration: Il est clair que S(’)t')GHom(ﬁJt) . I1 en est de méme de

1

W(w) a cause de la relation wgw-1 = (det g)tg- (g€G ) . 11 résulte

o +
A -
aussitdt du lemme 2 et du lemme 1 appliqué 2 f =T , p' =T et § =MW ,
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que l'on a, en notant < le caractére de T ,

Tach D+ 3D e )] T

lGol 1
(2) s(m) = dim T E(q-l)

si la caractéristique de k est différente de 2 , ol l'on note ¢, une
racine carrée de a (cf. lemme 2) (et donc Tr(co) = 0) et ot 1l'on dé-
signe par m(co) la matrice de la multiplication par c, dans K , par

rapport a la k - base il,co} de K ; et
@ s = [@D + @nmH @Dy Dltw

si la caractéristique de k est 2 . Le lemme résulte alors sans diffi-
culté de (2) et (3) 2a l'aide de la table 1.

C.Q.F.D.
REMARQUE. - Il est clair que la somme S(TM) serait nulle si W était une

représentation irréductible de G0 ne satisfaisant pas les hypothéses du

lemme..

3. - Vecteurs SU(2,K) - invariants dans la série discr2te de GL(2,K)

Rappelons que 1'on note K 1l'unique extension quadratique de k

Pour h MZ(K) notons h* 1la transposé conjuguée % de h . On pose

U(2,K) = {heGL(2,K) | hn* =1} ,
Su(2,K) = U(2,K)NSL(2,K)
(cf. ch. V, § 1, n° 2).

PROPOSITION 1. - Les sous-groupes SL(2,k) et SU(2,K) de GL(2,K) n'ad-

mettent de vecteur invariant non-nul dans aucune représentation de la série

discréte de GL(2,K)



Démonstration: Comme les sous-groupes SL(2,k) et SU(2,K) de GL(2,K)

sont conjugués l'un de l'autre (ch. V, § 1, n° 2, prop. 4) il suffit de dé-
montrer la proposition pour SL(2,k) . On a alors & démontrer que la mul-
tiplicité de la rep.résentation triviale de SL(2,k) dans la restriction
de toute représentation I de la série discréte de GL(2,K) 2a SL(2,k) |,

est nulle. Cela revient 3 démontrer que la somme des valeurs du caractére

de T sur SL(2,k) est nulle, ce qui est clair d'apres la table 1, puisque
Classe () :)I = q%-1 = dim T (a€K®)

C.Q.F.D.

83



84

(pX ~X °pou) (x)xy |-
(X)pv = (X)v- 0 ((x)N)©- ((x)N)» .
XM|Xwa (X)N O
Amﬁvv‘);@.mv * pour
0 (®)g(P)o+ (P)g(®)m | (PR)® (pe)® pAe (&9
xxwv.m
(e)v- () go 0 (®),» e )
(2) v(1-B) (2) go(1+b) (2) 9P (2),7 e (5 9
‘ ('g) ~(¢'®P) *pom
' pv Vv Tpou g#® Axxvumo 30 Axxvumu 30 uoT3jesTIjoWeRIRy | FuRjUaS9Iday
(M)TBO = (1) T®D 5y (M)I®D 5 g’
Vy m:ox MX IP o 0 = \Mx ax930RIRD
o

(’'2)1D® = O

3D soisojoeieo so | HIAVL
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:ls ~T °pour) (n)yaL |-
{l}-n>3n 3 (0]
® ~® *pouw
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CHAPITRE II

Les représentations de G induites d'un sous-groupe ;parabolique propre.

Dans tout ce chapitre, on désigne par k uﬁ corps fini 2 q élé-
ments, de caractéristique quelconque et par G le groupe de similitudes sym-
plectiques GSp(4,k) en quatre variables, sur k , que nous réalisons comme
le groupe des similitudes d'un espace symplectique non-dégénéré (E, < ,)>) ,
de dimension 4 sur k . On note mg le multi;plicateur de la similitude

i

geG . 4

>

§ 1. Préliminaires et généré’litésv.

Yo

1. Les sous-groupes paraboliques de G

Dans la suite, on aura besoin de faire agir le groupe G a droite
dans E . Pour cela, nous nous donnons un anti-automorphisme involutif

gr—>g de G et nous posons
vg = g*(v) (veE, geG)

Choisissons une base bo = (el,ez,e3,e4) de E , telle que

‘<el,e3)= (ez,e4) =1 . Plutdt que de prendre g*= g_1 (g €G) , on posera
ici g* = tg (geG) , ot l'on note tg la transposée de g€&G , par rap-

port a la forme bilinéaire (u,v)+> (ulv) sur E telle que (eilej) = 81’. 5
3
Si 1'on note [g] (resp. [(u]) 1la matrice de g&G (resp. u€&E) par

rapport a bO , on aura alors

tvel = Ivllgl . (VEE, g€G)
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Dans tout ce chapitre G n'agira dans E que par l'action 2 droi-

te (v,g)—>vg (ve€E, geG) que nous venons d'introduire.

On peut définir les sous-groupes paraboliques de G comme les sta-
bilisateurs, dans G , des drapeaux totalement isotropes de E . Nous avons
quatre classes de conjugaison de sous-groupes paraboliques de G , corres-

pondant aux quatre types de drapeaux totalement isotropes, a savoir

o,

oce ,
ocCer ,
ocece ,

oi @ (resp. P ) désigne une droite (resp. un plan totalement isotrope) de
E . Nous choisissons maintenant un représentant dans chaque classe de conju-
gaison de sous-groupes paraboliques propres. Notons di la droite de E en-
gendrée par e, et Pij le plan (totalement isotrope si izkj mod 2 ) de

E engendré par e, et e 1<% i,j< 4, 1i#3j) . On pose
1) P, = StabG(ngl) s

(2)

o
L}

, = Stab (OCPy,)

(3)

=]
i

= stab (0Cd; CPy,)

on a alors B = Plf\P2 et des décompositions de Levi

(4) P, = LU

ol le radical unipotent U1 de Pl est formé des gePl tels que g soit
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1'identité sur d , sur d';'_/dl et sur E/dl1 5 le radical unipotent U

1 2
de P2 est formé des geP2 tels que g soit l'identité sur ,P12 et sur
E/P ; le radical unipotent e est formé des g€B tels que g
2y, 1 dical p U, de B £ d 1

Y
. s : .
soit 1'identité sur d1 , sur PlZ/dl , sur d]./P12 et sur E /d‘i ; les
sous-groupes de Lévi Ll s L2 et LO sont choisis comme suit
(5) Ly = BN ScabG(d3)n StabG(P24) s
(6) L, = P,NStab, (P, )
4
) L = N stab_(4,)

o i=1 G i
Nous avons ainsi
(8) L, 2 KX GL(2,K)

(9) L, ~ GL(2,k) X K¢,
(10) L= Kx Kk

De maniére plus précise, on a

PROPOSITION 1. - i) On définit un épimorphisme Py de P, sur k*x GL(2,k)
en associant 3 chaque g¢ P, le couple (t:g , hg)ek"x GL(2,k) , ou tg
désigne le rapport de 1'homothétie gldl de d1 et ol hg désigne la matri-
ce, par rapport 3 la base’ (e2+d1,e4+d1) ,de 1'automorphisme linéaire

g = -g_dl de d'll'/d1 déduit de g par passage aux quotients. On a

Ker P, = U1 et ?1 induit un isomorphisme du sous-groupe de Lévi L1 sur

K'x GL(2,k)

sur

ii) On définit un épimorphisme 9, de P2

GL(2,k) x K* , en faisant correspondre a chaque geP2 le couple (hg , m_ )
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ol hg dénote la matrice, par rapport a la base (el,ez) , de 1'automor-

phisme linéaire glp du plan P12 (et mg désigne le multiplicateur de
12

g ). On a Ker (Pz = U2 et 1'épimorphisme ?2 induit, par restriction un

isomorphisme du sous-groupe de Lévi L2 de P2 sur GL(2,k) X K

1ii) On définit un épimorphisme ¢ de B sur KX K XK,
en associant & chaque gé&B le couple (bg , mg) , ou bg désigne la dia-
gonale de la matrice de gl par rapport & la base (e,,e.) de P
P12 1°727 — "12

On_a Ker C‘) =U, et 9 induit par restriction un isomorphisme du sous-

groupe de Lévi L0 de B sur K x K'x K

Le démonstration de cette proposition est immédiate.

2. La classification des représentations de G

Soit P un sous-groupe parabolique quelconque de G , U son ra-
dical unipotent et ¢ : P—>L le corlloyau de 1l'injection canonique de U
dans P . On note YP(G) ~(resp. °TP(G) ) 1'ensemble des types d'isomorphie
des composantes irréductibles des représentations induites de la forme
Ind To ot ¢ parcourt l'ensemble des représentations irréductibles (resp.
I;T (a;pparcient 3 la série discrate) de L . Notons simplement 1(G) (resp.
°I(G) ) 1'ensemble de types d'isomorphie des représentations irréductibles
(resp. de la série discréte) de G . On a alors, d'aprés la classification
générale de (14] (P. C-19), la décomposition
an 1) = “I(©) U I, (&) U °I, (6) U °I(@)

1 2

(réunion disjointe) ou encore

(12) 1) = TP ©) v °TP (6) U °1(6)
2 1
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(réunion disjointe), puisque la série principale et la série discréte épui-

sent toutes les représentations irréductibles de Go

Dans la suite de ce chapitre, nous construirons explicitement

I. (G) et °I_ (G)
P, » P

De maniére générale, nous appelerons °TP(G) la série de représen-
tations (irréductibles) de G , associée 3 P . La série de représentations

de G associée a2 B , s'appelle classiquement la série principale de G

3. Interprétation en termes de G - fibrations principales.

Soient P un sous-groupe parabolique de G et ¢: P—1L le

conoyau de son radical unipotent U

Considérons la fibration principale discréte EP = (G,pr,P\G,P)

associée a 'P , d'espace total G , de base P\G , de projection pr don-

née par

pr(g) = Pg ' : (g€6)
et dont l'action, a gauche, du groupe structural P , est donnée par

pP.-8 = pg (peP, g€G)

Le groupe G agit a droite sur QP par

g'.g =¢g's (g',geG) ,

(pg').g = Pg'g (g',8€G)

Soit (H, 6) wune représentation de L . Considérons la représen-
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tation (H, co?) de P comme P - fibré vectoriel discret, & gauche, sur

un point. Nous avons alors, par définition si 1'on veut,

(13) Ind 6e¢ = Hom_(E_ , (H, Go®))
prc T PR A

ot 1'espace de droite est muni de l'action naturelle T de G déduite de

celle de G dans EP , c'est-a-dire
as) lr(e)el (g") = £(g's)

quels que soient g,g'€ G et le morphisme P - équivariant £ de EP dans

H . Autrement dit, on a
(15) Ind Ge® = Hom (EP , H)
PTG

en particulier, l'espace de la représentation induite peut s'interpréter
comme le T - espace vectoriel de tous les morphismes compatibles a ¢ de
la fibration principale EP , de groupe structural P , dans le L - fi-

bré vectoriel complexe H

Or considérons la G - fibration principale ?(EP) , de groupe
structural L , déduite de QP , par 1'épimorphisme ¢ (cf. (31). On a

un G - isomorphisme canonique

(16) Hom ( H) —=5 Hom (¢(£), H) ,
om(17 13 —=> Hom, (¢(§

P

d'od 1'isomorphisme de &T(G] - modules

(17) Ind 6 = Hol (9CE ), H)
PG my, (45

Dans ,les paragraphes suivants, nous construirons, de maniére natu-
relle, deux G - fibrations principales de groupes structuraux isomorphes 2

L, et L, qui seront des réalisations de ?l(ﬁpl) et QZ(EPZ) respective-
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ment; c'est ainsi que nous construirons OYP @) et _I-P G)
1 2

Pour étre complets, nous rappelons ci-dessous la réalisation standard
de la fibration principale désuite d'une autre par changement de groupe struc-

tural (cf. [3]).

PROPOSITION 2. - Soit M un groupe et soit & = (E,pr,B,N) une M - fibra-

tion principale discréte (2 droite), de groupe structural N (agissant 3 gau-

che). Soit ¢ un_homomorphisme de N dans un groupe R

La M - fibration principale ?(é) , déduite de ¥ par ¢ , mu-

nie du M - morphisme canonique v de ¥ dans ?(E,) , peut étre réalisée

de la maniére suivante. On prend la base de (F(E,) égale 2 B , son espace

total égal 2 1'ensemble quotient _E_.xNR de EXR par la relation d'équiva-

lence définie par 1l'action

(x,r) }l— (nx,r(f(n)—l) (xeE, reR, neN)

de N , et la projection pr est donnée par

pr(x,r] = pr(x) (xeE, reR) ,

ol [x,r] désigne la classe de (x,r) dans EXNR . On définit l'action, 2

gauche, de R dans ngR par

s[x,r) = [x,sr] (x¢E, r,s €R)

et celle, a droite, de M , par
[x,rflm = [xm,r} (x¢E, meéM, reR)

Enfin, on pose v = Id sur B et



v ) = [x,1] (x€E)

Démonstration: On montre sans peine que le modéle donné ci-dessus pour
(@(B),v) vérifie la propri2té universelle dont (p(E),¥) est, par défini-

tion la (seule) solution (2 un isomorphisme unique prés), 3 savoir:

Pour toute M - fibration principale LI de groupe structural
R et tout M - morphisme F de g dans LI compatible avec ‘f , il e~
xiste un et un seul M - morphisme F de Cf(g) dans 7 tel que Fov = F

C.Q.F.D.

§ 2. Série de représentations de G associée a P

2

1. Définitions et préliminaires.

Notons IP 1l'ensemble de tous les plans totalement isotropes de
(E,€,>) . Notons B 1'ensemble de toutes les bases des plans totalement

isotropes de E

Si b€&€B , on notera P(b) 1le plan de E engendré par b . Si
PeEP , on désignera par B (P) 1l'ensemble de toutes les bases de P . On
notera toujours b, (resp. b, ) le premier (resp. second) vecteur de la
base b€ B

Rappelons que nous nous sommes donnés une action a droite
(v,g)l—>vg (veE, geG) de G dans E (cf. § 1, n° 1). Le groupe G

agit alors de maniére naturelle dans B et dans P par

bg = (blg,bzg) (be B, geG) ,

95
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Pg ={vg|ver} (Pe P, get)

Ces actions sont transitives.

Le groupe GL(2,k) , que nous noterons G0 dans la suite, agit ,

3 gauche, dans B(P) , pour tout P € P ‘, par
= > 8 b - (=@
(1 b = ( 5)(b;) (be B, h=(yHEG)

Cette action est, évidemment, libre et transitive.

DEFINITION 1. - On appele G - fibration principale canonique au-dessus de

P et 1l'on note E]P , la G - fibration principale (BxK ,pr,P ,Gox K)

d'espace total B x k* , base P et projection pr donnée par

2) ‘ prib,t) = P(b) (beB, tek) ,

dont l'action du groupe structural Gox K¢ est définie par

(3) (h,s).(b,t) = (hb,s *t) (heG , s;tek beB)
et celle de G par
4) (b,t).g = (bg, tm;) (beB, tek®, g€G)
et

P.g = Pg (pe P, geG)

DEFINITION 2. - Soient y€&Car(k ) et (H,W) une représentation de G/

On_appelle représentation naturelle de G associée a (R,y) et a ¥’IP et

l'on note M(T,5),T) le t(G] - module
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Homcoxk"(EIP , (3, T®y)

REMARQUES. -
i) En-d'autres termes, l'espace M(T,5) est formé de toutes les

fonctions £ de BxkX dans H telles que

1

(5) £(hb,s”"t) = y (s)T(h) [£(b,t)] (heG_ , s,tek”, bEB)
et l'action T de G dans M(T,y) est l'action naturelle donnée par

(6) ()£l (b,t) = f(bg,tm;) (geG, fEMM,y), beB, tek)
ii) On a
%) dim MOT,y) = (g+l)(q%+1)dim T .

En effet, on a dim M(,y) = {P|dim T , et d'autre part, comme l'on a

clairement

1Bl = (*-1)(-q)
et que

IB| = IGo”]PI s
il s'ensuit que

®) |B| = (q+1)(q2+1)

Nous allons identifier maintenant nos représentations M(i,y) en

tant que représentations induites.

PROPOSITION 1. - La G - fibration principale E’]P , munie du G - épimor-

phisme v de E'P sur E]P défini par
2
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v(P,8) = Pig
v = Gy n) (gee) ,

N ' = = °
od 1'on a posé b, (e;,e,) et Py P(b,,) (ef. (2), § 1, n° 1), est

la G - fibration principale ?Z(EP ) déduite de EP par 1'épimorphisme
2 2

x
(2} de P2 sur Goxk

Démonstration: Vérifions que ,_(Q]P., V) satisfait la propriété universelle

caractérisant (f(% ) . Soit m = (E',pr,B',G x k) une G - fibration prin-
2P, o

cipale (& droite) de groupe structural G x k. Soit F un G - morphisme

de EP dans M , compatible avec ?2 . Il est clair qu'il existe au plus

un G - morphisme F de E]P dans v tel que Fov=TF , puisque l'on doit

alors avoir
) Fb BRI (g€G)
1280 g F (g g

Définissons F par (9) . Le morphisme F est bien défini puisque si
- -1
(blzg','mg,) = (by,8, m ) , pour g'eG , alors g' = ug , avec

= = 1 -—3add .
blzu b12 et mu 1 , c'est-a-dire ueKertfz . Par suite

F(g') = F(ug) = ¢(u).F(g) = F(g)

Il est clair, d'autre part, que F , défini par (9), est G - équivariant.
Montrons qu'il est Goxkx - équivariant. Soient (h,s)é€ Gox K¢ et

(b,t) € BXK® . Or, il existe peP g€G tels que (f(p) = (h,s) et '

2 3
(b,t) = (b

128 mél) , et par conséquent

= = -1 -1, _ = -1
F((h,s)(b,t)) F(hblzg, s mg ) = F(blng’ mpg)

1}

F(pg) = §,(p) .F(g) = (h,s).F(b,t)
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ce qui achéve la démonstration.

C.Q.F.D.

COROLLAIRE. - On _a

M(,), T) = Ind (H, (TR®Y)0)

PZT G

quels que soient ¥ €& Car(k®) et la représentation -(H,T) de Go

Cela est une conséquence immédiate de la proposition 1 ci-dessus et

de 1'isomorphisme (17) (§ 1, n° 3)

2. L'entrelacement des représentations M(T,Y)

Dans la suite de ce paragraphe, (H,T) et (H',N') désignent des
représentations irréductibles de Go et ¥, ¥' des caractéres de K
Pour étudier les espaces HomG(M(Tl',x),M(ﬂ', ¥')) -, nous nous servons du lemme

1 ci-dessous dont la démonstration est immédiate.

DEFINITION 3. - On désigne par R(®',y';M,y) le & - espace vectoriel formé

des applications K de (BxKk®)x (Bxk*) dans Hoxﬁc(H,H') (appelées noyaux

dans la suite) telles que

(10) K(b'g, t'm;I; bg,'tmél) = R(b',t';b;t)

et que

A - k'Y, st e mb, s = g (s T (KRB, e b, 00 )
. w . Cakds I

quels que soient b,b'e B, t,t',s,s'ek , g€G et h,h'EGo N

LEMME 1. - En_associant 3 chaque nmoyau K&WR(N',y';M,y) 1'opérateur @K de

M(T,y) dans M(TW',y') donné par
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@, ol = Z K(E,M) (£(n)) (EeBxK*)
ko meBxk* A 1 g

on définit une application qui transforme la multiplication matricielle de

noyaux en produit d'opérateurs et qui est un isomorphisme du & - espace

vectoriel H',y';MW,y) sur le T - espace vectoriel HomG(M(')T,x), MW, ¥'))

I1 ‘découle des relations (10) et (11) que la donnée de
KEHT', §';5,¥) équivaut a la donnée des opérateurs K(b',1; b,1) pour
i) un couple (b,b')€E BXB tel que P(b) = P(b') ,
ii) wun couple (b,b')€ BXB tel que dim P(b)N P(') =1 |,

iii) un couple (b,b')€ BXB tel que P(b)N P(b') =0

Posons

T (ei s ej) (1¢i,j&4, i #3) ,
Pij = P(bij) (1¢ 1,544, 1 # j) (cf. §2,n°1).
Nous pouvons alors choisir, dans i), (b',b) = (b12’b12) ; dans ii),
. _ . . _
(b',b) (b14,b34) ; dans iii), ’(b ,b) (b12,b34’)'

¢

Rappelons, d'autre part, avant d'énoncer la rptropos'itionv 2 ci-dessous,
que, si (V, ?) est une représentation de G0 , on note \\)V la composante
isotypique de type +€Car(k+) , de la restrictjion de P au sous-groupe uni-
p(.)tent supérieur U de Go , et que l'on note '\)V& la composante isotypi-
que de type o €Car (k) de la restriction de P au sous-groupe D2 , agis-
sant dans 1l'espace +V . On note D1 (resp. DZ ) le sous-groupe de Go
formé des matrices diagonales h telles que h22 =1 (resp. h11 =1) (cf.
ch. I, §6, n°1).

PROPOSITION 2. - La donnée de KE‘.K(‘]’(',;';‘)T,{) équivaut & la donnée des
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trois opérateurs

: = . ' ' 1 4
i) ¢, = Kby ,,13b,,1) € Hom[(H, T@Y), (', '@ y)] = Sx,x"‘m'“: ,
ii) 9, = K(bu’,l;b%,l)el-lomD [1H -1 11-1' ]t ,
2 'Y ¥y

= . 1
111) ¢, = R(b ,,13by,,1)€ Hom[(ﬂ,if@u,ﬁr), @', T ey 8‘,’%‘&“.’%&
ol dénote la restriction de T au centre Z, = K¢ de G, et ol 1'on
a posé

Ya = (D | (hec )

De maniére plus précise, on a

D KO ,Eb,0) = e TR (b /b)eg (b,b'eB, P(B)=P(b"), t,t'€K) ,

ot l'on note b'/b le seul heGO tel que b' = hb ;

2) K(b',t'3b,8) = ¥' (1) 1y(e) (¢'y ) (K(a'b ") (hb) > )n"l(h')oqalo'ﬁ(h)

1 °?

pour b,b'e B telles que dim(P(b) NP(b')) =1, t,t'ek™ et quels gue

soient h,h'€G =~ tels gue (h'b')2= (hb)2 H
3 KG'LEb,e) =y () T RO (b b)),

pour b',be B telles que P(b) NP(b') =0 et t,t'e kK* , avec

<b1', b1> <b1‘, b2>

Cby, b> by, by

<b',b> = ( (b,b'€eB)

Démonstration: La relation 1) résulte aussitdt de (10) et (11). Pour éta-
blir la relation (2), il faut remarquer en plus que (c',l;c,1) = (b'g,r;b,r) ,

pour b',b,c',ceB tels qué P(b) N P(b') =0 ="P(c)N P(c') , et rek® ,
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si et seulement si (b',b> =<{c',c> , et que d'autre part

<(h'b',hb> = h'¢b',b)h (b',b€B, h',heG )

La relation 3) s'ensuit aussitot de (10) et (11) et du fait que
dim(P() N P(b')) =1 (b,b'e B) entraine qu'il existe h,h'€e Go tels que

(hb), = (h'b')2 , et qu'alors

K(b',1;b,1) ar'(h')'lo K(h'b',1; hb,l)oit(h)’l

-1
' (h') oK(b14,r; b34,r)

avec r = {(h'b") (hb)1> , par (10).

1 2
L'assertion concernant 1'opérateur % découle aussitdt du fait

que, pour tout héG0 N rek® , on a
_ -1
(hblz’ t) = (blzg, my )

pour g€ G convenable. L'assertion concernant ?2 s'ensuit du fait que,

pour que

-1 -1
' . = .
(h blz,t, hb34,t) (blzg,mg H b34g,mg ),

pour un g€ G convenable, il faut et il suffit que

<h'b hb34> =t

12° b3”

12° 734

c'est-a-dire h'‘h = thl{ z, = Z(Go) . De maniere analogﬁe, pour que

(h|b14’t; hb34,t). = (bu’,l; b 1)g , il faut et il suffit que

34°

(h'dy,)y h(b%)

2 H)

' S S _ 10
¢(h by hb34) =t <b14, b34> (=t D)
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On trouve alors que 1'opérateur P doit satisfaire la condition
-1 ''b! -1
PV @OTG G000 = fpery T @TGE ) (aatdel, boblekh)

Notre assertion sur ?1 s'ensuit. Notons enfin que (cf. ch. I, §6, n°l, ta-

ble 3) les composantes isotypiques H et .H sont de dimension
1 B'K-l 1 ”,-1
au plus 1
C.Q.F.D.
REMARQUE. - Si &g =1 , alors 1'opérateur ’)T(_(f é) est un isomorphisme

involutif de (H,T) sur (H,'ﬁ")

La proposition 2 montre que le nombre d'entrelacement de M(W,x)

est toujours & 3 . De manidre beaucoup plus précise:

COROLLAIRE 1. - Soient y,y'€Car(k™) et (H,%) , (H, 7U') des représen-

tations irréductibles de Go . On a

—

i) Si T appartient & la série discréte de Go , disons W =N

A
(Aecar(k®) - car(k®)) , alors, pour tout -ye€ Car(kX) -, la représentation

M(T,y) est irréductible si /\q # /\.1 , et elle est somme directe de deux

. . . . -1
composantes irréductibles non-isomorphes si /\_q =N

ii) 8i M =()Tu,(b («,@eCar(kx), x # (5) alors, pour tout ye&Car(k®) , la

représentation M(W,y) est irréductible si (57‘-“-1 et si 1¢§«,§5} , et

; : : : -1 :
elle est somme directe de deux composantes irréductibles si (> =~ ou si

le {x,p}

iii) si M =')Tg ou M =’Ki (xecar(k®)) , alors pour tout y € Car(k*) 1la

représentation M(W,s) est irréductible si 0(2 # 1 ; elle est somme directe

: : : . . 2
de deux (resp. trois) composantes irréductibles non-isomorphes si " =1

mais o« # 1 (resp. si « =1)
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_En effet, pour que M d;)!f , il suffit que la restriction de M 2
Z, soit triviale (cf. rem. 2 la prop. 2). Mais si Aécar(k*) - Car(k™)
alors, pour que la restriction de 'JTA a Zo soit triviale, il faut et il
suffit que Al =/\-1 . L'assertion i) s'ensuit puisque 1H = 0 pour tout
(H,Tr) - appartenant 4 la série discréte de Go . Pour démontrer 1ii), notonmns

que, si e(,(secar(k") , « # @ , alors pour que ﬁ“@ soit triviale sur
¢

ZO il faut et il suffit que fp = «1 , et que, d'autre part,

1 =9 2
moins que « =1 ou (=1 , cas ol dim s 1 . L'assertion iii) s'en-
. - . ~q ~1 . PR Y1
suit aussitot du fait que T (resp. JL«) est isomorphe 2a ‘)T‘X (resp. )k« )

- . . -1
et triviale sur Zo , si et seulement si « =& , et que l'on a

: . — xX
dim }H, = 81’« (€ car (k™))

Convenons d'appeler triviaux les morphismes de M(W,y) dans
M(@',¥') induits par un morphisme de W dans T' . Nous avons alors comme

conséquence immédiate de la proposition 2 (et du corollaire 1) le

COROLLAIRE 2. - Les seul cas d'entrelacement non-triviaux entre les représen-

tations M(f,y) sont les suivants (pour tout - ye€Car(k*)):

i) MO, )= MOTE ;5 Ay) (Aecar(®) - car(®), A=A x) ,
A /\." k

ii) M(T\’m’(5 , ¥ 1'1(’;'\'0(_1,(5_1 s “(W) (o(,(\?)é car(kX), x # VNN

1) MOT, Ly ) = MOU |, ay) (o, € Car(k¥), @ # @ # x71),
% «la

V) M )@ MED sy MET ) ) (weCar(k®), x> # 1),

) LS o ok

wooonal, penat oy (1=1,q ; xecar(®, «® # 1),

[
vi), [M(ﬂio s ¥ ) s h(’ﬂio s ‘xo]')] =1 (1=1,q; si cark#2) ,



vii) I:M(‘l'[i > ¥) M(’)Ti s «g)] =1 (e Car (K°), 012 =1)

et ceux qui se déduisent des précédents par composition ayec des isomorphis-

‘mes_triviaux.

Dans les numéros suivants de ce paragraphe, nous obtiendrons la dé-
composition explicite des représentations M(W,¥) réductibles pour W appar-
tenant & la série discréte de Go . Le cas ot U appartient 2 la série prin-

cipale de G0 sera traité au prochain paragraphe.

3. Décomposition des représentations M(T\'A, ¥) réductibles.

Nous étudions maintenant de plus prés le cas ol la représentation

M(ﬁA, ¥) est réductible, c'est-a-dire le cas ol Ad =/\_-1

A#EAT)

(A ecar(x®),

Remarquons tout d'abord que la condition A9 = /\.-1 entraine que

X

- . x
A est trivial sur ket donc constant sur chaque droite itz' ték 3

(zeK*) de K* , en particulier sur la droite Do de K* formée des &1é-
ments de trace nulle. Comme d'autre part, l'ensemble des éléments de K*

dont le carré appartient a k* est égal a DOU k* (les droites D et k™
coincident seulement si car k = 2 ) , on voit que la valeur de A sur D0

que nous noterons £ (A) dans la suite, est égale a +1

PROPOSITION 3. - L'algdbre commutante A(A,y) = EndG(M(Tl'A, ¥)) , pour

AecCar (K*) - car(k®) , A9 = /\-1 , admet comme ¢ - base 1l'opérateur iden-

tité I et 1'opérateur { défini par

-1
(12) (PO b,e) = EAX_(E) 5~ T ((b,b"ywEb',1)
@DIC| % p A

P(b')NP(b) =0
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01

pour feM(iT/\,x) , beB , tek™ , avec w=(_10

(13) \}'2 = q3I - q(q-l)’}‘

Démonstration: Il est immédiat, d'aprés la proposition 2, que I et ﬁ)’

forment une T - base de A(A,y) . Soit KeH(A,y) 1le noyau définissant '{f

On a, pour )\,P.et convenables,

2
V=21 + py
les nombres complexes A et . sont déterminés par les relations

1) = Mq-D He

-1
(14) K*K) (b ,,15b,, o 14y
et
-1
as) (K*K)(by,,13b,,,1) = p(a-1) 7 [6 [~ e(/\)" )

Comme K(b,t;b',t') = 0 2a moins que P(b)N P(b') =0 , et
Kb, e507,60) = (@176 | ey (e eI, Wb ,b W) (b,bIEB, £yt € k)

si P(M)NP(') =0 , on trouve aussitdt, en posant A = Mz(k) , et en no-

s . P
tant A le sous-espace de A formé des matrices symétriques,

-2 ~
®%K) (b ,,15b),,1) = (a- ! IASIbgG 7 (- Cbwbw)

3 -1 -1
q (gq-1) [GOI ﬁA(l) s
puisque la condition
b'e B et P(b') N P(by,) =0 (b'€ EXE)

signifie que b' , considéré comme élément de AXA ( = M, 4(k) ) , a
E]



1'aide de la base (e,) , s'écrit sous la forme b' = (hs,h) avec

i'1¢4ig4

he A (= G, ) et seA® . De manidre analogue, en se servant du fait que

pour que b'€ B vérifie les conditions
1 = = 1
PG N P(by,) =0 =P0b")N P(by,) ,

il faut et il suffit que b' = (hs,h) avec heaA® et seA’n A,(A‘ , on

trouve aisément

-1, -1
(KxK)(by,,15b,,,1) = (g-1) "lc | Z T8
sec’

ot 1l'on a posé Gz =a'n as . Or, d'apres le lemme 3 du numéro 2 du paragra-

phe 6 du chapitre I, on a

M, (s) = -q(q-l)E(/\)')TA(w) s

ce qui achéve la démonstration.

C.Q.F.D.

COROLLAIRE 1. - On a, pour tout x€ Car(k®) et tout AecCar (K*) - car(k™)

tel que A = /\-1 ,

A(Ay) = ¢Pq@¢Pl (composé direct) ,
avec
=-9q .1 _
1)q q+1I + q(q+1)\1! ’
_ 1 - 1
P1 - q+1I q(q-#l)\Y

COROLLAIRE 2. - Pour tout yé€ Car(k*) et tout AeCar(K') - Car(k*) tel que

A=At

, on a la décomposition en composantes irréductibles non-isomorphes
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—_ 1
M, y) = M(T, x)“@m(ﬁt,L . ¥)

LIV )" = Im P, (i=1,q

La sous-représentation M(?[A. 't )4 (zesp. M(')TA, b’)l ) est de dimension

q(q-l)(q2+1) (resp. (q-l)(q2+1) ) et elle est formée des f€ M(T\TA_, ¥)

telles que Vf = qf (resp. Ve = -qu )

Le calcul de dimension résulte de Tr({) = 0

4., - Description de la série de représentations de G associée a P

2

Nous décrivons ci-dessous l'ensemble des types d'isomorphie des
composantes irréductii)les des représentations M(’)TA , ¥) que nous appelons,
en suivant la classification de HARISH-CHANDRA (cf. [131), la série de repré-
sentations (irréductibles) de G associée au sous-groupe parabolique P2

THEOREME 1. - Supposons car k # 2 (resp. car k = 2 )

La série de représentations de G associée au sous-groupe P2 est

formée

i) des %(q-l)3 (resp. %;q(q-Z)(q-l) ) types d'isomorphie des représenta-

tions M(W, , y) , de dimension q4-1 , pour ¥ € Car (k™) et
Aecar(K9) - [car(k*) U car(U)] (c'est-a-dire “A’/\q’/\-l,/\-qll =4 )

ii) des %(q-l)2 (xesp. —;-(q-l)q) types d'isomorphie des représentations

M(‘)TA-, x)q de dimension q(q-l)(q2+1) , pour yecCar(k®) et
A€ [car(x*) - car(®*)] N car(U)

‘s 1 2 1 . . p .
iii) et des -Z-(q-l) (resp. E(q-l)q ) types d'isomorphie des représentations

M(‘)T/L s X )1 , de dimension (q-l)(qz+1) , pour y¢€ Car(k ) et

A€ (car(R*) - car(k*)] N car(u)



De maniére plus précise, on a, pour les représentations.de la famille

M(T(A 3 K) o M(‘HN s K) C-———-> {Asl\q’/\-l;/“-q} = {N)Nq, N-lxN-q}

et pour les représentations des familles ii) et iii),

uam, pte nar, L 0t & )= (v (=1,

Cela est clair (cf. §2, n°2, cor.l,i) et cor.2,i) 2 la prop. 2, n°3,

cor. 2 a la prop. 3).

§ 3. La série principale de G

Dans ce paragraphe, nous obtenons la série principale de G en con-
sidérant les représentations M(T,y) od N éppartient a la série principa-
le de Go et en achevant la décomposition des cas réductibles (cf. § 2, n° 2,

prop. 2 et ses deux corollaires).

1. Décomposition de M(ﬁ; 10 ¥)
3

Dans la suite, on pose _E =E -{0} et l'on note f(v) 1la droite

engendrée par ve *E

PROPOSITION 1. - L'algébre commutante A(x,l;y) = EndG(MCﬁ& 1 ¥))
3

(x,y €eCar(k*), ®« # 1) admet une T - base formée de 1'opérateur identité I

et de 1'opérateur @ dont le noyau associé Kl est défini par les conditions

9, = TZ =0 et ¢y = (q-l)-1|Go|_lﬁw (cf. § 2, n° 2, prop. 2) ob P, est

le projecteur de H = Ha,l sur Efac = lH1 donné par
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[Pw(u)] (x;t) = u(O,l;t)f°° (ueH, xekxk, tek™ ,
avec fw(r,s;t) = 8r«(s) (r, sekt , t€K") (cf. ch. I, § 1, n° 2). a
&5 v 2= qr+ (@1

Démonstration: On a §°@= A+ )&@ , ol R,,«et sont déterminés par les

relations

AMa-D e 'lde ,

i) (K *K)(blz, 12,1)

i) ®y* R (by,,150,,,1) =/u(q—1)'llcol'lp

Or, d'aprés la définition de K, et la prop. 2 du § 2, n° 2, on trouve aisé-

ment
- -1 -1
() %K) (b 15by,,1) = g7 Hg-1) 7 2 new ) () "'p ()
UEP heG e
u # 0 (hb12)2 =u
ot 1'on a posé T =’lTl « et ol
)
n(py,,u) =|{PemanP12=Q(u)}| ;
comme n(Plz,u) =q et Trace P = dim 1H1 =1 , donc

Z w(h)” PTr(h) IGOI (dim’)T)—le=q(q-1)2Pw
heG ,

la valeur annoncée de A s'ensuit. De maniére analogue, on trouve

-1
®; % Kp) (by, ,13by,,1) = (g-D)7! bZe]B SCPRFERNHCRESRS

b1, =e,

La contribution de l'ensemble J des b'e B telles que P(b')N 1:’]_4 et

P(b') N P34 soient deux droites distinctes, 3 la somme du membre de droite



étant nulle, puisque

TH . =
> K{by, 150", 1)K (', 15b5,,1)

b'leJ

le 1D ( K, ( )
= |G . K, (b,,,1;b,1)K, (b,1;b,,,1 s
obé—]B 17714 1 34
bva,‘l’]_q_><"‘P34
que
K, (b, ,1;b,1)K, (b,1;b,,,2) =T "2 @ e st(n')
1701427305 1K E0 L3bgy s w1 0o

(o h,h'eG0 sont tels

= ' =
que (hb14)2 b, et (h b34)2 b, ), et que

On a, par conséquent,

Ry % KD (by,,15b,,,1) = (q-l)-llGol-lHPé‘.]P PNP,, = PNP,, = Q(eh)” Pj
= (¢-D.@-D e | e,
d'ol F= q-1 , comme annoncé.
C.Q.F.D.
COROLLAIRE 1., - Quels que soient o, € Car(k*) , o« #1 , ona
A, l;y) = EPqG-)d:Pl (composé direct)

avec les idempotents primitifs

(2) p?

(3) P

Cela découle du

=495 .- L
l- T gl x

1 1
q+1I + q+l (b

corollaire 1, ii) & la proposition 2 du § 2, n° 2
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et de la proposition 1 ci-dessus par un calcul facile, qui est laissé au lec-

teur.

COROLLAIRE 2. - La représentation M(’Il'“ 1 5y ) («,xQCar(kx), « # 1) se dé-

compose en deux composantes irréductibles non-isomorphes,

, _ q 1
MA('K‘*,]. 3 K) = M(T\o(,l 3 X) + M(’E«,l E) K) ’

avec

M('XT“ 1° K)l = Im P (i =1,q; cf. cor, 1).

La sous-représentation M('JTO( 10 ]g)q (resp. M(’)Td 1 5)1 ) est de dimen-
£l £l

sion q(q+1)(q2+l) (zesp. (q+1)(q2+1))

.Cela est clair d'aprés le corollaire 1 (compte tenu du fait que

Trace § = 0 , pour le calcul des dimensions).

2. Décomposition de MOT:( ,¥) (A =1,q9)
o

D'aprés la proposition 2 du numéro 2 du paragraphe 2, l'algébre
commutante End(M(ﬁ:( , ¥)) admet une T - base formée de 1'opérateur iden-
o

tité et de 1l'opérateur @2 dont le noyau K est défini par les conditions

2

co - 1yl Lyl 01 ,
¢, =9, =0 et ¢, = (q-1) IGOI«O( 1)1\0‘0(_1 o) - Posons dans la suite
i _ 01
“'xo =T, (g =V

(4) @ZOQJZ = q31 + t:[(q-l)@2

Démonstration: Par le méme calcul que dans la démonstration de la proposi-
tion 3 (§ 2, n® 3), a ceci préds que l'on a T 2a la place de ﬁ/\ et o(o(-l)

a2 la place de E(A) , on trouve, dans ce cas,
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bp®, = 1+ [Y MW .a (LR D,
heG)

mais d'aprés le lemme 3 du chapitre I, § 6, n° 2, on a, en notant Gz le

sous-ensemble des matrices symétriques de Go N

9 Mh) = qg-Dx (-1)AW)
hec®
o
pour T it (i=1,q9) . o

o
o

C.Q.F.D.

PROPOSITION 2. - Soient i = 1,q, y€Car(¥®) et car k # 2 . Alors la re-’

. i :
présentation MOTK » ¥) se décompose comme suit
o

ual 0 =u@ L plenal b,
[o] o [o]

en somme de deux représentations irréductibles non-isomorphes, ou

Ma. ) = In P 7 G =1,9
o]

avec

9.9, .1 _
(5 P q+1I q(q+l) @2 ’

1.1, .1 & o
(6 B q+1I + q(q+l) ®2 '
On a

dim M@L ¢ = 13¢q%) G =1,
o

Cela résulte du lemme 2 par un calcul facile.

I1 est important de remarquer que les familles iM(le 3 Y )1}
o
et (\M('JT:( s g)q}. (ot y parcourt Car(k*)) coincident, bien que
o - Y
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M(T\‘: > ¥) et M(‘)Ti » ¥) ne s'entrelacent pour aucun y€car(x*) (cf. § 2,
o

)
n® 2, cor. 2 a la prop. 2). On a, en effet, la

PROPOSITION 3. - Pour tout Y& Car(k®) , on a

ued Lt e @ !
o o

Démonstration: Cela est une conséquence immédiate du corollaire 2, vi) a la
‘proposition 2 du numéro 2 du paragraphe 2. En fait, un isomorphisme explicite
de M(’lTnll s ‘*o\f)q sur M(’R: s g)l est donné par le morphisme de

M('It:( s Zo‘) dans M(‘Kz s ‘;) , dont le noyau est défini par tPO = q?z =0
et péolr °

[Ql(k)l(l,r;t) xo(c)A (Aet = Hi , rek’, tex®) ,

o

(®; M1 (0,158) = -« (£)qA (et, tek)

(cf. § 2, n° 2, prop. 2 et ch. I, § 1, n° 2).

C.Q.F.D.

3. Variantes de la construction de la série principale.

Si (H, W) appartient a la série principale de G,  alors (H,W)
est réalisable dans la représentation naturelle de G0 , c'est-a-dire
H,T) = (M'“’(,’ s Tu’(g) (vx,(beCar(k )) (cf£. ch. I, § 1, n° 2). En explici-
tant cette réalisation, on obtient aisément un isomorphisme entre M(i,y) et
une représentation naturelle de G associée a une fibration principale cano-
nique, ol la base n'est plus P , sinon l'ensemble D de tous les dra-
peaux totalement isotropes maximaux de E . Pour T =T1,1 , on trouvera

simplement la représentation naturelle de G associée au G - ensemble D

C'est dans la décomposition de ce cas, le plus délicat, traitée au numéro sui-



vant, que l'on se servira, avec fruit, de la construction exposée ici.

Dans la suite, nous garderons les notations du p'aragraphe 1 du cha-

posons en plus *kz = k2 -0

pitre I concernant les représentations (Mo( B Ty (5) (%,pe car(k*)) ; nous
3 3

La proposition suivante est immédiate.

PROPOSITION 4. - Soient a,@,xéCar(kx) , le cas oo =@ n'étant pas exclu.

Notons M'(x,B;¥) le T - espace vectoriel des fonctions complexes f sur

(k%% k) x (BxK®) telles que
) £(r xh,r(r,r) Ydet b 5h b, s ™) = (e )B(r )y (s)E(x,r;b,t)
1 2 1 2 3 3 1 (5 2 K PRl g ]

quels que soient r,rl,rz,t,sékx, heGo N xék2 et beB . On pose

(8) &3 (8)£) (x,r;b,t) = f(x,r;bg,tmél)

pour g€G, fEM' («,b;8), x€kZ, r,tek® et beB

On définit un isomorphisme de (M(T »¥),T) sur (M'(«,p5%), ),

“p
a0 ¥)

en faisant correspondre 2 chaque f£€M(T la fonction complexe

Fen (“,(5;’6’) définie par

9) fx,r;b,t) = [£,)] (x,£)

quels que soient xekz, r,tek", be B

REMARQUE. - Tout x = (xl,x2)€ k2 et tout b = (bl,bz)éB définissent, de
manidre naturelle, un vecteur de P(b) , a savoir xb = xlbl + x2b2 . L'ap-

plication x> xb , pour b fixé, est un isomorphisme du plan k2 sur le
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plan P(b) . On a en plus, (xh)b = x(hb) ', pour tout heG

DEFINITION 1.°- On pose

D= {(,b)| ExB ver®)}

On_notera 5(«,(5;8) 1l'espace de toutes les fonctions complexes f sur
DxKXK®  telles que

(10) f(rl)v:h:b;r(rlrz)'l;ts'l) - o((rl)@(rzdet h)y(s)E(v,b;r,t) ,

quels que soient : rl.;rz,r_,s,tekx et (v,b)eé D et on désignera par ‘T

l'action naturelle de G dans B(“,(‘S;K) , définie par

(11) (_T(g)f] (v,b;r,t) = f(vg,‘bg;r,-tm;]')

pour geG, f€D(x,@%), (v,b)eD, r,tek”

REMARQUE. - Notons D 1l'ensemble de tous les drapeaux totalement isotropes

maximaux de E . Considérons .la G - fibration principale

. 3

P —_ (DxK'x K ,pr,D ,N)

de groupe structural ‘N = K'x 6 x K'x & s ol
P o

pr(v,bsr,t) = (L(v),P(b)) ((v;b) €D, r,tek’)

(en notant ¢ (v) la droite engendrée par ve E ) , ot le groupe structu-

ral agit par

ts-l) R

-1
(rl,h,rz,s)ﬂv,b;r,t) = '(rlv,hb;r(rlrzi ,

pour rl,rt'z,s‘,tekx, hegG (v,b) €D, et o G agit iiar.
! it . . i a

-1

(v,b;r,t).g = (vg,bg;r,t:mg )
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pour (v,b)eD, r,tek”, geG

Alors, en considérant la représentation (T, x®P®(Podet)®y) de
N comme un N - fibré vectoriel gauche sur un point, et en identifiant, comme
il est d'usage, un morphisme de fibrations principales avec sa restriction 2 .

1'espace total de la fibration principale source, on a
O,85%), T) = Homy (B, (@, x®PB(odet)®Y)) .

en tant que G - modules.

PROPOSITION 5. - En associant 3 chaque fé E(ﬂ,@;x) la fonction f'e M'(u,@;x)
définie par

f'(x,r;b,t) = £(xb,b;r,t) (xekz, beB, r,te k) ,

on définit un isomorphisme de (3(0(,(5;3),1:) sur ™" Ct,ps8), T") (cf. rem.

a la prop. 4).

Cela est clair.

4. Description géométrique de M(Tl'?@ﬂ'i s ¥)

Nous savons déja (§ 2, n° 2, cor. 1 et 2 2 la prop. 2) que
M(')Ti' , ¥) est somme direc¢te de trois composantes irréductibles, mon-isomor-
phes deux-a-deux, pour tout yé&Car(k®) et i =1,q , et que l'une des
trois composantes de M(?T? , ¥) est isomorphe 2 l'une des trois composantes
de M(T(i ,¥) , quel que soit Y€Car(k®) . Pour obtenir explicitement ces
composantes, le plus simple et le plus transparent géométriquement, c'est

d'adopter le point de vue des drapeaux (n° 3, prop. 5).
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Nous introduisons et rappelons tout d'abord quelques notations.

DEFINITION 2. - Nous désignons par I 1'ensemble des droites de E , par
P l'ensemble des plans totalement isotropes de E , et par ‘D 1l'ensemble

des drapeaux totalement isotropes maximaux de E , c'est-2-dire

D= {(,P)eLxP | Ccp}

Pour ve E =E -10} , on note Q(v) 1la droite engendrée par v ;

pour beB , on note P(b) le plan engendré par b

On note enfin Qg (resp. Pg ) l'image par g€G de fQel

(resp. P€TP ) par l'action 2 droite donnée de G dans E

Nous avons M(‘Hil , %) @Mmi , ¥) = M(ﬁl,l , ¥) , pour tout
yecCar(k®) . Or, a 1'aide de la proposition 5 du numéro 3, appliquée au cas

2= 0 =1 , on obtient aussitdt la

PROPOSITION 6. - La représentation (M(’Jtl 1 ¥), T) est isomorphe 3 la re-
s

présentation (D, yT) , od D = I:D , et ot yt désigne le produit tensoriel

de la représentation de dimension un ¥y =yom de G avec la représentation

naturelle € de G dans D , c'est-a-dire

(o) (g)E] (1,P) = n(mg)f(Ug,Pg) (geG, feDd, (L,P)ED)

On obtient un_ isomorphisme de (M(’Ifl’1 »¥),T) sur (D, ¥yT) en

faisant correspondre a chaque feM(‘lTl 1 )5) - la _fonction complexe f£é&D
3

définie par

£(2,P) = [£0,1)] (x,1) (Q,P)eD) ,
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ol b est une base quelconque de P , et xe*k2 "est tel que Q(xb) = ¢

Nous sommes donc amenés 2 étudier de plus prés la représentation

(@, yov)

5. Structure de D

DEFINITION 3. - Posons

L=tb
p=tf
et notons encore YT (ye&Car(k )) 1l'action de G dans L (resp. P ) dé-
finie par .
ye(g)£']1 (L) = z(mg)f'(tg) (g€G, f'el, felL) |,
(resp. [¥t(g)£"]1 () = x(mg)f"(Pg) (geG, f"e P, PEP))

On _définit alors (pour tout yé€ Car(k®)) un épimorphisme F' (resp. F" )

de (D, yt) sur (L, xt) (resp. (2, yT)) par

(12) FEWQ) =) £Q,P) (£€D, fel)
P>

(resp.

(13) E"E)®) = 2 £, (feD, PEP))
cp

Enfin nous notons S (resp. S' ; resp. S" ) 1'opérateur

( G - invariant) qui, 3 chaque feD <(resp. L ; resp. P ) associe sa

somme sur D (resp. L ; resp. P ) et nous posons

D° =Ker S , L° =Ker S' , P° = Ker S"
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Notons (LxP, yt) le produit fibré.-de (L, ¥T) et (P, ¥T) au-
t
dessus des constantes (c'est-a-dire suivant les morphismes S' et S" , dont
le but est la représentation triviale ]1G de G) . Nous le considérons

comme un C[G] - module, via T

LEMME 2. - Le UT(G] - module LXP est monogéne. On peut en prendre comme
t A
générateur n'importe quel élément de la forme @,8) o (E,P)eD et

dey = &, @en) , FED=$

PP’ (P'eP)

Démonstration: Remarquons tout d'abord que tout élément (f',f") de

LxP
t
se décompose dans LXP sous la forme
) vy o ' "
(14) (£',£") }‘(I]L’l]P) + (fo,o) + (o,fo)
avec
=lave - “lowen
(15) A= |LITs'EY (= |m|s"E" ),
s -1,,.
' = LI 1 °
(16) £,= £ Ll "(s'£)1; el ,
-1 . e s
LU "o_ nen o
(17) £o = f |l " (s"f )1]Peg s
ol 1'on note 1 (resp. 1_) la fonction constante égale.d3 1 sur I
L P- p /
(resp. P)
Soit (¢,P)eD . Il est clair que U([G] (ﬁ,ﬁ) ») E(lm ’I]P) . Mon-

A
trons que C(G) 0,5 > L°x 0 . Pour cela il suffit de montrer que

A
tcel (@,ﬁ) b (@1-?2,0) , quels que soient QI,GZE IL . Or s'il existe PEP
tel ql;e 91,?2(: P, , alors (Elg,Plg) = (€,P) pour un gEG convenable,

@~ " A A
tel que mg =1 , d'ol gQ = 91 et gP = P1 . Mais il existe aussi un

g'e G , mg,'= 1 , tel que Pjg' =P et f,g' =F¢ . Alors



A

A A A A A . .
g glt, - 8lk, = =Y, . il n'existe pas de | el que
'g(R,P) (e,P) (22 ?1 0) S'il n' t de P, eP tel

1
91,92 C P1 , c'est-a-dire si les droites 91 et e2v ne sont pas orthogona-
les, il existe néanmoins Q36 L telle que Ql.L Q3 et QZ'L 93 '(puisq“e

dim Q; =3 =.dim Q; 7 , et que dimE =4 ) , et l'on a alors, d'aprés ce
que l'on vient de voir, (61-62,0), (62-63,0)& ticl (@,f’) , d'ol

(61'@3,0)6 tlc] (Q,P) comme voulu.

’ A A
On montre que &(G](R,P)D 0xP° de manidre tout 2 fait analogue,
en tenant compte du fait que si PN P' =0 , pour P,P'€ P , alors il exis-
te toujours P"€P tel que PNP"#0 et P'"NP'# 0 (puisque néces-

4 . A A
sairement ¢ N P' # 0 , pour toute (€L ). Nous voyons ainsi que ({,P)

est bien un générateur de LXP
t
C.Q.F.D.

PROPOSITION 7. - Posons

D°° = Ker F'N Ker F"
C'est un G - sous-espace de D . On a la suite exacte -G - équivariante

i (F',F")
0 D°° >D > LXP o,

X
t

ot i désigne l'injection canonique de D°° dans D et od (F',F") désig-

ne le G - morphisme de D dans LxP défini par les G - morphismes
t
F' :D——L et F":D —— P
Démonstration: Notons tout d'abord que, comme S'sF' = S"sF" (=5 ) , les

morphismes G - équivariants F' et F" définissent bien un morphisme G -

équivariant, noté (F',F") , de D dans L

P , donné évidemment par

X
t

(F',F")(f) = (F'£,F"f) (feD)

121



122

Il est clair que D°° = Ker(F',F") et il ne reste en fait qu'a
démontrer que le G - morphisme (F',F") est surjectif. Or le &(G] - modu-
le D est monogéne et admet comme générateur, par exemple, la fonction 80 s

A
€ 'i
a.d (d€D) . Comme l'image de d

a
" par (F',F") est (@0,1’0) , qui d'aprds le lemme 2 est un générateur de

ot d = (0 ,P)ED et d(d) =8
[o] (o] o o

LxP , nous voyons que (F',F") est bien surjectif.
t

C.Q.F.D.

COROLLAIRE 1. - On a

En effet, nous avons, d'aprés la proposition 10,

dim D°° = dim D - dim LXP ,
t
c'est-a-dire

dim p°° = (@+1)?(q%1) - [2(q+D) (g% - 11 = ¢*

COROLLAIRE 2. - On a un isomorphisme de G - modules

DxD@L @R L, |,

ol EX désigne la représentation (T, yom) de G

Cela découle aussitodot du fait que

@ P° (en tant que G - modules)
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6. Décomposition de (L°, yt) et (R°, yT)

Nous étudions maintenant les représentations (L°, yT) et
(p°, ¥t) , dont la dimension commune est, rappelons-le, q +q2+q . Nous
savons deja (cf. cor. 1 a la prop. 2 du n® 2 du § 2 et cor. 2 ci-dessus)

que la longueur de L° plus celle de P° est au plus 4
DEFINITION 4. - On note 1-‘1 le G - morphisme de P° dans L° défini par

18) EEDW@) = ) £() (f"e P°, QeL)
P>Q

et l'on note F2 le G - morphisme de L° dans P° défini par

(19) CEED(E) = Zf'(e) (f'el°, PeP)
QcP

PROPOSITION 8. - On a

D EFEDQ@ = @DE@ + ) £ (el, CeL) ,
v
vte
1) EEEE) = @DEE + ) e (f'eps, PEP) ;
. P'NP #0
P' # P

et _en outre

iii) FF.F, = 2qFy

iv) F.F.F. = 2qF

1

Démonstration: Les égalités i) et ii) sont immédiates, compte tenu du fait
qu'il existe dans E g+l plans totalement isotropes contenant une droite
donnée (ainsi que g+l droites dans chaque plan) et que, pour que { L'

(0,0'e L) il faut et il suffit qu'il existe P€ P contenant b et ¢
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On a alors, pour f'el® , PeP ,

(q+1)Zf'(e>+ DD NI

tcp 18
[ '}

(FZFIFZf (@)

(g+1) Zf'(e) +q Z RN }% £ R,
Q|

puisque si @' ¢ P alors (B')Lﬂ P est une droite, quel que soit Q'elL ;

comme la somme de f' sur L est nulle, il s'ensuit que

(F2F1F2f Y() = 2q(F £1)(P)

comme annoncé. La démonstration de iv) est tout 2 fait analogue et s'appuié
" .
aussi sur le fait que ¢ NP' est une droite si 0¢P' (QeL, P'eP) ,

reformulé comme suit:
0¢P' = (I PeP, P> et PNP' £ 0) (leL, P'er)

C.Q.F.D.

THEOREME 1. -

i) L'opérateur -21_q F,F, est un G - projecteur de L° et l'on a la décom-

position
Lo = +l‘.° @ -_1_.°

de la représentation L° en deux composantes irréductibles non-isomorphes, o

[}
°
L}

Im F,F, = Im F

= 12 1

L° = Ker F.F, = Ker F

= 172 2

Ly
°
]

dim %q (q+1)2 s

dim L° »%q (q2+1)
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ii) L'opérateur -21—qF2F1 est un G - projecteur de P° et l'on a la décom-

position
r="reor

de la représentation P° en deux composantes irréductibles non-isomorphes, ol

la-]
°
[}

P Im F2F1 = Im F2 s

° = =
P Ker FzFl Ker Fl

dim Tp° =%q(q+1)2 ,

dim “P° = -%q(q2+1)
iii) La restriction F"z' de F2 a +1.._° est un G - isomorphisme de +L° sur
+g° , la restriction F; de F1 a +_I:° est un G - isomorphisme de +_1:°

sur +_1_.° et 1'on a

= 2qu+ ) F

iv) Les représentations irréductibles -_L_° et P° ne sont pas isomorphes.

Démonstration: L'opérateur G - équivariant -21—qF1F2 (resp. ) est

1
2¢ 21
un projecteur d'aprés le numéro iii) (resp. iv)) de la proposition 8 . Le nu-
méro iii) (resp. iv)) de cette proposition entraine aussitot que

- Rer - Leg 'identi-
Ker F, = Ker F/F, (resp. Ker F) = Ker F,F, ) et que 2qF2F1 est l'identi

e » i "o

té sur Im F, (resp. 2qF1F2 est 1'identité sur Im F ) d'ol

Im F,F, = Im F )

oF1 (réesp. ImF.F, = Im F

2 1°2 1

Pour calculer les dimensions des composantes en jeu, il suffit de

calculer dim +L° et dim +£° , puisque dim L° = dim P° = q(q2+q+l) . Or

on a dim+L°=-2Lq-TrFF =Lrrrr

1F2 2q oF1 = dim +_E° ; en considérant la base de
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L° formée des fonctions @ - Qo ( QEL-{QO} s Po fixé) , ot

N~

91(9) = SQ 0 (QI,Q €L ) , on trouve aussitdt, d'aprzs le numéro i) de la
1’

proposition 8, que

Tr FiF, = (¢fl)dim L° - {{QeL 1o, C 4 QOH

3,2 2
= (a1 (gP+q%+q) - (a%+q) = g?(@)?
d'ott dim +L° = dim +_Ij° = '%q(q+1)2 comme annoncé.

L'assertion iii) découle aussitot de la proposition 8, iii) et iv),
et de ce qui précdde. Enfin, pour voir que iy et ig° sont irréductibles,
que +L°_¢ e, +g° # P° et L°# P° , il suffit de remarquer que 1'on
a, d'apras la proposition 6 du numéro 4,

. 1
P @mx:gsm(ﬁl > %)

d'ou, d'apreés le corollaire 2 a la proposition 7,
D°° @ L° y.M(ircll L ¥)

et d'autre part, que l'on sait déja (§ 2, n° 2, cor. 2 a la prop. 2) que le
nombre d'entrelacement des représentations M(‘“; ,¥) (r=1,q9) est 3 ,
et que le nombre d'entrelacement [M(’T\i > ¥) l’l(’)'[(11 s \{)] est égal a 1

C.Q.F.D.

COROLLAIRE. - La décomposition de la représentation (D, x‘t) en _composantes

irréductibles est la suivante

p=pre're rereoret, .

oll_ le seul cas d'isomorphie entre des composantes irréductibles distinctes

+
est L o~ +_I;‘_°



En plus, on a alors

@@, v, © = @, y @ (L, ywa (L, o,

@@, ), 0 = (27, 0@ (2%, 50 @ @, godet)

7. Description de la série principale de G

Résumons les résultats de ce paragraphe.

THEOREME 2. - La série principale des représentations de G est formée de

13 séries de types d'isomorphie, disjointes deux & deux, 3 savoir :

i) les %(q-l)(q-”z (resp. %(q-l)(q-Z)(q-l&)) types d'isomorphie des

régrésentations M(ﬁa@ ,¥) , de dimension (q+1)2(q2+1) , pour '(eCar(kx)
3
et o,p€cCar(k) tels que 1§1,2,p,2@Y | =4 , si car k # 2 (zesp.

car k = 2)

ii) les %(q-l)(q-Z) types d'isomorphie des représentations M(T\ml :‘6)1 s
3

2
de dimension q(q+l)(q"+1) , pour «,y€cCar(k*) , «# 1 ;

iii) les %(q-l)(q-Z) types d'isomorphie des représentations M(TW, 10 K)l s
3

de dimension (q+l)(q2+1) , pour M,KECar(k") , & #1

iv) les -;-(q-l)(q-li) (resp. %(q-l)(q—Z)) types d'isomorphie des représen-
tations M(‘“'z't » ) » de dimension q(q+1)(q2+1) , pour u,KeCar(k") ,

o(z#l , 8i car k # 2 (resp. car k = 2) ;

v) les %(q-l)(q-&) (xesp. %(q-l)(q-Z)) types d'isomorphie des représen-
tations M(’l\'i ,¥) , de dimension (q+1)(q2+1) , pour «,y €Car(K*)

12#1 , si car k # 2 (resp. car k = 2) ;

—

vi)

|

es %(q-l) types d'isomorphie des représentations M(T[: s K)q , de

dimension qz(q2+1) , pour g€ cCar(k®) , si car k # 2 ;

vii) les —;—(q-l) types d'isomorphie des représentations M(T(; s V)q , de
o

127
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dimension q(q2+1) , pour ¥€Car(k ) , si car k # 2 ;

viii) les %(q-l) types d'isomorphie des représentations M(ﬂi s g)l , de

o

dimension q2+1 , pour yeCar(k®) , si car k# 2 ;

ix) les q-1 (types d'isomorphie des) représentations de Steinberg

(D°°, ¥T) , de dimension q4 , pour Y€Car(k®) ;

x) e, ¥T 5 de

—

es q-1 (types d'isomorphie des) représentations

dimension -;-q(q+1)2 , pour Kecar(k") ;

—

xi) es q-1 (types d'isomorphie des) représentationms ('g", ¥T) , de

dimension -;-q(q2+1) , pour s€car (k) ;

xii) les q-1 (types d'isomorphie des) représentations (_L", ¥T) , de

dimension -;-q(q2+1) , pour Y¥€Car(k®) ;

xiii) les q-1 (types d'isomorphie des) représentations d:‘ = (T, yom) , de

dimension 1 , pour yeCar(K*)

Démonstration: Cela découle aussitot des corollaires 1 et 2 2 la proposition
2 du numéro 2 du paragraphe 2, du coroliaire 2 2 la proposition 1 (n° 1), des
propositions 2 et 3 (n° 2), du corollaire 2 la proposition 7 (n° 5) et du
corollaire au théoreme 1 (n° 6), le décompte des nombres des types d'isomor-
phie dans chaque série se faisant sans difficulté.

C.Q.F.D.

8. Dimensions des espaces des vecteurs fixes pour U dans D

2

Dans la pratique, pour distinguer les représentations ( L°, xT)

et ("P°, yt) (yecar(k)) , on se sert souvent de la proposition ci-dessous

Rappelons que pour une représentation (V, p) d'un groupe quelcon-

que G , on pose, pour HCG ,



Fix =Fixva=ivev|hv=v YheH} ,

w, p)

et que 1l'on note u, le radical unipotent de P (cf. § 1, n° 1).

2

Par .un calcul facile, on établit la

PROPOSITION 9. - On a, pour tout yeCar(kX) -,

i) dim Fix(g’ g‘t)UZ = 2(q+1')‘ ;
ii) dim Fix(L’ x‘t)UZ = 2(q+l) ; NP
iii) dim Fix(z’ x‘t)UZ = q+3
iv) dim Fix(Doo’ Kt)UZ =q 3

v) dim Fix(+_]=°’ BT)UZ = q+tl
vi) dim le(-y,’ N
ii dim Fix - u, =1

. vit) " UECee, vo2

§ 4. La série de représentations de G associée 2 P1

Dans ce paragraphe, nous gardons les notations du paragraphe 1.

1. Définitions et préliminaires.

Pour ve E =E - {0} , on note B(v) 1la droite de E engendrée
par v . On désigne par B(V) 1l'ensemble des bases d'un espace vectoriel
quelconque V

de

Au paragraphe 1, on a défini le sous-groupe parabolique Pl s
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G , comme le stabilisateur, dans G , de la droite Ql = ke1 de E . Or,

sur l'ensemble I de toutes les droites de E , nous avons la fibration

suivante

DEFINITION 1. - On appelle G - fibration principale canonique au-dessus de

L ,etl'onnote §; ,la G - fibration principale (Bl,pr,n,,k"xco) R

d'espace total 31 , de base I , de projection pr , et de groupe struc-

tural kXx GO , définie comme ssuit :

i) 1'espace total -151 est 1'ensemble des couples (v,-l;) , ot ve E et

1
b est une base du plan PQ =0(v) /()

ii) on pose pr(v,g) = Q(v) ((v,g)éﬁl) ;

iii) 1l'action, 3 gauche, du groupe structural K x Go dans Bl est donnée par

(t,h). (v,b) = (tv,hb) (e, heG , (v,b)ED))

iv) 1l'action, a droite, de G dans {']L , est l'action naturelle donnée par

(v,b).g = (vg,bg) ((v,b) €D, , g€G)

ol 1'on note simplement g 1'isomorphisme de sur dé

& Pov) BB Po(yg) 46

duit de g par passage aux quotients, et b—g la transformée de la base b

de P ar cet isomorphisme.
£ Tew B 2

DEFINITION 2. - Soit xe€ Car(k*) et (H,W) une représentation de G0

Alors la représentation (H, «®T) de K'x G, est aussi, de manidre natu-

relle, un K" x Go - fibré vectoriel sur un point. On appelle représentation

naturelle de G associée 2 EIL et 3 «®% , et 1'on note (V(x,), T) ,

le €G] - module
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REMARQUES. -
i) Autrement di 1'espace V(«,M) est formé de toutes les fonctions f de

51 dans H telles que
(1) £(tv,hb) = «(£)T(h) £(v,b) ((v,b)€D, , teK', heG )

et l'action T de G dans V(x,T) est l'action naturelle donnée par

(2) [T(g)£1(v,b) = £(vg,bg) ((v,p)eD, , feV(a,M), geG)
ii) On a

3) dim V(&%) = (q+1) (¢3+1)dim T

puisque dim V(x,¥) = |L]dim T et que |L| = (q-i)'l(q‘*-l) Ukl =

Nous identifions maintenant nos représentations V(x,M) en tant
que représentations induites. D'aprés le numéro 3 du paragraphe 1, on note
§P1 la G - fibration principale (G,pr,Pl\G,Pl) associée au sous-grou?e
P, de G . Nous avons alors la

1

PROPOSITION 1. - La G - fibration principale E]L , munie de la surjection

canonique V : EP——-) E]L , définie par
1

@) v(g) = (e;8,b,,8) : (geo)

(ot b désigne la base de

PQ de premier (resp. second) vecteur égal 2
1 g 3

e2+el (resp. e4+21) ) , est la G - fibration principale cpl(EP ) déduite
1

de Epl par 1'épimorphisme ¢,

Démonstration: Il est clair que V est surjective. Nous vérifions'que

(E]L , V) satisfait bien la propriété universelle définissant ‘fl(EP) (cf. § 1,
1
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n° 3, dém. de la prop. 2). Soit m une G - fibration principale de groupe

structural kxx'Go et @ un morphisme G - équivariant de EP dans 7 ,
1

compatible avec Qz . On définit alors un k*x G, - morphisme © de E]L
dans n tel que Bov=0 , en posant
e(elg, b24g) = 0(g) (g €G)
. = : P : . = ' 7 o2 =5 of
Le morphl;me ® est bien défini puisque si e8 e8 et b24g bzqg )

pour g'€ G , alors g' =pg , ol pe P, = Stab(ﬂl) , et en plus tp =1 ,
hp =1 (cf. § 1, n° 1, prop. 1, i) ), c'est-a-dire Q(p) =1 . Il s'ensuit
1

que

Blejg’, by,e') =6(pe) AL Blerg, by,8)

comme voulu. Il est clair que B est G - équivariant. Pour voir qu'il est
bien un kx)(‘Go - morphisme, il suffit de remarquer que, si (t,'h)ekxxG0

alors il existe pe Py tel que q’l(p) = (t,h) et que l'on a, par conséquent,

§((t,h). (e;g, b, 8)) = Ble;pg, by,pe) = O(pe) =@, (p)B(e)

(t,h).B(e;g, by, 8)

C.Q.F.D.

COROLLAIRE. - On _a

W(x,m), T) Ind [(u@'.r)o‘fl]
P16

En effet, cela est une conséquence immédiate de 1'isomorphisme (17)

du numéro-3 du paragraphe 1 et de la proposition 1 ci-dessus.
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2. L'entrelacement des représentations V(x,X)

Notons R(GO) l'ensemble des représentations de YGO

DEFINITION 3. - Soient «,x'é€ Car(K®) et @H,T), (4, T')ERG,) . On note

H(«',T';x, ) le & - espace vectoriel formé de toutes les applications

K : leﬁl—» Homc(H,H') (appelées noyaux dans la suite) telles que

(5) K((v',-l;')g; (V,E)g) K&',b'; v,b) ,

(6) K(t'v',h'dp'; tv,hb) = &' (£")W'(h')oK(v',b"; v,b)ou_l(t)ﬂ'-l(h) s

quels gue soient (v',b'), (v,b)eﬁ1 , t',tek®, h',he_G0 , 8€G

8i x"ecCar(K') et (", M")ER(G) , on définit le produit ma-

triciel K'#K d'un noyau KeéH(a',T';x,R) et d'un noyau K'e H(x",t";«',T')

par
) K'%K)(x,2) = 9 K'(x,y)oK(y,z) (x,2¢D))
yeD,

La vérification du résultat suivant est immédiate.

LEMME 1. - L'application qui 2 chaque noyau Ke&W(«',T';a,1) (w,a'e Car(k®),

’E,T['ER(GO)) , fait correspondre 1'opérateur §K€HOmG(V(°(,’IT), v(«', "))

donné par

@D @) = ) KGIEW] (fe V(,T), xeD,)

Y€ D1

définit un isomorphisme de & - espaces vectoriels de chaque espace

H«',®"';%,T) sur l'espace correspondant HomG(V(o(,’if), V(a',f')) et trans-
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forme, en plus, la multiplication matricielle de noyaux en la composition

d'opérateurs.

Comme nous avons déja obtenu la série principale de G ', dans la
suite nous n'avons qu'a nous intéresser a l'entrelacement des représentations

V(x,M) , pour ®€cCar(k ) et T appartenant 2 la série discrite de G,

Nous avons besoin de deux lemmes de géométrie symplectique dans E

LEMME 2. - Soient ¢ t @

1 &t &, deux droites non-orthogonales de E . Soient

vleﬂl ; v2€92 tels que (vl,v2)= 1

i) On_a la suite exacte scindée

P i
L 1
[ N Z A i — — 400, (!
b p'

1

ou j et j sont les injections canoniques, et oli 1'on a posé

1

p'(w) (v,v2>v1 + (v, VY, (veE)

pv) v -p'(v) (vEeE)

n "
ii) Notons j1 (zesp. j2) l'injection canonique de Qlf\Qz dans @

1
L
(resp. @2) et py (xesp. P, ) la projection canonique de Ql (resp.

1 n
Y;) sur Ql/Ql (xesp. QZ/QZ) . Alors 1'application pjoj; (resp.

L n L L
Pyedy ) est un isomorphisme de Ql n QZ sur Ql/Ql (xesp. QZ/ 02 ) , dont

1l'inverse G‘Q 0 (resp. I 0 ) est donné par
1°%2 2°°1
L
GQI’QZ(V) =v - (v,v2>v1 (veel)
o . L
(resp. a'Qz’el(v) =v - <v1,v)v2 (ve(’.z))

Démonstration: Les deux assertions du lemme sont de vérification immédiate.
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REMARQUE. - Quand nous aurons a considérer la valeur d'un noyau K sur un
point ((v',g'), (v,b)) de le Bl , v¥v' , nous nous servirons du lemme
2 ii) pour écrire

ul+l(v') _ u +0(v)

o= ! =1
ué+ [ICADY RN uyt 2v) ’
'= @ b =G b i =
olt uy 2v'),e(v) (bi) - Q(v),Q(v')(bi) (i =1,2) . Alors
L

(ui,ué) et (ul',uz) sont deux bases du plan ?(v)* N 'y . On notera
_' T —' [N : .
b'/b (ou encore (b /b)e(v)’ vy * S il y a de risques de confusion) la

seule matrice dans G0 telle que

u ult
=, =, 1 1
b'/b(u ) = ()
2 Y2
LEMME 3. - Soient Ql et Q2 deux droites orthogonales, mais distinctes, de
E . Alors on a
1 L . 1 4
el+ez_E s ?1{\?2‘Q1i+)Q2 3
et si 1b e]B(Pel) s 2bE]B(Pez) , avec 1b2 s 2b 2 CQ1®QZ , alors

E = Ql@ez@ﬁ(u)@Q(v)

quels que soient uelb1 s vezb1

Démonstration: Comme la forme < , ) est non-dégénérée, on a
1 L L L
codim 91 = codim ez =1 , c'est-a-dire dim 91 = dim QZ =3 , et par consé-
I 8 L L L L
quent an 92 = el@ 92 puisque Ql N 02 ) ?1@ 92 et que Ql # QZ . I1
s 1 L 3
s'ensuit que dim(Q1 + QZ) =4 , donc Ql + ?2 = E . La derniére assertion
du lemme découle aussitdt de deux premidres.
C.Q.F.D.

DEFINITION 4. - Soit b€ B(P,) (gelL) et soient vieb, , vyeb, . On
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pose

(bl sby> = (vl,v2>

Cette définition est légitime, puisque la valeur <V1’v2) ne dépend

évidemment pas des représentants v v, choisis. En outre, on a alors (cf.

1 2
rem. au lemme 2), si E'e]B(PQ,) (p'e L) ,

det(b'/b) {b;,b> =<b,

quelle que soit b'e B(Pl') pour Q'elL , @1 (si @' = ¢ , la signi-

fications de b'/b est claire).

Dans la suite, si (v,F)e'ﬁ , quand on aura besoin de choisir des
1 q

représentants u,, u, des vecteurs quotients b b, qui forment b e B(P ),
1 2 2 — e(v)

1°

u
on écrira, s'il n'y a pas de risque de confusion, (v, (El)) a la place de
2 .

u, + 2(v)
Vol v ww??
Posons en outre
(8) d. = (e.) (1¢id4)
i i )

PROPOSITION 2. - Soient «,o('eCar(kx) et (H,W), (H', W') des représenta-

tions irréductibles de G0 , dont 7' est dans la série discréte.

La donnée d'un noyau K& H(x',M';x,M) équivaut 3 la donnée des deux

opérateurs

i) Py = Klegsby,s )by )€ Hom(x@T, 0 @)= § 5ﬁ,1"¢ ’
e, +d
- 2 1
O_‘:l' b = ( ) B _t
24 e, + d1 .
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e +d1)
e4+d1

et 3

ii) ‘\»K = K(e,, ( eys e4+d3))€Hom(°( qonm @ T) -151( ’m

De manidre plus précise, on a, pour (v',b'), (v,b)éf).1 s

I
e

1) KGv',b';v,b) = si viiv et Uv') £
2)  KG',b';v,b) = «'(v'/v)n'(i'/E)qu si ') = v
olt 1'on note v'/v le seul tek® tel que v' =tv et l'on désigne par

b'/b le seul he G, tel que b' = hb ; et enfin
3 RGBS = @ et B, DT Bk, si Wy EO

(cf. rem. au lemme 2 et déf. 4).

Démonstration: Montrons tout d'abord 1). Soient (v',b'), (V,F)eﬁl tels
que v'lv mais Q(v') # @v) . On voit aussitdt, 2 1'aide du lemme 3, qu'il

existe des matrices h,h'€ Go telles que

(h'g')2 =v+ 0" , (h_b;)2 =v'+ v ,

et telles qu'il existe des représentants u e(h-l;)1 , u'e (h'g')l tels que
=W ® LW @)
et que
(u,u'>» =0 , <Lv,u') =<v',u?

Mais on a alors, pour un geéG convenable (de multiplicateur <v,u')),

e, +d . e, +d

Ty o 1 =y _ 3 72
(v',b") = (e +d1))g , (v,b) = (ez,(el+d2))g s

1’(

et donc K(v',g';v,g) =7('-1(h')v90')T(h)
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en posant
e[;#—d1 e3+d2

); e, (
2 el+d2

6 = K(e,,(
! 1

e2+d )

Or, on a aussi

e,+d e, +d

N TS DI

(e 3 (
1 01 z::2+d1

pour un g'€ G convenable (de multiplicateur 1 ). Il s'ensuit que

T He0 = @ (texh)

>

c'est-a-dire, que l'image de B est contenue dans le sous-espace de H' for-
mé par les vecteurs laissés fixes par le sous-groupe unipotent supérieur de
Go , via M . Comme T' appartient & la série discréte de Go ,cet espace

est nul, et donc 6 =0 , d'ou 1).

La relation 2) découle aussitot de (5) et (6). La relation 3) est

une conséquence immédiate de (5), (6) et du lemme 2.

Pour montrer que i appartient 3 Hom(k®W, &' @MW) | i1 suffit
d'appliquer (5) a O(K et a tout -g€P; tel que tg =1 (cf. § 1, n° 1,
prop. 1 1)) et se servir de (6). Le fait que lllK appartient 2
Hom(v(-lﬂo&'ﬁ,u'®ﬁ') découle analoguement de (5) appliqué 2a \\JK pour tout
g€ Plﬂ Stab(dB) et de (6). Comme il est, d'autre part, clair que la donnée
de %g et de \pK définit bien un noyau €R(«' ' ;W) , de la manidre
indiquée dans la proposition, la démonstration est achevée.

C.Q.F.D.

COROLLAIRE 1. - Soit «é&Car(k®) et T une représentation appartenant 3 la

série discréte de G0 , disons T = ')TA (A€car(x™) - car (&) ; cf. ch. I,
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§ 4, n° 3, déf. 3 et notations). Alors

i) La représentation V(x,T,) est irréductible si u2 # 1 ou (dans le cas

car k # 2 ) si X =« mais /\q#aol\..

ii) La représentation V(o(,ﬁ,t) est réductible si o« =1 (pour tout

Aecar(KX) - car(k®) ) et si « = * _é_t Al = Oto/\. (= AOA) (si car k # 2 );

elle est alors somme directe de deux représentations irréductibles non-isomor-

phes.

En effet, cela résulte aussitdt de la proposition 2, puisque

Tt = I : P = ke
o /L[ (uodet)”TA.] est toujours isomorphe 2 'Wd/\.( )L(uoN)/\_)

COROLLAIRE 2. - Si ®,x' €Car(k®) et T et T' sont des représentations

irréductibles de Go ., dont M appartient 3 la série principale et T' ap-

partient & la série discrete, alors il n'y a pas d'entrelacement entre les

représentations V(x,T) et V(«',T')

COROLLAIRE 3. - Les seuls cas d'entrelacement non-trivial entre les différentes

représentations V(&,X) (c'est-a-dire ne provenant pas d'un morphisme

® @M —— o' @ T ) , pour ® € Car (k™) t 7 appartenant a la série discrite

de G0 , sont les isomorphismes

Vi) o2 v(al,af)

et ceux qui s'en!déduisent, par composition avec un opérateur d'entrelacement

trivial (ou par combinaison linéaire avec 1'identité dans le cas réductible).

Ces deux corollaires résultent aussitdot de la proposition 2.

—

REMARQUE. - Réalisons, comme il est naturel, les représentations @I et
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-1 . : . ; -1, -
o “® «M dans un méme espace H . Si 1/ est un isomorphisme de o ~® «T
P B -1 N
sur «®T , alors Yo} en est un de o @o sur « @« , d'od

$od =AIdH pour un A€et* , convenable. On voit donc que 1'isomorphisme

q’K de  la proposition est une involution, 2 un scalaire preés.

3. Structure de l'algdbre commutante de V(x,T,) (cas réductible).

: 3
Dans tout ce numéro, o désigne un caractére de k tel que

o = 1 , et N désigne un caractere de K* , tel que A # Al et
u./\.est/\,kql

PROPOSITION 3. - L'algébre commutante A(a,A) = End(V(x,T,)) admet comme

t - base l'opérateur identité I et l'opérateur ¥ défini par

Ty = — L e Byt 5/b " e [
e RN (v'% Ly S BLE DT EA e ()
BreB®y ()

((v,b)e Bl) , ot 1'on choisit y égal & 1'un des deux isomorphismes involu-

tifs de (H, 0(—190(7( ) sur (H, okﬁ'!-l/\_) (cf. n° 2, rem. au cor. 3 a la prop. 2).

A
On_a
2 3 -.
(10) TU° = a(-1)q"1 + cla,A, 0P
ot
(11) c(,AY) = S“,lTrace(ql‘) + (qz_l)TraceWo’v(/\((l) i)]

Démonstration: Notons Ko le noyau définissant I et notons Kl celui dé-

finissant f . Avec les notations de la proposition 2 du numéro 2, on a alors

- -1 -1 - .
‘PKO— (g-1) “le | d, spKo—o ;
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_ _ -1 -1
g =0 *)Kl = (q-1) IGol
il est ainsi clair que I et { forment une T - base dé A(a,A) . On cal-

cule sans difficulté, en se servant de la remarque au lemme 2 (n° 2) et de la

relation \{12 = 1Id s que

H
= - _ L -1 -1
(KZ*KZ)(el’b24’e1’b24) = |E - €1|(q-1) |G°I Id,
d'ot le fait que le coefficient de I dans '([72 est q3 . Calculons mainte-

nant le coefficient de ¥ dans \172 . D'apres la proposition 2,3) et la re-

marque au lemme 2, du numéro 2, en posant 1 24 (e2+d1, e4+d1) et
by : -1
3b2 (e +d3, e4+d3) , on a, compte tenu du fait que *® =9 ,
(Kz* Kz)(el’lbza; e3,3b24) =
-2
- 1 - P
= (Jl—)z 2 x( ey ,v4v,e 3T [/ b, )7 (b/,5b,, b
G | v,\(el,e
o
BBy )
Posons hb (b/1b24) (b/3b24) , pour be]B(PQ(v)) N ve*E s
v._\fel,e3 . Alors b~ est la seule matrice hﬁ(v) de G, (de déterminant

nécessairement égal 2 1 ) telle que
(Gdy (V)(ez) + Q(v)) (Gdl’ (v)(ez) + 9(v)>
h =

e(v) ¢d3, W) (e4) + R(v) c-dl’ (v)(e4) + (v)
On voit ainsi d'ailleurs que hb ne dépend que de la droite {(v) ; comme
il en est de méme de o(((el,v><v,e3)) , car 0(2 =1 , en choisissant, pour
chaque droite QeL , Q,\(dl,d2 , un représentant li?' tel que
(ue s e3) =1 , et en tenant compte du fait que *J'ﬂ',\(h) = T\')\(h)‘\l si he Go
est de déterminant 1 , on obtient

-1
) =D ) e ) T, ()

(K, % K,) (e

1910245 ©303P24 ]
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Ecrivons u, = e tse tte tre, (rysek , tek) . Alors

(el,ut> =t et l'on trouve aisément (cf. n° 2, lemme 2),

vo-d3’e (ez) = eyfrey C\‘d3’?'(e4) = e,-ses
G (e,)) = e -rt-le G (e,) = e ;l-st-le
dl,Q 2 2 1 dl,Q 4 4 3
[P =
d'ol h@ hr,s,t avec
-1 2 -1
l+rst rt
12 h =
) r,s,t _SZt-l l-rst-l
et par conséquent
(R,%K,)(e , b, ; e E)=(Jﬂ-—1 Zu(c)ﬁ(h )
27 T2 Y1017 24° T3°3724 |6 _t + A r,s,t’
o r,s €k
tek”*
sty
BT | «(£)Id,  + Z ()T (b o)
o t €KX cew AEsSSE
(r,t)e XK
Or, pour tout tekx, (r,s)e k2 , la matrice h est con-
3 r,s,t
juguée a la matrice ((1) i) de G, . De manidre plus précise, on a
11, -1
h1:,s,t - g(O 1)g

pour tout gEGO de la forme g = (_: 3) avec dr+bs =t (b,d €k+) LIl

s'ensuit que

- 1 . = 1 1.-1
== T
ZK wOT, 6 0 =1 2 (xedet) @T, T, ¢ 11 (g)
t €k gEeG
(rys)e k2 °
3 *
. Notons Su”\ la somme ci-dessus. Comme ¢ €Isom (H, u’l(/L),(H, ‘)TA)
il s'ensuit S, A = %c'(lx,lt,t}’)‘{!_l ot, d'aprés le lemme 1 du numéro 2 du
3

paragraphe 6 du chapitre I,

c'(2,A4) = (dim TIA)-llGol Trace ($N (1 1

A0 1))
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Il en résulte que le coefficient de ﬁf dans @2 a bien la valeur annoncée.

C.Q.F.D.

4. Décomposition de V(1,T,) (Aecar ®*) - car(*) )

Nous gardons. dans ce numéro les notations de la proposition 3 du
numéro précédent, & ceci prés que nous posons maintenant « =1 . On a alors

la

PROPOSITION 4. - Dans l'algébre commutante A(l1,A) , on a

(13) Y2 = 1 - a1V .

Démonstration: Nous prenons W = IdH dans la proposition 3 du numéro 3, alors
2
e(l,A,1d ) = (g-1) - (q DA = -q(q-1)

C.Q.F.D.

COROLLAIRE. - La représentation V(l,ﬁk) se décompose en deux composantes

irréductibles non-isomorphes, sous la forme

- q 1
V(L) = v(A,T,) @v(l,ﬁ/\)
avec
v(1,TrA)i = ImP, i=1,q) ,

oli_les projecteurs Pl et Pq sont donnés par

=9, -1 _
(14) Pg T @it ?t q(q+1)W ’
1s) Cop =t LY

1 E:II q(q+l)
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(cf£. n° 3, prop. 3 avec ¥ = 1d, pour la définition de Y )

On a

(16) dim v(1, T = 1(q-1) (g%+1) (i=1,q

En effet, on obtient I’q et P1 par un calcul facile a partir de

(13). Les dimensions données résultent du fait que, évidemment, Trace'@ =0

5. Décomposition de V(«O,WA) (Aecar () , /\,q=°lol\. ).

Supposons maintenant car k # 2 . Rappelons que l'on note & le
caractdre non-trivial de kX dont le carré est 1 . Nous gardons les nota-
tions de la proposition 3 du numéro 3, a ceci prés que nous posons maintenant
R = oto . On désigne alors par A un caractere de K* tel que A = 0(0/\.

(ce qui revient a dire que la restriction de A au cercle unité U de K.
est le caractére non-trivial mo de U , de carré trivial; on peut encore

L -1 . . ces .
écrire /\.q = uo avec nos conventions d'identification).

Précisons le choix de 1'involution \\J

PROPOSITION 5. - Réalisons la représentation (H,TlA_) par la méthode de Weil,

avec choix d'un caractére additif e de K (cf£. ch. I, § 3, n° 2), a sa-

voir le caracteére fondamental e de k" (cf. ch. I, § 2, n° 2, th. 3). On

définit alors un isomorphisme involutif Y = t\)e de (H, x ® MO’IIA_) sur

(H, uOQ‘KA_) en posant
an G 0 (x,eH) =A_Gu (£)E(x,e5) (£€H=V , xeK*, tek)

(g_ﬁ_ l\o désigne le caractére non-trivial de K* de carré trivial).
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Démonstration: Cela est clair, d'aprés le définition de (V, ,1,) (ch. I,

A A
$§ 4; n° 2) compte tenu du fait que /Lo = n(oaN

C.Q.F.D.
REMARQUE. - Si a la place de e on choisit un autre caractére e' = e’ , on

trouve aussitdt que =«
ve au q ‘Pe' o(r)\Pe

Nous calculons maintenant la trace de l'opérateur d‘)eoTL'A(é i’) dans

Trace(p oML 1)) = t{:k" « (B)e(t)

Démonstration: Considérons la base {ft}

d - -
t e Kt e H VI\ définie par

ft(x,r) = Ax)é (r,tek®, xeK")

t,rN(x)

On a, d'aprés la définition de la représentation de Weil avec choix d'un ca-

ractére (ch. I, § 4, n® 4, rem.)

T DE, = (o), (tel)
d'ou .
— 11 -
[ DIE == (Be(O)f,

Le lemme s'ensuit.

C.Q.F.D.

Rappelons que la somme de Gauss G(e,& ) = Z «o(t)e(t) est une
! tekt

racine carrée de oto(—l)q . Pour la détermination du signe, cf. ch. I, § 2,
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n ° 2, th. 3. Notons \P‘e 1'opérateur U défini par ¢ =?e , d'apres la

proposition 3 du numéro 3. On a alors la

PROPOSITION 6. - Dans 1'algébre commutante A(«O,A) , ona

(18) P2 = o« (DT + (gP-6 )Y,

COROLLAIRE. - La représentation V(qo,ﬁA) (A€écCar(k ), /\_q-l = do) se_décom-

pose en deux composantes irréductibles non-isomorphes

2
-y = q 1
V(qo,ILA_) V(uo,‘ﬁA) G—)V(uo,'ﬁ,e s

avec

)i Im P, (i= l,qz)

V(«O,'\’LA_ i

ou les projecteurs P et P sont donnés par

1 = 2
q
(19) P, = —— 1 + G )
1 2 tGlx,.e .Qe ?
q +1
_ 1 [2 -1
(20) P,=7 [q I- G(o(o,e) 1pe]
. q q +1
On_a
dim V@, T = 1(q?-1) = 1,49

Démonstration: Cela est une conséquence immédiate de la proposition 6, compte

tenu de la relation G(ozo,e)2 = «o(-l)q

REMARQUE. - Il est clair sur les formules (19) et (20), que P, et P, ne
q

dépendent pas du choix de e , puisque il en est ainsi du multiple

-1
G(uno,e) '\ye de 1'opérateur '\}‘re
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6. Description de la série de représentations de G associée a3 P

1

THEOREME 1. - La série de types d'isomorphie des représentations irréductibles

de G associé au sous-groupe parabolique Pl est formée des six  (resp. trois)

séries disjointes suivantes, si car k # 2 (resp. cark=2) ,

i) les %(q-3)q(q-1) (resp. %(q-Z)q(q-l)) types d'isomorphie des repré-

sentations V(u,ﬁA) , de dimension q4-1 , pour a«eCar(k ), 0(2 #£1,

AecCar(K*) - car(K*) , si car k # 2 (resp. car k = 2)

ii) les %(q-l)2 types d'isomorphie des représentations V(uo,TEA.) , de di-
mension q4-1 , pour Aecar(K'), /\_q—1 # l,e(o si car k # 2

iii) les %q(q-l) types d'isomorphie des représentations V(l,'JTA?q , de

dimension q(q-l)(qz-l) , pour AecCar(K*) - Car(k®)

iv) les %q(q-l) types d'isomorphie des représentations V(I,T\A)1 , de

dimension (q—l)(qz-l) , pour A€&Car(K*) - Car(k®)
2

v) %(q-l) types d'isomorphie des représentations V(«O,Tfh)q > de

—

e

12

|

dimension q2(q2-l) , pour Aecar(k*) tel que /\q-l =« , si car k # 2

o ==

[

vi) es %(q-l) types d'isomorphie des représentations V(«xo,i,el , de di-

|

mension q2-1 , pour Accar(K®) tel que /\q":l =« , 81 cark # 2

Démonstration: Cela résulte aussitot des corollaires 1 et 3 2 la proposition
2 (n® 2), du corollaire 2 la proposition 4 (n° 4) et du corollaire 3 la propo-
sition 6 (n° 5)

C.Q.F.D.

7. Le non-entrelacement des séries associées 2 Py P2 et B

On sait (cf. [14) p. C-10) que la série de représentations irréduc-
tibles de G associée a P1 , celle associée a 'P2 et la série principale

sont disjointes. Ce fait général est vérifié fort aisément par notre méthode.
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En effet, on a déja vu (§ 2, n® 2, cor. 2 a la prop. 2) que la sé-

rie associée 2 P2 et la série principale sont disjointes. On a aussi vu

(§ 4, n° 2, cor. 2 a la prop. 2) que la série associée 2 P1 et la série

principale sont disjointes. Nous montrons ci-dessous, en particulier, qu'il
en est de méme pour les séries associées a P, et P,

Le résultat suivant est immédiat.

LEMME 5. - Soient «,y Car(k ) et (H,T), (H', M') deux représentations

de G . Notons H(W',y;«,X) le & - espace vectdriel formé des applications
° lotons ¥ 1e

K de (mxk")xﬁl " dans Homg (H,H') telles que

(21) » K(b'g,tmél; vg,;g) = K(b',t; v,b)

quels que soient b'€ B, tek’™, (v,g)eﬁl et ge&G , et
(22) K(h'b',rt; sv,hg) = ¥(O)T (h')eK(b',¢; v,b)e o« *(s)T(n)

quels que soient ‘h',héGo, r,stek , b'eB ,_&(v,E)eBI .

Alors, en associant 3 chaque noyau KeW(T',y;«,M) 1'opérateur

QKe HomG[v(u,Ti),M(n',x i ~défini par

@D = P KRG,y () | (FEVT), xeBXKS)
yeD,

on établit un isomorphisme du T - espace vectoriel XR(IT',y;«,M) sur le

t - espace vectoriel HomG[V(u,Tl'), M )]}

PROPOSITION 7 - Les représentations M(T',y) et V(x,T) de G ne s'entre-
. : f ) < [ . o L
lacent pas, quels que soient «,y€ Car(k®) et les représentations irréducti-

bles W et T' de Go , pourvu que l'une au moins soit dans la série dis-

4



créte de G
—_— o

Démonstration: Nous montrons que KW', ;«,M) = 0 . Il résulte aussitdt des
relations (21) et (22) que pour montrer que KeW(T',y;o, W) est nul, il suf-

fit de montrer que les opérateurs

e e +d
2 271
= K((_),1; e,,( ))

£ =KD e (D
e, e +d
3 271

b = KO T),1; e, ( ),
e2 1 e4+d1

par exemple, sont nuls. Or, pour tout t6k+ , i1 existe geG , de multi-

plicateur 1 , tel que e,8 = e2+te1 s €8 =e; 'el‘g = e4 (resp.

= = = ' i
ejg = ejtte, , eg=e, , e.8 te1+e4) . I1 s'ensuit alors de (21) et
(22) que 1'on a
(23) T 1ep = ¢ ~ (e
(24) TG e = ¢ (texh)

De méme, pour tout tek+ , 11 existe ge&G , de multiplicateur 1 , tel

= <4 = "oy
que e.g = e, (14143) et e,8 = teyte, d'ot, par (21) et (22),

(t ek+) ’

Ll
-5

(25) gem(g D)

(26) bom(p D) = ¢ : (tex)

Comme les représentations de la série discréte de GO sont exac-

lt)

tement celles qui n'admettent pas de vecteur invariant par les (0 1

(tekh) , les relations (23) a (26) montrent que si 7 ou W' sont dans
la série discrete alors @ =¢=0

C.Q.F.D.
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CHAPITRE III

La représentation de Weil de G = GSp(2n,k)

Dans ce chapitre, nous construisons la représentation de
Weil de GSp(2n,k) et nous faisons quelques remarques générales sur
sa décomposition que nous achéverons, pour n = 2 , dans le chapi-

tre IV (resp. V) pour le cas déployé (resp. non-déployé).

Dans tout ce chapitre, sauf mention expresse du contraire,
comme au paragraphe 1, on désigne par k le corps fini Fq a gq
éléménts, sans restriction sur sa caractéristique. On note G le
groupe des similitudes symplectiques GSp(2n,k) en 2n variables sur

k , et G' 1le groupe symplectique en 2n variables sur k
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§ 1. Une présentation de GSp(2n,k)

Dans ce paragraphe, k désigne un corps (commutatif) quelconque.

Nous nous proposons de généraliser 3 GSp(2n,k) 1la présentation

que nous avons donnée de GL(2,k) = GSp(2,k) dans le chapitre I.

1.- Préliminaires et notations.

Dans toute la suite, nous désignons par G le groupé GSp(2n,k)
des similitudes symplectiques en dimension 2n . Notons A la k-algébre
Mn(k) des matrices n x n 2 coefficients dans k , notons a* la ma-
trice transposée de a € A et A% 1e sous-espace de A formé des
a € A telles que a* = a , Notons enfin A 1e groupe des éléments
inversibles de A . Nous réalisons G comme le groupe de similitudes
de la forme bilinéaire alternée (non-dégénérée) type, notée J , dans
E=k"o®K" , donnée par la matrice (_2A g‘) € M2n(k) par rapport 2 la
n

base canonique de E . Un k-automorphisme g de E appartient alors 2

G si et seulement si 1'on a
(1) J(gx,gy) = ulg) J(x,y) (x,y € E)

pour un scalaire p(g) € kX convenable, appelé le multiplicateur de g .
I1 s'ensuit que le groupe G peut &tre décrit comme le groupe de toutes

les matrices g = (Z 3) € M2(A) telles que
2 a%c = c*a , b*d = d¥b
3) a*d - c¥b € kX

I1 est clair que les trois conditions ci-dessus entratnent que g est in-
versible dans MZ(A) et que a*d-c#b = \(g) . Dans ce paragraphe et les

suivants, nous nous servirons de cette derni2re description de G .
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/

Nous noterons G le groupe symplectique Sp(2n,k) 2 2n va-

riables, qui est le noyau de 1'homomorphisme 1 de G sur KX

Remarquons que si (2 3) € G (resp.(z :)E G') , il en est de meme
* c# .
de sa transposée (;* ;*) ; ceci montre que 1l'on a, en plus des relations

(2) et (3) , les suivantes

(4) ab* = ba* | cd* = dc¥*

(5) ad* - be* € kX

2.- Les générateurs de G.

Nous montrons dans ce numéro que G est engendré par des généra-

teurs analogues 2 ceux de GL(2,k) (cf. chapitre I,§2,0°1)

DEFINITION 1.- Posons

W(r)

(0]
h(a) = (3 @D (a¢€ A,

s
a®) = (5 1) (b ea®
01
w = (_1 '0)

Toutes les matrices définies ci-dessus appartiennent clairement 2
G . Nous allons voir qu'elles engendrent G . Nous aurons besoin pour
cela de 2 lemmes de géométrie orthogonale. (Pour les propriétés &1&men-
taires des formes bilinéaires symétriques en toute caractéristique, nous

renvoyons a [2])

‘LEMME 1.- Soit V un k-espace vectoriel de dimension finie, muni d'une

forme bilinéaire B symétrique et non-dégénérée. Soit W un sous-espace

de Vv . Alors il existe un endomorphisme s , symétrique (par rapport 2

B), de V tel que

1) la restriction de- s 23 W est un isomorphisme de W sur s(W) ;
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ii) Ims= s(W) ;

iii) sW) NW =0 ,

(ot 1'on note W: 1'orthogonal de W par rapport 3 B)

Démonstration :

Soient T un supplémentaire de W dans l'espace V , et C
une forme bilinéaire symétrique non-dégénérée sur W . .Prolongeons C

en une forme bilinéaire symétrique C1 sur V par
C =
1(w1+t1,w2+t2) c(wl,wz) wie W, :ie T

Comme B est symétrique et non-dégénérée, il existe un éndomorphisme

s de V , symétrique (par rapport & B) , tel que
cl(vl’VZ) = B(svl,vz) pour v;,v, dans V
I1 est immédiat que le noyau de s est &gal 3 T , c'est-a-dire

V=W®Ker s ,

et les propriétés (i) et (ii) résultent de 1la. Enfin, soit w € W tel

que s(w) € W' , autrement dit, tel que
B(sw,w') = CI(w,w') = C(w,w') ,
soit nul pour tout w' € W . Comme C est non-dégénérée, ceci entratne

w=0 ,doa sWNW =0

C.Q.F.D.
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LEMME 2.~ Soit V un k-espace vectoriel muni d'une forme bilinéaire symé-

trique non-dégénérée B . Notons h¥* la transposée de h € End

kV par

rapport & B . Soient a,b € Ende tels que a¥*b = b*a. Alors pour qu'il

existe s € End

kV , 8 symétrique, telle que a+sb soit inversible, il

faut et il suffit que Ker a N Ker b = 0

Démonstration : Il'est clair que la condition est nécessaire.
Montrons la suffisance. Supposons Ker a N Ker b = 0 , Posons

alors V=Ker a® Ker b®W . On a

a:Krb® W—> a(Rer b) @ a(W)

et

b: Ker a ® W ——> b(Ker a) @ b(W)

Posons dim Ker a = m , dimKer b = n , dimW =r . On a alors dim V = mntr.

Or 1l'hypothése a%b = b*a signifie B(ax,by) = B(bx,ay) pour tous les

x,y € V . Il s'ensuit en particulier que Im a c (b Ker a)'L ; mais, comme

dim (b Ker a)> = ntr =dimIma , ona Ima = (b Ker a)* .

D'aprés le lemme 1, il existe alors un endomorphisme symétrique

tel que

s : bKer a—>s(bKer a) =Ims et s(b Kera)() Ima=

Nous avons donc V = Im a @ Im s

Montrons maintenant que a+sb est un automorphisme de V . Il

suffit de prouver que son noyau N est réduit a O . Or, soit x € N,

d'od ax = -gsbx . Comme ona Ima N Ims =0 , on a donc

s de V,

0.
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ax = sbx =0 , d'od x € Ker a . Comme la restriction de s 2

b Ker a est injective, on a donc bx =0 , d'od

X € Ker aNKer b ,

et finalement x = O

C.Q.F.D.

LEMME 3.- Soient a,c € A tels que a%c = c#a . Alors les trois condi-

tions suivantes sont équivalentes :

i) Aa +Ac = A ;
ii) Ker aNKer c =0 ;

iii) il existe s € A” tel que a + sc € AX

C'est une conséquence immédiate du lemme 3 appliqué 2 V = K"
et 3 la forme bilinéaire B donnée par la matrice unité par rapport a

la base canonique de K®

PROPOSITION 1.- Les éléments h(a) (a € A¥) , u(d) (b € A®) et w

engendrent G . De manidre plus précise, pour g = (2 :;)e ¢ , nous avons :
i) s8i c¢=0,

(6) g = (a0 2*-1) = h(a) g(a'l b) ;

11) si c e a*

N g = hle*)™) ulea) gg(c'ld) :

iii) dans le cas général

(8) g = u(-s) h(-z) wu(-z#*c) _v_zg(z'l(b+sd)) ,

od s désigne un €lément de A% tel que a+sc € AX et ot 1'on a posé

z = atsc .
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Démonstration : Les assertions i) et ii) sont immédiates et iii) découle

aussitdt de ii) appliquée 2 1'élément g'lg(s)g

! -
REMARQUE.- Si g € G, alors h(u(g) 1)g € ¢’ et nous obtenons ainsi,
d'aprés la proposition 1 , une expression explicite de g en termes des

éléments h(t) (t € k), h(a) (a € A%) , ub) (b € A®) et w.

3.- Les relations entre les générateurs de G .

PROPOSITION 2.- Nous avons les relations universelles suivantes entre les

générateurs ﬁ(t) (t e ¥, h(a) (a € A%y, u(b) (b € A%) et w de G,

(1) KW@h) = Krew (r,t € K
(1) ‘h(a)h(d) = h(ad) (a,d € A9,
(111) u(a)u(b) = wu(a+b) (a,b € &%)
(iv)  W(t)h(a) = h(a)h(t) (a € a5t € K9,
W) Wou(th) = u®HKE) (b eadtexd,
(vi) h(a)u(b) = u(aba*)h(a) (a € A%,b € 4®) ,
(vii) W = n(-D ,

(viit)  wh(t) = W(On(ow (t € K9 ,
(ix) wh(a) = h(a¥ L)y (aead

) wula Dwula)wu(a ™) =h(a) (a € A% n A% .

La vérification de ces relations est un calcul facile.

DEFINITION 2.- Posons

|

= {h(a)|a € Ax} s

1=

= {u(®b)|b € A%} ,
R OIS

-]

Nous obt:enons aisément une premiére présentation de G .
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PROPOSITION 3.- Le groupe G est engendré par les éléments E(:)

(t € k9, h(a) (a € AX), u(b) (b € A®) et w . Plus précisement on a

Un_systeme complet de relations entre ces générateurs est formé par les

relations i) a ix) de la proposition 2 et la relation suivante

(%) wu(a)wu(b)w = g(-s)g(-z)yg(z*(ab-l))ggﬁz-l(sa-l))

pour tous les a,b € A® et s € A% tels que z = b;a(l—ab) € A% .,

Démonstration : Il suffit de remarquer que la relation (%), que 1'on ob-
tient aisément 2 partir de la relation (8), permet - avec les relationms
(i) a (ix) - de ramener toute relation entre les générateurs en question

3 une relation du type

) (t)h(a)u(b)wulclwul(d) =1
avec t ¢ kX , aeaX, byc,der’ ,ou
(10) H(t)h(a)u(blwulc) = 1

pour t € k*, a e A%, b,c €A’ , ou
an N(£)h(adu(b) = 1

pour t € KX , a € Ax, b € As . Mais ces relations sont impossibles a

moins que t =1 , (9) est impossible 2 moins que ¢ = 0 et se ramdne

donc, 2 l'aide des relations (i) a (ix), a (11), et 10) est impossible car
w ¢ HU . Enfin, (11) entratne (en plus de t =1) a=1letb = 0 et découle

donc de (i), (ii) et (iii).
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REMARQUE. - La relation universelle (x) découle de la relation (#) appli-
quée a2 a € AX n AS, b= a-l et s =0 . Nous allons montrer dans la
suite, qu'en fait la relation (#) découle de la relation (xj (et des
“relations universelles (i) 2 (ix)). Pour cela nous aurons besoin de quel-

ques propriétés non triviales de 1l'anneau A dans le cas od le corps de base

k est fini.

4.~ Btude-de [Axﬂ ASI . |Aslm1 pour k = Fq .
Rappelons que 1l'on note |E| le cardinal d'un ensemble fini E et

que 1l'on a posé A = Mn(k) . Dans ce numéro nous supposons k -l'q .

LEMME 4.- Supposons k de caractéristique 2. Posons

0(n,q) ={a ¢ Ax|aa* = 1}

Alors
m

i) o(n,q@) | = q(qz-l)...clzn"l(qz'"-l)= Tr qu-l(qZ\)_l)

v=1l

si n=2ml, m 20 ;
i) |o(n,@)| = qq®-1)...q7™3(¢? %) 2™

si n=2m, m=21
Démonstration :

Le cardinal de 0(n,q) est le nombre de bases orthonormales de
k" pour la forme bilinéaire dont la matrice par rapport a la base cano-

nique de K" est la matrice unité. On démontre facilement, par récurrence

que ce dernier nombre a la valeur annoncée.

C.Q.F.D.
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PROPOSITION 4.- On a

1) ‘Asl - qi‘n(n+1)
i1) |Ax n As| = (q-l)qz(q3—1)q4...(qn—l) si n est impair
IAX n Asl = (q-l)qz(q3—1)q4...qn si n est pair
X ~ 58 ‘
) janal] abad..ad sl n est impair
[a”] q q
. X s
AZnaf (l-l)(l-ﬂl-)...(l- L—) si n est pair
s q 3 n-1 bl
187 q q
Démonstration :

La formule i) est immédiate et iii) découle aussitdt de i) et ii).

Prouvons ii). Nous distinguons les cas q impair et q pair.

a) q impdir .- On calcule |AX N A®| 2 1'aide du fait que
A* agit sur A% n A®|
par xm axa* (x € AX 0 AS, a € AX) . On sait bien (cf. [2] ou [9D)
qu'il y a deux orbites dans A% n As suivant cette action et qu'en di-
mension paire, les stabilisateurs associés (a conjugéison pra3s) 2 ces
orbites sont les groupes orthogonaux Ol(n,q) et O_I(n,q) ; en dimen-
sion impaire, les deux stabilisateurs sont isomorphes au groupe orthogonal

0(n,q). En se rappelant (cf [§), [4] ou [7]) que l'on a

lo (2m,@)| = 2q(¢?-1)...a® 3?2 1)@ e ™D (e = 4lma D)
et

/ m -
|o(2m+l,q) | = 2q(q2—1)...qzm'1(q2m7/1)= Z-H qu 1(qz\’—l) (m 2 0),
v=1

on obtient aussitdt la valeur donnée pour |AX n Asl
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b) q pair.- Dans ce cas, si x € AX n A8 alors, ou bien x
est alternée, ou bien il existe u € A% tel que u¥xu= 1 ., On voit
donc que si n est impair, 1'action de AX dans AX N A% a une seule
orbite et si n est pair, il y a deux orbites, dont les stabilisateurs
sont isomorphes 2 0(n,q) et Sp(n,q) . En se servant du lemme 4 et du

fait que
. |sp(2m,q)| = q(qz—l)...qzm_l(qzm-l)
(cf. [S], [1] ou [7]), on obtient aussitBt le résultat annoncé.
C.Q.F.D.

DEFINITION 3.- Posons

1 1 1
(q)-(l-;) (1-—3)...(1——'— .

a.
2m+1 2mt-1
q q

et

= 1
a(q) = H 1 -
v 20 q2\)+1

Il est clair que la limite ¢(q) existe et qu'elle est strictement

positive. Nous allons la minorer.
LEMME 5.- Pour O < x <% ((5-1), on a

A0 (1-x>). .. 1-x2™1) 5> 1xad L 2™ 50 .

Démonstration :Quels que soient r >1 et x € [0,3((5-1)[ , on a
Aex-x0-. . xFhy Qea?™ys 1oxexdo L 2T

d'od
(1-x) (1-22) . (1-x-xD) (1) .. . (L-x-. . . -x2™ Dy (1 2™y &
> (1-x-x3) . (1-x-x3-x5) v (1-x—x3-. .. _x2m+1) .

C.Q.F.D.
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"PROPOSITION 5.~ On a, pour tout entier m >0 ,

>°'2m+1(q) >alq) = 1- —q—zq_-l .

Ceci découle aussitdt du lemme 5 .

COROLLAIRE.- On _a

X A AS s q
A% n A% /A7) > 1 - 5 ,
q -1
et en particulier, ’
0 |aXna® s a% > 2 si 9>3,
2 X s s 5
i)  F= [A"naT|/ |a7] >3 si 9=3,

(la valeur % n'étant atteinte que pour n < 2) ,

1) 3= [AXna®| /18> 3 : siq=2,

(la valeur £+ n'étant atteinte que pour n < 2) .

PROPOSITION 6.- Quels que soient a,b € A® , on a
[(a¥na® +a)n aXna®+m)| >0 -2 A%
q- -1
Démonstration : C'est une conséquence immédiate de la relation
2|a% 0 A°%] = (¥ na® 4a) n XN A% +b)] = (A% N A%+ a) U (A% n a%b)|s|a®)

et du corollaire ci-dessus.

C.Q.F.D.
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5.- Réduction aux relations universelles (k #IF,» ]F3)

Dans ce numéro, k désigne 2 nouveau un corps (commutatif) quel-

conque, mais autre que TF, et T

2 3

Le lemme suivant donne la propriété essentielle de 1'anneau
A= Mn(k) qui permet de ramener toute relation entre les générateurs de

G aux relations universelles de la proposition 2

LEMME 6.- Quels que soient a,b € AS , i1 existe u € A% n As tel que

a+uehA’ et que b-ut € aX

Démonstration :

Considérons tout d'abord le cas od k est infini. Soit Va (resp.
Vb) 1'ensemble des valeurs propres de a (resp. b)) . Choisissons t € kX
de manidre que -t ¢ v, et - ¢ Vv, . Il suffit alors de prendre u

égale 2 1'homothétie de rapport t pour avoir a +u, b - u-1 € AX

Considérons maintenant le cas od k est fini. Supposons que le

lemme soit faux. Il existerait alors a,b € AS tel que l'ensemble
[ na% n @a*nas+ b)]f1 n X nAS -a)

soit vide et il s'ensuivrait que
A% n A%y n ¥ na® +b)| + [a%na®| < |A%)

Par suite, d'aprés le corollaire 2 la proposition 5 et d'aprés la proposi-

tion 6, on aurait, avec |k| =gq ,

q2 - 1< 3q ,

ce qui est impossible pour q = 4

C.Q.F.D.
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Dans la démonstration du théor2me 1 ci-dessous, nous ne nous ser-

virons que de la variante plus faible suivante du lemme 6 .

LEMME 6 bis- Quels que soient a,b € A%, a,b ¢ AX, il existe u € AX 0 AS

tel que a+ue¢ A% et b-u_leAx.

THEOREME 1.- Le groupe G = GSp(2n,k) est engendré par les éléments

h(a) = (%D (a € A9 ,

e = O rexd

a®) = N ®ea®

£ = ?13) g

avec les relations
(1) WO = hro) (r,t € ¥,
(1i)  h(a)h(d) = h(ad) . (a,d € A% ,
(1i1)  w@u®) = ulatb) (a,b € A% ,
(1v)  Woh@ = h@h®) - . (tekX aead ,
V) Woul) = u®he) (tekX, b ea)
(vi)  h(a)u(b) = wu(aba®)h(a) . . (a-€ A%, b e A®) , -
(vii) v =BG,
(viti) wh(t)' = W(o)h(t)w (t ek
(ix) wh(a) = Ln_(a*_l)w (a € &%) ,
(x) yg_(a-l)gt_x_(a)_v_lg(a-l) = h(a) (a € AX n A%

On a en fait G = (HHUWD)?



164

Démonstration : D'aprés la proposition 3(n°3), tout ce qui reste a démon-

trer est que toute relation du type (¥*) dans 1'énoncé de cette proposition

découle des relations universelles (i) a (x) ci-dessus.

Pogons G = WHUWU (cf. Prop.3). Nous avons alors 1 ¢ G, »

1e¢ Gi s G;l = Go et en outre, toutes les relations (i) a (x) ci-dessus

' =
s'écrivent sous la forme hlh2 h° pour ho’hl’hz € G° convenables. Toute

relation dg type (#) est de la forme h_1h2h3h4 = ho (hl’hz’h3’h4 €6,

convenables). Nous allons montrer de proche en proche que toute relation de

la forme

1) h1h2 = ho (hl,hz,ho € G, convenables)

11) hlhzh3 = ho ) (hl’hz’hB’ho € Go convenables)
II1I) h1h2h3h4= h0 (hl,hz,h3,h4,h0 €6, convenables)

découle des relations (i) a (x).

Relations de type I : Les relations (i) 2 (ix) permettent de ramener I

a la forme
(12) wu(b)w = Eft)h(a)gﬂc)zgjd) (t € kx, a € Ax, b;c,d € As,convenables);
ensuite, un calcul facile montre que (12) entratne

t=l, b= -a*_l, c=al et d=a ,

d'od le fait que (12) s'écrit comme une relation de type (x), 2 savoir

gg(-a-l)g = h(a) g(a-l)yg(a) (a € A% n a%)
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Relations de type II : Les relations (i) 2 (ix) permettent de ramener

toute relation de type II a la forme
(13) Eg(p)ygc’: u(a)w (a,b € A%, g, € Gy» convenables).

Notons que si a ou b est inversible, nous pouvons éliminer un w dans
(13) 2 1'aide de (x) et nous nous trouvons alors dans le cas de type I .
Supposons donc a,b ¢ A?( . Le lemme 6 bis montre alors qu'il existe

x €AX N A% tel que a+x¢€AX et b - x~1 € A¥ . Multiplions

les deux membres de (13) 2 gauche par u(x) ; or on a , d'aprés

(x) ,.
u(a + x) w = wg' s
pour g' € G, convenable, et
4Gy = wu(x"") wh(e) u(-x"1) = wg"
Par conséquent
"

u(x) wu(b) wg_ = wa(=x"1) l_l(x'l) gl_x_(b-x_l) wg, = vg"'g,

avec g"' € G, > d'apreés la relation (X) . Il s'ensuit que (13) équivaut

a
" - o
(14) g"'g, = 8
On voit donc bien que toute relation de type II découle d'une relation de

type I 2 1'aide des relations universelles (i) 2 (x) , et découle donc

de ces dernieéres.
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Relations de type III : Une telle relation s'écrit, 2 1'aide des relations

(i) a (x) ,

(15) wu(a)w 88, = u(c)w (a,b,c € AS, 818, € Gg> convenables).

' Si a ou c¢ est inversible, on se ramene aussit®t, 2 1'aide de la rela-
tion (x) et des autres relations universelles (i) a (ix), au cas d'une re-
lation de type II déja traité. Supposons donc a et ¢ non-inversibles.
I1 existe alors 'x € AX n AS tel que c¢ + x gt a-x_1 soient inversibles
(cf. Lemme 6 bis). En multipliant 2 gauche les deux membres de (15) par

u(x) , on a
u(x+clw = wg' ,
pour g' € G, convenable, et
u(x) wu(a) w = ﬂgﬁ—x~1) h(x’l) yg(a-x"l) w = wg"
pour g" € G, convenable, toujours a 1'aide des relations (i) a (x).
Nous voyons ainsi que (15) équivaut, modulo les relations (i) a (x), a
g" 818, =8

qui est une relation de type II. Ceci montre donc en particulier que les

relations de type (*¥) découlent des relations universelles (i) a (x).

C.Q.F.D.
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REMARQUE.- Si nous prenons pour A un anneau involutif quelconque, 2 la
place de 1'anneau Mn(k) , nous pouvons encore définir un groupe, noté
GSp(A) , comme le groupe de toutes les matrices inversibles de MZ(A)
vérifiant les conditions (2) et (3) du numéro 1 . (En remplagant partout,
bien entendu, k par le centre Z(A) de A). Définissons les éléments

h(a) (a € AN , W(E) (¢t € 2(a)) , u(b) (b € A®) et w de meme que dans
la définition 1 (n°2). La présentation de G = GSp(2n,k) donnée dans le
théoréme 1 est encore valable pour GSp(A) , pourvu que 1'anneau A véri-

fie les deux conditions suivantes :

(E) Si a,c €A et a%*c =c#*a , Aa + Ac = A , alors il existe s ¢ A°

tel que a + sc € Ax

(v) Quels que soient a,b € AS_AX il existe u € A n A% tel que
1

at+u € AX et b-u"" € AX
Les résultats ci-dessus contiennent ainsi en particulier le cas

A=2z/pZ.
6.- Le cas de G = GSp(4,k) pour k =T, et k = Ib .

Nous montrons ci-dessous que le théoréme 1 est encore valable pour

GSp(AJBZ) et GSp(AJFB) en démontrant le lemme 6 bis dans ces cas.

01

1 0) et b

a) Cas k =F, .- Le lemme 6 est alors faux (prendre a = (

quelconque ou a = (i i) et b = (é 2) ), mais le lemme 6 bis est encore

valable. Ceci se vérifie aisément en déterminant explicitement les ensem-

bles (AXn A% +a) n (&¥ N a®) (a€A)

b) cas k =‘E3 .- Remarquons que nous avons le raffinement suivant de la

proposition 6 pour b =0 , a ¢ AS - A% s
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LEMME 7.- Pour tout a € A8 , a ¢ AX ,ona (si k ‘est de caractéristique # 2)

X s
[(a¥ 0 % + a) n 4% n 4’| > (z-LAl—Ql—A-l 1+ Ly1a%
A

Démonstration : Comme le cardinal qu'il s'agit de minorer ne dépend que
de la classe de a modulo l'action x & uxu#* (u € AX) de AX dans
AX n As, nous pouvons supposer que a est diagonale de rang < n-1 .
Notons Afx-l le sous-espace de AS formé des matrices 2 n-idme colonne

(et n-i2me ligne) nulle. Nous avons alors

AXnA%) u@a*na®+a)c A’ - A:_l

d'otr

21a¥ n A%| - |(aX 0 A% + @) naXna®| s - D)a®
q

C.Q.F.D.

Démonstration du lemme 6 bis pour A = M2C|F3) :

Si le lemme était faux, on aurait, pour a,b € AS_aX convenables,

[AXna)n@na®+m1 na*na®-a =9 ,
d'ol

|AX 0 A% n (¥ n A% + )| + |a% 0 A% < |a%)
ce qui entrainerait, d'aprés le lemme 7 (pour q = 3) ,

L
2

w
~

C.Q.F.D.



§ 2. Construction de la représentation de Weil.

Dans ce paragrapne, a l'exception de numéro 1, la lettre k désig-
ne le corps fini ]Fq a4 q éléments, et la lettre A désigne l'algeébre in-

volutive Mn (k)

1. Rappel sur les modules quadratiques sur un anneau involutif.

Nous rappelons ci-dessous la définition d'un module quadratique sur

un anneau involutif A quelconque, due & Tits ([17)) dans le cas général

€ - hermitien.

DEFINITION 1. - Soit A un anneau involutif, dont l'involution est notée

al—-)a"' (a@A) . Notons A° le sous-groupe de A+ formé des anti-traces

a- & (aed) , posons A= A/A° et désignons par pr la projection ca-

nonique de A sur A . Posons enfin a=b si pr(a) = pr(b) , pour

a,beA

On appelle A - module quadratique (2 droite) .la donnée (M,E,]B)

d'un A - module & droite M , d'une application ?2 : M———)K et d'une

application sesquilinéaire 2 gauche hermitienne B : MXM —3 A telles que

i) Q(xa) = #Qx)a (xeM, a€h) ,
ii) 6(x+y) = Tli(x) + a(y) + B(x,y) (x,yeM)
avec B = preB. . On dira que E est une A - forme quadratique sur M . Si

la forme sesquilinéaire 1B est non-dégénérée, on dira que Q et (M,I},]B)

sont: non-dégénérés.

REMARQUES. - 1) Comme L'on a a¥A°a C A° pour tout a€A , le
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produit #baeh est bien défini, quels que soient a€A, beA et la condi-
tion i) ci-dessus a donc bien un sens.

2) Le fait que B soit sesquilinéaire & gauche et hermitienne signifie, bien

entendu, que B est bi-additive et que l'on a en plus

i) B(xa,y) = a®*B(x,y) (x,y€M, a€A)
ii) B(x,ya) = B(x,y)a (x,y&M, a€ar) ,
ii1) Bl(y,x) = (BG,y)f¢ (x,y €M)

3) Dans le cas considéré dans la suite de ce paragrapne, l'anneau involutif
A est en fait une k - algébre involutive sur un corps k . L'application
Q (resp. B) est alors automatiquement une forme k - quadratique (resp.
une forme k - bilinéaire) a valeurs dans le k - espace vectoriel A

(resp. A )

2. Le A - module guadratique M,q,B) associé a (E,Q)

Rappelons que dorénavant on désigne par k le corps fini ]Fq E
q éléments, de caractéristique quelconque, et que l'on note A 1l'algébre

involutive M (k)

Soit E un espace vectoriel sur k , muni d'une forme quadratique

PR e s -4 n
non-dégénérée (Q de forme bilinéaire associée ' 'B . Posons Eo =k et con-
sidérons le k - espace vectoriel M = Homk(Eo,E) , que nous réalisons dans

la suite sous la forme

M=E =E® ... ®E (somme directe & n composantes).

L'espace M est de maniére naturelle un A - module a droite puis-
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que A = Mn(k) s'identifie a Endk(ED) , et en fait le produit =xa de
X = (xl, ,xn)EM et de a = (aij)éA est simplement le produit matri-

ciel du vecteur ligne x et de la matrice a

DEFINITION 2. - Notons Q la forme k - quadratique sur M & valeurs dans

A , définie par

(1) e(x),, = Qlx,) (14i4&n) ,
(2) LIS I 1gici$n)
3) <l)(x)ji =0 (14£i<j4&n)
pour x = (x;, ... ,x )€M . On définit la forme k - bilinéaire B sur

M , a valeurs dans A , par

%) BGe,y) =BG, y)) (1€1,54n)
pour x = (xl, ,xn) et y = (yl, ,yn) dans M . Enfin, on pose
Q= preq

ot, d'aprés la définition 1 du numéro 1, on note pr la projection canoni-

que de A sur A= A/A°

Remarquons que, dans notre cas, le sous-groupe A° est formé des

matrices alternées et que la trace de A sur k se factorise donc par A

PROPOSITION 1. - On a les propriétés suivantes :

i) Si a,beA , pour que a=b , il faut et il suffit que

Tr(ac) = Tr(bc) (ces®) ,
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. s
ou_l'on note Tr(d) la trace de la matrice d€A et A~ le sous-espace for-

mé des matrices symétriques de A

ii) B(xa,y) = a®*B(x,y) (x,y€M, a€Ah)
iii) B(x,ya) = B(x,y)a (x,y €M, a€A)
iv) B(y,x) = (Blx,y))" (x,y €M)
v) Q(xa) = Mx)a (xeM, a€h)
vi) Q(x+y) = Q(x) + Q(y) + B(x,y) (x,y €M)
vii) Tr (bQ(xa)) = Tr(aba Q(x)) (x€M, a€a, bea® )

viii) La forme k - bilinéaire TreB , 2 valeurs dans k , est non-dégéné-

rée.

Démonstration: Cela se vérifie sans difficulté; en particulier vii) est une

conséquence immédiate de i) et v).

En d'autres termes, (M,),B) est un A - module quadratique non-
dégénéré sur l'anneau involutif A = Mn(k) , au sens de la définition 1 du

numéro 1. En fait, nous avons la

PROPOSITION 2. - La correspondance qui & chaque k - espace quadratique non-

dégénéré (E,Q) associe le A - module quadratique (M,B,]B) défini comme

ci-dessus et a chaque similitude y d'un k - espace quadratique (E,Q)

dans un autre (E',Q') , associe son extension canonique & M , notée enco-

re Y , donnée par

¥(x) = (le, ,{xn) (x = (x



est une équivalence de la catégorie des k - espaces quadratiques non-dégéné-

rés avec la catégorie des A - modules quadratiques non-dégénérés (avec les

similitudes comme homomorphismes).

Démonstration: La proposition est claire (et bien connue) si 1'on ne conside-

re que les k - espaces vectoriels et les A - modules sous-jacents (ainsi que
leurs homomorphismes). On se raméne donc a prouver que toute A - forme qua-
dratique R , non-dégénérée, sur un A - module M comme ci-dessus, provient
d'une k - forme quadratique non-dégénérée Q sur E . Or il est tout d'a-

bord clair que R = proR avec R : M—>»A telle que

RGO, = Q' (x)) (1¢ign)
RGO, = Bij(xi,xj) ' (1¢idj¢n)
IR(x)ji =0 (14 1 < j4n)

Mais & l'aide de la relation v) ci-dessus, pour R , et pour des matrices

a€é A convenables, on conclut aussitdt que Q1 = Q1 (14ign) et que B3
1
est la forme bilinéaire B1 associée 2 Q pour l14i,j4n , d'od
R = 61 . Cela ach&ve la démonstration, car si B est une A - forme ses-

.

quilinéaire (2 gauche) vérifiant
=1 =1 =1
D (x+y) = Q (x) + Q (y) + (pr B)(x,y) (x,y €M)

3

alors nécessairement B = I[B1 , c'est-a-dire
1 n L
]B(x’y)ij =B (xi,xj) (x,yéM =E ; 14i, j4n)

en vertu, par exemple, de la condition ii) de la remarque 2 & la définition 1

(n° l).’

C.Q.F.D.
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REMARQUE. - Comme pour un A - module quadratique (M,Q,B) sur notre anneau
involutif A = Mn(k) , la forme (sesquilinéaire & gauche) hermitienne B |,
a valeurs dans A , est déterminée de maniére unique par E , on désignera

souvent un tel A - module quadratique simplement par (M,a)

EXEMPLE. - Comme exemple naturel de A - module quadratique, on peut citer le
A - module 2 droite M' = AXA muni de la A - forme quadratique
Q'(a,b) = &b + A° (a,b €4)

et de la A - forme hermitienne B
B((a,b), (c,d)) = &¥d + b¥c (a,b,c,d €A)

Nous le rencontrerons encore au cnapitre IV.

3. Calcul de sommes de Gauss associées 3 un A - module quadratigue.

Nous renvoyons au chapitre I (§ 2, n° 2) pour le cas des k - espa-

ces quadratiques.

DEFINITION 3. - On note X 1l'ensemble des caract@res non-triviaux © de At
tels que ©(ab) = ©(ba) gquels que soient a,beA+ . On_pose

t +
(5) 9 (a) = ©(ta) (tek , aes’, BEX)

Pour O/ex = Car(k+) - {13 , on note \_‘?_ le caractére . oTrace

Remarquons que tout Q€&X se factorise par la trace de A sur k
c'est-a-dire, le monémorphisme Y=y (*éCar(k+)) est une bijection de

X sur X (puisque Ker(Tr) = {ab-bal a,b€ A}) et k¥ agit donc transiti-



vement sur X par (5). Il en résulte aussi que tout @ €X

A = A/A° ; nous écrirons alors simplement
(6) 8(a) = 6(a)

avec a = pr(a) = a + A°

se factorise par

(aed)

PROPOSITION 3. - Soit (M,E) un A - module quadratique non-dégénéré, de

k - dimension 2rn- . La somme de Gauss S_ associée a @
Q
finie par
) s_(a) = ) 8alG)
Q X€EM

(et 2 9€X) dé-

(aea®)

ne dépend pas du choix de © dans X , et elle est constante sur AN AS

de valeur

g(rom) 1] /2

Démonstration: Posons S = S_ . Le fait que S ne dépend pas du choix de

@&X découle aussitdt de 1'équivalence, pour tout tel

des k - formes

quadratiques Troa et t(TreB) sur le k - espace vectoriel M de dimen-

sion paire 2rn , et du fait que tout ©€&X est de la forme

tekx convenable (ol 1'on note e wun caractére non-trivial fixé de k

t
eoeTr , pour

o).

X s
Pour montrer que S est constante sur A M A , remarquons tout

d'abord que la condition i) de la définition 1 du numéro 1 entraine

S(a) = S(cac*) (aedN A%, ce)

* s
la somme S est donc constante sue les A - orbites dans A N A . Notons

ensuite que, d'aprés ce que nous venons de voir
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S(1) = P e(TroQ(x)) ;
X€eM

mais comme (M,}) provient d'un espace quadratique non-dégénéré (E,Q) sur

k , on a

Trol—) = Q"'n =QL ... LQ (somme orthogonale & n composantes),

d'ol

1/2 /2

S =5 = (5" = E@TAEIA? < grre ma !

eoQ
(cf. ch. I, § 2, n® 2, cor. i) a la prop. 2). Pour achever la démonstrationm,
nous distinguons maintenant trois cas.

i) Si k est de caractéristique 2 et n est impair: Alors AN a° a

une seule A - orbite et la démonstration est terminée.

ii) Si k est de caractéristique 2 et n = 2m: Alors AN A% 2 deux

A - orbites, celle de 1 et celle de a = (0 lm) . On a, pour
o 1, 0
X = (xl,...,XZm)EM s
m
Tr(aoQ(x)) = ing(xi’XHm) s

d'ou
S(ao) = [Z e(B(u,v))]m = |E|m = i(Troa)lMlllz s
u,veE
comme voulu.

S5y i Cors x s .
ii) Si k est de caractéristique # 2 : Dans ce cas, A N A  a aussi

deux orbites, a savoir celle de 1 , et celle de la matrice diagonale ao
dont tous les coefficients diagonaux sont égaux a 1 sauf le dernier qui est

un non-carré toe k® . Alors
_ n-1 _ n _
s@@,) = (] s ey = s, W)™ = s

puisque, la dimension de E étant paire (égale 2 2r , par hypothése), on



C.Q.F.D.

4, Définition de la représentation de Weil.

THEOREME 1. - Soit (M,a) un A - module quadratique non-dégénéré, de

k - dimension paire 2rn . On peut définir une représentation

(W, ) = (W_,p_) de G =0GSp(2n;k) , appelée représentation de Weil de
Q Q

M XX

G associée 3 (M,Q) , en posant W =10 (ot X = car (k") - {1y) et

en se donnant P sur les générateurs de G (cf. n° 2) par les formules

suivantes

(8) PR@)E] ) = £(xa,p) (aed)

) Par e N Gp = £GuH (ce)

(10) Pu®NE] P = ORGP (vea®)
_ = -1/22 =

(11) [P £l = elTrem)|m] P(BGL,yNEGP)

y EM

pour f€W , xeM , Yex (et ¥ =PoTr)

En outre, si 2 chaque similitude ¥y dlun A - module quadratique

M',Q') sur (M,Q) , on associe 1'isomorphisme ¥ de la représentation de

Weil (W,P) associée 2 (M,E) sur la représentation de Weil (W', P') as-

sociée a (M',E') , donné par

-1
(%‘f)(x',?) = f("x',‘fmv ) (few, x'eM', Yyex) ,
(ot m_€ K* désigne le multiplicateur de ¥y ) , alors-la correspondance

¥ :

ainsi définie est fonctorielle.
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Démonstration: D'aprés le théoréme 1 du paragraphe 1, n° 5, nous n'avons

qu'a vérifier que les opérateurs que l'on vient de définir satisfont aux re-
lations universelles (i) a (x) (cf. th. 1). Cela est clair pour les relations
(i) a (v) et pour la relation (viii). La relation (vi) pour nes opérateurs

résulte aussitdot de la condition i) de la définition 1 (n° 1); la relation

(ix) découle aussitdt des propriétés i) et ii) de

B ennoncées dans la remar-

que 2 a la définition 1. La relation (vii) est aussi claire, puisque l'appli-
cation ?_oi est, pour tout’ Q,ex. , une mise en autodualité symétrique du
groupe abélien fini M

Montrons maintenant que la relation (x) est satisfaite. Notons tout

d'abord qu'en présence des relations (i) 2 (ix), la relation (x) équivaut a

la relation suivante

wu(a)w = 2(-a-1)g(-a)§g(-a-1) (aefnas) .

Or on a, pour aéAx(\ AS , few , zeM , ¢ex

B

. _
Peepwd ¢ ‘tﬁ\‘x,;nﬁf(z+x>+aw>+m‘x’y)f‘y"’)] ’
RO TR R

—l_MlTSa(a-l) ;}[—a-lamn] F )
y

et d'autre part

[Fac-a"Dp@-a)pwp-a g G4 =

= 2[-3_1E(z3 %S—Tr—lllzl yg'u Y[—a-l(f(z,yﬂa(yﬂ f(y,\') s

- i‘;T’—‘l/!ZL) ;M Y[-aqe) £
y



Nous voyons donc que pour que la relation (x) soit satisfaite, il faut et il

suffit que

s (a) = eTro@ M| 2
2

comme nous avons prouvé cette égalité dans la proposition 3 (n° 3), cela a-
chéve de démontrer que la représentation P est bien définie. Enfin, la se-
conde assertion du théoréme est immédiate.

C.Q.F.D.

REMARQUE. - Le théoréme ci-dessus reste évidemment vrai si 1l'on remplace T
par un espace vectoriel complexe quelconque V dans la définition de 1l'es-
pace W de la représentation de Weil. La représentation ainsi obtenue sera

appelée représentation de Weil de G associée a2 (M,Q) et a V

§ 3. Décomposition de la représentation de Weil.

Le théoreme 1 ci-dessus (§ 2, n° 4) montre que le groupe GO(B) 7
des similitudes du A - module quadratique (M,a) , opére dans la représen-
tation de Weil (W, p) de G associée au A - module quadratique M,0)

Dans la suite de ce numéro, nous posons
0 =co(@
et nous désignons par ['' wun sous-groupe quelconque de T
Nous notons (E,Q) le k - espace quadratique non-dégénéré dont

provient (M,Q) par le procédé du numéro 2 du paragraphe 2. Le groupe L°

s'identifie ainsi & GO(Q) (cf. loc. cit. prop. 2).
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1. Les représentations (W[W], p)

DEFINITION 1. - 8i e[ , on pose
m‘-(l !
5E = (\‘.x,\» ) = (*(xl,...,gxn;v ¥

pour E = (x,§) = (xl,...,xn;‘{’)éMXX , ol _1'on note m le multiplicateur

de ¥ . Posons en outre B=mMxx

S8i (V,W) est une représentation de ['c ' , on note (WIT), §)

la représentation de G dont 1'espace W[N] est formé des fonctions f de

=

dans V telles que
£(y.8) = W [ECR)] (yer, geM)

et l'action P est l'action de la représentation de Weil de G ., dans

W= Vﬁ , associée a (M,a) et 3 V (cf. rem. au th. 1, § 2, n° 4), restrein-

te 3 WORY) (qui est stable pour f )

Nous avons ainsi une premiére décomposition de la représentation de

. . . ; . r .
Weil, suivant les.composantes isotypiques de 1'action de [* dans W , décri-

te dans la proposition ci-dessous dont la démonstration est un exercice facile.:

{

PROPOSITION 1. - Notons I' 1'ensemble des types d'isomorphie des représenta-

tions irréductibles de I'' . Désignons par V‘I 1l'espace de Tel' . Nous

avons alors les décompositions suivantes (ou TV est la contragrédiente. de

T
W @ (WU\'}@V“V) ‘ en éant que exp' - modul‘es),
Tel' - : . . . ‘
W @ (dim M)WIT] » ‘ (en tant que G - modules) s

Tel'



ot l'action de GX[* dans W est déduite de la représentation de Weil P

pour G et de la représentation @ de [ donnée par

PO E) = tE) (few, ge

Nous introduisons quelques notions qui seront utiles dans la suite.

DEFINITION 2. - Soit (V, %) une_représentation de [*' . On pose, pour tout

~
EeM = MXX , et tout sous-espace W' de W(X]

W' (E)

1]

{£® | few}

Supp W' {EGF’I[W'(".) 0}

On dira que W' est un sous-espace plein de W({R] si l'on a

w' o= {few(x] ] t(pew(®) YeeM} .

On_a alors en particulier, pour ¥ = (x,é()&ﬁ s

(1) winl (g) = FixV(Stabr,E) = Fix, (0(Q) N Stabr, x)

s'il n'y a pas de risque de confusion, nous écrirons dans la suite simplement,

(2) Stab[‘, 11 =1"é = [‘)’{ s
(3) Wiy (B) = V= Fix [ (&= (,p)em)

DEFINITION 3. - Soient (V,X) et (V',7') deux représentations de [*'

On note N(W',X) 1'espace vectoriel complexe formé de toutes les applications

N de %M dans Homm(V,V') telles que

) NGBy E) = T (pONGE BTG T (r.¥'el', &.%5'eM
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Les éléments de NOU',X) sont appelés noyaux (X'/X) - équivariants, ou

noyaux tout court, s'il n'y a pas de confusion 3 craindre.

Si (V",%") est encore une représentation de I'' , on a un pro-

durt matriciel évident de noyaux

E(J[":T)XE(“'JT)*-) E("T"J() 5>

donné par
WND @Y = L NN, )
gel
La démonstration de la proposition suivante est alors un exercice
facile.

PROPOSITION 2. - Notons R(I™) 1la classe de toutes les représentations de

[ .'Alors, en associant 3 chaque noyau NeNGU',X) @, U'€RU')) 1'opéra-

teur T - linéaire QN de WOR) dans W('] , défini par

(s) @0)® = ) NEWEG) (Lel, fewind)
neM

on établit un isomorphisme de la catégorie linéaire N dont la classe d'ob-

jets est R([™) et dont 1'espace vectoriel des fléches de source T et but

T @MU EeRC")) est N',R) , sur la catégorie linéaire W avec la meéme

classe d'objets et dont l'espace vectoriel des fléches de source U et but

' est Homc(W[Tl],WUt’])

REMARQUE. - La condition (4) appliquée 2 x'eStabr,(v,') = et

’Y,'
TeStabp, ({) = [""g montre que N({‘,E) s'annule sur les composantes F"g -
isotypiques de V de type non-trivial et que son image est contenue dans

WIT'J(¥') (cf. (1)); autrement dit, on a alors de maniére canonique, quels

que soient %, 'g’eﬁ ,
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(6) N(E',%) GHomE(W[ﬂ %), WixI(¥'))
DEFINITION 4. - Gardons les notations de la proposition 2. Si @ =§N , on pose

Supp @ = Supp N

DEFINITION 5. - Pour § = (x,§)€¥ , on pose
Tk = YQ(X) - tQ(x)ecar(AJ“) (avec T=proQ, $=toTr)

lui-méme, on fait choix

Si 1'on veut avoir 1§ 2a valeurs dans A' (ou A )

+
e, de k , on _pose

d'un caractére non-trivial

(7) e =eolr
o
et
(8) Fx,e®) = tp(x) (xeM, teks)
LEMME 1. - Soient (V,X) et (V',X') deux représentations de [*' . Soit
§€Homm(w[1t], W[m™]) , défini par un noyau N . Si $ commute aux opéra-
(bea®) , alors

teurs F(g(b))

supp N € {(E.m) €Mx¥ | (k) = Yoy

En effet, 1'hypothése sur @ entraine aussitdt

Démonstration:
(be A®)

P(bY(x)) = @bOy))
En écrivant ?=Wt pour tek* convena-

pour tout (x,$;y,@)€ Supp N

ble, il s'ensuit
(cf. n° 1, déf. 1)

Qx) = tQ(y)

mais pour a,c€Im Q@ , la relation a S c¢ équivaut & a =c¢ (cf. n° 2,
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déf. 2), d'od 1l'assertion du lemme.

C.Q.F.D.
Dans la suite, on pose, pour i = 1,2 ,
pr; (8,8 = &, (g, .%,) e NMxi)
LEMME 2. - Soient (V', X') et (V",X") deux représentations de "' . Soit

W' (resp. W" ) un sous-espace plein de w[n'] (resp.:fw[n"]), stable par les

opérateurs P(E(b)) (beA®) , admettant un supplémentaire plein Wi (resp.

W'l’ ) , aussi stable par les opérateurs P(y_(b)) (bea®) . Supposons gque

pour tout EeSupp W', " € Supp W" , la condition m(ﬁ) = a‘(’l“) entraine

que g et ’I" sont congrus modulo [V . Alors, si Q est un opérateur de

W' dans W" commutant aux opérateurs P(E(b)) (b €A®) , il existe une (et

une seule) fonction ? de M dans Homm(V',V") telle que
t

‘Y(E,) (] Homm(W’ (E) ,W" (E)) C Homm w',v")

i) Supp @ = prl(Supp Q)ﬂ prz(Supp &
ii) PUE) = T Gy PR (Fer. ey, g
iii) @) &) =[p®)] (&) (few', geM

Démonstration: Prolongeons @ a2 W'} tout entier, en posant Q =0 sur
W, . Pour feW', % € (Supp W') N (Supp W") on a, en vertu de notre hypothese

et du lemme 1,

&) ®) |r"|‘1Z N(E, ¥ 8)E(y. %)
r'l

Y€
lorb €N ©)ECE)

[}

ot 1'on note N le noyau définissant @ . Le lemme s'ensuit avec
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9®) = forb EINCES) et

C.Q.F.D.

2. Les diagrammes §1f

DEFINITION 6. - Soit (V,T) une représentation de ' . Pour x,y€&M , on
pose
Sﬂ-(x,y;c,r) = Z ﬁ()”) (cea, rex )
Yefr', My = ¢

B(x,y'.y) = ¢

1]

S (x,y5y) s’f<x,y;m(x,g.y>,mx> ,

I"‘)‘( o) N Stabr‘, X = r‘&x,e) (e€X) ,

= Fi '
v lev T‘x

On note §ﬂ' le diagramme d'espaces vectoriels dont les sommets sont

les Vx (xéM) et dont les fléches, de source VY et de but Vx (y,x eM)

sont les opérateurs Sw(x,y;x) (y€&M) . On pose enfin

w
]
N
n
»
2
<

LEMME 3. - Soit (V,® ) une représentation de [ . Si x,yeM ( = ") et

xer" sont tels que le systime de nt+s vecteurs (14 s4n)

(s))

(x,%.y

(xl,“.,xn,x.yl,...,‘(.ys) de E soit libre, et

ys+1 = = Yo =0 , alors

ST(x,y;x)= Z (XCIPIEN
¥ ERG
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R(g) = [o(Q)Xyo(Q) (S>] nn
y

Démonstration: La somme Sx(x,y;)’) porte, en fait, sur les Y¥'el tels que

(cf. § 2, n° 2, déf. 2) on ait mx, = mx et

B(x, y'.y) = B(x,y.y) , B(y'.y,¥.y) = B(3.y,¥.y)

Or le théore2me de Witt montre, puisque le systéme (x,x.y(s)) est supposé

libre, qu'il existe alors xle 0(Q) tel que

(s) (s))

x4y ) = (Y'Y

et par suite, que (puisque m_, =m, )

Y

YOO (o

d'ou le lemme.

C.Q.F.D.

REMARQUES. -

1) Si H, H' sont deux sous—espaces de dimension n de E (o4 dim E =
2ry 2n ) , on peut toujours plonger les espaces quadratiques (H’Q‘H) s
(H',QIH,) de manidre transversale dans (E,Q) sauf si |k|&43 , r=1=n
et (H’QlH) o~ (H',Q‘H,) . Cela résulte par récurrence du th. 2 du ch. 1, § 2,
n® 2.

2) Notons que l'on a, de maniére générale,
T b3 -1 — -1
9) S (Yl.xa,};z.yb;)’) = 'W(‘(]_)S (x,y5%; n;z))l(\z) s

quels que soient x,y€M, a,b eA”, Xl,xz)\{ér".
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DEFINITION 7. - Pour x = (xj,...,x )M = E" , on appelle rang de x et

l'on note rang x le rang du systéme Xpsea¥ de n yvecteurs de E

On _pose encore
rang(x,p) = rang x (xeM, pe) ,
rang Orbp,'g = rang § (ke

Si rang(x,l'))( n , on dit que x et (x,§) sont dégénérés; de méme pour

Orbr‘, (x,'P) . Une réunion de [V - orbites est dite non-dégénérée si elle ne

contient pas d'orbite dégénérée.

Le lemme et la proposition suivante montrent 1'intérét du diagram-

me

len

LEMME 4. - Soient (V',®') et (V",M") deux représentations de [ . Soit

WIR'Y = w' @wi (resp. W(MT = w" @ w'l' ) une décomposition de W(R']

(resp. W[M']) en somme directe de deux sous-espaces pleins et G - stables.

Supposons vérifiées les deux conditions suivantes :

a) Supp W' et Supp W' sont non-dégénérés;

b) pour tout ieSupp W' , MESupp W' , la condition ﬁ(%) ='62'('rl) en-

traine que E et 7 sont congrus modulo ™

Si @ est un opérateur G - équivariant de W' dans W" , alors

il est de la forme

@) (B) = (@®)] (£¢E)) (few', £

pour une (et une seule) fonction @ = ?§ de ¥ dans Homﬁ(V',V") telle

que Supp P = pry(Supp §) N pr,(Supp ) et
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i) PCE) € Homy, (W', W") (S Homy, (WITT,WIR"T)) (get)
i) Py.B) = w(;;omzm(x)“l (yer, y €My, gefh |
iii)  @(xa,p) = Plx, ") (xeM, aed, §,$'ex) ,
X n 1("

iv) 9GS (x,y3g) = 57 (x,y;009(y) (x,yeM, yemM) ,

en écrivant @(z,§) = P(z) pour (z,‘f)éﬁ , d'apres iii).

En particulier, si ' = , on a

V) «f(x)st-mp’yr' = T e

pour tous les x,y€M , ¥YE€['' tels que le systéme de 2n vecteurs

(x,y.y) soit libre dans E (cf. lemme 3).

Démonstration: D'aprés le lemme 2, il existe 9 : ﬁ-—)Homa:(V',V") avec
le support voulu et telle que i) et ii). La relation iii) est une conséquence
immédiate du fait que @ commute aux opérateurs P(h(a))?(g) pour tout

aeAX , nous avons, quels que soient feW', (x,\[()&?’f, et aeAx N

100 @l ZGM POB (xa,2)) £z, ) = %_M P(Bxa,2) (2P,
z z

Or, si agA - A% , alors, d'apres a), xa#Supp W' Supp W" -, et par suite
nous avons encore (10), réduite a 1'identité 0 = 0 . Comme

$(B(xa,z)) = i{(a*]B(x,z)) pour YE€X, a€A, x,z€M , et que les caractdres

2 our a€A (bex fixé) forment une T - base de dIA , on en conclut que
P q

an Qb 2 FG) = 2 @z P ez, )
z €M z €M
B(x,z) = ¢ B(x,z) = ¢



pour tout xéM , YPE&X , feW' . Il suffit alors d'appliquer (11) a la

fonction f ( (y,*’)eﬁ, vEW' (y,p) = W'(y) ) telle que

B fy,'?;v
Supp f = Orb, (y,9) et que £(y,§) =v , et a c= Blx,yy) (yerM ,

pour obtenir iv) dont v) est une conséquence immédiate, d'aprés le lemme 3.

C.Q.F.D.

REMARQUE. - Si ' =D alors 1'hypothése b) dans le lemme ci-dessus est une

conséquence de 1'hypothese a), en vertu du théoreme de Witt (cf. [2] ou [5]).

3. Trongquages.

DEFINITION 8. - Pour toﬁt: aelm @) , on définit un opérateur Ta du C -

espace vectoriel W[N] , appelé opérateur de tronquage au dehors de la

sphére de rayon a , par

T () (x,e") = § £(x,e%) (fe Wi, xeE?, ter)

tQ(X) sa

(eeX , fixé)

LEMME 5. - Pour tout a €Im Q 1'opérateur Ta est combinaison linéaire des

opérateurs de Weil _(lb = pu®)) , (beA®)

Démonstration: On a, pour bea® , few(wd ,
@, ) G,e) = & (enu))Ex,e) (xeM, tekX)

Or, les'ca‘ractéres _e_b (beAs)’ forment une basevde 1'espace de toutes les
fonct.ons complexes. @ ., symétriques (c'est-a-dire telles que ?(a*) = Q(a)
(a€A) ) sur A . D'autre part, d'apres la définition 2 du numéro 2 du para-
grapne 2; on voit éussi%bt que Im Q@ ne contient jamais simultanément une

matrice c€@A et sa transposée c* , si c # c¥ . On en conclut que toute

189
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fonction complexe sur Im @ se prolonge en une fonction symétrique sur A
Soit a€Im @ ; si nous prenons '}\bét (b€A®) tels que la restriction de
Z Xb_e_b a ImQ soit la fonction de Dirac Sa , égale a 1 en a et O
b

sur Im @ - {a} , nous obtenons
Ta = Zb >‘bgb

C.Q.F.D

4. Le cas ou [V est d'indice 2 dans [

Nous considérons ici le cas, que nous rencontrerons dans les cnapi-
tres suivants, ol M est le produit semi-direct r".{l,T} du sous-groupe
(distingué) ' et du sous-groupe il,T} ol T est une involution. La si-
tuation est décrite dans la proposition suivante, dont la démonstration est

une vérification facile.

PROPOSITION 3. - Soit (V, ) une représentation irréductible de "' . No-

tons (V,f) 1'induite de (V,X) 2 [ ; autrement dit, on a

Y=vev ,
() =T @ T(y) (avec X () =T(TyD), YEM) ,
) (v,v') = (v',v) (v,v' €W

On définit alors un isomorphisme § de (W[X], P) sur (w["lh, ?) , en _posant

@) ) = (£(®),£(TE) (few(ml, £eM)

Lorsque :)% est réductible (c'est-a-dire lorsque ’)T*.:'ITT ) , on a
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1= @I @ui®l - ' e wmy

od 1'on note (\7,*) = (’\‘f*‘,fé*’) @ (V',ﬁ") la décomposition en composantes

irréductibles de ﬁ , donnée par 'fi =7nf‘ 4+
as
¥ - {(v, i?("))l vev}

(@ étant un isomorphisme involutif fixé de (V,) sur (v, ‘KT) ) |, et

d'autre part

WD = {fewiml| £(1.8) = +¢(£(E) Vee¥y .
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CHAPITRE IV

Décomposition de la représentation de Weil en rang &4 (cas déployé).

Dans tout ce chapitre, on garde, sauf mention expresse du contraire,

les notations et conventions du chapitre III, appliquées au cas n = 2 ,
r=2 et (E,Q) déployé. On désigne en outre par K 1'unique extension

quadratique de k , et par N (resp. Tr ) la norme (resp. la trace) de K

sur k . On pose G_ = GL(2,k) = A%

. 2
Dans la suite, on n'emploiera pas la notation M = E (resp.

E2 X X ) du chapitre III, mais simplement les notations E et

=
1

E2 X X

N
]

~

§ 1. Structure [ - équivariante de E = E2 X X

Dans ce paragraphe, nous donnons une réalisation convenable de

M = G0(Q) et nous décrivons les T' - orbites dans E

1. Réalisation de (E,Q) et de T = G0(Q)

Nous choisissons le modele suivant de (E,Q)

DEFINITION 1. - On pose

=1
i

A (= Mz(k) )

det a (a €E)

"

Q(a)
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Il est alors clair que (E,Q) est un k - espace quadratique non-

dégénéré de rang 4 . La forme bilinéaire B associée 2 Q est donnée par

(1) B(a,b) = aj b,y + ayby; = 81,0, - 8y, (a,b €E)

Rappelons que 1l'on a posé

G, = GL(2,k) = e

PROPOSITION 1. - Chaque h = (hl’hZ) € Go X Go définit une similitude ?h

de Q , de multiplicateur det(hlhz) , donnée par

qzh(a) = hlah;‘ (a €E)

Notons ? 1 'homomorphi sme hk—)?h de Go X Go dans [' . On a alors

i) Ker ¢ = [, e™H]e e}

+
ii) le groupe T' est le produit semi-direct de 1'image T de ¢ et du

sous-groupe {l,T} , o T désigne la transposition dans E , avec la

relation
(2) To oT = (h,,h, €G)
T(hl,hz) ?(hz,hl) 1°% €6,

Démonstration: L'assertion i) ainsi que la relation (2) sont immédiates. Il
ne reste a montrer que
Img.{l,7} = T
Or, comme T €Im ¢ , on a, d'aprds i),
i . 2,7} = 2] e, | = 2¢a-1%P@n)?

mais d'autre part, on a
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lo@ | = my@imy @

ol 1l'on note nH(ZS) le nombre des paires hyperboliques dans un espace qua-
dratique non-dégénéré, déployé, de dimension 2s sur k ; on trouve alors

aussitot

lo@] = (2D (atD)q®.2¢g-1)
d'od

Ml = (-1 0@ | = 2(g-1)3¢%(g+1)?

et par suite, Im?.il,'l‘} =T

C.Q.F.D.
DEFINITION 2. - Dans la suite de ce chapitre, on pose
G XG =H ,
o
m = m(?h) = det(hlhz) (h = (hl’hz) € H)

2. Les H - orbites dans E = E2 X X

M N . 2 5
Nous considérons maintenant 1'extension naturelle a E eta E
de l'action de H = G0 X G0 dans E comme groupe de similitudes de Q

définie au numéro 1 (prop. 1).

DEFINITION 3. - Pour h = (hl,hz) €H , on pose (cf. déf. 2)

_ *

h.a = hjah, (a € E)

hox = (h.x,h.x,) (x = (x,,x,) €ED)

X = Xp5h.x, X X):X, € s
-1

(h.x,*mh) &

=
v
[}

(x,$) €E)
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On détermine sans difficulté les H - orbites dans E , dont nous
donnons un systéme complet de représentants dans la table 1. Les notations
employées dans cette table, que 1'on gardera dans tout ce chapitre, sont don-

nées dans les définitions suivantes.

DEFINITION 4. - Pour a € G0 , on note {a) la classe de conjugaison de a

dans GO et 1'on note C(a) le centralisateur de a dans Go . On_pose
en plus
v = G (t e
Tr(c) Ke) X _ X
A A € ex*- 19
a,e) = ¢ 9 (s ek,
0 +
a(r,s) = () (r,s €X)

DEFINITION 5. - Si L est un sous-groupe de G0 , on le plonge dans H par
‘¥-1
D) = {(a,a®¥ ) a €L}

On_pose en outre

= {E Dles e},
1

u, = G Dls ek},

B, = {h €Hlm =1}

Remarquons que le groupe G0 X k>< agit dans £ par

3) Gop @™ e) = a gt ) () €, a e, t ek,

ol 1'on désigne, comme dans le chapitre III (§ 2, n° 1), par xa le produit



196

matriciel du vecteur a deux composantes, x = (xl,xz) € E2 et de la matrice
a € Go = GL(2,k) . Cette action commute & l'action de H que nous avons

considérée; nous donnons la liste d'orbites de l'action produit dans la table
2. Notons encore que cette action produit respecte le rang, au sens de la dé-

finition suivante (cf. ch. III, § 3, n° 2, déf. 6).

DEFINITION 6. - On appelle rang d'un couple x = (xl,xz) € E2 , et 1'on

note rang x , le rang du systéme formé des deux vecteurs Xy et X, dans
E . On pose
rang(x,p) = rang x ((x,P) € )

et 1'on appelle rang d'une orbite (suivant H |, G0 X k>< ou H X (Go X kx)

le rang commun de ses éléments. On dit enfin qu'un élément de E , ou une or-

bite, est dégénéré si son rang est plus petit ou égal a 1

Dans les tables 1 et 2, nous avons enuméré les représentants par

rang décroissant et séparé par des traits gras les fibres du rang.

Dans la table 3, nous donnons les valeurs de @§ (qf. ch. III, § 2,

n® 2, déf. 2) sur les E2 - composantes des représentants de la table 1.

3. - L'action de la tramsposition T

L'extension naturelle de T a E , notée encore T , est donnée

par
(4) T(x;¢) = (Tx;w) = (Txl,sz;?) = (x?,ng*)

pour x = (xl,xz) € Ez, v € X . Son action sur les représentants de la table

1 est donnée par la
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PROPOSITION 2. - On a, avec w = a(l,1)

i) T(l,yt;?) = (wl,w;&-l ).(1,yt;‘P) (t € kx, ‘?G X) |,
i) T,y 5P = @A), 4N T)). L,y 59) (c e - pex) ,
1) T(L,a(0,1);) = Gup,uw¥ ™ty (1,a(0,1)3) (Yex
& E) E) 1: 1 . 2 ) 3 3
W) T@0,1),1;9) = (w1 (a0,1),1:9) Yex)
v) T(d(1,0), a(0,1);e) = (d(1,0), a(1,0);e) ,
vi) T fixe tout autre représentant de la table 1.

Cela est immédiat.

§ 2. Les représentations W[Wl,‘ﬂ'z]

Nous gardons, dans ce paragraphe, les notations du paragraphe 1, aux-

quelles nous nous referrons constamment.

1. Définition des représentations W[‘ll'l,T[Z] .

D'aprés la proposition 1 du numéro 1 du paragraphe précédent et la

proposition 1 ‘du paragraphe 3 (n° 1) du chapitre III, on est amené 2 poser la

définition suivante (cf. déf. 1, loc. cit.):

DEFINITION 1. - Soient (Vl, 1\‘1) et (Vz, ')TZ) deux représentations de Go

telles que ')Tl(t) ®ﬁ2(t) = IdV @y, Bour toute matrice scalaire t de G0 f
1 2

')Tl et 1\'2 coincident sur les matrices scalaires. On note

on dira alors que

dans ce cas (w[‘rrl ®1T'2], f) la représentation de G = GSp(4,k) dont l'es-
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pace W[’)l’l ®T[2] est formé de toutes les fonctions f de E = £ X X dans

V1 ® V2 telles que
" x detn)”h
1 £(h;ahy; h bhi ¢ ) = [ (b)) ®T, (b)) ]E(a,bs¢)
. 2
quels que soient (hl,hz) €H= Go X Go , (a,b) €E » $€X , et dont

l'action p est donnée par les formules (7) a (10) du théoréme 1 du numéro

4 du paragraphe 2 du chapitre III, appliquées au cas n = 2 , a l'espace

quadratique (E,Q) = (Mz(k), det) de rang 2r =4 , eta V= v, ®V2 a

la place de € (cf. rem. au th. 1, loc. cit.).

Notons (V*, 'lT*) 1l'anti-représentation duale d'une représentation

(V,T) d'un groupe fini L . Notons encore T la transposition a > a*
dans G0 = GL(2,k) . Pour toute représentation 7 de G0 , posons
~
(2) T = @men¥
Alors

o* R~ T

Cela est immédiat, en considérant les traces des deux représenta-

tions et en remarquant que tout élément de Go est conjugué a son transposé.

A
En remplagant maintenant ( ) par (V'z*,'it) dans (1), et en

Vys T,

se servant de l'isomorphisme bien connu

X oeft) —= ( [, T
(3) (Vl ®V,, L @ 2) —_—> (Homd: Vz,Vl), 'Ifl, )\znT])
(avec

[7&'1 (hy)y ('erT) (hy)] =T (hl)o?é(Won) (hy)

pour hl, h2 c Go et 9 ¢ Homa:(V;, Vl)) , on obtient la définition équiva-



lente (c'est-a-dire, fournissant une G - représentation isomorphe) suivante

DEFINITION 1 bis. - Soient (Vl’ ’l'Cl) et (Vz, ')'('2) deux représentations de
-1 -1
G telles que [‘l’l(t), 'Tz(c) ] T ')Tl(t)o?e')-cz(t) (¢ € Homm(Vz,Vl))

soit 1'identité pour tout t € G  scalaire; on dira alors que 1('1 et ‘]‘(2

coincident sur les scalaires. On note (W[’R’l,ﬂ'z], F) la représentation de G

dont 1'espace W[ﬂ'l,'ﬁ'z] est formé de toutes les fonctions £ de E = E2 X X

dans [VZ’Vl] = Homa:(Vz,Vl) telles que

. % "
(4) £(hy,h,).E) = T (b )o£(E)eT, (hy) (b, h, €G,, §€B) ,

c'est-a-dire

-1
det(hlhz)

(5) f(hlah h.bh ) =W1(h1)ef(a,b;\l})oﬂ2(h2) s

20 hybhys ¢

. . ‘
quels que soient hl’ h2 eGO , a, b €E |, \PEX , et dont l'action f

est donnée par les formules (7) 2 (10) du paragraphe 3 (n° 3, th. 1) du cha-

pitre III, appliquées au cas n =2 , a 1l'espace quadratique

(E,Q) = (Mz(k), det) de rang 2r =4 et a V= [VZ,VIJ (cf. rem. au th. 1,
loc. cit.).

Nous aurons le plus souvent & employer la définition 1 bis. Dans
les cas qui nous intéresserons d'ailleurs, 1\'1 et 'Kz agiront comme des
homothéties sur le centre Z_ ~de G_ = . Dans ce cas, le fait que "tl et 'Wz

coincident sur les (matrices) scalaires signifie que les rapports des homo-

théties ')'('l(t) et T(z(t) coincident, pour tout t € Z,

2. L'action de la transposition T

Rappelons que 1'on a posé
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T(a,b;§) = (Ta,Tb;{) = (a™b™}) ((a,bs) € B)

On note aussi T 1la transposition dans G0 = A%

PROPOSITION 3. - Pour toute paire d'espaces vectoriels V', V" , notons S

1'isomorphisme canonique de V' @ V" sur V" ® V' domnné par

(6) S(v' ®v") = v" @ v' (v' ev', v' ¢v") ,

T

et posons, pour toute f € (V' ® V")

7 T(f) = SofeT

Alors, si (Vl’ ‘)Tl) et (V2, ‘Wz) sont deux représentations de G0

qui _coincident sur les matrices scalaires, on a

T . WK, %1, p) —= WIT,,T; 1, p)

@®? =14

. . . 2
Démonstration: Cela résulte aussitdot des relations T = Id et

To = oT (h,,h, €G)
n, b)) ?(hz,hl) 1M €6
(cf. § 1, n° 1, prop. 1 et § 2, n° 1, déf. 1)

C.Q.F.D.

DEFINITION 2. - Soit (Vl’ ')Tl) une représentation de G0 . On note

(W+[11'1 Q'f(l], ) (resp. (W-[:’ICI,T[]_], ) ) la sous-représentation de

(W[Tfl,ﬂ'l], ) dont l'espace W+[1Tl,1(1] (resp. W-[')TI,TE]) est 1'espace



propre correspondant 3 la valeur propre +1 (resp. -1 ) de 1l'involution T

de BT, ], p)

Considérons maintenant la définition 1 bis. Identifions canoniquement

tout espace vectoriel V a son bidual (V*)* . Nous avons alors la

PROPOSITION 3 bis. - Soient (V', ') , (V",T") deux représentations de

Go qui coincident sur les scalaires. Posons, pour toute f € [VZ,VI] =

= Homc (VZ’VI) s

*

(8) T £ = (feD™ (e lv],

v‘;'] )

Alors, on a

T, WRE,D, p) —> (R, ). p)

(fl)z = 1d

A
Soit o un_isomorphisme involutif de (V*, ) sur (V,%X) , o

1'on désigne par (V,T) une représentation de G, . On pose

9) @£ = oo (for) (1) 1™ ((e®

Alors "I‘;_ est un_automorphisme involutif de (W[TC,TC], P)

Cela est immédiat.

REMARQUE. - Si (V, ) est irréductible, alors @ est unique au signe pres.

Par suite, ,'i’Jo_ ne dépend pas du choix de 6 ; on pose donc
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(10)

14
I
32

DEFINITION 2 bis. - Soit (V,7) une représentation de G, . On note

(W+[')-L,‘)T,], P) (resp. W [, %], f‘) ) la sous-représentation de (W[T,5t], f)

dont 1'espace est l'espace propre correspondant & la valeur propre +1 (resp.

-1 ) de l'involution r’f"‘_ (pour un isomorphisme,involutif o fixé, de

¥R sur v, )

Bien entendu, nous avons alors

GEirw, p) T GER @ W), )

3. Description des espaces W[’Tl,’ﬁ'z]

Nous nous proposons de décrire les espaces (cf. ch. III, § 3, n° 1,

déf. 2)

1) Wiy, M, 1) = 6@ | £ e Wit K, )

pour ((Vl,Tt'l), (Vz,'ltz)) parcourant 1'ensemble des types d'isomorphie des
paires de représentations de Go qui coincident sur les matrices scalaires

et pour E parcourant l'ensemble de H - représentants dans E donné dans

la table 1.

On a
w[wl,ﬁzj(z) = FixHomE(vz,vl)(Stabﬂg) ((e® ,
c'est-a-dire

(12) w[nl,ﬁzj(i) = {e: VZ—)V1|W1(h1)o? = Qoﬁz(h'z"'l) V(hl,hz) € Stang} .
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En particulier, si StabHE est de la forme D(L) pour un sous-

groupe L convenable de H (cf. § 1, n° 2, déf. 5 et table 1), on aura
(13) w[‘)Tl,ﬁl‘z] = Ho"ﬁ_,[(VZ’ﬂz)’ (Vl,nz)]

Dans la suite, nous emploierons les notations des représentations

de G0 introduites dans le chapitre I (§ 4, n° 4, notations).

PROPOSITION 4. - Soient A, ¢ car () - car(kX) , tels que AI " Ql <
K

On _écrit alors A = wl@- (wl € Car(U) ) . Considérons les représentations

(v ,ﬂk) s (Vo , R ,) de la série discrete de Go

A 70

Alors on a:

i) Si T T le support de W[X ,T, est réduit aux H - orbites non-
== A + Q [ A ’ §]

dégénérées sur lesquelles 76 ne s'annule pas. Si A = Q alors le support

contient en plus les H - orbites de (l,t;\i)) (t € kx, \\) € X)

ii) W s N J(1, ;e) est formé, pour tout c € K - kX , des applica-
L g e des applica

Iy
tions ? de VQ_ dans V qui envoient chaque droite propre VQ§ pour

A
C(yc) (cf. ch. I, § 6, n° 1, déf. 2, table 3 et ce chapitre, § 1, n° 2, déf. 4)

(@ ¢ car(u) - fl,ﬁq_lf) dans in . En particulier (cf. loc. cit.)

dim W[, , 1L,y 5e) = q - 3+ 2(§, = +§ )
tm WIX, )TQ_ v.e) = q 3" %

iii) WK , (1,a(0,1);e) est formé des € Hom (V_ , V.) pour lesquelles
[A. WQJ < est formé ces ¢ %’ A -

il existe v € Ck telle que
@v'() = v?(t)v'(t) (t ek, v' e g

iv) w[‘}('1~ ,']tQ](g(l,O), d(0,1);e) est formé des P € l-lomm(vi ’VA.) pour

lesquelles il existe wu : Car(kx) —>C telle que

Qo) = u(x)a (x € Car (kX))
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Démonstration: L'assertion i) résulte aussitot de (13) et du fait que les
stabilisateurs dans H de la table 1, qui ne sont pas de la forme D(L)

pour LCG0 , contiennent tous, soit Uo X llf , soit {l} X Uo , et que
les représentations de la série discréte de G0 n'admettent de vecteur non-
nul fixé par U, . Les assertions ii) & iv) résultent de (8) et des résultats
du numéro 1 du paragraphe 6 du chapitre I.

C.Q.F.D.

D'aprés la proposition 3 du numéro 2, outre le cas ol ‘El et ‘5(2

appartiennent & la serie principale, il suffit de considérer le cas ci-dessous,

ol, rappelons-le, on pose T, o ='Ki +"T-§ (& € Car (kX))
3

PROPOSITION 5. - Soient (vl,‘rc‘l) = (VL ,')'tA') et (v, ’)‘(2) = (V‘*’@ s L&,F)
o A €Car(9) - car(®) , «,pecar®) , AT =ap (ie.

AAY = (xoN) (PeN) dans Car(Kx) ) . Nous réalisons ces représentations par

leurs modéles de Weil réduits (cf. ch. I, § 3, n°® 3 et § 4, n° 4).

i) Le support-de W[‘KI,TCZ] est la réunion de toutes les H - orbites non-

dégénérées sauf celle de (d(1,0), a(0,1); e)

1) WIELT, I,y se) = (g v, —>v | qv(v?)cq)(vf) V § e car@, §%* - up
pour tout c € KX - kX (cf. ch. I,§ 6, n° 1).

iii) w[ﬂl,ﬁz](l, a(0,1); e) est formé des applications @: V,—v, telles

qu'il existe )?: kU{o} —>T avec Supp A C KX et

¢

@v)(e) = XQ(t)v(t) vev,,tekd

2

iv) W[Ttl,‘)'(zj(g(l,O), d(0,1); e) est formé des applications ¢ de V

2

dans V1 telles que

9(v,)0) C (v, (y € car(K))

2% C My

(cf. ch. I, § 6, n° 1).
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v) Wfﬁl,ﬁzj(g(l,o), a(l,0); e) =

= {g: v,—>V; | supp@ Clv € v, | Supp v,C {090} }}

Démonstration: Cela est une conséquence immédiate de la table 1, de (8) et
de la table 3 (cf ch. I, § 6, n® 1) du chapi#tre I.

€.Q F.D.

Comme l'on a, de maniére générale
(14)  WhEm, A ] = WK &, ] @ WK %] @ WK, K] @ WK, 7))

pour des représentations Tl, Wi, x., ! de Go telles que T(l et W ainsi

2’ 72 2

que 'Ki et 'Ez' aient une méme restriction aux matrices scalaires, la des-
int: 1 q X X X

cription de W[‘RA s ﬁ“] et de W[:‘i(fA s ﬁ'“] (A € Car(K™) - car(k™), o € Car(k™))

se lit aussi dans la proposition ci-dessus. Nous appliquons cette méme remar-

que dans la suite.

La proposition suivante résulte aussitdot des définitions (cf. table

1 et (8)).

3 = - — - -~
PROPOSITION 6. - Soient (V, Wl) = (V.(,[5 s "ﬂ,p) s (Vz, "'z) (V“,,p, s A“"F')
(o,p, ', @ ¢ Car(kK), «p = «'@' . On a alors
i) w[}l'l,ﬁz](l,yc;e) est formé, quel que soit c¢ ¢ KX - kX , des applica-

tions ? de V2 dans Vl telles que

A A °
q’(vz)cv1 (cf. ch. I, § 6, n° 1)

pour tout A € car(KX) tel que A.q+1 = a'p (= N@)

ii) W[Jtl,‘)tz](l, a(0,1); e) est formé des applications ¢ de Vv, dans

2
V1 telles que
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e v
PC v ($ € car®)

(cf. ch, I, § 6, n° 1)

iii) wml,xzj(g_(l,o), d(0,1); e) est formé des applications @ de V

2
dans V1 telles que

QU C Vg (y € car(K)

iv)  WE;,T,1d(1,0), all,0); e)

n

{?: V2->V1| Ker q'_) @ ?(Vz)l
1# Y e carkh)
(cf£. loc. cit.).

v) W, ,X, 1(d(1,0), a(0,1); e) = {g: v2;v1| Ichl(vl)i (cf. loc. cit.).
vi) w[ﬁl,sz](g(l,o), 0; e) =
= {p: V2—)V1| Ker 2 @ ‘P(Vz) et Im ?C ?(Vz)i

1 # “’G car (k")

(cf. loc. cit.).

vii) W[‘[l,TCZ](O,O;e) =S'(,(58“':(5'V0 ’

ou Vo est le sous-espace de Homd:(Vz,Vl) formé des applications Q telles

que Ker?)')’(:“ et Im ?CT[}‘,

Nous donnons les dimensions des espaces W[R; ,WZ](E) dans la table

4. Description des espaces propres wi[1t,7rj .

;
/

LEMME 1. - Avec les notations de la définition 4 du paragraphe 1 (n° 2), on a

, p o -1 ) X X
i) T,y ;P = (b ,h] ).(l,yc,w (cex™ - K%, pex)




no= 0

c 0 -N(c)) 3

ii) T(d(r,s), alr',s"); §) = (1,w'). {d(x,s), g(r’,s');‘{))

(r,s,r',s' € k) avec

Cela est immédiat.

PROPOSITION 7. - Si § €T n'appartient ni a la H - orbite de

(d(1,0), a(1,0); e) ni a celle de (d(1,0), a(0,1); e) , alors

Tg - (g h;).g ,

pour un h_ € G0 , symétrique, convenable.

|3

Démonstration: Cela résulte aussitot du lemme ci-dessus et de la table 2,
car 1'action de T = H.{1,T} dans E commute & celle de G, % K<

C.Q.F.D.

LEMME 2. - Soit & € E congru 3 son transposé modulo H . Soit (V,X)

une représentation de G0 . Alors, pour tout f € WT,K] , on a

T 0 E) = Tv_’g(f({))

pour 1'involution T“'E de EndyV , laissant stable wi,w](E) , définie par
~ -1 »* .
(15) Ty E(?) = ﬂ(hg) oGop o T (ng) (@ € EndgV)

ol t‘.t désigne un élément symétrique de H tel gue

T(§) = (h‘ s hgl).t (cf. prop. 7),
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A
¢ est un isomorphisme involutif de (V*,')t) sur (V,JO (et oi T* désigne

1'application duale de ? ).

Démonstration: Cela résulte aussitot de (9) (n° 2, prop. 3 bis).

C.Q.F.D.

PROPOSITION 8. - Soit (V,M) wune représentation de G0 . Soit EE’E congru

a2 son transposé modulo H . Supposons en plus que StabHE = D(L) , pour un

sous-groupe L CGO convenable (cf. table 1). Alors 1'involution Trg de
3

Wi, 7)) = End,V est l'identité sur le centre Z(EndLV)

Démonstration: D'aprés le lemme 2 et la forme de L (table 1), on a

~ -l
T (U0 D) = Tl hjt) (h, €L

Il en résulte que T“’ﬁ fixe les projecteurs L - isotypiques, suivant 9C ,
3
de V . Comme ceux-ci engendrent linéairement Z(EndLV) , la proposition est

démontrée.

C.Q.F.D.

COROLLAIRE. - Soit (V,9T) une représentation de G0 et te’ﬁ' congru

(mod. H ) 2a son transposé. Si StabH§= D(L) , pour un sous-groupe LC Go

convenable, et si la restriction de W a L est sans multiplicités, alors

WiR,TT1(E) = Wir, )

En effet, 1l'hypothése sur la restriction de U & L signifie que

Z(EndLV) = EndLV



PROPOSITION 9. - Soit A€ Car(Kx) - Car(kx) . Alors

+ -
WIR, L M, ] = WT, L T,

Démonstration: Cela résulte aussitot de la proposition 7, de la table 1, et
du corollaire a la proposition 8 ci-dessus, car on sait (ch. I, § 6, n° 1,
table 3) que les restrictions de T(/L aux sous-groupes Uo s To et T'

(conjugué a C(yc) , ¢ €KX - K%Y sont sans multiplicités.

C.Q.F.D.

PROPOSITION 10. - Soient o, € car(k) , ® # (b . Posons

(v, X) = (v , % _) et réalisons cette représentation par son modéle

ap ’ ap

naturel (ch. I, § 1, n° 2 et déf. 4). Fixons (cf. ch. I, § 6, n° 1)

a) ¢ ey h € car®) - {1})
b) (v €.V (resp. v, €,V) tel que Supp(;v)) = (K x 0) x KX
(resp. Supp(jv) = (O x K x K9 ;

©) vy €V tel que Supp(v)AL(W x Q) x KOV (Q x K x K9] =9

(¥ € car(x)) ;

d) “’ € V' (zesp. FVK,"’ € V}'{ ) - tel que Supp(vx’o) = K5 x 0) % kX
(resp. Supp(v ’w) = (0 .x ) x kX ) (g€ car (k™))

Posons encore
r;(r,s;t) = v(s,r;t) ) (ve v, r,s-Ek, tekx)

Alors on a (pour e € X = car(k) - f1h
i) WK ®RI(1, a(0,1); e) est engendré (sur € ) par ;

1v0®1°‘7-1vw®10 . -

ii) W [')T@')T.](l, a(0,1); e) admet comme base les ‘kv ® 7 (\{’ €X) et

4

1Yo ®l'zo + lvao®lvo
iii) W [T ®T](d(1,0), d(0,1); e) admet comme base Ve ®v - v v

00 ®,00 o
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et v(s ®vp,° - VP:° ®vB

iv) W+[‘)'C®1t](g(1,0), d(0,1); e) admet comme base les vecteurs VY ®»v‘,

(¥ € car (k)

v

+
Va0 ® Ve 00 P,o®vp,o s Vg @Yy

560 v&,w ® vn(

et v“® v(;,o + vp,o ®V(§
v) £(d(1,0), a(0,1); e) = +8£(d(1,0), a(1,0); e)

pour f € Wt[‘[ ® 1)

vi) WK ® X1} = WK ® KI(E)

pour les représentants E de la table 2 autres que les précédents.

Démonstration: Cela est une conséquence facile de la proposition 6 et de la
proposition 8 et son'corollaire.

C.Q.F.D.
%)

PROPOSITION 11. - Soit o ¢ Car(k™) et (V,%) = (v:‘l ,w‘i) la représentation

de Steinberg de’ Go associée 3 ® , réalisée par son modele naturel (ch. I,

c X
1, n° 2). Fixons vV V' (g € Car(k™)) et v (resp. v ) dans
§ €% '8 EE Vio CEESRe Vi, 0 dens

V; tel que Supp(vr o) = (k x0) x kX (zesp. SUPP(VY o = QX k) x kX))

(y € car(kX)) . Posons enfin W, =wev, Te®X) . Alors

i) W"’[)_f](g(l,O), d(0,1); e) admet comme base les vecteurs vx ®v1

(gecar®) , (v, - V) ® Voo ™ Ve L

o, 0 ol ,00

Vo ® (v%o - vu’w) + (v“,o - vu,") ®v°L 3
i1) W [R]d(1,0), d(0,1); e) est engendré par

Ve ® (vu’o - VK’”) - (vo"D - v“’”) 8v,
iii) £(d(1,0), a(0,1); e) = +S£(d(1,0), atl,0); e)

pour toute £ ¢ WtD_l:] 5
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iv) W®g) = w RIE)

pour tout représentant 2 de la table 2 autre que les précédents.

Démonstration: Cela résulte aussitdot de la proposition 6 et de la proposi-
tion 8 et son corollaire.

C.Q.F.D.

La proposition suivante est immédiate.
PROPOSITION 12. - Soit & ¢ Car(kX) . Posons (V,TC) = (, I}L @‘K}() . Alors
i) WHK] est formé des f € W[K] telles que

£(d(1,0), a(0,1); e) = £(d(1,0), a(1,0); e) ;

ii) W [K] est formé des £ € W[X] telles que
a) Supp £ = Orbﬂ(g(l,o), a(l,0); e)V OrbH(g(l,O), a(,l); e) ,
b) £(d(1,0), a(0,1); e) = -£(d(1,0), a(1,0); e)

Nous donnons les dimensions des espaces Wt(t) dans la table 4, ou
nous résumons ii b) en posant

aim WRIA(1,0), 2(0,1); ) = dim W [MI@(,0), 2(0,1); &) = +

§ 3. Réalisation naturelle de la représentation de Weil.

Nous montrons ici que la représentation de Weil associée a 1l'espace

quadratique déployé (E,Q) est isomorphe 2 une représentation naturelle de G
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via une autre réalisation du module quadratique (EZ,E,]B) associé a

1. Le A - module quadratique (M',g',B')

Rappelons que l'on a noté A° -le sous-groupe additif des anti-traces

a-a* (a € A) de A

DEFINITION 1. - Posons

x.a = (xla,xza) : : (x = (xl,xz) €M'; a é A)

On définit une A - forme quadratique Q' sur M' par

Q' (x) = xI;

9 (x = (xl,xz) EM')
On pose
Q' = preQ'

ou l'on note pr la projection canonique de A sur A = A/A° , et 1'on dé-

signe par B' la A - forme hermitienne associée a Q' , donnée par
. - ) -
. » *
' =
B'(x,y) XYy * XY s
quels que sosent . x = (x‘l,x’z) , oy = (y1,<y2) ‘dans M' . On pose enfin

B' = preB' ,

Q' = TreQ' ( = Trga' ),

B' = TroB' ( = TreB')

Le triple (M',E',B’ ) ainsi défini est alors un A - module qua-



dratique, au sens de la définition 1 du numéro 1 du

III. Souvent dans la suite, on le notera simplement

Dans ce chapitre, nous avons considéré le

(M,Q,B) , défini par (cf. § 1, n° 1, déf. 1 et ch.

M= E2 = A XA ,

xa = (xl,xz)a = (xla11 + Kydy1, Xj80, + X

2 12

quels que soient x = (xl,xz) EM , acA ,

Q(a) = det a

Q(x)

(Q(XL) B(xl,x2)>
0 Q(xz)

(ot B désigne la k - forme bilinéaire associée 2

Q = pr°Q 3

B(x,,y;) B(x,,y,)
B(x,y) = 1SS 1’72 )
)/

B(x ) B(x

2)y1 2))’2

Or, nous avons la

PROPOSITION 1. - L'application ? de M' sur M

1) ] 1 ]
Pla’ bt = (( a1 b21) , ( a1 bzz))
-a' ' - 1
a1 bpy a'y; Prp

est un isomorphisme du A - module quadratique (M'

le quadratique (M,a,B) , d'inverse

paragraphe 2 du chapitre

',Q")

A - module quadratique

III, § 2, n° 2)

2%20)

(a €4) ,

(x € M)

Q (Cf. § ly n° la (1)))3

(x, y €M)

, définie par

((a',b') e nm")

,Q',B') sur le A - modu-

213
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a b a b
¢ Hab) = (( H “), (22 22)) ((a,b) em

a1 Py %12 P12

Cela est immédiat.

A l'aide de cet isomorphisme, on décrit aisément le groupe des
A - similitudes orthogonales T = GOA(E') (canoniquement isomorphe 2

T = GOk(Q') ) :

PROPOSITION 2. - Posons

(a,b)x = (axl,bxz) (a,b € A, x = (xl,xz) eM') ,

a=4d(@1,-1)ad(1,-1) (aecn ,
_ .01

w = (_1 O)

Chaque paire (a,b) ¢ Ax X Ax définit une A - similitude orthogonale Kza b)
3

de multiplicateur det(ab) = ®(a,p) RAL
-1
¥l by g = G a) Gy ¥) ((x),x) €MD

et le groupe ) A GOA(E') est le produit semi-direct de 1'image 1"+ de

1'homomorphisme y': (a,b)-——)!}a b) (a,b € AS) et du sous-groupe {1,T'} ,
3

ol l'involution T' est donnée par

T'(x) = (d(1,0)x, - g(O,l)xZ, g(l,O)x2 - d(0,x)) (xem') ,
avec la relation

' 1= ' X
¥(a,5)°T" = T%%(p,a) (a,b €47
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Démonstration: Cela résulte aussitdt de la proposition 1, compte tenu de la

relation bien connue

(1) (det a)w = aﬁ:a (a € AX)
C.Q.F.D.
DEFINITION 2. - Si V est un espace vectoriel complexe, on pose
det(ab)-l
V) = { 1
Ola,p) D& ) = £y py% ¥ ) (a,b€G,, xeM', pex)
T'E = fo(T' x Id) ,

X

X

pour toute f € VM' X = Car(k+) - {1})

. - . .
Si (Vl,)\l) et (Vz,'iCz) sont deux représentations de G, » qui

coincident sur les matrices scalaires, on notera (W’DTl,xzj, ') la représen-

tation de G d'espace

Wm L K] = e M xx—»[vz,vl]‘?"(a’b)f = [T, (@) ®W, (b) Jof Ya,b ecoi

et dont l'action ? est l'action de Weil associée a (M',E') dans

)
(v,,v; 7" X% (cfch. 117, § 2, n° 3, th. 1) (on pose ici

[vz,vlj = Hom¢(V2,V1) )

La proposition suivante est alors une conséquence immédiate de la

proposition 1.

PROPOSITION 3. - Soient (Vl,ﬂl) et (Vz, 'Kz) deux représentations de G0

qui coincident sur les matrices scalaires. Alors l'application

1
Q% f—fe(@x 1) de [v,,v, 7" X sur [v,,v; ™" *¥ détinie, par res-

triction 2 W[ﬂ'l,‘l'z] un_isomorphisme de la représentation (W[ﬂ'l, 1\'2], p)
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sur (w'[ﬂl: 1t2]: P')
Démonstration: Cela résulte aussitot du fait que

¥a, b ® = ¥ (ab)
avec

K(a’b)(c,d) = (a,b).(c,d) = (acb*i adB?%f',f"

quels que soient a,b € Go , c,d €A (cf. § 1, n° 1, prop. 1 et § 2, n° 1,
déf. 1).

C.Q.F.D.

2. La représentation binaturelle de , G

Soient a,b €A ='MA2(k)7 . Ecrivons, comme d'habitude,
@= @igi e oo 2T Bipicy <o
Posons
) (ab); = (a;),8;9:b75b;5)
Alors 1l'application
(a b)1
(3) (a,b) —>
(a b)2
4 4 ; : ’
de A XA sur k Xk = M2 4(k) est un isomorphisme du MZ(A) - module
3
a droite A2 (muni du produit matriciel par (2 x 2) - blocs) sur le

4 4

M[}(k) (= MZ(A)) module 2 droite k X k  (muni du produit matriciel).

Nous identifierons souvent ces deux A - modules & droite, dans

la suite, mais nous.écrirons, par des raisons de commodité typographique, les



217

éléments de k4 X k4 = M2,4(k) sous la forme (x,y) (x,y € kh) , et donc

4) (a,b) = ((a b)y s (a b)2)

DEFINITION 3. - On appelle représentation binaturelle de G la représentation

(Bin, €) de G (CMZ(A)) définie par

Bin = App(A2 x X, €) (x = Car (k) - {1 ,
oL
[t(g)£)(a,b;p) = £((a,blg, ¥ &) ((a,b) 4%, YEX, §€G)

Pour décomposer cette représentation, on remarque que l'on a deux
actions de G, = A% = GL(2,k) qui commutent entre elles et a2 T dans Bin
L'une est évidente, de nature géométrique, et l'autre l'est un peu moins,

étant donnée par une représentation de Weil.

DEFINITION 4. - On pose

1 det a7t 2
o (a,b;y) = (da,db;y ) ((a,b) €A%, § €X, d€G) ,
~l 1 .
S f = fo (£ €Bin, d€G )
d d o

Il est clair que Ed commute a2 T

DEFINITION 5. - Rappelons que l'on a posé (ch. III, § 1, n° 1)

J(a,b) = Tr(a®b) ((a,b) €42 =x%?)

A cette forme bilinéaire alternée, considérée comme forme k - quadratique

8

. 2 . 2 .
sur le k - espace vectoriel A" =k est associée une représentation de

Weil de G° (ch. I, § 2, n° 4) dans Bin , que nous notons PJ . On pose

alors
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%
H
]

p; % () (d €6, £ € Bin)

R

@)o@) (c,d €6 )

c,d

Nous aurons donc (ch. I, § 2, n® 3) pour £ ¢ Bin ,

(a,b;¥) € A xx

-1
t
&) @D @b = @byt ) e
(6) (';i(t)f)(a,b;ﬁl) = f(ta,tb;P) (t € K9 ,
~2 * L+
(7) (o *f)(a,b;v) = (\JOTr)(sa wb)f(a,b;#) (s ek') ,
u(s)
® @p@bp =qt Y e+ Nbdtte,d; )
v (c,d) €A
Notons que, d'aprés (1), l'application (xl,xz) |—)(dx1,dx2)

2 P P
((xl,xz) €eA” , de G, ) est une similitude orthogonale de multiplicateur
det d , de J . Il est donc clair que ';‘1 et r;l'z commutent. Remarquons
~l ~2 [ . : :
en outre que ¢ et & coincident sur les matrices scalaires. Notons enfin
que, comme G est le groupe de similitudes de la forme bilinéaire alternée

J , il est clair que '6'\2 et T commutent.

DEFINITION 6. - Soient (Vl’ ‘)tl) et (V2,1C2) deux représentations de Go ,

qui coincident sur les matrices scalaires. On appelle alors représentation

binaturelle de G associée a 07.1,7\'2) et 1'on note (Bin[Wl,Tl'z],‘C) la

représentation de G dont l'espace Bin[ﬁ'l,fz] est formé des

£: a2 X X —> [vz,v11_= Homm(Vz,Vl) telles que

® 6B =T, ()t (o, (a% (cid €6, §€A” xX)

et l'action T est donnée par
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-1
ot
[T(e)£1(a,b;¥) = £((a,b)g, § &)

pour f € Bin[fl[l,'i"Z] , (a,b;¥) ¢ A2 x X

Nous avons alors que, pour f: A2 X X —> [VZ’Vl] la condition

f e Bin[']:l,tz] signifie

-1
(9) f(ca,cb; ‘{)det ¢ ='K1(c)cf(a,b;*’) ,
(10) [?J(d)f](a,b;+) = f(a,b;?)o’[z(d) s

pour tout (a,b;‘{&) € A2 XX , c,d¢g G,

PROPOSITION 4. - Posons
Bin([R T, )(®) = {£(§) | £ € Binlx K, 0} (te A2 xx
On a alors, pour (a,b;\{)) € A2 x X

i) Bin[ﬂ”lﬂrz}(a,b;?) est formé des @ € [VZ’vl] qui s'annulent sur toutes

>

les composantes UO - isotypiques de V1 de type distinct de q’J(a,b)

ii) si X = (a b)1 et x, = (a b)2 sont linéairement dépendants, disons

()6

2

4
pour h ¢ Go et 2 € k convenables, alors

o -1
Im 1) = lev (hUoh

) (tf € BinDTl,’Kz](a,b;\P)) ;
1

iii) Bin[‘!(l,‘irz](0,0;\Y) =0

a moins que K =’)Tl et |, =‘)'(1 ou M (& e car(x®)
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Cela découle aussitot de la définition.

REMARQUE. - La proposition 4 montre que l'on peut identifier Bin[’ﬁ'l,ifz](t)

a V1 , pour tout E c A2 X X , de maniére compatible avec 0"1 , comme suit.

"Fixons un caractere non-trivial e de k+ . Pour t ¢ k>< , choi-
sissons un générateur v, = vt(Tz) de la composante Uo - isotypique
tV2 = I(t) (e dimension 1) de type et , de V2 . Si ‘Wz est dans la
e

série principale (sinon I(1) = 0 ) , la composante Uo - isotypique de type

trivial I(1) de V, est de dimension 2 si dim'ﬁ'z= q+l , et de dimen-

2

sion 1 si dim'xz= 1 ou q . Dans le premier cas, notons v, le vecteur

du modele de Weil de '5\'2 défini par
vo(l,O;l) =1 vo(r,s;l) =0 si s#0 (r,s € k+) s

dans le second, posons v, = 1 et si dim')'l'2 =1 et définissons v, € V2

par

vD(O,O;l) =1 , wv(r,s;1) =0 si (r,s) € k2 - {o}

Nous avons alors la

PROPOSITION 5. - L'application Ev de Bin[Wl,th] dans App(A2 x kX s vl)

définie par

(Ev £)(a,b;t) = [£(a,b;e") (v )

tJ(a,b)

pour f € Bin[Wl,‘)'(z] , (a,b) €A2 , t € % , est un G - monomorphisme

de Bin[‘l’(1,1r2] dans le sous-espace N(Wl) de App(AZ x kX s Vl) formé des

f' ¢ App(A2 x &5, Vl) telles que

’E*lf' =T\'1(a)°f’ (a € Go) s
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muni_de 1'action naturelle T de G donnée par

(t(g)f')(a,bst) = f’((a,b)g,tm;)
(£' €N , abed , tek , geo)

Démonstration: Cela est immédiat, si 1'on remarque que dans le cas ol
dim I(1) =2 , la conditiqn (10), pour d = w = (_g é) s (a,b;et) c AZ X X

tel que J(a,b) = 0 , appliquée au vecteur v , montre (prop. 4 i)) que,

pour f ¢ Binfﬂi,ﬂ%] , le T - morphisme f(a,b;*) de vy dans V) est
déja entierement déterminé par la donnée des vecteurs
f(a',b';etu)(v , . +1y) pour (a’,b‘;et') € A2 x X
t'J(a',b")
C.Q.F.D.

3. Isomorphisme entre la représentation de Weil et la représentation binaturelle.

THEOREME 1. - Soit V wun espace vectoriel complexe. L'application @ de
2
1]
W' XX gans v X% définie par
= -2 [N ' ,6)
(11) @8) (a,b5¥) = q £(a,b";9)p(b'd
b' €A

M'
pour f ¢V x X

, (a,b;\P) € A2 x X (avec Y.= *OTr ) est un isbmorphisme

de la représentation de Weil (W', P') associée au module quadratique

(M',E',B') et 3 V , sur la représentation binaturelle (Bin, T) associée

a V . En outre, on a

a2 $%a,0) = ¥(a,p°® (a,b €6, @ = 4(0,1)ad(0,-1)),
(13) §°”f,| = II\{"Q >
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~ -2 l
1) ®OG,yP = a2 ) fexmp G,z oy ek, en)
z € k4
2 X
pour toute f € VA x
Démonstration: Cela résulte aussitdot des définitions, quitte 2 remarquer que

1'inverse de § est donnée par

15) @'lf)(c,d;dp =q2 £(c,d';p)p(-d'a%
A bt

d!'

2
pour feVA s , c,d €A, \&Gx

C.Q.F.D.

COROLLAIRE 1. - Soient (Vl,‘l\'l) et (VZ,‘KZ) deux représentations de G, qui

coincident sur les matrices scalaires. Notons °1l'1 la _conjuguée de ’)1'1 par

'Kl(g(l,-l)) . L'application @ définie au théorzme ci-dessus est alors

(pour V = [VZ,VI'] ) un_isomorphisme de la représentation (W'[’l‘l,ﬁz:\, 3D

sur la représentation (Bin[°1['1 ,’ltl], T)

COROLLAIRE 2. - Gardons les notations et les hypothéses du corollaire 1.

L'application T’=§°?* (cf n° 1, prop. 1) est un isomorphisme de la repre-

sentation (W[TCI,TI’Z], F) sur la représentation (Bin[°Wl,‘R'2],‘C)

La proposition suivante permet d'expliciter des bases de Bin[ﬂ’l,'l'lz] .

Sa démonstration est immédiate.

PROPOSITION 6. - Soit §' = (a',b';p') €M' xX et @' € w'[ftl,’i\'.zj(g')

Notons £ la fonction de W'[‘El,')'f.z] définie par

El,?l
fgl,?l(gl) = ?' ’



Supp fy, ,, = Orb $ D)
g9 G, X6

Alors 1'image ?f' ¢’ de f par 1'isomorphisme § est donnée par
3

(16)  (a,bs) = > (fote) (b"b T, (b o @'eT, (019

2
¥:¢ hec x6 , m =1
Yha'sb') = (a,p™)

¢

(a,b eM', Pex)

§ 4. Identification des (WDTI,'IZ], p)

1. Identification des W[, 4 our T. ou M dans la série principale.
1) pour Xy ou T,

Nous identifions les représentations (W[’KI,T(Z], e) , pour ')1'2
dans la série principale de G , en termes des modeles donnés au paragraphe
2 du chapitre II pour la série principale de G et pour la série de représen-

tations de G associée au sous-groupe parabolique P . Nous renvoyons a ce

2
chapitre (loc. cit.) pour les notations et les résultats concernant ces mo-

deles.

Cette identification se fait sans probl2me, en composant 1'isomor-
phisme Y,(Cf" cor.- 2 _au th, 1) de (w'[tl’T(Z]*?)' sur (Bin[°ﬁ1,1'(’2], T ,
le monomorphisme Ev (cf. prop. 5 ci-dessus) .de (Bin[ﬁl,’ﬂz], T) dans
(N(Tl),'c) et l'application de restriction RO , qui a toute fonction de
source E2 ka associe sa restriction a Ei X k>< , ol Ei désigne 1'en-
semble des paires de vecteurs orthogonaux (pour J ) de E . Pour départa-
ger les cas d'isomorphie possibles, il suffit de comparer les dimensions des
espaces en jeu (cf. table 4 pour les dimensions des espaces W['Kl,'u'z] s

Wi[‘tl,'Kz] ) et eventuellement la dimension de leurs sous-espaces de points
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fixes Fix U pour le sous-groupe U = {\_.\_(b)l b €A%} de G .(Notons que
dim Fix U pour W[1['1,‘K2] n'est autre que le nombre de H - orbites isotro-
pes (c'est-a-dire sur lesquelles § = O ) contenues dans Supp w[‘lfl,ﬂz] s

nombre qui se lit dans la table 4).

Nous donnons la liste d'isomorphismes dans la table 5.

2. Le cas ou 7('1 =‘)'C'2 est dans la série discréte.

Rappelons que l'on a fixé un caractére non-trivial e de K"

DEFINITION 1. - Soit A € Car(K*) - car(®) . Pour tout r € kX , notons

v, = v?’ le vecteur de V/L (réalisé par le modele de Weil réduit) tel que

- X
vr(t)—gr’t (t € ¥

On définit alors l'application Ev de Bin['\‘L’A., ﬁhj dans 1'es-

pace App(]B1 X kX s VA.) (ot B, désigne l'ensemble de toutes les bases

des plans non-totalement isotropes de E = k4 muni de J ) par

X
[Ev(£) 166, 8) =, [£Gxsxp5e5) 1w oY) emy s e

X

)
tJ(x, ,X,)
1°72 2

pour tout £ € Bin[T(A_ s Tr/L]

11 est alors clair, d'aprés la proposition 4 du paragraphe 3 (n° 2),
que Ev est un monomorphisme G - équivariant de (Bin[’)‘l‘lL, 'ITA], T) dans
- " (6 X < ' X
le sous-espace N ()\A') de App(IB1 x k™, V/L) foxfme des f' ¢ App(]le k ,V/L)

telles que

frix,t) = f'(x,1) (x € ]B1 , t € kx)

>
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et (en posant alors £f'(x) = £'(x,1) , pour x € ]Bl) que

£' (ax) =’»rA_(a>f"(x) (x €By, a€G)

L'espace N'(ﬂ;\? est, bien entendu, muni de l'action naturelle, notée encore

T , de,. G , donnée par

y
TEED () = £ () = f'(x ) (8 €G, x ¢ By)
23

Définissons maintenant une application S de N’(TCA') dans la

représentation V(l,TCA_) construite au chapitre II (§ 2, n° 1 et n° 4) par

GENWD) = P £ ((v,8) €5))
Xy Ggi

(cf. loc. cit.)

PROPOSITION 1. - L'application SeEvey est un isomorphisme de

WM, Ty % p) sur (v(l,W/L)q, T) (cf. ch. 1I, 5 2, n° 4, cor. a la

prop. 4) pour tout A € Car (X) - car (&)

Démonstration: Il est clair que l'application S , définie ci-dessus, est
G - équivariante. D'autre part, SoEv est non-nulle (on vérifie sans peine,

32 l'aide de la formule (16) du numéro 3 du paragraphe précédent, que, par

_ .01 00
exemple, S(Ev fg,v) # 0 pour f = ((0 0) , (0 1), e) et veV) . Or,
il est immédiat que Y£" = qf" pour toute f" ¢ Im S (pour 1'opérateur \D’

défini dans ch. II, § 2, n° 3, prop. 3 (avec @ =1 |, “1 = Id H = V/L)) s

c'est-a-dire

Im S C Ker P

q
1 v(l,‘tn_)

(cf. ch. II, § 2, n® 4, cor. a la prop. 4), d'ou le fait que S est un
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G - isomorphisme de N‘(’WA) sur V(l,ﬁ'/\')q , et donc que le G - morphisme
non-nul SoEvo? est un G - isomorphisme de WDTA.’ ']TA.] sur V(I,WL)q

C.Q.F.D.

3. Le cas ou ';Tl et T

et W, sont dans la série discréte de G et W, ir‘)'(z

PROPOSITION 2. - Les composantes irréductibles de W[’ll'l,ﬂz] sont dans la

série discrete de G , pour tous les 'lfl t N

et 5 non isomorphes, apparte-

nant a la série discréte de Go

Démonstration: Il résulte aussitdot de la table 4 que WUTI,')TZ] , dans ce
cas, n'admet de vecteur non-nul fixé par le sous-groupe U de G formé des
u) 0 € A%) ni, non plus, de vecteur non-nul fixé par le sous-groupe des
E(Z (s)) (r,s € k") qui soit en meme temps fixé par le sous-groupe des

E(é 'i) b € k+) . Notre assertion s'ensuit (ch. II, n° 1 et n° 2).

C.Q.F.D.

Nous démontrons maintenant qu'en fait nos représentations sont

irréductibles.

DEFINITION 2. - Soient (Vl,‘itl) et (Vz,')'CZ) deux représentations irré-

ductibles de la série discréte de G0 (coincidant sur les scalaires). Pogons

H=06 xG et

(v, M) = (v1 ®V, ,9(1 ®7t2) ,
&, T = Ind (V,TT) (M= 60(Q))
HAT

(cf. ch, III, § 3, n° 4).




On a alors

V=vev ,
R(a,b) = W(a,b) ®T(b,a) ((a,b) €H) ,
BT 1v,v") = (v',v) (v,v' €V)

Nous gardons ces notations dans la suite de ce numéro. Nous supposons en outre,
comme ci-dessus, que ‘R’l et 'ﬂ'z sont non-isomorphes. Comme le sous-groupe H
de T est d'indice 2 (et donc distingué) dans T' , il est alors clair que

la représentation (V, ® de T est irréductible.

LEMME 1. - Soient x = (a(0,1), a(-1,0)) , y = (d(1,0), d(0,1)) . Alors

tout opérateur de la forme Sx‘l’f(g)sy (X €T') est combinaison linéaire a

coefficients universels (c'est-a-dire, ne dépendant pas de T

1 et ')Tz dans

la série discrete de Go) d'opérateurs S(x,y;y) , pour YeT' tel que

les plans P(x) et P(yy) de E , soient 2 intersection nulle. En particulier,

ces derniers opérateurs engendrent linéairement tout

I-Ir;-ma:(vy , Vx) = SxEnda:(V)Sy (cf. ch. III, § 3, n° 2, déf. 6).

Démonstration: Pour ¥ = h (resp. Y = Th ) , on a, avec h = (hl’hz) €H,

h = (h;j) € Go (1 <i,j,r<2) , que P(x) P(y.y) =0 si et seulement si

11 11,22 22 12,12 21 21
1) h; “hy"h]hy # h; “h,"h]"hy

Dans ce cas, on a alors, avec nx’y(x) = i(X-’Y-) GT‘x XT‘y |‘|x‘n =¥} ,

] 1w
Sx,y3Y) = nx,y(x) SX‘Il‘(j)Sy (cf. loc. cit. lemme 3).

Or, on montre sans difficulté, a l'aide de la relation
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Id, = - T, (g ) Gi=1,2) ,

valable pour tout sous-groupe Uc') de Go conjugué du radical unipotent su-
périeur U0 de G0 s que si~ X' eT (8' = h' ou (' =Th' , h' Elf)
ne satisfait pas (1) alors

s Wy's, = - 5, M(yh )8

y h e¢H' - {1} y
o o

avec H! = {1} XUl ou Ul x {1} pour un U! convenable comme ci-dessus.
Ainsi donc les éléments ¥h, (ho EHé - {1}) satisfont (1), avec h = h'h0
Cela établit notre premidre assertion. Notre seconde assertion est une consé-
quence immédiate de l'irréductibilité de x

C.Q.F.D.

LEMME 2. - Soient x = (d(1,0), d(0,1)) et y = (l,yc) (cf. § 1, n° 1,

déf. 4) ou y = (1, a(0,1)) . Alors les combinaisons linéaires des opérateurs

S%(x,y;y) , pour yeT tel que les plans P(x) t PQy) de E aient une

intersection nulle, séparent les points de Vy = Fix (Stab y)
v

Démonstration: Considérons tout d'abord le cas od y = (1, a(0,1)) . Rempla-
gons y par y' = ((_i (1)), ((1) (1))) , congru & y modulo T' (afin d'avoir
P(x)N P(y') =0 ) . On vérifie alors aussitdt que, pour

21 21 ,
K—h—(hl,hz)EGoxGo tel que h1 —h2 =0 (i. e. heBoxBo),ona

P(x)N P(h.y') = 0 et par suite (ch. III, § 3, n° 2),

@) SGuym) = a7 Rws

B

Dans le cas o y = (l,yc) (c € - k5 , comme tous les (l,yc,)

(c! EKX - k%) sont congrus modulo T , il suffit de démontrer le lemme



pour un ¢ 3 KX - kX que 1l'on peut supposer de trace non-nulle. Remplagons
encore x par x' = (a(0,1), a(-1,0)) , congru & x modulo . On trouve
1 h = (h,,h,)) €6 G tel eh12=h12=0 t
alors que, pour 1°B o X G, tel qu 1 2 e
hizhgl #1+ hizhilN(co) ,ona P(x')N P(h.y) # 0 , et par suite

SG',ysh) = o, (P~ ts. Rws

3 3 X',y Xl y
A l'aide de la relation
Z T (u(r) = - 1d, G1=1,2) ,

r € k><

on trouve alors tous les opérateurs S(x',y;h) pour h € B; X Bé (ot Bé
désigne le sous-groupe de Borel triangulaire inférieur de Go ) comme
combinaisons linéaires d'opérateurs S(x',y;h') , pour h' € G0 X Go tel

que P(xx')MNP(h'.y) =0 . Par suite, si 1'on a
S(x,y';h)v = 0 (resp. S(x',y;h)v=0)

' ' 5N
pour tout h ¢ Bo X Bo (resp. h € Bo X Bo ) pour un Vv € Vy, (resp.
v € V; ) , cela signifie que S, (resp. C ) est nul sur la sous-repré-
sentation de B XB (resp. Bé X Bé ) engendrée par v , ce qui est im-

possible a moins que v =0

C.Q.F.D.

THEOREME 2. - La représentation wEﬂi,ﬂé] est irréductible, quelles que soient

les représentations irréductibles ﬁrl t ﬁrz , non-isomorphes, dans la sé-

rie discreéte de Go

Démonstration: Nous montrons 1'irréductibilité de W = W[F] (cf. déf. 2 et

ch. III; § 3, n® 4) . D'aprés le lemme 4 du ch. III, § 3, n° 2, on a, puisque

229
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Supp W = Supp W[ﬁ'l,ﬂ’zj est non-dégénéré (table 4) que, si Q entrelace W
@) (® =9 (£(§) (£ eW, gesupp W

pour une fonction @ de M dans Endm(V) satisfaisant les conditions i) &
v) du dit lemme. Pour démontrer que Q est une homothétie, il suffit donc

de prouver que @(x) est une homothétie pour

=
[
=
]

@,0, d0,1) , x=x"= Uy) erk-19 ,

bl
i

"
I

= (1, a(0,1)) ,

et que les trois rapports correspondants coincident. Or, il résulte du lemme
1

1 que @(x7) est une homothétie. Le lemme 2 entraine alors qu'il en est de

meme de ('P(xz) et ?(x3) et que leurs rapports coincident.

C.Q.F.D.

THEOREME 3. - Soient <Vi ,‘Tfi) s (V{ ,’l‘\'i) (i = 1,2) des représentations

¢ T

1 1
iy et Ty)

de la série discrete de GO telles que ')'['1 et 'Wz (resp.

soient non-isomorphes. Alors, pour que les représentations w[‘l(l,‘ﬁz'_] et

w[‘l‘{i,'ité] soient isomorphes, il faut et il suffit que ')'[i' :a’)Ti (i =1,2) ou

-

IN le_
gg_e_ﬁl_'itz et W ~Ny

Démonstration: Nous démontrons que (cf. déf. 1, § 3, et ch. III, § 3, n° 4)
pour que W(%] ~WR'] , il faut et il suffit que 4C' ~ % . Le théoréme
s'ensuivra (loc. cit.) puisque %' ~ o signifie ‘)Ti ®‘IT2' :a')'fl ®T®, ou

ar! ot o 5C 1 -3-di [ s = Ty
G O, x%®, W , clest-a-dire T ~ T (1 =1,2) ouf ~T, et

Ty >~ . Soit donc ® un G - isomorphisme de W[ =W sur W(RK']=W

On a ators (ch. III, § 3, n° 2, lemme &)

®6) () = [9Cg) IECE)) (f ¢ W, geﬁ)
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pour une fonction convenable ? de ¥ dans Hom, (V,V') vérifiant les con-

t
ditions i) a v) du dit lemme. Soit §= (x,e) , x = (d(1,0), d(0,1)) . La
condition ii) du lemme montre que l'application § de ¥V dans V' définie

par

(ot 1'on note 0(§) la T - orbite de § dans M ) est trivialement un
T - morphisme de (’\7, T dans (’V‘, T') . Je dis que T? est non-nul. En

effet, d'aprés le lemme 1 et les conditions iv) et v), on a, pour tout y€ T,

ORGP = PY R (08
RGP, = 2L R (g

et par suite (en vertu de la condition ii)),

T

x =1F§‘ It Zer% (x)P‘; o ey
Y

P
mais (Q(E) est un isomorphisme et la somme entre crochets est un T' - endo-
morphisme de V' de trace égale 2 rr"dim '\T'E = h"‘(q-l) . L'application §!
est donc bien un morphisme non-nul, et par conséquent un isomorphisme, de
® sur T , d'ou le théoreme.

C.Q.F.D.

DEFINITION 3. - Notons H" le sous-groupe de G _formé des éléments h'"(a,b)

(a,b € Go tels que det a = det b) définis par

330 25,04
0 b, 0 b
h"(a,b) = 1 12 (a=(a, ), b=(b..), 1<i,j<2)
= 0 a, 0 ij ij
12 22
0 by 0 by,

Notons T(’) un_représentant de la classe de conjugaison des tores anisotropes

(isomorphes a KX) de GO et posons alors
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1, = {h"(a,b) | a,b €T! , deta=detbf .

DEFINITION 4. - On appelle série discréte de G associée au tore T1 , la

série des (types d'isomorphie des) représentations (W[Wl,'}'l’z], )  pour ‘)T'l s

, coincidant sur les scalaires et non iso-

’\'(’2 dans la série discréte de Go

morphes.

si =T, T =Tg Whecar®) - cart™ , m' =8¢

iﬂnﬂ-q‘f\i@@l% =¢ ) , on posera

r~r 8
w[§q Aq] WG T,

Nous avons ainsi que le type d'isomorphie de w[;q ?Lq] ne dépend

que de la classe du diagramme [gq f-q] modulo le groupe des symétries du

carré. Par suite, on a le

THEOREME 4. - La série discréte de G associée a T1 est formée des

%q(q-l)(qd) (resp. %q(q-l)(q-Z)’) types d'isomorphie des représentations

%q iq] ci-dessus, de dimension (q-l)z(q2+1) (cf. table 5), si car k # 2
(resp. si car k = 2)

wl
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TABLE 2. Les (H,Goxkx)—orbites dans E

Représentant § Stabilisateur Nombre de H-représentants
modulo (H,GOka) de § dans H congrus & § modulo Goxk)_<
2
. La(g-
(1,yc,e) D(C(yc)) sa(ag-1)
(d(1,0),4(0,1) 7€) n(T,) Sa(g®-1)
(1,a(0,1)ze) D(K*.u,) a2-1
(d(1,0),a(1,0)5e) | DK ({1}xU) 1
(d(1,0),a(0,1)5e) | D) (U x{1}) 1
(a(1,0),0:e) D(T_) (U % U_) a1
2
(1,0:e) D(GO) q -1
(0,0:e) H, 1
Notations : Voir §1, n®2, défs.4 et 5 et (3). On fixe e€X et 1l'on
prend c‘EKx—k>< , modulo kx et modulo la relation c=c%? .




TABLE 3. Les valeurs de Q@

Représentant §

Paramétres

(§)

(1,yt)

texX

(1,yc)

c€KR*- kx,mod.@vcq

(1,d(r,t))

£, t€k %, r#t, mod. (r, t)~(t, r)

(1,d(x,0))

r€xX

(d(r,0),1)

r € x*%

(112(0:1))

(a(0,1),1)

(a(1,0),d(o,1))

(a(1,0Y,a(0,1))

(d(1,0),a(1,0))

(g-(110)rc_1(slo))

s€k

" (0,a(1,0))

(115)

s€k

1 2s

(0 52)

(0,1)

o O
Q9

(0,0)

Notations : cf. ch.IV §1, n°2, déf.4.
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TABLE 5. Dimensions des représentations W(_)[ﬂ1 ,nz]
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Paramétres : «,B,o',B"€ Car(kx), a#B, "' #B' ;1,3€ Car(KX) —Car(kx).

Représentation

WEwal,BI'"a,B]

+
Wl g7y 8]
w—[“af,ﬁ’na,ﬂ]

i

w[TTQ/,B'nQ"

i3
wimg, ]
+i
wnd, nd]
T4, nd
wlnd,md]

q _1
wind,m ]

W[n
Wiy my

Wyl

(1) Ce cas ne se présente pas en caractéristique 2.

Dimension
(q+1) 2 (g%+1)
(g+1 )2(q2+1 )
(q+1) (g2+1)
i(q+1)(q2+1)
ij(q+1)
atiq(a+)?
%q(q2+1)
(q+1) (g®+1)
(a+1) (g%+1)
1

q -1

i(g=1) (q%+1)
ala-1) (q?+1)

(a-1)2(q%+1)

(¢'8' =B, {a',8'}N {«,8} =9g)

(i€ {1,q}, 0'2=08)

(i,5€{1,.qn (M

(A T*!

(na*!

(2t -

=o

=aB)

$a+1

;8 #0809
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TABLE 6. Identification des représentations W[TT1,"2]

A. ﬂ1 et T dans la série principale de GO : série principale de G.
Paramétres : a,B,a‘,B'GCar(kx), a#B, o' #B'.
Wiy g0 Ty,8] ™ M(Toig=1 gug=1,8)  (a'8'=0B, {a',8'}0 {a,B}=g)
+ =3
W [na,a,n B'l M( 8)

o, na/B_1,1'

- ~ 1
Wm0 Ma 80 = M(Tog=t, 49

w[na/i"na,e.l EM("Oi[-s—MB) (15{1,q},a'2=a5)
W["i,ﬂgoa] = M(”io'o’)j (i,3€{1,q}) (1)
W nd,nd] ~ (0°7°,a7) ® (*1°,a7)

wnd, ] ~ (712, ar)

w[ng,n;] = (L,oT)

winl,n ~ (P, aT)

wilnl,nl] ~ (C,aom)

B. ™ (xesp. TT2) dans la série discréte (resp. principale) de Go :

série de G associée & P, .

Paramétres : A€ Car(KY) -Car(k™), «,8 €Car(k™), a#8 .

~ a.
wim o, g1 = M(mg_q,.8) (AT =qB)
wimy,mgl = M(mgaqy,8) Y (i€{1,q}: AT =p2)
C. m,=m, est dans la série discréte de G, -
wim,m ) = vir,m) 9 (A€ car(R™) - car(x™)

(cette représentation est dans la série associée au sous-groupe para-

bolique: P1 ).

D. TT1 et m dans la série discrete de Go ' ﬂ17‘ﬂ2 .

Paramétres : A, 8¢ Car(K) - Car(kX), A%=1889 , {4,290 {8, =g .
Wiy mgl > Binlmy,m,]
(ces représentations forment la série discréte de G associée au tore

T1=‘K><kx).

(1) Ce cas ne se présente pas en caractéristique 2.
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CHAPITRE V

Décomposition de la représentation de Weil en rang 4

(cas non-déplovyé)

Dans tout ce chapitre, on garde sauf mention expresse du contraire
les notations du chapitre III. On désigne par K 1l'unique extension
quadratique de k et par K 1l'unique extension guadratique de K .
On pose H=GL(2,K).

§1. Les T-orbites dans E=E2XX .

Nous donnons dans ce paragraphe une réalisation convenable de
l'unique k-espace quadratique (E,Q) non-dégénéré, non-déployé, sur
k . Nous décrivons ensuite la structure des [I'-orbites dans 1'espace

E=E’XX (noté M=MXX au chapitre III).

1.- Réalisation de (E,Q) et T =60(Q).

PROPOSITION 1.~ Notons x* la matrice transposée conjuquée

XEMZ(K) et posons
(1) M§(K)={x€M2(K)lx*=x} .

Désignons par det 1l'application déterminant du k-espace vectoriel

Mg(K) sur k .

Alors (M;‘(K),det) est un espace guadratique non-dégénéré, non-

déployé, de dimension 4 sur k .
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Démonstration : Si x€M§'(K) alors
r a
X =
(aq S>
pour r,s€kCK , a€K convenables. Il s'ensuit que l'on a

2

(2) (M}z‘(K),det) ~ (k2®K, x,x, - N),

172

d'ol 'notre assertion.
C.Q.F.D.

DEFINITION 1.- Dans toute la suite de ce chapitre nous prendrons

(£,Q) = (M3(K), det) .

DEFINITION 2.- Nous désiqnons par ' le groupe de similitudes ortho-

gonales GO(Q) de (E,Q). On note m, le multiplicateur de la simi-

litude v €T .

Sur E , la transposition et la conjugaison F:x P x coincident.

Nous avons ainsi

(3) F(x) = ™x (x€E),
et F2=Id FET m_ =1
E ' " 7F °
Rappelons que l'on note U le noyau de la norme N de Kx sur
k<.

PROPOSITION 2.- Pour chague h€ GL(2,K), on définit une similitude ¢

h
de Q , de multiplicateur N(det h), par

(4) tph(x)=h.x=hxh* (X€E).

Notons ¢ 1'homomorphisme hr o de GL(2,K) dans T .

On a alors
i) Ker 9={u.l € 6L(2,K)|u€ U} ;

ii) le groupe T est le produit semi-direct de 1l'image T

de ¢ et du groupe {1,F} , avec la relation

(5) Fo® oF=0p (h € GL(2,K))
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(o0 h désigne la matrice conjuguée de h€ GL(2,K)).

Démonstration : Il est clair que le multiplicateur de 2N est

N(det h) puisque det(h*) = (det n)4 (h € GL(2,K)). Montrons i). Si 1'on
a <Ph=Id , pour h€GL(2,K), alors en particulier hh*=1 , d'ou
hx=xh pour tout x€M2(K). Il en résulte que h est scalaire,

* -
h=al , pour aGK>< , convenable. Mais la relation h =h L

entraine
aussitdt aq==a—1 , c'est-3a-dire a €U , comme voulu.

Montrons (ii). La relation (5) est immédiate. Il ne reste & mon-
trer que le produit semi-direct Im 9.{1,F} est T tout entier. Or,

comme FZIm® , on a, d'aprés i),
-1 4 2
(6) [1m @.{1,F}| =2 [ul 7" |eL(2,K) | = 2(g-1) (¢*-1)q" .
D'autre part, on a
lot) | =ny . lo)]

ol l'on note Ny le nombre des paires hyperboliques dans (E,Q) ; on

trouve aussitdt n, = (g-1) (q2+1 )q2 et donc

&2 IT| = (g-1)|o(@ ] = 2(g-1) (a®-1) (a®+1)q?
(ch.I, §4, n°1 prop.1), ce qui achéve la démonstration.
C.Q.F.D.
DEFINITION 3.- Dans la suite de ce chapitre on pose
H=GL(2,K)
et m = N(det h) (h€H).

2.- Le groupe U(2,K).

Les résultats de ce numéro sont préliminaires & la description

2

des H-orbites dans E=E XX au numéro 5.
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DEFINITION 4.- On pose

u(2,K)

SU(2,K)
(1)

PROPOSITION 3.- On a la suite

(8)

N

ou

s'écrire sous la forme

1 — SU(2,K) —i-» U(2,K)

i désigne 1'inclusior. canonique. De plus, tout h#€ U2(K)

{her | n'm=1),

{h€sL(2,K) n*n=1} ,

={x€E | rang x=1i } (i=1,2).

exacte

det U &

peut

ua ub u o a b
h = ( ) = )( )

g o4 017" pa @
ol u=det h€U et a,bext (déterminés alors de maniére unique par
h) vérifient la relation

N(a) +N(b) = 1 .

Démonstration : La suite exacte (8) est immédiate. D'autre part si
h€U,(K), alors (uO ?)hESU(2,K) ; or il résulte aussitdt de la con-
dition g'*=g"1 , pour g€ SL(2,K) que g s'écrit sous la forme

(2 Py avec a,bek’, Na)+ND®) =1 .
1T 59 C.Q.F.D.
COROLLAIRE.~ On a
Isu(2,K) = (g-1)qlg+1)
lu(2,K)] = (q—1)q(q+‘l)2 .
PROPOSITION 4.~ Considérons le plongement canonique de GL(2,k) dans

H . Alors les sous-—-groupes

dans H . En fait, pour

(9)

équivaut 3 la condition

(10)

SL(2,k)

et SU(2,K) de H sont conjuqués

h€H la relation

SU(2,K) = h SL(2,k)h_1
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0 1

avec w = (_1 O) et a€ KX (nécessairement de trace nulle).

Démonstration : Remarquons que pour hOE SL(2,K) on a hOG SL(2,k)
si et seulement si

h wh_ =
OWO—W.

Il est alors clair que, pour hoe SL(2,k), h, €SU(2,K) et h€H tel

1
*
que h'h = aw (aGKx), on a

1

-1 % -1, _
(hhoh ) (hhoh ) =1,

et
(h—1h1h)*w(h—1h1h) =w.,

c'est-a-dire, hhoh"1esu(2,r<) et h~1h1h€SL(2,k).

D'autre part, (9) pour h€H entraine
n(h"h)h_ = h'n
o o
*
pour tout hOG SL(2,k) ; il en résulte aussitdt h h = aw pour un

a€ K* , convenable.
C.Q.F.D.

REMARQUE.- En toute caractéristique, une solution h€ GL(2,K) de

(10) est donnée par

_ v Db
h = (1 vb)
ou v,bEKx sont tels que N(v) = -1, v#1 et Tr(b) =0 . Alors
a = Tr(v)b , dans (10).
3.- Les classes de U(2,K)-conjugaison dans E(z).

(2

Rappelons que l'on a posé E ) - (xe Elrang x=2} (cf. n°2,

déf.4). On a
(11) 1B = (q-1)a(a?+1) .

Nous donnons la liste des classes de U(2,K)-conjugaison dans

(2)

E dans la table A ci-dessous,
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Fixons un élément ag de K tel que N(ao)=—‘l . Les propriétés

suivantes se démontrent sans difficulté.
LEMME 1.- On a
2 a9 1 1y/s s\ /1 1\-1
a O a O0/\0O s/\la_ O
o o o
quel gque soit s€x*, et
q.4aq a q
Trc a-c 1 -a c O 1 =-a -1
(13) ° )= 12 2
ac O a_c¢ 90\ o cq a_ ¢ q
(e} o o
X

quel que soit c¢¢€ K -k .

PROPOSITION 5.- Considérons 1l'action de U(2,K) dans E(z) par con-

jugaison et posons

(14) K® = {a€K|Tr a=0} .
On a
2 a1 1 b 1 AN-1
(15)  Staby, «)s 3= {u luEU,bEKO}
! aOO aOO 0 1 aOO

{u<1+b agb)'uEU,beKo}

ab 1-b
o
-9 S N
1 ag {a (0] 4a€Kx}1 ag 1
ag c1_ (o) a_q ag c1_q
- {2 N(a)e-e?  ade¥(N(a)-1) } ’
c-c4 aoc(N(a)—1) -N(a)c¥c a €KX

Il est d'autre part clair que

. X
quel gque soit s€k” , et

’ Trc agc'q
(16) Stab
U(z'K)(aoc o]

quel que soit c¢€ I(x-k>< .

s O

(17)  staby(, (5 ) = (5 Pluveuv) (s, t€K*, s#t).
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TABLE A. Classes de U(2,K)-conjugaison dans E(2) .

Représentant Paramétres Nombre de classes|Cardinal de la classe
10 X
tlg 1) t€k g-1 1
2 a
s ° s € x* a-1 a?-1
a O
s,t€ K<
(6 s#t 5(q-1) (q-2) alq-1)
mod.(s,t)~ (t,s)
Trc agcq c EKS - kX
ha(g-1) alg+t)
ac o mod.c~ c%

. s 2 s X
Notations : On note aj un élément fixé de K de norme -1 .
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4.- Orbites suivant U(2,K) et U'(1,K) dans M) .

Rappelons que l'on a posé (cf. n°2, déf.4)

(1

E ) - {x€ E=M}21(K)‘rangx=1} .

De maniére explicite, on vérifie aisément que l'on a

(18) (1) = 2)|s€kx}U{s(}LqE(b))lsékx,beK} ,
d'ou
(19) B = (g-1) (®+1) .

Si x,yGMZ(K), rangx=rangy=1 , alors pour que x et Yy
soient conjuguées par H=GL(2,K), il faut et il suffit que Trx=Try .
Il en résulte que l'on a un systéme de représentants des classes de

£(1)

H-conjugaison dans en prenant la famille formée des matrices

suivantes :

(20) (§:g9) (s €%,

1 a4
(21) ( 03
ag -1
(ol 1'on note a, un élément fixé de K< de norme -1).

PROPOSITION 6.- On a

. s O, _ u o X
i) Staby, (g o) = {( V)Iu,ve u} (s €x7),
1 a4 14 adb
ii) Staby, K)( °>= {u( ° }‘ué U, bGKO}
! ag -1 aob 1-b

(cf. n°3, (14)).

Démonstration : La relation i) est immédiate et ii) résulte aussitdt

1 a9 2 ag
o\ _ (e}
Stabu(le)( ) = StabU(le)(, >
ag -1 a O

o
et de la proposition 5, (15) (n°3).

du fait que

C.Q.F.D.
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La proposition 6 montre, compte tenu des cardinaux en jeu, que la

famille des matrices (20) et (21) est encore un systéme de représen-
E(1)

tants des classes de U(2,K)-conjugaison dans . Nous résumons

ces résultats dans la table B ci-dessous.

TABLE B. Classes de U(2,K)-conjugaison dans E(1) .

Représentant|Paramétres|Nombre de classes|Cardinal de la classe

%
00 s €%k a-1 alg=-1)

DEFINITION 5.- Posons

v (1,K) = {a€Hla(] Dax=( O .

On a alors

(22) v (1,8 = {3 BD)lucu, aex, pex’) .

(1)

Nous considérons maintenant 1l'action x P axa* (x€E ,

(D

a€U'(1,K)) de U'(1,K) dans . On voit aussitdt que l'on a

1

oo, _ ;,0
) = {«( b

X
0 1 (@) ;

o} x b X
Orb( t)|t€k }U{S( qN(b))|Sek IbeK
et

stab(Q ) = ((§ Dlu,veud .

I1 en résulte la table C ci-dessous :

TABLE C. Orbites de U'(1,K) dans E'1).

Représentant| Paramétres|Nombre d'orbites |Cardinal de 1l'orbite

s Ekx

00 ag-1 1

1 (g-1)q?
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5.- Les H-orbites dgns E=E2XX .

Rappelons que l'on a posé H=GL(2,K) et aussi X=Car(kx) -{1}.

Nous considérons maintenant 1'extension naturelle a E2=EXE et

a E2><X de l'action de H dans E comme groupe de similitudes du

déterminant définie au numéro 1 par (4).
DEFINITION 6.~ Posons

~
E=E" XX,

* *
h.y= (h.y1 ' h-yz) = (hy1h » hy,h ) (h€H,y= (y1.y2) € E2).

h-(y,\b)=(h.y.‘$'mh ) (h€H, (y,¥) €E),

(avec m = N(det h)).

Nous fixons les notations que nous employerons, pour les représen-
tants des H-orbites dans E et leurs stabilisateurs, dans la suite

de ce chapitre.

DEFINITION 7.- Fixons un élément aOGKx de norme -1 . On pose alors

a.9
Tra a-a
x = ° : (a €K,
aoa o

1 -ad
h = 1° (cEKx-kx),
c |, ol

Q(s,t)=(3 2) (s,t€ k).

DEFINITION 8.- Rappelons que 1'on a noté K° 1le noyau de la trace Tr

de K sur k et U le novau de la norme N de Kx sur kx.Q_n_

pose
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_ 1
o {u(O

o
I

?)luEU,bEKO} ,

H, = {(g 3)|u,v€ ut ,

o
I

o X
=1 - lacx},

_ ub +
Hy = {(g Jluveu, pex’},

UL(2,K) = {h€ H|deth fU} .

La table 1 décrivant les H-orbites dans E ainsi que leurs
stabilisateurs résulte aussitdt des tables A & C , des propositions 5
et 6, et du fait que pour toute forme bilinéaire hermitienne B de
rang r sur K , il existe une base convenable de 1'espace de B ,
par rapport a laquelle la matrice de B est diagonale, avec (puisque
la norme N de K sur k est surjective) ses r premiers coeffi-
cients égéux 4 1 et les restants nuls.

Dans cette table nous avons regroupé les H-représentants qui

sont congrus modulo Go><kx (Go==GL(2,k)) par l'action

-1

23) (x,4)(a,t) = (xa,v% ) (acG_, x €2

LVEX, tEXS)

2

N

ol xa , rappelons-le, désigne le produit matriciel de X==(x1,x2)€ E
et a€ Go . Les actions de GO et H commutent et nous avons ainsi

t
en fait une action (x,¥) P (h.xa, V ) (x€ E2, V€X,h€H, a€ Gg

de H><OGO dans E (ou oGo désigne le groupe opposé de Go)'
Nous rappelons, pour clore ce paragraphe, quelques notions qui

seront trés utiles dans la suite.

DEFINITION 9.- On appelle rang d'un élément (x,¥) €E 1le rang du

couple de vecteurs x==(x1,x2) de E . On appelle rang d'une

~ ’ ’ .
H-orbite dans E le rang commun de ses éléments. On dit gu'une
H-orbite est dégénérée (resp. non-dégénérée) si son rang est <1

(resp. égal & 2).
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Nous avons ainsi dans la

dégénérées, quatre orbites de

table 1, huit types d'orbites non-

rang 1 et une orbite de rang O.

s 2

DEFINITION 10.- Rappelons gque l'on a posé (de maniére générale au

ch.III, §2, n°1)
Q(x,) B(x,,x,)
o) = 112 (x= (x,,x,) €E).
o] Q(x2)
Fixons une fois pour toutes un caractére non-trivial e  de k+ et

o
posons
+
e = eooTrGCar(K ) .
a E , constant sur les

On _note alors E le prolongement de Q@

H-orbites, défini par

Bixet) = ¢ alx) (x.eb) €F).

Nous donnons dans la table 2 les valeurs de @ sur les E2—

composantes des représentants de la table 1. La proposition suivante

en découle aussitdt :

PROPOSITION 7.- Soit L wune réunion de H-orbites non-dégénérées

dans E . Alors les fibres de ® dans L se réduisent & des

H-orbites.

win] .

§2. Description des représentations

Nous gardons dans ce paragraphe et les suivants , sauf mention

expresse du contraire, les notations du paragraphe 1, notamment celles

introduites au numéro 5.

wim) .

1.- Définition des représentations

D'aprés la proposition 2 du paragraphe 1 (n°1) et la proposition 1

du paragraphe 3 (n°1) du chapitre III, nous sommes amenés a poser la
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définition suivante (avec donc T'=GL(2,K)/U).

DEFINITION 1.- Soit (V,m) wune représentation de H=GL(2,K) tri-

viale sur les matrices scalaires 3 rapport dans U . On note (W[ﬂ],p)

la représentation de G dont l'espace W[m] est formé de toutes les

fonctions f de E=EXEXX dans V telles que

, wN(deth)_1)

(1) £(hxh” , hyh" = nm)£(x,y,¥)]

quels que soient h€H, (x,y,¥) €E et dont l'action » est donnée

N

par les formules (7) & (10) du numéro 3 du paragraphe 2 du chapitre

I1I, appliguées au cas n=2 et au A-module guadratique (M,Q) de

k-dimension 2rn=8 associé a (E,Q)==(M2(K),det) (cf. ch.I11I, §2,
n°t).
Notons que dans notre cas

e(Tro® = (-1)% =1 .

PROPOSITION 1.- Notons IU 1l'ensemble des représentations irréducti-

bles de H gqui sont triviales sur les matrices scalaires & rapport

dans U . On a alors un isomorphisme de G-modules

W.> @ (dim m)wW[n)
Q rrF.IU

(ch.III, §3, n°1, prop.1).

Nous nous servirons des notations suivantes dans la classifica-

tion finale des représentations de G .

DEFINITION 2.- Désignons les représentations irréductibles de GL(2,K)

(c£. ch.II, §4, fin du n°4) par (V, =, 7g ) (o ©,Z€car(k’), ou
= [ Ao

; = x == 09 q q 1
bien @,-—E Car(sl ) avec ==0 )l (V/\,A ' TT/\,A) ﬂ (c’nA,A)

(rE€ Car(Kx)). Le fait d'@tre triviale sur les matrices scalaires &

rapport dans U éguivaut pour ces représentations & la condition
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e==0930 oy 22 =124 , selon le cas.

—

Soient ® , E deux caractéres distincts de \}A(Mx tels que, ou bien
2 2 2
89 =0 et =1 == (c'est-a-dire O, =€ Car(K')) ou bien ==09

Supposons en plus e==09=? | Nous posons alors

e o9,
(2) w[Eq L W 2]
Pour r=1,q2 et A€ car(K) tel que A% =129 , nous posons
A qur r
3 W( =W m .
(3) 49 | [y, )

REMARQUE.- Les isomorphismes Tg = — M= g induisent, trivialement,
R

des isomorphismes

e o9, = =1
S
= = ed e

2.- L'action de la conjugaison F .

Il sera commode dans la suite de désigner par F 1la conjugaison
a+ a? dans K , ainsi que son prolongement naturel a S (resp.
KXK ; resp. MZ(K)) défini par F(z)=zq (z Ew (resp.

_ . a b, _ F(a) F(b)
F(a,b) = (F(a),F(b)) pour a,b€K ; resp. F(g d)_(F(c) F(d))
(a,b,c,d€K)). Nous avons donc x*=F(tx) =tF(x) pour x¢€ M2(K).

Rappelons (cf. §1, n®1, déf.1) que nous avons, par définition de F
t
F(x) = x (x€E) .
Notons encore F 1le prolongement naturel de F a E défini par

F(x,y,0) = (F(x),F(y),¥) ((x,y,¥) €E).

DEFINITION 3.- Soit (V,m) une représentation irréductible de H ,

A

triviale sur les matrices scalaires a rapport dans U . On pose

F(f)=foF (£evE).
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PROPOSITION 2.~ L'application } est un automorphisme involutif du

s E \ . . , .
C-espace vectoriel V qui est un isomorphisme de la représentation

(Wn],p) sur la représentation (W[moF],0).

Cela est immédiat.

Nous décrivons maintenant les représentations ™ ‘telles que
ToF™>m . Notons d'ailleurs que cette condition entraine que ™ est

triviale sur les matrices scalaires & rapport dans U .

PROPOSITION 3.- Soit ™ wune représentation irréductible de H . Alors

on a ToF>nm seulement dans les trois cas suivants :

i) m=m o4 avec A=19, 8=38% (A,8€ car(KY)),
ii) men (A€ car(K), A#1T),
A, AG
iii) m=nf avec 4=1% (r=1,q%; A € car(K¥)).

De plus, on a toujours T#moF & moins que Tr=1'r11 A (p =19
’
A€ car(KY)).

Cela est un exercice facile.

Considérons une représentation irréductible (V,m™) de H telle
que ToF=>m . Comme F2==Id (sur H), le carré de tout isomorphisme
de (V,m) sur (V,ToF) est une homothétie de V . Il en résulte
qu'il existe deux isomorphismes involutifs de ™ sur moF (ne diffé-
rant que par un signe) ; nous allons en choisir un, noté 4 dans la
suite, dans chacun des cas i) a iii) que nous réaliserons par leur

modéle naturel (cf. ch.I, §1, n°3, déf.4).
*
PROPOSITION 4.- L'automorphisme involutif F du C-espace vectoriel
2 X
M=t *XK (avec K2=K><K) défini par
* 2 X
(4) (F v)(a,b;c) =v(F(a),F(b);F(c)) (v€M, (a,bjc) €K"XK")

est un isomorphisme de la représentation naturelle (M,T) de H

(cf. ch.I, §1, n°2) sur sa conjuquée (M,ToF) gqui envoie la sous-
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représentation (MA,(I’ , T) sur (MAq 5’ ToF).

’
Cela est immédiat.

Rappelons (cf. ch.I, §1, n°2, prop.6) que l'on a un automorphisme

involutif S de la représentation naturelle (M,7) de H ,défini par
(5) (sv)(a,bsc) = q 2 z  eS(ab'-a'b)v(a’,b'ic)
(a',b')€K

pour v&€M, (a,b;c) € K2

x KX , ou e=e oTr (cf. §1, n°5, déf.10),
qui envoie (MA,Q’ T) sur '(MQ,A , 7).

Nous distinguons maintenant quatre cas.

Définition de 4 pour T="T, & (A,$¢€ Car(Kx), A=0T, 8=99),
’
Nous prenons (V,7) = (M , T). Comme le sous-espace M de M
\, @ ), @

*
est alors stable par F (prop. 4 ), nous pouvons prendre
(6) A=F

* * .
(en notant encore F la restriction de F a MA q,). Notons que
r
1'on obtient ainsi un isomorphisme involutif de ™ sur T™oF aussi
pour A=@ .

Définition de & pour m=Tm, ,o (A€ Car(K*) - Car(xV)).
’

Nous prenons (V,m™) = (M 7). Dans ce cas nous posons

’
A9
*
(7) ., A=SoF
LY * . 0
(ou 1'on note encore F (resp. S) 1la restriction de F* (resp. S)
a M (resp. M ).
A9 AT A

Définition de A pour m= Wj\l (A€ Car(Kx) , Ah=4%),

Dans ce cas nous réalisons (V,7) comme (I;.O,/\T) ou I;.O désigne
1l'espace des fonctions complexes & somme nulle sur 1'ensemble va.‘, des
droites du plan K2 , AT = (Aodet)® T et T désigne l'action naturelle

de H dans L° (cf. ch.I, §1, n°2, prop.5). On a l'isomorphisme invo-

*
lutif F  de (L°,A7) sur (L% A(ToF)) donné par

(F*v) (2) = v(F(2)) (2€L , veLO).
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On prend alors

(8) A=F" .

Définition de 4 pour m=r)=hodet (A€ Car(kK¥), A=49),
Dans ce cas on pose simplement

(9) A=1dg -
Remarquons que les choix de A pour ﬂ==ﬁAlA et pour ﬁg LYY

se correspondent.

DEFINITION 4.- Soit ™ wune représentation de H , irréductible ou de

la forme m=m, , (A€ Car(KxD, telle que m>=moF . On définit une

involution F de la représentation (W(m],p) par

F(£) = AofoF (£€wWln]).

+ -
On notera W [W] (resp. W [ﬂ]) le sous-espace propre, G-stable,

de W[m] correspondant & la valeur propre +1 (resp. -1) de 1'invo-

A

+
lution F . On étendra les notations (2) et (3) a W-[n] en remplagant
+

partout W par W . dans (2) et (3).

3.- Description des espaces W[ﬂ] .

DEFINITION 5.- Soit (V,m) une représentation irréductible de

H=GL(2,K), triviale sur les matrices scalaires 3 rapport dans

U=N_1(1). On pose pour §€E=E2xx ,

winl(g) ={£(E) [ £€w(m)}

Supp Wm]={E€EIW(m)(§) #0}= U Supp £ .
FEW()

On dira que Supp WL™] est non-dégénéré s'il ne contient que des

H-orbites non-dégénérées (cf. §1, n°5, déf.9).

On a alors
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W[ﬂ](§)=Fixv(StabH§) (E€E)

ol 1'on note FixV(L) le sous-espace de V formé des vecteurs fixés

par l'action d'un sous-groupe L de H .

Nous nous proposons de décrire les espaces W[T](E) pour les
différents représentants £€E de la table 1 (§1, n°5), en tenant
compte du fait que ces espaces ne dépendent que du stabilisateur du
représentant § correspondant, autrement dit ils ne dépendent que de
la Go-orbite de § .

Dans la suite nous posons

X2=Car(K+) -{1} .

PROPOSITION 5.- Soit € Car(K') - Car(K"), ®,=1 - Considérons la

représentation (V®,Tr®) de la série discréte de H , associée a ©

(cf. ch.I, §4, n°2 et 4).

i) Le support de W[TT®J est non-dégénéré.

Réalisons ™, par le modéle de Weil réduit. On a alors V,=V=C

et (cf. §1, n°5, défs. 7 et 8)

i1) Wimgl(1,x,¥) =mg(h, )V, (sex™, ¥ ex),

»

<
]

{ve V|Supp vc{n¢€ X21Ker 1 2K°}}

{ve€ v|supp vC{et|t€ k<) ,

si e=e oTr (eOEX , fixé).

iii) Wimgl(1,x_,¥) =mg(h )VET (c e K*K*, vex),
ol
pr _ ty _ -1 e X
vPr = {vevlv(nT) =" (t)v(m), vne X, » VEEK)
et «of€ Car(kx) est donné par la relation
®(a) = a(Na) (a € KY).

iv) Wmgl(a(1,0),d(0,1),¥4) ={vevlv(nw =v(n), V1€X, , Yu€u}
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pour tout VE€X .

Démonstration : Prouvons i). Il est clair que W[ﬁ®](§) =0 pour
=(d(1,0),0:e) et = (0,0,e) puisqu'il n'existe pas de vecteur
non-nul invariant pour le sous-groupe unipotent supérieur de H dans
V (cf. §1, n°5, table 1 et ch.I, §6, n®°1). Pour achever la démonstra-
tion de i) il suffit de montrer qu'il n'existe pas de vecteur non-nul
dans V fixé par SL(2,k) (§1, n°2, prop.4 et §1, n°5, table 1), ce
qui a été fait au chapitre I (§6, n°3).
Les assertions ii), iii) et iv) résultent aussitdt de la caracté-
risation des stabilisateurs correspondants donnée dans la table 4.
C.Q.F.D.
PROPOSITION 6.- Soient A,® € Car(K*), A #®, A99=1® . considérons la

représentation (VA EYAUN q,) de la série principale de H réalisée
’ ’

par son modéle naturel (ch.I, §1, n®°3). On a alors

i) Wimy gl (1xg,¥) =7y g(h Vit (s€x*, v €x)

VXT¢={VEVA,¢|V(1,a;1)=V(1,b;1) si Tra=Trb, a,b€K} .

ii) Wiy @l (x4 =my &b Vi g .

ou VR”:Q est le sous-espace de Vo, 3 formé des fonctions vE€ VA,cD

telles que
a) v(1,N(c)d;1) =A¥"Y(c)v(1,d4;:1) (c,d €KY,

b) v(1,0;1) =238 v(1,0:1),
@,104

c) v(o,1;1) =28 v(0,1:1).
!

.

iii) w[nA,,;](gu,o),g(o,n,w) est formé, pour tout V€X ,
des fonctions VEVAIQ telles gque
a) v(1,uci1) =A(wv(1,c:1) (u€u, c€KY),
b) v(1,0:1)=15A Aqv(1,0:1).

c) v(0,1:1) =8 v(0,1:1).
A, A9

.
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iv) W[TTA @](1'0'” est forméi, pour tout ¢ € X , des fonc-
’
tions V€ vy 3 satisfaisant aux conditions
’
a) v(0,1:;1)=v(1,0;1) =58 v(1,0:1),
A, AD

b) v(1,c:1) =4&""(a)s  v(1,0:1) (a,c€K5,N(a) = 1+N(c) #0)
A, 0D 4

c) v(1,uc;1) =A(u)6¢,A:Iv(1,cr1) (WEU, c€K, N(e) =-1).
v) w[ﬂAIQ](Q(LO),O,e)=6A'Aq{v€VA,q,tv(1,c;1)=v(1,0;1),
Ve €K} .
vi) W["A’.@] (0,0,e)=0 .

Démonstration : Toutes les assertions de la proposition résultent
aussitdt de la table 4 (§1, n°5) et, dans le cas de iv), de la propo-

sition 3 du §1 (n°2).
C.Q.F.D.

PROPOSITION 7 .- Soit A € Car(KY), A29 =2 . Réalisons la représenta-
5 :
tion de Steinberg (VA'"% ) de H , associée & A , dans son modéle

naturel (cf. ch.I, §1, n®°3). On a alors :

q2 2 tr X
1) wind T, x,¥) =nfl (h)vV (s€X™, ¥ €X)
ot
viT={vev,|v(e_ )=v(e ) si Tra=Trb;a,bEK'}
A a b 1 ’
q2 q2 pr X_ X
ii) wimd 10 x ) =nf (h )V} (c€K-k", t€X)
ou

VBT = (vev,lvie, ) =a (t)v(2), YeEX, Ve €K et v(2,) =v(E,) =0

si A9FA, et

W= {vev,lvie, ) =vie), vt €x*, Vo€ KX}
§_j___ quA
2
iii) wing 1(a(1,0),d(0,1),4) =
= {vevlv(e ) =Mwv(2 ), YaéK", Vu€U et v(2 ) =v(¢,) =0}
si A#FAT

2
wind 1(a(1,0),4(0,1,9) = {vev,[v(e, )=v(e ), Ya€K", vu€u}
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si A=A? , guel gue soit V€X .

2
iv) w[nd 1(1,0,¥) =5 A
A A,Aq A

1 (¥ €X)

ou VX1 est formé des VGVA tels que v soit constante sur

_ X _ 2
Co—{ealaGK , 1+N(a) =0} et sur L(K )-CO .

+y .

2
v) Wind Jat,00,0e) =5 {vevivie)=v(e,), a€x

2
vi) Wlmd 1(0,0,e) =0 .

Démonstration : Cela est encore une conséquence facile de la table 1

(§1, n°5).
C.Q.F.D.

PROPOSITION 8.- Soit A€ Car(Kx) tel que A29 - 72 . Alors on a

. 1
) Wm, 1(E) =5 [
1 [A] A ad

’

si & n'est congru & aucun (1,xs,ll') modulo H (sékx,WGX).

i1) Wmi1(t,x, ¥) =¢ (s€x*, ¥ €x).

Démonstration : Cela résulte aussitdt de la table 1.
C.Q.F.D.

Comme corollaire aux propositions 5 & 8 ci-dessus, nous obtenons
les dimensions des différents espaces W[T](E), que nous donnons dans

la table 3.

+
4.- Préliminaires & la description des espaces propres W [m] .

DEFINITION 6.~ Si ™ est une représentation de H telle que MoF=m,

on_pose
Ly T
wilnlg)={g&)lcewn]} ,
g ~ F
Supp W (7] ={E€E|w [rl(g) #0} .
LEMME 1.- ’Rapgelons que l'on a posé

Trc agcq x
XC = (c€K ),

c 0
a'O



N s s 252 >4 s .
Qu aj désigne un élément de norme -1 de K~ , fixé une fois pour

toutes. On a

—t = 1 l* ] *=
F(xc) ="x =h.x H et hH_ =1
pour
' (o}
h.= (2) (a c)q-1> (c€x).
o

C'est clair.

LEMME 2.- Tout E€E est congru, modulo H , & son conjuqué F(E§).

En particulier, on a

— 1 X
F(1,xc,w)—hc(1,xc,du) (c€K™, ¥ €X)
our
._/1 O X
hc_(O (aoc)q-1> (e €K7

(cf. table 1).

Démonstration : Rappelons que 1l'on a
F(h'.§) =F(h') .F(§) (h' €H,EEE).

Supposons que l'on ait F(§)=h.§ pour un EEE et un h€H conve-

" nables. Alors on aura
F(h'.£) =F(h")h.E=[F(h')h(h*) '].(h'.5) (h' €H).

Il s'ensuit qu'il suffit de démontrer le lemme pour un systéme de
représentants de E suivant H . Mais cela est immédiat d'aprés la
table 1, puisque les seuls représentants non-invariants par F sont
les (1,xc,‘b) (c€EK®, ¥ €X), les (1,x1-1,¢') et les (x1-1,1,‘1')

(¥ €X), et que leur cas est réglé par le lemme 1.

C.Q.F.D.

LEMME 3.~ Soit (V,m) une représentation de H , irréductible ou de

la forme m=m, , (A€ Car(Kx)), telle que (V,7) soit isomorphe a

(V,moF). Soit E€E . Posons
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W] (&) =m(hg) V"

2.

hgeH et V'cV . Soit héEH tel gue F(§)=h§'.§ et définis-

sons ;lg €H par la relation
hihe = F(hg)hg .
On a alors
+ o
(10) W ln1(8) =m(hg ) {v €V [m(hg) (v) = 2a(v))

(cf. n®°2, déf.4).

Démonstration : Posons, pour alléger les notations, é=h' , h§ =h et

;15=;1 . Par définition (loc. cit.), on a, pour f€W[m]
(F£) (8) =a[£(F(8)) ] =[aom(n") J£(5)
Posons f(§)=m(h)(v), avec vE€V'. Alors
(F£) (8) = [Aom(F(h)h) 1(v) = (m(h)obom(h)) (v)
et la condition (Ff£)(€)=2%£(§) &quivaut & la co;qdition

~A(w(ﬂ)v) = 1'v ,

d'ol notre assertion, car A= A=t
C.Q.F.D.

PROPOSITION 9.- Gardons les notations du lemme 3. Soit E€E 1'un

des représentants de la table 1 (§1, n°5). Alors on a

¥ +
i) winl(g) ={vewlnl(g)|a(v)=2v}

si & est invariant par F :
+
1) Wn](8) =n(hg){ve v [a(v) =2v}

si E=(1,x,¥) (s€x*, V€X), avec he=h, (cf. §1, aéf.7 et ce §,

1
prop.6 3 8 pour la description de V' dans ce cas).

+
ii1) Wln)(§) =m(ng){vev ln(go '30)(v) =% (v)}

si §=(1,xc,\ll) (cEKx—kx, V€ X), avec h§=hC (cf. loc. cit. pour la

description de V' dans ce cas).
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+
En particulier, le sous-espace W-[ﬂ] est plein (cf. ch.III, §3,
n®1, déf.2). '

Démonstration : Le fait que Wt[ﬂ] est plein est une conséquence im-
médiate du lemme 3. Si § est invariant par F , on peut prendre dans
le lemme 3, h§'=1 ; en posant en outre h§=1 , on a ;1§=1 et i) en
résulte aussitdt. Si &= (1 ,xs,tl') (s € x> , V€ X), on peut prendre

hé=hé (cf. lemme 2) ; alors avec le choix indiqué de hg , on obtient

-~

hs=1 , d'old ii), en vertu du lemme 3. Enfin si §= (1,xc,dl) (CEKX—kx,

¥ € X), on peut prendre hé=h(‘3 (cf. lemme 2) ; alors avec le choix
indiqué de hg , on trouve h_= (O —80), d'ol iii), d'aprés le
o

lemme 3.
C.Q.F.D.

REMARQUE.- D'aprés la proposition 9, il suffira dans la suite, pour
+ +
connaitre W [m], de calculer wlml(g) pour & égal 3 chacun des

représentants suivants :

(11) (1,0,e)

(12) (a(1,0),d(0,1),e) ,

(13) (1,x_.e) (c=1, c €KkY)
(14) (d(1,0),0,e)

(15) (0,0,e)

(cf. §1, n°5, table 1).

Nous considérons maintenant les différents choix de ™ tels que
m>=mnoF (cf. n°2, prop.3). Nous commengons par le cas le plus simple,

celui de 1'r=nl1\=/\odet .
5.- Le cas rr=n')\ .

PROPOSITION 10.- On a

wel1=wlnll, winll=0
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pour tout AECar(Kx) tel gque A=4T

Démonstration : Il est clair que dans ce cas A est 1l'identité.

D'aprés le lemme 2, si E€E alors F(E) = h.§ pour un hé€H
convenable (avec, évidemment, N(det h) =1). Par conséquent, on a
(F£)(8) = £(n.€) = A(det h)£(E) = £(5) (gewlnil),

car A=A |
C.Q.F.D.

6.- Le cas Tr=rrA,¢ (rh=19, =89,

Nous considérons ensuite le cas m=m, 5 , ol A =19 ot ¢=¢9
(A, %€ car(K¥),A #¥®). Nous réalisons la représentation (Vy @ ™y @)
dans la représentation naturelle de H (cf. ch.I, §1, n°3, déf.4).

*
Rappelons que dans ce cas A=F (cf. n°2, (6)).

PROPOSITION 11.- On a
+ -
W ["’A,<15-| =W[”A,¢] W ["A,dﬁ]:Q

quels que soient A,3€ Car(K*) tels que A=4% ot =31, 219 .

Démonstration : D'aprés la remarque & la proposition 9, pour prouver

notre assertion nous n'avons qu'da démontrer que, par exemple,
+
(16) Wlm, gl(8)=wlm, &](5)

pour les représentants & du type (11) & (15).

Pour &= (0,0,e), (16) est trivial (cf. table 1). En vertu de la
proposition 6, iv), iii) et v), on a F*(v)=v pour tout
vE W[TTA'q,](E) pour § égal & (1,0,e), (d(1,0),d(0,1),e) et
(g(1,0),6,e) d'ou (16) dans ces trois cas (prop.9 1i)). D'aprés le
numéro i) de la proposition 6, on a aussi F*(v) =v pour tout vE€V'
dans le numéro ii) de la proposition 9, d'ou (16) pour §= (1,x1,e).

Considérons enfin le cas &= (1 ,xc,e) (c€ Kx-kx). D'aprés le numéro
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ii) de la proposition 6, l'espace V' dans le numéro iii) de la pro-
position 9 est formé des vE&V, 4 telles que v(1,0;1)=0=v(0,1;1)
’

et que (puisque &=39)
v(ab,a %' ;d) = v(b,b';d) (b,b' €K, a,d€K).
On a donc
F'v(a,b:d) = v(ad,b%a) =v(b,a;d)  (vEV', a,b€K, dE€KY).
Comme d'autre part
[nA,¢(go _go)vj(a,b;d) = v(ao(b,—a) ,da;2
=v(b,-N(a )a,d)  (vEV', a,b€K,dEK),

le numéro iii) de la proposition 9 montre que l'on a bien (16) dans

ce cas.
C.Q.F.D.

7.- Le cas ﬂ="22 (A =29,

Nous prenons maintenant 1T=Tr% (A€ Car(Kx), A =A%), Nous réali-
sons cette représentation comme le produit tensoriel de Aodet avec
la représentation naturelle de H=GL(2,K) dans 1l'espace I__.O des fonc-
tions complexes & somme nulle sur l'ensemble L des droites du plan
fini K2 (cf. ch.I, §1, n°2). Rappelons que dans ce cas, on a pris

A=F" (cf. n°2, (8)).

PROPOSITION 12 .- Soit A € car(k®), A=19 ,
i) On_a

2 2
wTnds) =w(nd 1(5)

pour tout E € EXEXX non-congru, mod. H , & un représentant de la

forme (1,xc,'l') (cGKx—kx , b E€X).

ii) Par contre, pour tout c€ K -kX,v€X , on a

2 2
W 1 (xg, 1) =md () {verlvie,) =vie )b,
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2 2
wlnd 10, v) =n () {verllvie ) =0 vae KX et v(g,) =-v(e )} .

Démonstration : D'aprés la proposition 7 iv), iii), v) et vi) on a
F(v)=v pour tout véw[nlc\lz]@) pour & égal & (1,0,e),
(a(1,0),d(0,1),e), (4a(1,0),0,e) et (0,0,e). Notre premiére assertion,
pour ces représentants, résulte alors aussitdt du numéro i) de la pro-
position 9, Pour &= (1,x1,e), le numéro i) de la proposition 7 en-
traine que 1l'on a aussi F*(v)==v , quel que soit vVv€ V', dans le numé-
ro ii) de la proposition 9, d'ou i) dans ce cas. Considérons enfin le
cas &= (1,xC,e) (CGEKx—kx). D'aprés la proposition 7 ii) nous avons,

pour tout vE€V' dans la proposition 9 iii), en posant w'==(? —é),
g 2 ' * q
[n (agw') () 1(2) =A(@2)vie,) = v(e,) = (Fv)E,) (hT=1),

2
Ind (agw') (n1(,) =v(e ) = (Fv)(2),

2
[rf (agw ) (M1 =v(e _=vie.  _=v(e )

-a_ N(a)a a
[P (v lce) (a €KY).

L'assertion ii) en résulte aussitdt (prop.9 iii)).
C.Q.F.D.

8.- Le cas m=m .
A,AD

Nous considérons maintenant le cas le plus délicat, & savoir
mT=m (A€ Car(Kx». Nous réalisons toujours T dans la repré-
A,Aq A,Aq

sentation naturelle de H . Rappelons que dans ce cas, on a posé

A =SoF (cf. n°2, (7)).

PROPOSITION 13.- Soit A€ Car(K¥), A#AY . on a

+ 1 =’
W ) =W (8)
[n ,Aq‘( ) =w(m ,\q]

~ A 2
pour tous les §€E non-congrus, modulo H , & un représentant de

la_forme (1,¥,,¥) (c€K®, V€X).
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Démonstration : Nous nous servirons de la remarque a la proposition 9.
Si E€EE est invariant par F , il résulte de la proposition 9 i) et
la définition de 4 (n°2, (7)) que si VvEW™ q](ﬁ) alofs

A, A

VGW"TJ'r J1(E) si et seulement si
A, 0D

’

(17) (Fo8) (V) =v .

Pour &= (0,0,e) et §=(d(1,0),0,e) , on a w[frA Aq](€)=9

(prop.6 v) et vi)) et donc l'assertion i) de notre proposition est

triviale. Supposons maintenant § égal & (1,0,e) ou a

(da(1,0),d4(o0,1),e). Soit tekx et VtEW[Tr q](E) portée par

= = ALA

( VU ¢ ) xx* (si §=1(1,0,e), alors v, =0 a moins que =-1).
N(c)=t

Soit ¢ un élément de norme t de K . Nous avons, par un calcul

facile (cf. ch.I, § 1 n°® 2, prop. 6), puisque A#£AT

-1
(sv, )(1,c:1)=A(-1)a % v, (a,auc;1)
t a€KX, u€u t
ac(1-u)=1
=A(-AT (o) o7 g AT (ow(u) v, (1,0:1)
l:uGU—{1} ] t

=791 (c)vt(1,c,'1)
- d,4y = (p* .
—vt(1,c,1) (F vt)(1,c,1) .

*
Cela montre que (F oS)(v)=v pour tout vEWm q](‘l,o,e) et que
ALA
* ’
l'on a Trace(F oS)=qg-1 (= dim[w[m q](d(1,0),d(0,1),e)]). Comme
AA - -
’ * .
w+[1'r q](é) est le sous-espace propre de A =F oS correspondant a
AL A

la valeur propre 1 , notre assertion s'ensuit, pour les deux choix

indiqués de § .
C.Q.F.D.

PROPOSITION 14.- Soit A€ car(KX), A#AY | 5i E€E a le méme stabili-
sateur que (1,x1,e), alors on a

Sy ot - e ytr s1)=A(-1) &
i) W[“A,Aq 1(8) WAIAq(h1){v VA'Aq|v(O,1,1) ( 1)r€kvo(r)}.
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ii) W [m (8) =
ii \ Aq]

! tr
= h Ev v_=1\E€ v(0,1:1) ==A(- A
nA,Aq( 1){V A,Aqi C et v(0,1;:1) (-1)qr}

ou, rappelons-le (cf. prop.6 i)), on a posé VO(Trb) =v(1,b;1) our

tout vEVY , bEK .
AL
Démonstration : Soit VGVtr a et bEK . On a
AN
(sv)(1,0:1) =251 5 (a,ap-1;1)
4 aex
=20 tvo, i+ 2 AT (e)v(1,bmei )]
q c€K

Soit CCKX un systéme de représentants des k-droites dans K>< :
notons ¢ le représentant de la droite K° formé des éléments de

trace nulle. On a alors

Z><Aq—1(c)v(1,b—071)= £ 2Te) = v(1,botest)

c€K c€C t€k
=t T v+l 2 2T o)) = v (x),
c€cC ré€k
c;éco
=A(-1)[qv (Trb) - £ v ()] ,
°© rex °©
d'ol
(18)  (Sv)(1,b:1) =v_(Trb) +A(-1)g” ' v(0,1:1) =g~ Z v_(r).
r€k

De maniére analogue, on a

(sv)(0,1:1) =A(-D)g” ' £ v(1,e:1) ,
c€K

c'est-a-dire

(19) (sv)(0,1;1) =A(-1) Z v (r).
: r€k

La proposition résulte aussitdt de (18) et (19).
C.Q.F.D.

Nous fixons quelques notations avant de considérer le dernier cas.

DEFINITION 7.- Notons L 1l'ensemble des k-droites (passant par 1'ori-

gine) de KS . A chaque v€ vP¥ q (A€Car(Kx), A#AD ; of. prop.6 ii)),
. AN

’
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on associe deux fonctions vy et vy de L dans C définies par

v1(€)=v(c,171) (ceeey
v2(€)=v(1.c:1) (ceeenm)

. . N X -
Nous factorisons aussi par I tout caractere ® de K trivial

X
sur k' , en posant
P(2) =¥(c) (ceee&).

Nous notons enfin £(c) la k-droite de KX passant par c€ KX .

PROPOSITION 15.- Soit A€ Car(kK’), A#A% . si E€E a le méme stabili-

sateur, dans H , gue (1,xc,e) (ou CGKx—kx), alors on a

i) w+[1'r 71(€) est 1'image par m(h_ ) (cf. prop.6 ii)) du
A,ND c

1
sous-espace de VPT q formé des fonctions v € vPF telles gque

ALA A, 0D
v(1,0:1)=Z v, et v(0,1:;1) =2 vy i
L L

~ -~

en particulier

aim wm  1(E) =g+ .
Ad

AI
ii) Winm 1(8) est 1'image par T (h ) du sous-espace
A9 AN C
de VPT formé des¥fonctions v € VPT telles que :
A9 i A, 0D
sy=-921 %
a) v(1,0:1) at g Vo s
a1y
o =- 4_
b) v(0,1:1) oF Lv1 '
1_ -~
) vo=A_+u A'79
v v

2
ol )\v,uVEC .
En particulier
dim W [ Jgy=2 .
A,AD

*
Démonstration : Nous calculons A4v=(F oS)v pour v¢€ vPY q- on a,

'

pour c€ K (cf. ch.I, §1, n°2, prop.6)
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(sv)(1,e:1) =A(-1)g”" £ v(a,ac-1:1)
a€K
=A-1g Tvo, 1)+ = 4T @)v(1,c-ai )] .
déK

Notons AC la somme dans le membre de droite. On a alors

a_=rTev(1,001) + (@28 Nerv, (e + = 4T e) T v, (e

0€y, ey
24 (c) eAe, e (c)
=0T e)v(1,0i1) +av, (8@ D =0T (@) = v,(0) - = v, (eD)
o€y, e€L

(sv) (1,0,1) =2 (=1)[v(c%,1,1) +q7 (v(0,1:1) = T v, (2))

2EL

-1 -1 “

+1¥ e)g T (v(1,001) - vy (en)] .

e€y,
D'autre part, toujours pour c€ K>< , on a en posant w'= ((1) _g)),
' . = - - -2 = - . = -
[maw)vl,e1) =via(e,~1)ra" ) =A(=1)v(c,1:1) (N(a ) =-1).

Comme A=F*OS , nous trouvons ainsi que la condition

[m(agw) (M I11,e:1) =2(8v) (1,e:1) (c€ K9

équivaut a la condition
(200 ¥ v, () =v, (&) +q ' [v(0,1:1) -2 v, T+41 "% ()q 7 [v(1,0:1) -2 ]

pour tout €€ .

Lo r
De maniére analogue, on a, pour v€& VP ,

A, 09
(sv) (1,0:1) =A(=1)q"' £ w(a,-1:1)
a€K
=A(=1)q [v(0,1:1) + (g=1) £ v, ()]
REL
et w
(Sv)(0,1:1) =A(=1)q ™ [v(1,0:1) + (a=1) Z v (e)] .
. €L
Comme

[Tr(aow')v](1,071)=A(—1)V(0,‘i71) ,

["(aOW')V](O,1:1)=A(—1 )V(11011) ’

nous voyons que, pour v§& vPr g’ la condition
AL A

[mlagw) (v) 1(x) = £(bv) (x)
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pour x=(1,0;1) (resp. x=(0,1;1)) équivaut & la condition

(21) Fv(0,1:1) =v(0,1:1) + (g=1) = v,
L
(resp. w
(22) 2qv(1,0:1) = v(1,051) + (a-1) T v, ).
Y

L'assertion i) est alors immédiate et 1l'assertion ii) découle
aussitdt du fait que (si 1l'on choisit partout le signe =-) (20) est

A

équivalente, en présence de (21) et (22) a 1l'équation suivante

(23) v =m(v1)+A1_q.m(v2)

1
ol 1l'on note m(vi) la moyenne, sur L , de v, (i=1,2), équation

qui équivaut a son tour a

1-q
v, =m(v,) +A m(v,).
2 2 1 C.Q.F.D.

Nous avons indiqué les dimensions des espaces w_[ﬂ](i), dans les

cas non-triviaux, dans la table 1 (sous-colonnes & en-t&te A=A% et
&=19)

+
t win] .

9.- Les dimensions des espaces W[ﬂ]

A l'aide des résultats des numéros précédents nous pouvons déter-
+
miner aisément les dimensions des espaces W[ﬁ] , W_[ﬂ] , pour toutes

les représentations irréductibles m™ de H triviales sur U .

LEMME 4.- Soit ™ une représentation de H triviale sur U . Posons

n(€) =dim wim] (&) (£ €E),

¥ T ~
n (§)=dim W [m](§) (EEE).
Alors on a

dim W(m) = (g>-1)n(1,0,e) + (q2—1)n(1.x1 ve) +%q(q=1)n(d(1,0),d(0,1),e) +
+3a(q-1)%n(1,x_,e) + (q+1)n(d(1,0),0,e) +n(0,0,e)

, s ’ a2 X . X
désigne un élément guelcongque de K -k” (formule analogue pour

C
“I=D.



Démonstration : Il suffit de compter pour chaque H-représentant
apparaissant dans la formule du lemme, combien de H-représentants
il y a dans la table 1 qui ont méme stabilisateur, & conjugaison
prés.
C.Q.F.D.
La table 4 qui donne les dimensions des différents espaces W[ﬂ],

+
W [n] résulte aussitdt du lemme 4 et de la table 1.

§3. L'entrelacement des représentations W[ﬂ] (TT'#'. moF).

1.- Préliminaires.

Dans ce paragraphe, nous désignons par (V,m) une représentation
irréductible de H , triviale sur les matrices scalaires a rapport
dans U(= N_1(1)CKX). Nous considérons 1'induite (?I,TT‘) de (V,m) &
r=60(Q) (cf. ch.III, §3, n°4, prop.3, avec I''=H , T=F). Nous avons

dans notre cas (§1, n°1, prop.2)
TTF=1'I’0F

en notant encore F 1l'extension de l'automorphisme de Frobenius cP 4

de K & H=GL(2,K). Nous écrirons d'ailleurs aussi F(h)=h (h€H).
Nous donnons tout d'abord quelques résultats plus précis, dans

notre cas de rang 4 et d'indice de Witt 1 , concernant les opérateurs

S’ﬁ(x,y;v) (x,y€M, v €T) introduits de maniére générale au chapitre

III (§3, n°2, déf.6). Dans la suite nous écrivons simplement S 4 la
~

place de s" .

2

LEMME 1.- Pour x,y€M=E“ , v€éTI , on pose

N,y (Y = [{(y'.,v") € l“xxl'ylv'vv“=v}| ;

on note E(x) le sous-espace de E engendré par le couple de vec-

‘teurs x€M .



272

Alors on a
, . e
(%) S(X.y,v)—nx,y(v) Sxﬂ(v)Sy (ver)

si T'=T et si 1'une des hypothéses suivantes est satisfaite :
i) le sous-espace guadratique (E(x),Q) de (E,Q) est un

222

plan non-dégénéré déployé et y€M est gquelcongque ;

2.2 2

ii) (E(x),Q) est un plan non-dégénéré, non-déplové ou une

droite non-singuliére et (E(y),Q) est une droite sinquliére.

Démonstration : Supposons vérifiée la condition i). Soit Y €T . Si
E(x)NE(v.y) =0 1la relation (%) est claire (ch.III, §3, n®°2, lemme 3
et rem. 2 au lemme 3 ). Supposons dim(E(x)N E(v.y))=1 . Si

dim(E(x) N E(v.y)) =1 , on peut supposer vy, € E(x) (ch.III, §3, n°2,
rem.2 au lemme 3) et donc E(x)N E(v.yz) =0 si E(x)AE(v.y). En
vertu du théoréme de Witt la somme S(x,y:;v) porte alors sur les
v'€T de la forme v' =Y_Vv, pour VOE Stabo(Q)x , \/2€StabO(Q)y2 ,

tels que

1 = = -

B(xi,v .y1) B(xi,v.y1) ((x1.x2) X) ;

mais cette derniére relation entraine

Y.y, = .y, +

Y y1 ‘VO‘V y1 v

avec vEE(x)" . Il s'ensuit que Q(v)=0 (puisque Y.y, € E(x) et
que l'on doit avoir Q(v' .y1)=0(v.y1)) et donc v=0 , car
(E(x)J',Q) est un plan non-dégénéré, non-déployé. On en conclut que Y,
fixe aussi Yy d'ol la relation (%) dans ce cas. Considérons enfin

le cas E(v.y)< E(x). La somme S(x,y:;y) porte alors sur les v'E€T

tels que mY. =m, et que

' = i =
vieyy =vYeyy tvy (i=1,2)

pour Vi‘:. E(x)L . On doit alors avoir de plus Q(vi) =0 4 cause de la

relation Q(v'.yi)=0(v.yi), et donc v, =0 (i=1,2), ce qui démontre
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(%) dans ce cas.

Si ii) est vérifiée, alors, pour tout v €T , on a
E(x) N E(y.y) =0 et la relation (%) est donc immédiate (ch.III, §3,
n°2, lemme 3).

C.Q.F.D.

LEMME 2.- Gardons les notations du lemme 1 et posons I''=H . Alors on

a encore (%) pour x= (x1—1,1), y=(0,d(1,0)) (cf. table 1) et h€H

tel gque h“h21 =0 .

Cela est immédiat.

2.- L'entrelacement des représentations W[ﬂ] (T moF) .

THEOREME 1.~ Soit ™ une représentation irréductible de H (triviale

sur les matrices scalaires & rapport dans U) telle gque ﬁ#ﬂoF .Alors

i) la représentation (W[m],p) de G est irréductible;

ii) la représentation (W[m],p) ne s'entrelace avec

(W[m'],0) pour une autre représentation irréductible m' de H ,

telle que m'#m'oF , que si ©'™>=T ou m'>moF , cas ol ces représen-

tations sont (trivialement) isomorphes.

Démonstration : Les hypothéses m#moF et m'%n'oF signifient que
T et W' sont irréductibles. Nous démontrons le théoréme pour Wr?r]
et W[’T\r"] (ch.III, §3, n°4, prop.3). Prouvons i). En vertu du lemme 4
du numéro 2 du paragraphe 3 du chapitre III, il suffit de prouver que
si © est une fonction de M dans Endq:(f\vl) vérifiant les conditions
i) 4 iv) de ce lemme, alors o(x) est une homothétie (de ?;x)' pour
X parcourant un systéme de. HX Go-représentants de M . Mais cela est

immédiat d'aprés le lemme et sa remarque (cf. table 3) pour ";4,-,/1\

(A € car(KX) - car(x®), #%=229 1 #09), gi m= ﬂ)\ cela est cependant
trivial puisque Supp W[’;}\] (= Supp W[ﬂ}\]) est réduit 3 une seule
' x (Goxkx)-orbite, celle de §=(1,a(0,1),e) et que dim ?’lg =1 .



Pour prouver ii), compte tenu de i), il suffit (ch.III, § L, n° ,
lemme ) de prouver que si ¢ est une fonction de M dans
Homc(ﬁ\vl,’\vl') vérifiant les conditions i) & iv) dudit lemme et telle que
®(x) soitun isomorphisme (de ?;x sur '\VI}'{) pour tout x€M , alors

(V,%)~ (V',7') (c'est-d-dire m'™~nm ou m'>moF). Mais d'aprés la

condition iv), en vertu du lemme i) on a, pour x=(d(1,0),d(0,1))

(1) GO (v)E] =Bl T (v)o(x) (ver).

Mais il résulte de (1) que le T-morphisme ¢ de ¥V dans V' défini

par
= I ©(m)
n€o(§)
avec = (x,e) et O(f)=0rb.(£), est non-nul si dim 7'>1 , puisque

¥ 1 Ny 1
Fl=1rg 7 [ = FrnBi o ece)
Yer
et que la somme entre crochets est un endomorphisme de v de trace
égale a Irlaim ?llé =|r|(g-1). En vertu de 1'irréductibilité de T et
i3

cela achéve la démonstration de ii) pour dim m'>1 .

Si dim m'=1 , alors W[n1=wW[m'] entraine (table 3) dim m=1.
On a donc TT=T7/1\ ' TT=Tr/1\. pour A,A? €Car(Kx)—Car(kx), 22 = p24 ’
A'2=A'2q)- Mais dans ce cas la condition v) du lemme 4 du ch.III, §3

n°2, appliquée & x=(d(1,0),a(1,1)), y=(4(0,1),alc,c)) (pour un

c€xk¥) et v=d(a,1)€H (a€K") entraine aussitdt
' X
A(a) =A'(a) (a€K™),

d'ol ii) dans ce cas.
C.Q.F.D.

2
3.~ L'entrelacement des représentations W—[ﬁgoN] (o € Car(kx) ).

2
THEOREME 2.- i) Les représentations w_[n'goN] sont irréductibles pour

tout o€ Car(kx) .

ii) On a
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2 2
“Tnd T -9
Wln gy # W lngy]
si o#B (a,8 €car(x9)).
2 X
Démonstration : Ecrivons ﬂ0’=ng°N , pour tout o € Car(k”). Notons V

1'espace commun des représentations m réalisées par leur modéle
naturel (ch.I, §1, n°3). Nous démontrons le théoréme pour les repré-
sentations W[’Frl:y] (cf. ch.I1I, §3, n°4, prop.3).

Soit @ un opérateur 4d'entrelacement de W[:rl;] dans W[?TIB-]
(o,B € Car(kx™)). Comme la sous-représentation w[?;.] de W[?'r'a.] est
pleine et que Supp W[’T?;.] = Supp Wl TTCY,]) est non-dégénéré, pour

tout o' €Car(kx), on a (ch.III, §3, n°2, lemme 4)
(®£) (8) =[o(5)1(£(5)) (€W, ], €M)

pour une fonction ¢ de M dans Endq:('\ul) telle que

Supp @ =pr, (supp ®)N prZ(Supp ®) et que

a)  ®(8) € Homg (W[F_J(8),Wlm3](5)) (5 €M)

b)  ely.8) =T (vv e (8)F (v, ) (YET , v €T, E€W)

e elxa ') =ov(x,¥) (x€M, a€R", ¥,4'€x)
¥ ¥,

a)  o(x) s Y(x,yiv) =8 " (x,yiv)ely) (x,y€M, vET).

Comme Supp W[?;.] est réduit & une seule T X (Axxkx)-orbite et

que dim W-[ﬁu,](‘%) =1 pour E€Supp WILm_ ,] , quel que soit

al
a! ECar(kx) (cf. table 3), l'assertion i) est alors immédiate. Pour dé-

montrer ii), il suffit d'appliquer d) & (cf. table 3 et §1, n°5, déf.7)
x=(1,x,) » y=(a(1,1),ache)) , v=d(a,1)€H

pour un CGKX—kx , tel que Trc#0O , et tout aGKx . Comme
x=y modulo I et que E(x)NE(y.y)=0 , on en tire d'aprés le lemme 3

du ch.III, §3, n°2, que

Aa) =A'(a) (a €K%
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si o(x)#0 , c'est-a-dire si ®#o0 .
C.Q.F.D.

2
PROPOSITION 1.- La représentation W_‘[‘H‘goN] est dans la série discréte

de G pour tout o€ Car(kx).

Démonstration : L'assertion résulte du fait que W_['l'l‘g n'admet

oN]
méme pas de vecteurs invariants non-nuls par le sous—-groupe U,| de G

r O)

o0 (r€k+), ce qui est clair puisque

formé des ul

Plu(d DIE,x 3¥) =¥ (X)E(1,x_5¥)

2
quels que soient rext , cer*xX, veEx et wa_[rrgoN] , et que
2
e | = ) .
Supp W ["aoN] = U OrbH(1,xc,‘ll) .
vEX
c€KX-k* C.Q.F.D.

REMARQUE.- Il est déja clair, & cause de leur dimension commune

;iq(q—1)2 , que la restriction de la représentation w—[ngoN]

(o €car(x¥)) a Sp(4,k) a comme caractére le caractére 910 de la

table de SRINIVASAN [16] .

§4. Identification des W[Tr] n'appartenant pas a la série discréte.

1.- Identification des représentations - W[rrA Q] (A#AT# @),

Rappelons que A et @ désignent deux caractéres distincts de
K tels que Ae=1992 | on sait déja (cf. §2, n°2, prop.3) que si
A#A? (donc aussi P¥# %) et si ¥#AY alors TrA,q,:)'.’TrA’q,OF (et
réciproquement), d'ol 1l'irréductibilité de W[TTA’q,] (§3, n°2, th.1).
Nous montrons maintenant que les représentations w["A,CIJ] forment 1la
série de représentations de G associée au sous-groupe parabolique P1
(cf. ch.II, §4). Nous affecterons nos représentations d'un indice supé-

rieur égal 3 leur dimension s'il y a risque d'ambiguité.
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Nous considérons dans ce numéro le cas ou A #Aq , F d ot

{A,Aq}n {ngq}=¢ .
PROPOSITION 1.- Pour A,%€ Car(KX) tels que A2=1947 ot
A#A#8#AY on a (cf. ch.II, n°4)
2
g +1 ~ - -1
Wil g 1,e) = (v(ag™d,nd™), 7)

(ou l'on écrit, suivant nos conventions, A9 3 14 place de o€ car(kx)

tel que AP %= aoN).
, . -qg _q-1, _ q-1
Démonstration : Comme V(A T )=1Ind [(«¢® s )ocp1] et que cette
BTG
1
représentation est irréductible, dans le cas ol nous nous sommes pla-
cés, il suffit d'exhiber un P1-m0rphisme non-nul de o® "2—1 dans
2
W[ng 51] ; ce que nous faisons maintenant.
Posons x° = (x1—1,1) (cf. table 1) et notons v, le vecteur
dans rrA'@(h1)_1. w[w-rA'(l,](;\:o)CVA’,.]‘—J (cf. §2, n°3, prop.7 ; on prend le

modéle naturel de Tr/? ;1) défini par les conditions
X
(1) Supp v, = (0XK) XK , v,(0,1;1)=1 .

Considérons le modéle de Weil réduit de (Vg_1,ﬂg_1) (cf. ch.I, §4,

n°4) ; on a alors Vg_1 =c® . A toute f£é€ Vg_1 associons f' EW["A <p]
’

définie par

(2) pr1(Supp f')COrbH(xo)
(3) £1(x°, ) = £(0)m, g(hy)v, (h1=(;O )
ol aOEK>< » N(ag) =-1, fixé.
I1 est immédiat que l'on a
Plg)E = £ <f6vg“)

pour tout g appartenant au radical unipotent U, =Ker o, de P, .

1 1

. : . ~q,a o0 _4,t 0 X
Soit gEP1 . Si g—(O a*'1) avec a—(01) (t€k™), alors

@, (g) =(t,1) et il résulte de la relation
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ab

(4) (=10 9= [0y (3 2og)n]" 1 6p=1,1)

(avec a et b dans K tels que t=N(a)=Tr(aqb)+1), que 1l'on a

P E' =2 d(a)F' = a(t) £’ (févg'1).

Si g=g(8 2) (r€k+). alors q>1(g) = (1,(3 ]1:)) et on trouve aussitdt

(Pl £ 1(x°, ) =¥ (x) £ (x°,¥) (f€v%'1,\v€x).

si g=h'(t) (t€x%), alors w1(g)=(1,((1) 2)) et, par définition
(p(g) e 1(x°, ) = £ (x°,4") (VEX).

si g=hn(l On't?) (£ex), alors 9,(g) = (1,£) EX*XGL(2,k) et

l'on a

p(g) £ =l\-1¢q(c)rrA’¢(g NE =) £ (£€ v‘é‘1 ,c €K, N(c) =t).

Pour terminer, il ne reste alors qu'a démontrer que l'action d'un

= ~¢( 01 '
géEp tel que tD1(g)~ (1,wo) (avec w, = (_1 O)EGL(Z,k)) sur les f

1
(fGV%—1) est celle donnée par la formule décrivant l'action de w
dans le modéle de Weil réduit de nd~!

Or, pour y2=t_1(1)v_f11_1(8 ?)v_v 1_1(-(1) ?). nous avons @,(w,) = (1,w_)

et 1l'on calcule sans difficulté (ch.III, §2, n®°3), en posant

o q2+1
Ho=StabH(x ), et "A,Q =mn,

(plw) e o) = =g 2lu |71 = 4 (B(xyhxEM)In(h)m(h, v,

=1
.x?=x

1

2, t €Xx* . on voit donc que [P(\gz)f'](x,\l')=0 sauf

pour fGV%I;1, Xx€E
peut-8&tre si x=(((1) 8),(3 ?)) ou x=((cs) g),1) (sekx) ou x=x°
Dans les deux premiers cas, on trouve, avec Xy = s((1) 8) (sékx),
. . _ =2 -1 ts,.q g 2 _
Cplw) £ ] (x,4) =-q (: 2 6% (pq-u?) &aZud) £(¥ )m(h, )v, =0
- o u€U s 1

pexk?

a€xX,N(a)=s""

ol 1'on note a, un élément fixé de K° tel que N(as) =s (on prend
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ay =1). Enfin, on a

[plwy) £17(x%,4) =—q'2|HOl"1(q+1) z, W(Trd)@(d)f(\b)rr(é ]da)ﬁ(h1)v°°

bEK
N(a)=1
=-a ' = (e ]E(in(n, )y,
N(d)=1
d'ou
[plwy) £ 1, 0) == [ = v (Trd)®(a)]£" (x,¥) (x€ B2, €%)
dFK
N(a)=1

comme voulu.
C.Q.F.D.

REMARQUE.~- Si on cherche fOG W[WA q,] invariante par le radical unipo-
’

tent U1 de P1 , on trouve aussitdt
f0=f1 +f2
g-1 _ X ‘= o .
avec f1,f2€V¢ =C" , Supp f OrbH(x ) X Supp £, (i=1,2)

fié‘”[“/\,qa] et
£1(x%4) = £,(1)7(h)) v,
1 O -—
x50 = fz(‘l')fr(h1 vy
ou Voevl\,q’ est défini par les conditions

v (0,1:1)=0 , v(1,b:1) =1 (pexh).

On vérifie de méme que ci-dessus que 1l'application f£,» £, de c®

dans W[TTA q,] est un P1—isomorphisme de (Cx,a—1®ﬂ%_1) dans
W[TrA @]. Dans le cas dégénéré que nous considérons dans le prochain

-1 1'rg_1 =wg-1 et nous obtiendrons ainsi

a-1
A

numéro, nous aurons o=« et
deux H-monomorphismes linéairement indépendants de a®m dans

W["A,Q] .

+
2.- Identification des représentations W [T q] (A #A9y,
ALA

PROPOSITION 2.- Soit A€ Car(K*) tel que A#AY . on a
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(W+[“A o) (v, ),

- -~ g-1,1
(W [nA,Aq],p) (v, md )y ).

Démonstration : Considérons le modéle de Weil réduit de ﬂ?q . On a

alors VIC\I-1 =¢x . Nous définissons trois P1 -monomorphismes linéaire-
. . . . . -1 -1

ment indépendants Jg v Jw et iy de (Vf\I , 1®1'r[c\I ) dans

2
W[ﬂq +1] comme suit.
!

’

Soit v €V q défini par les conditions
AL A

Supp v,,= (OXK) XK* , v (0,1:1) =1 .

Désignons par v, le vecteur dans V q tel que

AL A
v (0,131 =0 , v_(1,b;1) =1 (beK™).
Soit v_4 EVA,Aq défini par les conditions
v_,(a,bsc) =0 si N(a) +N(b) #0 (a,b€K, c€KY)
V_1(1,uao:1)=/\(u) (u€ v)
ol aOGKx est fixé, tel que N(a0)=—1 .

Soit £€¢X . on définit 3, (£) (i=0,%,-1) par
Supp ji(f) =OrbH(x1—1,1 ) X Supp £ (i=0,0)

Supp j_4 (£) =0rb,(0,1) X Supp £
et

[3; () 1(xy=1,1,9) = £(¥)m(h))vy (i=0,)
(i (B)]0, 1, 0) = £(¥)v_, .

Il est immédiat que o(g)ji(f) = ji(f) (i=0,0,~-1; £€ CX) pour tout

g€U, . On vérifie sans difficulté, comme dans la démonstration de la

1
proposition 1 que j1 et j2 sont des P1—morphismes. Il est trivial

que j_1 entrelace les opérateurs (1 ®ng_1)(cp1 (g)) et e(g) pour

g€ P, tel que <01(g)=(t,h) pour tExS et h=(é ?) (s€K+),

1



X
h= (g 2) (r€x™), h= ((1) 2) (t€x%). En ce qui concerne l'action de

wo= (5 ) ona (1w =e @ u(@ Dw L 9. aron, par un
calcul facile, on obtient, pour tout xE€ E2 , VE€X , f€¢x , avec

” =m ,

» . _ =2 -1 ' * .

Lotwy)i_s£1(x,¥) = -q" “|U(2,K)]| *x, .0 oy (Bl MR N EEITMIYy 5
m, =1

par suite [p(yz)f](x,dl) =0 si xﬁOrbH(O,1). Enfin posons

7\={[D(‘_Ajz)j_1f](0,1,¢l)}(1,ao,1); alors

A=- ]T?ﬁﬂ' z 'Jl(N(a)+N(b)+N(c)+N(d))A1-q(a+aoc)/\q(ad-bc)/\(u)f(‘l!)

ol la sommation s'étend & tous les h= (2 g) €H tels que a+aoc7-‘0 .
b+a0d=uao(a+aoc) et N(ad-bc)=1 . Il en résulte aussitdt, puisque

dim w([m J,1,4) =1, que
A,AD

. -1 .
= - z A
[p(y2)3_1f](0,1,‘#) aq Z X W(Tra,,) (a1)(:l_1f)(0,1,‘ll)
ay K
N(a1 )=1
quels que soient ¥€X et £f€ c® , comme voulu.

Les deux isomorphismes de la proposition résultent alors du fait
que la représentation V(1,Tr/c\1_1) est somme directe des deux représen-
tations irréductibles V(1,1-r‘1‘;1—1)q et V(1,1'r%_1)1 , de dimensions
alg-1) (q2+1 ) et (g-1) (q2+1 ) respectivement, et que

dim W+[TT q] = q4—1 et dim W [m = (g-1) (q2+1 ), puisque 1l'existence
AL A A

A9
’ ’
. A . . g-1
de J, s Ju et g montre que dim HomG(V(1,1TA ),W[TrAlAq-\)>3 .

C.Q.F.D.

2
*
3.- Identification des représentations W[ﬂ/?] et w[rr}\] pour A9=4%

Rappelons que, si car k#2 , on note Ao (resp. cvo) le carac-
tére non-trivial de KX (resp. kx) dont le carré est trivial. On

*
pose, pour /\€Car(Kx), A =Ao/\ .
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PROPOSITION 3.- Supposons la caractéristique de k différente de 2.
* .
Soit A€ Car(Kx) tel gque A9=A" |, on'a alors

2 2
wind 1oy~ (Ve Mm% 1),

Wlmllo) >~ (Wleg,m)', ).

Démonstration : Pour i=1,q2 , on définit un monomorphisme P1—

équivariant ji de (CX, (cyo®1'rX1_1)ocp1) dans w[nlﬂ en posant

[jqz(f)] (%=1, 1,¥) = £(6)7(h,) (vpev,)
[3,(8) ] (xy=1,1,8) = £(0)m(h) (v+v)

Supp 3; (£) = Orby (x,~1,1) X Supp £ (i=1,9%),
X q2+1
pour tout f€¢€° , ¥ €X avec Veor Vo, €EVE donnés par

v,(0,1;1) =1 , Supp voo=(9_><K)><KX
VO(0,1;1)=O ’ vo(1,b71)=VO(1.071) .

La vérification se fait sans difficulté, de m@me que dans la démons-
tration de la proposition 2 (cf. aussi rem. & la prop.1). Comme nous
avons déja établi 1l'irréductibilité des représentations W[ﬂji\] pour
A?#A (th.1, §3, n°2)et puisque V(ao,/\)=PIr}dG (r.vo®1'r?—1)ocp1 , la pro-

position en est une conséquence immédiate.
C.Q.F.D.

4.- Identif%cation de w[nA,Q] et wlm] pour A=29, ¢=087 ot
i€{1.,q°} .

LEMME 1.- Soit (V,T) wune représentation irréductible de H . Soit

W' un sous-espace plein et G-stable de W[ﬂ] . Soit fE€W', & sup-

port réduit & une H-orbite, disons OrbH(xo,e), dans E , gui est de

rang minimal parmi les TI''-orbites contenues dans Supp W'. Alors la

fonction

(x,e%) » S(x,xo;t_1c,t-1r).f(xo,¢) (x€F%, £t€x5)
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appartient au sous-G-module D(C[G])f de W' engendré par f ,

pour tous les c€A , r€k*, v€X .
Démonstration : Etendons la définition des opérateurs de Weil I:Ia
(a€a*) en posant, pour tout a € at

(H£') (x,¥) = £' (xa,¥) (£' €wlnl, (x,4) €E).
En général I;Iaﬂ p(c[c]) pour a?A>< ; néanmoins on a
(5) B WEE o(c[e])f (a€ah).

En effet, si rang X, = 2 alors Supp W[Tr] est réunion d'orbites non-
dégénérées ; comme rang(xoa) <2 si acfa-a® , on en déduit I;Iav_vf=0 .
Si rang xo=1 et a€a-A* alors ou bien xoa* =x_a % pour a'é€ a*

convenable ou bien xoa*=0 . Dans le premier cas on a
= € .
HWE=H Wf€o(cle]f
Dans le second cas on a, quel que soit (x,V) €E

(HWE) (x,e%) =g *Istaby(x,e) 171 = &b B hx %)) m(h) £(x 1)

h€H
my =t~
=q ¥Istab(x )7 [ 2 wm) )G ¥
h€H
m =t~
mais la somme de droite est nulle & moins que m=m (« € car(x™)),

ooN

cas ou X, =0 (puisque rang X doit &tre minimal) et par suite, &
une constante non-nulle prés,
HWE=WEf .
9 =18
. X N
Soient c€A , r€k” . Ecrivons

8§ = I A e
r-1 c a€at @
2

H
. X N
on trouve alors, quels que soient x€E® , t€k” , & une constante non

nulle prés

t -1 -1
z ! = :
(aé A HH WE)(x,e”) =S(x,x_;t 'c,t 'r)f(x_,¥)
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d'ol le lemme.
C.Q.F.D.

LEMME 2.- Soient A,®€cCar(K*) tels que A=1% ot ¥=3% | soit

2

2
X = (0,4(1,0)) €E® . Alors le G-module w+[ﬂXI ;1] admet comme géné-

rateur la fonction £, & support Orby,(x_.,e) telle que

(6) fm(olg(1,0),e)=voo

u v, € V, @ est défini par les conditions
r

(7) Supp V= (<_)><K)><Kx P VolOs1:1) =1 .

2
Démonstration : Posons W% ;1 =1 . Rappelons que l'on note, de maniére
r

générale, fg v (EEE , vE€wlr](g)) 1la fonction dans W[m] & sup-
port OrbH(i) telle que f§,V(€)=v .

Notons W' 1le sous-G-module de W[rr] engendré par f, -

I1 est
immédiat, d'aprés la définition de l'action des générateurs h(a)

(aC.AX) et h'(t) (t€kx) (cf. ch.I1I1I, §2, n®°3) que l'on a

f(x,e),vm’E W

pour xX=x_ , x=(d4(1,0),sd(1,0)) (s€x™) et, en fait, que pour mon-

trer que W'=W[m) , il suffit d'établir que €W' pour x

fixie),v

parcourant un systéme de représentants des HXGo—orbites dans E2
+

et VEW [Tl(x).

Posons
wilel={e ()£ ew) (5 €E).
D'aprés le lemme 1 on a
S(x,y:h)v € w'[x,e]

pour tout x€ E% et y€ Orbg (Xo)' Les lemmes 1 et 2 du paragraphe 3
o

montrent alors que pour tout x€ E2-{9} ona W' [x,e] =w+[ﬂ](x,e)

(pour x=0 , c'est immédiat) puisque les transformés de v, par les

opérateurs m(h) (h€H, h“hz,| #0) engendrent déja tout V, Y
’
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comme C-espace vectoriel. Il résulte alors du lemme 1 que

fx,e,v €W' pour tout H-représentant de la forme (x,e) de E

(cf. table 1) autre que (1,xt,e), (1,t.e) (t€x%), (1 ,x1-1 ,e),(1,0,e),
(x1 -1,1,e) et (0,1,e). Pour achever la démonstration il ne reste qu'a
prouver que W' sépare, par exemple (0,1,e) et (x1—1,1,e). De

maniére plus précise posons ¥y = (0,1), Y, = (x1—1 1)y Vi =W+[ﬁ} (yi,e)

(i=1,2) et

V12={(V1,V2)€V $V2|3f€W' telle que f(yi,e)=vi, i=1,2} .

1

On a & démontrer

= e
125V %V, -

(8) A\
s RN _ Lo, _
On sait déja que pi(V12) =V, , ou 1'on pose pi(v1,v2) =v; (viévi ,

i=1,2). Pour montrer (8) il suffit donc de voir que

(9) dim (V120Ker p2) = dim V (=1 +5A,<]§)'

1

D'aprés le lemme 1 on a, pour tout v€W+[n](xo,e),
(10) (S(y1,xo;c,1)v . S(yz,xo;c,”v)év12
en particulier pour c¢= (8 (1)) . Or on trouve aussitdt-. -

. =z
S(y2,xo.c,1)v . m(h)v

ol R désigne l'ensemble des h= (2 ]g) €H tels que
i) N(aa-c)=0 ,
ii) N(a) +N(c) =1,
iii) N(ad-bc) =1 .
Il résulte de i) et ii) que R=¢g , d'ou S(yz,xo;c,1)=0 . Par contre
on trouve ’

2 Z m(h)v ;

(11) S(y1,xo:c,1)=q
h€u(2,K)

comme on vérifie sans difficulté que la somme de ™ sur U(2,K) est

injective sur W+[ﬂ](xo,e) (compte tenu des relations =19 et
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®=939), nous avons ainsi prouvé (9) et achevé donc la démonstration.
C.Q.F.D.

PROPOSITION 4.- Soient A,3€Car(K*) tels que A=A9 gt @=d% |

Soient «,B € Car(k¥) tels que A=coN et ®P=BoN . Alors le

2
G-module M(1'rq+1_1 .@ se projette sur le G-module w+["% ;1] :
1,078 !

Démonstration : Nous exhibons un B-morphisme non-nul de
(vat_ o, nat

_ _, ®a) dans W[HA q>] . Comme a son tour
1,0 'B 1,0 'B '

vq“_1 = Ind (C,(1®a"'8)op )
1,0"'8 B 1G ©
o' "o
(ou GO=GL(2,k), B0 est le sous-groupe de Borel formé des matrices
triangulaires supérieures et po(; 15__) =(r,t) (r,t€ < , S €k+)), il
suffit pour cela que nous exhibions une fonction non-nulle

fo € W[TTA'@] telle que

(12) D(g)fo= £ (g€ Uo=radical unipotent de B),
— o] _,xr O X

(13) P(g)f =a 'B(s)f (g€B, o (9)=((5 1), r,s€XT),

(14) p(g)E =a(t)f (9€B, 9 (g) = (1,t) €6 x¥k").

Notons, comme précédemment dans ce paragraphe, v,, le vecteur dans

VA,(I: tel que v, (0,1;1)=1 et Supp v,=(0XK) XK* . on vérifie

alors aisément que la fonction f£_¢€ W[TTA <I>] définie par les conditions
’

foo(O.(é 8),e) =v,

oo
= 10
Supp f,,=0rb,(0, (5 5)) XX

vérifie (12),(13)et (14). I1 en résulte qu'il existe un G-morphisme 3

de M(n?"';_qﬁ,a) dans W[ﬂAl@] dont 1'image contient £, . D'aprés le

lemme 2, ¥ est alors un épimorphisme.
C.Q.F.D.

COROLLAIRE 1.- Quels gque soient «,P dans Car(kx), o#B , on_ a

2
q +1 ~ q+1 q
Wi, poxi ®) Ml ggre) i)
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(cf. ch.II, §3, n°1).:

En effet, on a

+
Wy on, 8omd = WlTgon, g ox)
et
, _ 2
dim Wlm oo gon) =ala¥!) (@7+1).
Comme M(TTq-"1 ,0)q est 1a composante irréductible de dimension

1,a—18

q(q+1)(q2+1) de M(n2H

-1 /@) , le corollaire est alors immédiat,
1,0

d'aprés la prop.4.

COROLLAIRE 2.- Pour tout o€ Car(kx), on a

+ q2 ~ -0
(W [naoNLo) (St(o) ® P (), T)

(cf. ch.II, §3, n°5 et 6).

2
4 1, qui est de dimen-

aoN
sion q4+l5q(q2+1), est isomorphe 3 une composante de M(ﬂ?ﬂl,a). Cette
’

En effet, d'aprés la proposition 4, w+[n

composante ne peut &tre que St(«a) eB_I_,o(c/) ou St(a) ﬂ?-go(cv) (ch.II,
2
§3, n°5 et 6). Or, la dimension du sous-espace FixU[W+[rrgoN]] formé

des fonctions dans W[ﬂgiN] fixées par le sous-groupe U= {1_1(b) ]bEAs}
de G estégaleau nombre de H-orbites dans E contenues dans

5—1 (0), c'est-a~dire q+1 . La démonstration est alors achevée en vertu
de la proposition 12 du paragraphe 3 (n°8) du chapitre II. C.QuF.D

5.- Identification de W[rr}\] (A =09y,

LEMME 3.- Pour tout A€Car(Kx) tel que A=09 , 1 G-module w[nk]

A

est monogéne et admet comme générateur toute fonction fOFW[ﬂ}\] a

support réduit & {o}xx .

Démonstration : Soit Wo le sous-G-module de W[ﬂ}\] engendré par fo'

On a
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p(wE_(x,4) =q *_(0,¥) #0 (x€E%, vEX).
Le lemme 1 montre alors que l'on a
fe € W
pour tout £ €E non-congru mod. G, XH a (1,0,¥), (1,x1,‘1') (v €x),
(a(1,0),0,e) ou (0,0,e), ou, rappelons-le, la fonction fg est carac-
térisée par les conditions Supp f§=0rbH(§) et £f(§)=1 . Compte tenu
de l'action des opérateurs de Weil o(h'(t)) (tka) et o(h(a))

(a€ Ax) (et du fait que Fwo), pour achever la démonstration,

£0,0,e)
il ne reste qu'a établir que W, sépare les points (0,d(1,0),e) et

(d(1,0),e) et aussi les points (1,0,e) et (1,x1,e).

Posons Yy =(d4(1,0),d(0,1)) et f1 = . Supposons que W

ixyre) o
ne sépare pas z, = (a(1,0),0) et zy = (0,d(1,0)). Alors, en vertu de
l'action des opérateurs H = e(h(a)) (a €n™y, W, ne séparerait aucune
et

paire de points de la Go—orbite de =z . Posons

1 )
(H_£) (x,¥) = £(xa, ¥) (gewlnll, (x,4) €E) pour tout a€A . On aurait

alors en particulier (avec W= p(w))
(B WE,)(z,,e) = (HWE,)(z,,e)

quel que soit a€ A , singulier ou non. On en tire, par combinaison

linéaire, puisque m(h)=1 =si mh=1 (heH),
(15) nc(z1)=nc(zz) (c€n)
avec

nc(x)=|{h€H|B(x,h.y1)=c et m.h=1}l (x € E?).

(1 9

00" (15) devient

Mais, pour c=
Pa+)%=0,

d'ou le fait que W, sépare z, et z, . 0n voit de méme que si W

ne séparait pas z1' =(1,0,e) et z, = (1,x1-1,e), on aurait

') (c€n)

nc(zi )= nc(z2
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ce qui, pour c==(é 8) donne aussitdt
{n€HIN(M, ) +N(hy ) =1, N(h,,) +N(hy,) =0, m =1} =0,

contradiction qui achéve la démonstration du lemme.

C.Q.F.D.
PROPOSITION 5.- On a, pour tout o € Car(k>),
Win! J.0)= (%) (cf. ch.II, §3).

Démonstration : D'aprés le lemme 3, (W[ﬂ;oN],D) est isomorphe a une
q+1

1.1
sante ne peut &tre que (Eo,aT) ou (go,aT). Pour trancher la question
1

aoN

composante de (M(m ,@),T). Comme dim W[ﬂx]==q3+q2+q cette compo-

il suffit de calculer la dimension de FixU wlm ]. Mais cette dimen-

sion est égale au nombre de H-orbites de- E contenues dans 3_1(9),
donc égale a g+2 . On a par suite (ch.II, §3, n°8) 1'isomorphisme
voulu.
C.Q.F.D.
Nous avons ainsi achevé 1l'identification de toutes les représenta-
tions fournies par la repfésentation de Weil en rang 4 (cas non-

déployé) qui ne sont pas dans la série discréte de G . Nous résumons

nos résultats dans la table 5.

§5. La classification des représentations de G .

Dans ce paragraphe, nous donnons la classification de toutes les
représentations de G et nous adoptons la paramétrisation suggérée par

la décomposition de la représentation de Weil, pour ces représentations.

1.- La _série discréte de G associée au tore de Coxeter T2 .

Notons T2 un représentant de la classe de conjugaison des tores

de Coxeter, isomorphes & 5X/U de G . Nous appelons série discréte de
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G associée au tore T2 , l'ensemble des types d'isomorphie des repré-
2 3
sentations (W["@]'°) (®€,Car(§x)-Car(Kx), ad 1 - 4 *qy
D'aprés le théoréme 1 du numéro 2 du paragraphe 3, nous savons

déja que ces représentations sont irréductibles et que l'on a

(wlrg T, 00> (Wirmg 1,0)
1 2, , ; 5
pour ©,0'E€ car(k™) - car(KX), tels que @9 oot o 09 *1-ad +q,
w 1 1 2 2

si et seulement si ®1 et ®2 sont congrus modulo l'action naturelle

du groupe de Galois GalK/k dans Car(%x). Nous avons ainsi le
W

THEOREME 1.- La série discréte de G associée a T2 est formée des

z—lq(q—1)2 types d'isomorphie des représentations (irréductibles)

W[ﬂgj‘, de dimension (q2—1)2, our ©¢€ Car(5x)-Car(Kx) tel que
®q2+1 _ éq3+q .

(c'est-a-dire tel gque e soit trivial sur

U=N_1‘(1)¢Kx).

Notons que d'aprés la table 3, il est clair que w[ﬂe] n'admet
pas de vecteur fixe non-nul ni pour . le sous-groupe fqrmé des u(b)
(b € 2%) ni pour le sous-groupe formé des b(g f)g(b) (rE'kf, b€ a®)
de G, d'ou le fait que W[ﬂg] appartient a la série discréte de G

au sens du chapitre II (§1, n°2).

2.- Théoréme de complétude.

THEOREME 2.- Les séries discrétes de G associées aux tores T, et

1
2
- , . - X .
T2 , et la série de représentations W [ﬂgoN] (0 € car(kx™)) ~sont dis-

jointes et épuisent la série discréte de G .
S | T ) - ,

» . De plus, en décomposant les représentations de Weil de G asso-

ciées aux deux espaces quadratiques non-dégénérés de dimension 4 sur

r c

k , on obtient toutes les représentations irréductibles de G .

Démohstration™:/Le fait qué les trois séries sont disjointes résulte de

leurs dimensions (cf. table 4 et ch.IV, ‘table 5). Pour prouver qu“elles
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épuisent la série discréte de G , on utilise le critére classique,
savoir, on vérifie que la somme des carrés des dimensions des types
d'isomorphie qui les constituent plus la somme des carrés des types
d'isomorphie qui forment la série principale, la série associée au
sous-groupe parabolique P, et la série associée au sous-groupe para-
bolique P, , donnent 1'ordre (q—1)(q2—1)(q4-1)q4 de G (pour la
description des différentes séries cf. ch.II, §2, n°4, §3, n°7, §4,
n®6 ; ch.1V, §4, n°3 et ce ch. §3, n°3).

La seconde assertion est alors claire, parce que nqus avons déja
identifié la série principale et les séries associées & P et P

1
parmi les composantes des deux représentations de Weil (cf. ch.IV,

2

table 6 et ce ch. table 5).
C.Q.F.D.

3.- Paramétrisation de toutes les représentations de G .

Nous choisissons une paramétrisation uniforme pour les représenta-
tions de G de la maniére suivante.

Rappelons que l'on identifie Car(kx) 4 son image dans Car(KX)
par le monomorphisme o P aooN (o€ Car(kx)) ; de méme, on identifie
Car(kx) (resp. car(kK*)) & son image dans Car%ﬁx) par le monomor-

X
phisme o P ooNoN (resp. A » AoN) pour o€ Car (k) (resp. A€ Ccar(K")).

DEFINITION 1.- Désignons par C 1l'ensemble de tous les carrés C ,

symétriques & leur conijuqué, de la forme
_ . u‘]
c= [v' v

ol w,u',v,v! GCar(&x) tels que uwv=u'v' € car(xX).

Les types d'isomorphie des représentations irréductibles de G
seront alors désignés par des symboles de la forme

(1) (3)

SSINE
R C(e)
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oi C€C et ol un indice entre parenthéses désigne un indice qui peut
apparaitre ou pas ; on aura i 6{1,q,q2} , 3€{1,q} , ¢ entier,
os?¢<4 .

Dans la table 6, & la fin de ce chapitre, nous définissons de
maniére précise ces symboles, en donnant pour chaque type d'isomorphie
de représentation irréductible de G le symbole correspondant, un ou
plusieurs modéles pour le type d'isomorphie (les plus commodes) et sa
dimension.

Nous avons ainsi que les symboles représentant un méme type d'iso-
morphie se déduisent les uns des autres par une symétrie du carré cor-

respondant ou du couple (i,j) d'indices supérieurs.
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Notations :

TABLE 2. Les valeurs de Q
Repfésentant x Parémétres Q(x)
(1,x) acx® | (] e
(1,%x,-1) )
(x,=1,1) QD
(1,d(s,t)) sceer™ | (L s
(1,d(s,0)) s € (B9
(d(s,0),1) s €x% S
(a(1,0),d(0,1)) Q)
(1,t) tex” (é i%)
(1,0) @0
(0,1) S
(a(1,0),d(r,0)) | rex* 0
(0,d4(1,0)) o]
(0,0) o

cf. §1, n®°5, défs. 7 et 8.
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Notations : On désigne par

+
TABLE 4. Les dimensions des espaces W[m] , w[m]

représentation dimension paramétres
Wl &) a*-1 IETYLE: L YRR UL
Wimy gl=w'lmy o] | alat1) (q®+1) A= #a=ad
whin ] a1 A9 p
A, 09
W[ (a-1) (q®+1) G
A, 09
wlmil ] @ (a®-1) A d=n*
2 2 4 q
wind ] La{g™+1)+q AD=n
w [ %q(g-1) Ado
W["}\] a1 Ad=p¥ hH
win!l =wtin]] P raPeq I
2
w(ng) (a2-1)2 9 =1,08#0%

U

A et @ des caractéres de K*

et par

N X . - .
un caractere de X . Si la caractéristique de k n'est pas 2, on

note

. - X
Ao le caractére non-trivial de K

*
pose A=A A (A€ car(KX)).

de carré trivial et l'on

(1) Ce cas ne se présente pas en caractéristique 2.




Paramétres :

2
w[rr,?'y] >~

+
Wm ] =
: A9
Wl ]~
A, AD
2
wind 1~
win! ] =~
2
q~+1
Wl on, Bon?
2
+ q =
w [Trcyol\l—J
1 =
Wi o
w [ndoN]
24
wirg ']

TABLE 5. Identification des représentations

A, @€ Car(KS) , A#®, a,B € Car(kX) , v #8 ,

) (a2
® € car (K¥) - car(x¥) , 8(@ (@™ _y
v(/\crz"ll,q-r'ilﬁl:1 ) (A ® = 195
a-1y - g-1ydg g-1,1

V(1IWA )_V(1ITTA ) V(1IWA )
v(t,mI !

o2
V(e h)

1
V(ao,A)
~ M(ﬂq+1_1 ,a)4

1,0 '8

(DO'O

yat) @ (TP, aT)

(p°,ar)

: représentation exceptionnelle associée a

et

o

: série discréte associée au tore de Coxeter
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wlm)

ALxn # %09
(n#19)

(A #19)

(A2=1%)

(A2=1%)

T

2
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TABLE 6. Les représentations de G (suite)

Notations : On note @ (resp. Ao) le caractére non-trivial de ¥

*
(resp. Kx) de carré trivial. On pose a*w=aoa )\ =AOA , pour
@ € car(kX), A€car(xK). s'il y a risque d'ambiguité, on affecte la
lettre désignant une représentation d'un indice supérieur égal & sa

dimension.
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CHAPITRE VI

Les représentations de G' = Sp(4,k) .

Dans ce chapitre, nous obtenons toutes les représentations irré-
ductibles de G' = Sp(4,k), par restriction de celles de G = GSp(4,k)
que nous avons construites dans les chapitres IV et V. Nous décrivons
aussi les constructions directes, pour G' , des séries associées &
ses sous-groupes paraboliques maximaux, ainsi que de la représentation
de Weil.

Nous gardons, sauf mention expresse du contraire,les notations des
chapitres précédents. Nous posons en plus (cf. ch.III, §1)

B' = BNG' ,

P! = p. NG (i=1,2).
i i
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§1. Préliminaires.

1.- Restriction de G"=2ZG' a G' .

DEFINITION 1.- On note Z le centre de G , formé des matrices sca-

laires. On pose

G" =2G' .

Nous avons alors

(1) 6" = {g€alm_€ ®42) ,

(2) ‘ G" = (zxG')YM(zNa6) = (zxG6")/{1,-1} .
Si la caractéristique de k est 2 , on a donc
(3) G =G" = ZXG' .
La proposition suivante est une conséquence immédiate de (2).

PROPOSITION 1.- En associant & chaque paire («,p'), o p' est une

. . \ X
représentation de G' et & un caractére de Xk tel gque

a(-1) = p'(-1), la représentation o.p' de G" définie par
(a.p')(tg) = a(t)p'(9) (t€z2,g9€a6"),

on établit une bijection entre 1l'ensemble de ces paires modulo isomor-

phie et l'ensemble des types d'isomorphie des représentations de G".

En particulier, si p" est une représentation de G", l'ensemble des

types d'isomorphie des représentations de G" ayant méme restriction

4 G' gue p" est l'ensemble des op" (= (a.1G.)®P"), pour

o € Car(kx) tel que o(-1)=1 (c'est-a-dire, tel que o« soit un carré

dans Car(k™)).



303

2. Restriction de G a G' .

Rappelons que l'on note I(L) (resp. I(L)) 1la classe des repré-
sentations irréductibles (resp. l'ensemble des types d'isomorphie des

représentations irréductibles) d'un groupe fini L .

PROPOSITION 2.~ Si k est de caractéristique 2 , alors en associant a

chaque représentation de G sa restriction & G', on définit une sur-

jection de I(G) sur I(G'), dont la fibre au-dessus de p' € I(G")

est formée des q-1 produits tensoriels o.p' = a®p' (o € Car(kx».

Cela est une conséquence immédiate de (3).

PROPOSITION 3.- Supposons k de caractéristique # 2 . Soit

(V,p) €I(G). Notons (V,p') sa restriction a G'. Alors les conditions

suivantes sont équivalentes :

i) p' est réductible.
1) (V,p') = (V,.p") @ (V_,p'),

ou V, et V_ sont deux sous-représentations irréductibles, non-

isomorphes entres elles, de (V,p'), de dimension commune %dim v .

iii) Le caractére Xx de p est porté par G".

i = = om)®

iv) p @.p ( (ao m)®p),
\ ) Jo i X . s

ou l'on note o, le caractere non-trivial de k , de carre trivial et

;s . . . X
m 1l'épimorphisme multiplicateur - de -G sur k .

De plus, si iv) est vérifiée et si Yo est 1'un des deux isomor-

phismes involutifs de (V,p) sur (V,aop), alors on a ii) pour

+
—— i
V. = Im(1 Yo) .

SR AR R LAy !
Démonstration : Cela résulte aussitdt du ch.I, §5, n°1, prop.3 et de

la propogition, 1, cindesgus. .
' Cor C.Q.F.D.

En ce qui concerne l'entrelacement des restrictions & G', nous
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avons la

PROPOSITION 4.- Soient p1,p2€ I(G). Alors pour que les restrictions

de Py et p, 4 G' soient isomorphes, il faut et il suffit que

Zap, (= (aem)®p,)

P2 1

pour un o€ Car(kx) convenable.

Démonstration : Si k est de caractéristique 2 , notre assertion est
démontrée par la proposition 2 ci-dessus. Supposons donc car k # 2 .
Comme « (= aom) est trivial sur G', il est clair que 92°‘ap1
entraine que la restriction pi de Py a G' est isomorphe a la
restriction pé de p, a4 G'. Réciproquement, supposons pi“ pé .

Notons p? (resp. pg) la restriction de Py (resp. pz) a G".

D'aprés la proposition 1, on a alors
Py (0.1G.)®P1
pour un carré o€ Car(kx). si BE€ Car(kx) est une racine carrée de

@ , on a donc
pi*(BOm)®p;
et par suite (ch.I, §5, n°1, prop.4)
Py~ (Bom)®p, ou PZQ‘EE(Bom)®p1] .
Comme dans notre cas € = aoom , on en tire
P23‘591 ou PZQ‘O’OBPAl ’

ce qui achéve la démonstration.
C.Q.F.D.

3.- Identification des op (€ Car(x¥) ; pE€I(G)).

Nous reprenons dans ce numéro les notations des chapitres II et

III.
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Les deux propositions suivantes sont immédiates.

PROPOSITION 5.~ Soit (V,T) une représentation de G, et

x Xk~
o,y € Car(k”). Alors 1'application ®y de VlB dans lui-méme donnée

par
X
(o (£)](b,t) = a(t)£(b,t) (£€vPXX  pes, tex),

définit, par restriction, un isomorphisme de la représentation

(M(m,evy),T) sur la représentation (M(m,v),aT).

PROPOSITION 6.- Soit (H,T™) une représentation de Go’ et

o,y €Car(kx). Posons (cf. ch.II, §4, n®°2, déf.4)

; D
(¢, (0](v,B) = a(<B B £(v,B)  (£€H ', (v,B) €B,).

Alors 1'application ¢ est un _isomorphisme de la représentation
-1 sstun isomorphisme de la représentation

(V(v,am),T) sur la représentation (V(y,T),aT) (od om= (xodet)®m).

Pour la représentation de Weil, on a (cf. ch.III, §2, n®°3).

PROPOSITION 7.- Soit (W,p) la représentation de Weil de G associée

4 un A-module quadratique (M,®) et & 1'espace V d'une représen-

tation ™ d'un sous-groupe T' de T GO(@). Faisons choix d'un

caractére e€X = Car(k+)-{1} et posons, pour o GCar(kx),

[, (£)](x,e%) = a(t)£(x,e%) (gevM*X yem, tex™).

Alors 1'application My est un isomorphisme de la représentation

(Wlam],p) sur la représentation (w{m],p) (ol 1'on pose, bien

entendu, om = (vom)®m).
Cela résulte aussitdt des définitions (cf. ch.III, §3, n°1, déf.1).

REMARQUE.- Si 1'on veut éviter de faire choix d'un caractére non-

trivial e de k+ , on peut poser -

[n, (£)1Gx,¥) = (b0 )E(x,¥) (£€V XX, (x,4) EMxx),
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ol 1l'on note G(W,af1) la somme de Gauss associée a ¢ et a 0—1

(cf. ch.I, §2, n®°2, déf.4).

COROLLAIRE.- On a

i) (Wlm,m1,00) > (Wlam, ,am,],0)

pour o€ Car(x®), guels que soient les représentations T, et T, de
G, - coincidant sur les scalaires ;
i1) (Wlrl,ep) > (wlan],p)

X . , .
our o€ Car(k™), guelle gue soit la représentation ™ de GL(2,K),

triviale sur les matrices scalaires a rapport dans U (ou, bien

entendu, om = (woNodet)® ™) ;

iii) aR(t)Et. t'](i)(j) = R(i)[@u au'](i)(j)

1
() aveY (e
quels que soient o€ Car(kx), won',v,v' € Car(ﬁf) tels que

Ly = W'y ECar(kx), i€ {1,q,q2} , j€{1,q} ,0<¢8¢<4 (cf. ch.v, §5, n°3)

En effet, pour obtenir i) (resp. ii)), il suffit d'appliquer la
proposition 7 au module quadratique associé & 1'espace quadratique
(E,Q) de rang 4 , déployé (resp. non-déployé), sur k et a
re = (Go><GO)/kx (resp. ' = GL(2,K)/U). La troisiéme assertion résulte
de i) et ii), puisque les composantes irréductibles des représentations

de G apparaissant dans i) et ii) épuisent toutes les représentations

irréductibles de G (cf. ch.V, §5).

§2. Restriction & G' de la série associée & E§_ .
—————————————— P

Nous renvoyons au chapitre II (§1, n°1) pour les notations concer-
nant les sous-groupes paraboliques de G , et au paragraphe 2 du méme
chapitre.pour tout ce qui concerne la série de représentations de G
associée a P, .

Rappelons que l'on a posé Pé = P2n G' .
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1.- La série de représentations de G' associée a é .

DEFINITION 1.~ On appelle G'-fibration principale canonique au-dessus

de P et 1l'on note é , la G'-fibration principale (B,pr,P,Go)

d'espace total B , base [P et projection pr donné par

pr(b) = P(b) (b€EB),

dont l'action du groupe structural Go est définie par

h.b = hb (hEGo,bGCB)
et celle de G' par

b.g = bg (b€B ,g€aY,
et P.g = Pg (PEP ,g€GY)

(cf. ch.II, §2, n®°1).

DEFINITION 2.- Soit (V,7) une représentation de GO . On appelle

représentation naturelle de G' associée & 7T et & §é , et 1'on note

(M'(m),7) le c[G']-module

Hom (gl ’ (VITT)) .
GO P

Autrement dit, l'espace M'(m) est formé de toutes les fonctions

f de B dans V telles que

(1) £(hb) = m(h)[£(p)] (h€G , bER),

et l'action T de G' dans M'(m) est l'action naturelle donnée par

(2) [T(g9)£](b) = £(bg) (£€M'(n) , g€G, bEB).
On a (cf. loc. cit.)

(3) dim M'(m) = (q+1)(q2+1)dim LI

Bien entendu, on a de méme que pour G (cf. ch.II, §2, n°1,

prop.! et son cor.)

(4) (M'(m),T) = Ind (V,mop,)
PlG!
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(ol 1'on note wé la restriction de o, a Pé).

Enfin, la proposition suivante est immédiate.

PROPOSITION 1.- Soient Y € Car(kx) et T une représentation de G_ .

o
Alors en associant 3 chaque f£€ M(m,v) sa restriction d BX{1} , on

définit un G'-isomorphisme p de M(m,y) sur M'(m).

2.- La _série principale de G' .

Nous considérons dans ce numéro, le cas ol ™ appartient & la
série principale de G, - Les représentations M'(m) fournissent alors
la série principale de G' ; leur entrelacement résulte aussitdt de

celui des M(m,y) (vE€ Car(kx)) (cf. ch.1I, §3).

PROPOSITION 2.- Soient «,B,o',B8' ECar(kx) , o#B , o' #B'. Alors
i) la représentation M.(ﬂd g) est irréductible si a;fa_1,
'

8#871 et BFa

ii) si la caractéristique de k est différente de 2 et si

v=ao et B # 5—1 , alors on a la G'-décomposition

o o o

ou _les sous-représentations M;(ﬂa B) sont irréductibles, non-
T %o

isomorphes, de dimension commune %(q+1)?(q2+1), et données par

MU, p) = p(Im(1 3 ¥)) (c£. §1, n°3)

avec Yo = b, 0@0 , ou @o désigne 1l'un des deux isomorphismes invo-
o
lutifs de M(m ,1) sur M(m ;2 ) (cf. ch.I1I, §2, n°2, prop.2
s——===—= aO,B == czo,B o
et cor.2 & la prop.2)
iii) 1l'entrelacement entre les représentations irréductibles

ci-dessus est donné par les isomorphismes

MUy ) T MU ) (o807, BT (et e T

M} (m ) = Mi(m -1) .
+ ao,B + ao,B
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Démonstration : Cela résulte aussitdt des propositions 2 & 4 du numéro
2 du paragraphe 1, du numéro 3 (prop. 5) ci-dessus, et du corollaire 2
a4 la proposition 2 du numéro 2 du paragraphe 2 du chapitre II.
C.Q.F.D.
Les propositions suivantes sont aussi des conséquences immédiates

des résultats cités dans la démonstration ci-dessus.

PROPOSITION 3.- Soit o€ Car(k™), a#1 . Soit i€ {1,q9} ,
i) la représentation M'(”a 1)1 = p(M(ﬂa 1,1)1) est irréduc-
tible si 012741 ;

ii) si k est de caractéristique # 2 , on a la

G'~décomposition

=M igy i
=M ,1) eumlim, )

o o o'1

en deux sous-représentations irréductibles, non-isomorphes, de dimen-

sion commune %i(q+1)(q2+1), données par

My(m, oD = [P°“’£“’0”‘M‘”ao,1'“i>

avec Y =p o2 , ou ¢o désigne 1'un des deux isomorphismes invo-

lutifs de M(ﬂa 1,1) sur M("a 1,ao) (cf. ch.II, §2, n®°2, prop.2
o’ o’

et cor.2 & la prop.2),

iii) l'entrelacement entre les représentations irréductibles

ci-dessus est donné par les isomorphismes

Mmoot o,

a,

~ M'(m
o]

A

PROPOSITION 4.- Soit o€ Car(k¥), e#o” | . Soit i€ {1,q} . Alors

i) la représentation M'(ﬁ;) est irréductible ;

ii) le seul cas d'isomorphie non-trivial entre ces représen-

tations est

) .

iy o yrgnd
Ml = we
o
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PROPOSITION 5.- Pour i,5€{1,q} , on_a, si k est de caractéristique
2,

i) les représentations M‘(ﬂ; ,1 3 = p(M(ﬁ; L1 9) sont
o o
irréductibles pour i#3j ;

ii) pour i=3j , elles se décomposent comme suit

i i i
)TeM! ()
- o
o
en somme de deux sous-représentations irréductibles, non-isomorphes, de

dimension commune % i2(q2+1), données par

vl i 2 + i i
Mg ) (po (1 “’o)](M‘"ao'” )
avec Yo =By °¢o ., ou éo désigne 1'un des deux isomorphismes invo-
o, . . .
lutifs de M(ﬂ; ,1)l sur M(ﬂi ,ao)l (cf. ch.II, §2, n°2, prop.2 et
o o

cor.2 a la prop.2 et §3, n°2)

ii) le seul cas d'isomorphie non-trivial entre les représentations

irréductibles ci-dessus est

M'(ng )1 > M'(n; )4 (cf. ch.II, §3, n°2, prop.6).
o o

Nous considérons enfin la décomposition de (M'(W?®Tﬂ),7)
c'est-a-dire (ch.II, §3, n°4, déf.5 et prop.9) de la représentation
(D,7) restreinte & G' (que nous notons encore (D,7)).

PROPOSITION 6.~ On a

El’ldG(PrT) =vEl’1dG.(]2rT) .

Démonstration : Cela est clair parce que nous avons affaire a 1'induite

du caractére unité de B & G et a l1l'induite du caractére unité de
B' &4 G' et que G et G' ont méme groupe de Weyl (d'ordre 8).
C.Q.F.D.
Nous pouvons maintenant donner une description de la série prin-

cipale de G' :
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THEOREME 1.- La_série principale de G' est formée

i) des 1§(q—3)(q—5) (resp. %(q—Z)(q-4)) types d'isomorphie
des représentations M'(”Q,,s) , de dimension (q+‘|)2(q2+1) . pour
a,B € car(kX) tels gue ]{a,e,a-1,B_1}} =4, si car k#2 (resp. si
car k=2) ;

ii) des 1i(q-3) types d'isomorphie des représentations
Mi(my g)
- "o

#8871, i

de dimension 1i(q+‘l )2(q2+1), pour B € car(x¥) tel que

car k#2 ;

iii) des -12-(q—3) (resp. %(q-2)) types d'isomorphie des repré-

sentations M'(7 1)1 , de dimension i(g+1) (q2+1 ), pour i€{1,q} ,

cv€Car(kx) tel que cv#oz_1 si car k#2 (resp. car k=2) ;

iv) des 4 représentations M-;-(Wa 1)1 (i €{1,q}), de dimension
- o’
Jita+) (q®+1), si car k#2 ;

v) des %(q—3) (resp. 1§(q-2)) types d'isomorphie des repré-
sentations M'(W;), de dimension i(q+1)(q2+1), pour i=1,qg et

« € Car(x™), a#a—1 , 8i car k#2 (resp. car k=2) ;
vi) des 4 représentations M‘;_(n;‘ o= 1,9), de dimension

- o

L
2

dimension q(q2+1), si car k#2 ;

12(q®+1) et de 1a représentation M'(m! )% (= m (n3)!) ge
(o] o]

0,0

vii) de la représentation de Steinberg St = D , de

. . 4
dimension g :

-0

s P . -0 . . .
viii) de deux représentations P~ et L~ , de dimension

latg®+)

de dimension

. , . + +
ix) de la représentation I_.-o (> EO)

%q{(qﬂ)2 ;

x) de la représentation unité 1.

Démonstration : Cela résulte aussitdt des propositions ci-dessus, et

du théoréme 3 du ch.II, §3, n°7.
C.Q.F.D.
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3.- La série de représentations de G' associée 3 Pé .

os

Nous renvoyons au chapitre II (n 3 et 4) pour ce qui concerne

la série de représentations de G associée a P, -
Nous considérons dans ce numéro le cas oi T dans M'(7) appar-
tient d la série discréte de G, - Les représentations M'(m) four-
nissent alors (n°1, (4)), par décomposition en composantes irréducti-
bles si besoin est, la série de représentations de G' associé au
sous—-groupe parabolique Pé . L'entrelacement des représentations
M'(m) résulte aussitdt de celui des M(m,v) (v ECar(kx) (ch.11, §2,

os

n®°2, cor. 1 et 2 & la prop.2 et n 3 et 4), d'aprés les résultats du

paragraphe 1. Nous le détaillons ci-dessous.

. x
PROPOSITION 7.- Soit A € Car(K*) - Car(k*). Alors

. , . . . +
i) la représentation M'(ﬂA) est irréductible pour ! 1741;

ii) les représentations M'(ﬂA)l = p(M("A,1)l) (i=1,q) sont

irréductibles, dans le cas S 1

iii) pour que M'(m,)>=M'(ng) (resp. M'(WA)iz‘M'(ﬂé)i , pour

i€{1,q9}), il faut et il suffit que

{a, 09,0712 = (9,89,671,679) |

Démonstration : Les assertions i) et ii) sont des conséquences immé-
diates des propositions 2 et 3 du paragraphe 1 (n°2), de la proposition
5 du m@me paragraphe (n°3) et du ch.II, §2, n°2, cor.2 i) & la prop.2

1 est exclu, puisque A QChr(kx)). L'asser-

(notons que le cas A=A~

tion iii) résulte aussitdt des propositions 2 et 4 du paragraphe 1

(n°2), de la proposition 5 du méme paragraphe et du ch.II (loc. cit.).
C.Q.F.D.

Nous avons donc la description suivante de la série de G' asso-
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THEOREME 2.- Supposons k de caractéristique différente de 2 (resp.

k de caractéristique 2). Alors la série de représentations de G'

associée au sous-groupe paraboligque Pé est formée

i) des 2—1(q—1)2 (resp. %q(q-2)) types d'isomorphie des

représentations M'(WA), de dimension q4-1 , pour

A € Car(K¥) - [Car(kx)LJCar(U)] (c'est—a-dire, pour A€ cCar(K*) tel que

ii) des %(q—1) (des %q) types d'isomorphie des représenta-
i

tions M'(WA)i , de dimension q—1)(q2+1), pour A ECar(U)-—Car(kx),

ie{1lq} M

Cela est une conséquence immédiate de la proposition ci-dessus.

En ce qui concerne les notations du théoréme, rappelons que 1l'on
identifie Car(U) a son image dans Car(Kx) par le monomorphisme
o wol , ol U(a) = a1—q , pour tout ac€ Kx . Alors la condition

At oy signifie exactement A€ Car(U), pour A€ Car(K®).

§3. Restriction & G' de la série associée 3 §L .
ww

Nous reprenons dans ce paragraphe les notations du paragraphe 4

du chapitre II. Rappelons que l'on a posé Pi = P1ﬂ G' .

1.- La_série de représentations de G' associée 3 §L .
VW

DEFINITION 1.- On appelle G'~fibration principale canonigque au-dessus
de L, et 1l'on note ;Q , la G'-fibration principale
(5{, pr ,£&,kx><G$) d'espace total 5i , de base L , de projection

pr , et de groupe structural kx><Gé , définie comme suit :
i) 1l'espace total ﬁ{ est 1'ensemble des couples (v,b), ou

b

v€ ,E=E-{0} et b= (_1> est une base du plan P, = 2(v) /2 (v)

: b
2
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telle que <b> = <b1,l—32> =1 ;
ii) on pose

pr(v,b) = &(v) ((v,b) Gﬁi) ;

(=]]

A . N X
iii) l'action, & gauche, du groupe structural k ><Gé dans

est donnée par

(t,h).(v,B) = (tv,hb) (t€X, n€c., (v,B)€B) ;
iv) l'action & droite, de G' dans EL , est l'action natu-
w
relle donnée par
(v.b)g = (vg,bg) ((v,b) €D} , gea')

ol 1'on note simplement g 1'isomorphisme §e de Py, SUE Py i)

déduit de g par passage aux quotients, et bg la transformée de 1la

base b de Pe(v) par cet isomorphisme.

DEFINITION 2.- Soit o/ECar(kx) et (H',m') une représentation de

Gé . On appelle représentation naturelle de G' associée a EL et a
w

a®m , et 1'on note (V'(x,m'),7), le ¢[G)-module

Hom (8r,H') .
k )(Gé W

Autrement dit, l1'espace V'(wo,7') est formé de toutes les fonc-

tions £ de 5; dans H' telles que

(1) £(tv,hB) = a(t)m (h)[ £(v,B)] ((v,B) €D, t€X*, hegy)
et l'action T de G' dans V'(e,T') est l'action naturelle donnée
par

(2) [r(g)£)(v,B) = £(vg,Bg) ((v,B) €By, £€V' (a,m') , g€ G

On a (cf. ch.I1II, §4)

dim V' (a,7') = (q+1) (q2+1)dim 7 .

Bien entendu, on a, de méme que pour G (cf. loc. cit., cor. a la
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prop. 1)

(3) (Vi(a,m),7) = Ind [(a®m")oo;]
p,le!

(ol 1'on note cp1' la restriction de v, & P1').

Enfin, la proposition suivante est immédiate.

PROPOSITION 1.- Soient o€ Car(kx) t T une représentation de Go

Notons ™' la restriction de ™ & Gé . Alors, en associant & chaque

fonction f€ V(e,m) sa restriction 3 ﬁi , on définit un

G'-isomorphisme p de V(e,m) sur V'(e,T').

2.- La série de représentations de G' associée 3 a .

Nous considérons maintenant le cas o@ ©m' dans V'(«,m') est
dans la série discréte de Gé . -Rappelons que la série de représenta-
tions de G' associée & Pi est l'ensemble des types d'isomorphie
des composantes irréductibles des représentations V'(o,m')

(o € Car(kx), n' dans la série discréte de Gé).

Pour ce qui concerne la série discréte de Gé , nous renvoyons au

ch.I, §5, n°9.

PROPOSITION 2.- Soit o € Car(k*) et € Car(U)-{1} . Alors

i) la représentation V'(a,ﬂé) est irréductible si d2#1

et si w2%1 ;
+
.o ’ 0 N '-
ii) lorsque car k#2 , la représentation V'(«,T wo) est

irréductible, si a2%1 ;

iii) la représentation V'(1,ﬂ(:))l = p(V(1."A)l)

(ou AE car(Kx)-Car(kx) est tel que 1‘U==w) est irréductible pour

. . 2
ie{1,q}, si 0%#1 ;
: +
iv) lorsque car k#2 , la représentation V'(1,n'; ) a _deux
o
composantes irréductibles, non-isomorphes
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* * q oy
Vit ) = v, ) ev‘(1,ﬂ'w )
(o] (] (o]
4 savoir
L] * i
vi(,mt ) T= Vi@, et ) Npv, T, )7 (i€{1,q}; cf. prop.1)
(o] o . o]

ol 1'on note Ao le caractére non-trivial de KX de carré trivial ;
v) lorsque car k#2 , on a la décomposition
[ [ = ' ' 1
V(e ,my) Vile imp) @8V i(e ,m

)

L}
w
en deux composantes irréductibles, non-isomorphes, données par

Vilagmy) = [pe(12¥ ) T(v(ag,my))

ou AE Car(KX) est tel gque A|U==w et Vo est 1'un des deux isomor-

phismes involutifs de V(ao,nA) sur V(uo,aonA), suivi de Wao

(cf. ch.I1II, §4, n°2, prop.2, cor.2 a la prop.2, et §1, n°3, prop.6 ci-
dessus), pour #wo ;

vi) lorsque car k#2 , on a la décomposition

+ +1 + q2
' [ = 1 [ ] [
A% (OIO'TTLU ) =V (aolnw )$V (O’O'ﬂtl) )
o] (o] o

en deux composantes irréductibles, non-isomorphes, données par
i h i 2
V'(ao,ﬁéo) = V'(ao,ﬂéo)r)p(V(ao,ﬂAo) ) (ie{1,9"}).

Démonstration : Cela résulte aussitdt de la proposition 1 ci-dessus,
des propositions 2 et 3 du numéro 2 du paragraphe 1 , de la proposition

6 du numéro 3 du méme paragraphe et du fait que la condition aoﬂA >~

A
X X ks
(A € Car(K™) =Car(k™)) signifie AIU = w_ et donc
Res m, = n&+ S T
G_|G! o %
o¥’o

(en plus, bien entendu, des résultats des numéros 3, 4 et 5 du paragra-

phe 4 du chapitre II).
C.Q.F.D.
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PROPOSITION 3.- Gardons les notations de la proposition 2 ci-dessus.

Alors tous les isomorphismes entre des représentations irréductibles,

parmi celles ci-dessus, correspondant 3 des paramétres o€ Car(kx) et

w € Car(U) - {1} différents, s'obtiennent en échangeant o et o ,

w £ o (pour 017-‘0/_1 , w;ém-1).

Démonstration : Cela résulte aussitdt de la proposition 4 du numéro 2
du paragraphe 1, de la proposition 1 ci-dessus, du corollaire 3 & la

proposition 2 du paragraphe 4 du chapitre II et du fait que TTQ"NTT“".
-1
1

signifie w'=w ou w'=o (w,w' €Car(U)).
C.Q.F.D.

Nous pouvons maintenant décrire la série associée & P?‘ .

THEOREME 1.- La série de représentations de G' associée a 1' est

formée

i) des Lll(q-3)(q—1) (resp. %(q—Z)q) types d'isomorphie des

représentations V'(a,ﬂd)), de dimension q4—1 , pour ozECar(kx),

azyé‘l , w€ Car(U), w2?‘1 , lorsque car k#2 (resp. car k=2) ;

ii) des %(q—3) types d'isomorphie des représentations
V'(oz,ﬂ'ut) ) , de dimension 1§(c14—1) , pour aGCar(kx), u2#1 , lorsque
car k# 20,'

iii) des %(q—” types d'isomorphie des représentations

V_;_(cvo,ﬂu')), de dimension %(q‘}-‘l), our o€ Car(U), w27‘1 . lorsgue

car k#2 ;

iv) des %(q—‘l) (resp. %q) types d'isomorphie des représen-
tations V'(’I,ﬁu'))l , de dimension i(q—1)(q2+1), pour 1i€{1,q} et

wéCar(U), w2%1 , lorsque car k#2 (resp. car k=2) :

+
v) des gquatre représentations V'(1,1'ru')_)l , de dimension

(o]

%i(q-1)(q2+1), pour i€{1,q}, lorsque car k#2 :

. . -1 . .
vi) des gquatre représentations V'(cvo,ﬂu') )~ , de dimension

o
%i(qz—ﬂ, pour i€{1,q2}. lorsque car k#2 .
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Démonstration : Cela résulte aussitdt des propositions 2 et 3 ci-dessus,

ainsi que des résultats du ch.II, §4, n°6, th.1.
C.Q.F.D.

§4. Restriction & G' de la représentation de Weil de G .

Nous montrons comment on peut définir directement une représenta-
tion de Weil pour G', qui s'obtient aussi "par restriction" & partir
de celle que nous avons construite pour G . Ensuite nous décrivons la
série discréte de G', obtenue en restreignant & G' la série discréte
de G réalisée au moyen de la représentation de Weil. On a donc ainsi
aussi une construction directe de la série discréte de G'.

Dans la suite de ce paragraphe, nous gardons les notations des

ch.3, 4, 5.

1.- La représentation de Weil de G'.

I1 est clair que l'on peut définir une représentation de Weil de
G' associée A un A-module quadratique (M,Q), et & un espace vectoriel
V , en supprimant simplement l'ensemble auxiliaire de paramétres X ,
et en choisissant un caractére e€ X , dans le théoréme 1 du ch.III,

§2, n°3. De maniére plus précise :

THEOREME 1.- Soit (M, Q) un A-module guadratique non-dégénéré, de

dimension paire 2rn sur k et V un espace vectoriel gquelconque.On fixe

- + ,
un caractére non-trivial e de kX . On peut definir une représenta-

tion (W',p') = (Wé,pb), appelée représentation de Weil associée a

(M,Q) et & V , en posant W' = VM et en se donnant p sur les géné-

rateurs h(a) (a€ a%), u(b) (b€A%) et w de G' (cf. ch.III, §1,

n°2) par les formules suivantes (avec e = eoTr)

(1) [p'(h(a))£](x) = £(xa) (a € 2%)
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(2) et (u®)E)(x) = e(bB(x))£(x) (b€ a%)

(3) Cer (£l o) = e(Tro@ M™% = e(B(x,y)E(y)
YEM

pour fE€W' , x€M .

En outre, si a chagque isomorphisme v d'un A-module quadratigque

(M1,61) sur (M,@), on associe 1'isomorphisme YV de la représentation

de Weil (W',p') associée & (M,Q) sur la représentation de Weil

(Wi,pi) associée & (M1,51), donné par
(4) Y(£) = foy (£€W),

alors la correspondance ainsi définie est fonctorielle.

Cette représentation de Weil peut donc se décomposer suivant les
représentations du groupe orthogonal O0(Q) = 0(Q), (ol l'on note (E,Q)
le k-espace quadratique dont provient (M,Q®)). En gardant les notations

du théoréme, on pose la

DEFINITION 1.- Soient ri un sous-groupe de O(Q) et (V,7') wune

représentation de Fi . On_note (W'[ﬂ'],p') la sous-représentation de

(W',p') dont 1'espace W'[W'] est formé des fonctions f de M dans

V telles que

(5) fly.x) = 7' (y)[£(x)] (Y”i , XEM).

La proposition 1 du paragraphe 3 (n°1) du chapitre III se trans-

pose alors mutatis mutandis. Nous avons en outre

PROPOSITION 1.- Soit (M,®) n A-module quadratique, non-dégénéré, de

dimension paire 2rn sur k . Soit T1 un_sous-groupe de I = GO(Q)

tel gque GO(Q)=T.0o(@Q) et (V,m) une représentation de 71 . Posons
F; =T1F10(Q) et notons (V,7') la restriction de (V,m) & ri .

A

Alors en associant a chaque fonction f de MXX dans V sa restric-

tion & Mx{e} , on définit un G'-isomorphisme de (W[ m],p) sur
(W'[”'],P').
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Cela est immédiat.

2.- Remarques sur la paramétrisation des restrictions & G' .

Rappelons (ch.V, §5, n°3, déf.1) que 1l'on a noté € 1l'ensemble de

A

tous les carrés C , symétriques a leur conjugué, de la forme

peoow'y %
(6) c = [ J avec Wv = p'v! (bW,u',v,v'€ Car(§ )).
v

Nous nous sommes servis de ces carrés pour paramétrer les représenta-
tions de G . Cette paramétrisation en termes des carrés CE€C se
transpose aussit®t aux modéles W[Lm] (m€ GO(Q)). Nous considérons ici
le cas ou Q est de rang 4, traité aux chapitres IV et V. Nous avons
déja défini ces notations dans le cas non-déployé (ch.v, §2, n°1,

(i)

déf.2). De maniére précise, dans le cas déployé on pose, si m, EX
’

nk?)é, sont des représentations irréductibles de Go , coincidant sur
’

les scalaires,

- (1), (3) . .

A A _ (i) (3)
(7) W s ] = W[”A,@' WE,er ] -
Ici A,®,A',®' désignent des caractéres convenables de K¢, tels que
A@ = A'®' ; on convient d'écrire
(8) nlo=nd (A € car (k)

A A, A
(9) mo=m (€ car(K*) - car(x™))

A A,AD °

Nous considérons maintenant une paramétrisation pour les représen-

tations de G', naturellement déduite de celle-ci.

DEFINITION 2.- Notons D le groupe Car(X') X Car(X'). Notons r

1'homomorphisme du groupe C de tous les carrés a coefficients dans

Car(ﬁf), vérifiant (6), dans D , défini par

ST ks ew.

Vv \

o



I1 est clair qué le noyau de r est formé des carrés u = [w u]
tels que u2€Car(kx). Comme on a u € Car(kx) si C et uC
sont dans C , nous voyons que r définit une injection de 1'ensemble
quotient g/Car(kx) dans D . Compte tenu de la proposition 4 du para-

graphe 1 (n°2) et du corollaire a& la proposition 7 du méme paragraphe

A

(n°3), on est donc amené i poser la

DEFINITION 3.--On pose
w(;’.‘)[,r(c)](i),(j) = Res W(i)[c](i),(j)
GlG'
pour c€c , i€{1,q,q°} , € {1,q} et
ROLre1E) D o res wHeIE) )
GlG'

our C€c , i€{1,q,q2} , J€{1,9q} , ¢ entier, 0<2<5 .

3.- La série principale de G'.

Nous signalons dans ce numéro que les décompositions des représen-
tations de la série principale de G restreintes & G' deviennent
évidentes dans les modéles de Weil.

Rappelons que 1l'on note "i‘l 1'isomorphisme involutif de W[W1,ﬂ2]
(resp. W[T!,'@ﬂz]) sur W[ﬂz,ﬂ1] (resp. W|:1T2®rr1]), déduit de 1l'action
de la transposition T dans E = E®xX (cf. ch.1v, §2, n°2, prop.3)

dans le cas déployé, en rang 4.

PROPOSITION 2.- S8i k est de caractéristique différente de 2, on a la

réaglisation suivante de la décomposition de la proposition 2 ii) du-

paragraphe 2 (n°2)
W[cvﬁ*-1 ,cvo] = W+[<vﬁ*_1 ,Qro] e3W__[:¢:1IE“)(--1 ,ch] (o,B € Car(x™),8 #ar,(v*)
avec

Wt[aﬁ*_1,aoj = Im(19 -‘Y1) (ot a*=aocv)
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vy =g oF s (w5 3700 = (wE, e )

o
o
(cf. §1, n°3, prop.7).

Démonstration : Cela est immédiat, en vertu de la proposition 3 du

numéro 2 du paragraphe 1 et la table 6 du chapitre IV.
C.Q.F.D.

De méme, on a aussitdt les deux propositions suivantes.

PROPOSITION 3.~ Si k est de caractéristique différente de 2, alors la

décomposition ii) de la proposition 3 du paragraphe 2 (n°2) se réalise

de la maniére suivante (cf. déf.3 ci-dessus)

i
w[o’or 1]

R

wlo 11t ew o ,1]% (i€{1,a})

(o)
<
D
Q

wi_[o:o,1] = Im(1 ‘.':‘1'1)

»

|O

e 0% (] L T0s) = ) L ) aecian,

o o
o o]

L I T - S q H1o01
en désignant par W 1l'image de M(m s ) dans W
o @ ,1" o _— o o
o o o o o

par l'isomorphisme indiqué au numéro 1 du paragraphe 4 du chapitre IV

(cf. table 6) et en posant
1
Wil el d ]
o o o o

PROPOSITION 4.- Supposons car k#2 . Alors (cf. prop.5 ii), §2, n°2),

on a
M’i'(ﬂ;c,)l ~ Wi_[ao.ao]l = Im(1%Y,) (i€{1,q})
ou

o T e (5ol )= Bl el ) oo,
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4.- La série de représentations de G' gassociée & Pi .

Dans ce cas aussi, les scindages qui se produisent par restriction
a G' sont immédiats. Nous donnons ci-dessous ceux qui ne 1l'étaient
pas déja.

Considérons tout d'abord la représentation de la série associée &
Pi qui apparailt dans la restriction & G' de la série déployée de G

(c'est-a-dire, -donnée par décomposition de la représentation de Weil

en rang 4, déployé).

PROPOSITION 5.~ On'a (si vcar k#¥2) (cf. prop.2 iv), §3, n°2)
+
[ |_qN 1 1 -
vt w [l ] =masy)
o -"o'0o
avec

i ‘1’1 = naoo’i‘l : (WD\O /1\0{‘3193 = (WU\O }\o]'aop)

(ou_1'on note LR (resp. Ao) le caractére non-trivial de U (resp.

Kx), de carré trivial ; en fait avec nos conventions d'identification

Démonstration : Cela résulte aussitdt du §1, n°2, prop.3 et du ch.IV,

table 6.
C.Q.F.D.

Rappelons que, dans le cas non-déployé, on note F l'isomorphisﬁé
involutif de W[ﬂ] sur WEWOF] déduit de 1l'action du Frobenius F

dans E = E2><X (c£. ch.V, §2, n°2). Rappelons aussi queil'on pose

*
A = l\ol\ , pour A€ CaI"(Kx)-

PROPOSITION 6.- On a (si car k#2), pour € Car(U) -{1}
~ 1-q
Vilogmy) & wle, A8
ou A€ Car(K®) - car(x*) est tel que AlU = o (donc i g woli , pour

U(a) = a1_q , a€ K* , et par suite - , suivant nos conventions)
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et ol
1-a7 _
Wi_[ao,'\ 1 = Im(1 i‘yz)
avec
- A g A a9
¥ =m_ o8 OF:(WE ]p)z;(w[ ]ao)
2 ey 2 A ¥ a*ed’ 2% p¥as' o

L. oy oy . . . - .
en désignant par S 1l'isomorphisme involutif de "A,q sur “@,A qui

dans le modéle de Weil est déduit de la transposition (a,b;c) » (b,a;c)

(a,b€K , c€KY).

Démonstration : Cela résulte aussitdt du ch.V, §4, n°?, prop.?1 et du

§1, n°2, prop.3 ci-dessus.
C.Q.F.D.

On vérifie de méme la proposition suivante, qui correspond au
dernier cas ol la décomposition dans le modéle de Weil est plus évidente

que dans le modéle naturel.
PROPOSITION 7.- On a (si car k#2)

+ .
' eyt i _ . 2
\Y (ao,ﬂmo) ~ wt[Ao’Ao] = Im(1 iwz) (i€{1,q"})

- er e
¥, =n oF : (W
2 Uo A9 A

o) e (o o)

pour un A€ Car(K) - car(xX) tel que I L L

5.- La série discréte associée au tore Ti = T1n G'.

Nous renvoyons au chapitre IV (§4, n°3) pour ce qui concerne la
série discréte de. G associée au tore T1 et les notations employées
ci-dessous. )

Notons que si A,%€ Car(Kx) ‘sont tels que A = 382 gi10rs

AGT rg e Car(U) , d'aprés nos conventions. Les restrictions & G'

de cette série s“écrivent donc w[w1,w2] (cf. déf.3, n°2).
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PROPOSITION 8.- Soient w,,®,, »i, ®} € Car(U) -{1} tels que wyFw,

-1

o]l et wiFul, m;‘*. Alors (cf. n°2, A&f.3)

i) la représentation W[w1.w2] est irréductible 3 moins gue
car k#2 et w, u o, soit éqal & w_ ;

= = o

ii) dans ce cas, disons ¢, =w®_, ona

W[wo,wz] = W+[tuo,<»2] ® W_[(uo,(uzl

ol les composantes irréductibles, non isomorphes W+[wo,w2] sont

données par

wlo o] = In(1+Y¥,)

¥
avec
. AoATe A* g
‘i’z = ‘ﬂdooFon : (Wl:/\* Ad J,D) = (W[A A*q],aoo> '
ou l'on note F, 1'isomorphisme involutif de (VA,"A)@’(VA*q,WA*q)

sur (VAq'nAq)g’(VA*,nA*) défini par
. = q e |
(sz)(a1,¢1,a2,wz) w(a1,¢1,a2.wz)
pour a1,a2€K , ‘31,'1126X , CDEVA®VA*q : enfin A €car(KS) - Car(kx¥)
est tel gque - w,

iii) pour que W(+)[m1,m2] ~ W(+)[wi,wé] il faut et il suffit

I'u’llw'_1'wl_1} -

-1 .-y =
(‘”1'0’2103 ' } - {11)1 2 1 2

1 2

Démonstration : Cela résulte aussitdt de 1'irréductibilité et non-
entrelacement de la série discréte de G associée a T,] , des proposi-
tions 2, 3 et 4 du numéro 2 du paragraphe 1 et des remarques du numéro

2 ci-dessus.
C.Q.F.D.

Définissons la série discréte de G' associée a Ti comme 1'en-
semble des types d'isomorphie des composantes irréductibles des res-

trictions & G' des représentations de la série discréte de G
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associée au tore T1 . Nous avons alors, d'aprés la proposition ci-

dessus.

THEOREME 2.- La série discréte de G' associée au tore T1' est formée
i) des %(q—1)(q—3) (resp. %q(q—Z)) types d'isomorphie des
représentations W[w,l,mz],, de dimension (q—1)2(q2+1) , pour
€ _ 2 2 -1,
Car(U) - {1} , wf#1 , wj#1 , wyFC, w0 g
ii) et, lorsque car k#¥2 , des %(q—1) types d'isomorphie

© 0,

des représentations W+[wo,w] , de dimension %(q—1)2(q2+1), pour
w € Car(U) -{1,0)0} .

6.- La série discréte de G' associée au tore de Coxeter Té .

Nous renvoyons au chapitre V (§5, n®°1) pour la description de la

série discréte de G associée au tore de Coxeter T2 de G . Nous

gardons ses notations.

On définit la série discréte de G' associée a Té comme 1'en-

semble des types d'isomorphie des composantes irréductibles des res-
trictions & G' des représentations de la série discréte de G asso-

ciee a T, .
2

Notons que pour @ € Car(ﬁx), o!-q s'identifie, d'aprés nos con-

ventions & un caractére Q de [ (= }{1 (1)). D'autre part on a aussi

1=

A = Q'OE (avec \_x(z) =gz 4 : szISI) pour un (et un seul) caractére

X X . ,
Q' du groupe UY' des z€K tels que k'I'\I'éz) €x” , il en résulte que

A

Q est la restriction de Q' & g .

PROPOSITION 9.- Soient @,81 € Car(Ex) tels gque leurs orbites suivant

GalK/k soient non-dégénérées (i.e., & 4 éléments). Alors la représen-
w

tation WL0,09] est irréductible (avec 0 = ®1—q) et pour que

wia,09] soit isomorphe & W[“1,Q?] (avec 01 = @]-q) il faut et il

suffit que 0 et 01 soient congrus modulo GalK/k .
w
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Démonstration : Cela résulte aussitdt du ch.V, §5, n°1, des propositions

A

2, 3 et 4 du numéro 2 et du corollaire d& la proposition 7 du méme numéro,

C.Q.F.D.
7.- La représentation exceptionnelle de G'.
PROPOSITION 10.- La_ représentation
R(1,1) = Res w[? 9] (@ € Car (k™))
GlG'

est irréductible (et ne dépend pas de o).

Démonstration : Cela est clair, puisque l'on sait déjd que les repré-
o anZ
o

sentations W sont deux & deux non-isomorphes (ch.V, §3, n°3).

I1 suffit en effet d'appliquer les propositions 2 et 3 dqu numéro 2 du

paragraphe 1.
C.Q.F.D.

THEOREME 3.- La série discréte de G' associée & Ti , celle associée

a T, et la représentation R[1,1]5 épuisent la série discréte de G

En outre, les deux représentations de Weil de G' en rang 4 four-

nissent par décomposition toutes les représentations irréductibles de

ce dgroupe.

Démonstration : Cela est clair, parce que les représentations irréduc-
tibles dont il est question‘ont été obtenues par restriction d'un sys-
téme complet de représentations irréductibles de G . La seconde asser-
tion est aussi immédiate puisque chaque représentation de Weil de G’
s'obtient par restriction d'une de G et que nous avons déjd démontré
l'assertion pour G .
C.Q.F.D.
Nous donnons la liste compléte des représentations irréductibles

de G' dans la table 1.
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Correspondance avec les notations de

TABLE 2

A. Série principale.

Rle,8] x5 (k. 8)
R+[ao,s] 84 (k)
R_[o_,8] €42(k)
Rle, 1] £, (k)
Rlo, 119 g1(x)
Rlo, o]’ xg (K)
R[“’In’]q Xg(k)

R+[a’o’1]1 <I,5
R (o 11" @
R+[ao'1]q CI)7
R_[o_,119 oy

B. Série associée a 1

Rloyo]  -xg(k,2)
R+[a,wo] =84 (k)
R_[o,0 ] -8}, (k)
R (o 0] -85, (2)
R_[o 0] -£,,(8)
Ri1,e) -g )

R[1,0]9 ‘§i(k)

B. Shrinivasan [1

R(1, 17
R(1,1],
r[1,11,
R(1,1],
R(1.1],
R, Lo o 11
R_[ao,ao]1'1
R+[0'o'ulo.]q'q
R_[o o 199

q.1
R[ao,ao]

R+[1,wo]1
R_[1,wo]1
R,[1,0 1%
R_[1,0 ]9
R+[wo'w.0]1
R_[o 0 1!
R+[ao'mo]q
R_[ao,wo]q

6]
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TABLE 2, suite

Correspondance avec les notations de

B. Shrinivasan [16]

C. Série associée & 5 -

R[4, A9] =X, (3)
r[4,49] =X (k)
R[A,2 99 X (X)

D. Série discréte.

Rlw,w'] X4 (K, €)
R+[mo,m] ‘ €51 (%)
R_[w_,o] 85, (k)
r(n,09] x4 (3)
R[1,1]5 ®.0



(1]

(2]

(3]

(4]

(5]

fe]

[7]

(s]

93

{10]

f11]

[12]
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