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INTRODUCTION

Ce travail est consacré à l'étude des anneaux gradués commutatifs

à graduation aussi générale que possible, aont les idéaux homogènes satisfont

à la condition noethérienne : toute chaîne strictement croissante d'idéaux

homogènes est finie (on verra que cela n'implique nullement la condition

analogue pour les idéaux quelconques). Pour faire comprendre l'expression

"graduation aussi générale que possible", rappelons d'abord les diverses

significations que le terme "anneau gradué" a eues jusqu'à présent en Algèbre.

Dès le début de la théorie des anneaux sont apparus les premiers spécimens de

cette notion, tels les anneaux de polynômes ou de séries formelles à plusieurs

variables» Bien plus tard, quand d'autres anneaux du même type sont apparus

(tels les anneaux de classes d'homologie et de cohomologie) la notion générale

de grade s'est dégagée comme synthèse des notions particulières comme le degré

(total, ou par rapport à l'ensemble des variables) d'un monôme, ou le poids

d'un monôme lorsqu'on attribue un poids à chaque variable» Et on a appelé

anneaux gradués des anneaux commutatifs o^ certains éléments a non nuls, dits

homogènes, sont munis d'un grade œ(a) ; tout élément non nul d'un tel anneau

est somme libre d'éléments homogènes. Ces grades (pour lesquels ab 7^ 0

entraîne œ(a b) = œ(a) + œ(b)) étaient toujours supposés parcourir une partie

stable d'un groupe additif de type Z ou ~Z» • (0 est parfois considéré

comme homogène de grade ou indéterminé, ou absorbant oo). D'autres anneaux

gradués sont apparus ; par exemple les squelettes des corps values, cas

particulier des corpoîdes [3], qui sont parties homogènes de certains anneaux,

gradués par un groupe quelconque, commutatif ou non. Pour certains anneaux,

les grades parcourent un ensemble plus général muni d'une loi de composition

interne»

Jusqu'ici, dans les cas concrets d'anneaux gradués rencontrés dans

diverses branches mathématiques, les grades parcourent toujours une partie

convenable d'un groupe commutatif. Aussi, N.Bourbaki définit la notion d'anneau

gradué dans le seul cas où les grades parcourent une partie d'un monoîde

ou demi-groupe (ensemble muni d'une loi interne associative) commutatif, avec

élément neutre. Et, de plus, il se restreint souvent au cas où le monoîde est

simplifiable (c'est-à-dire a tous ses éléments réguliers), ou même est un groupe.

Notons qu'il définit d'abord un groupe G commutatif gradué de type A

(où A est un ensemble quelconque) comme une décomposition de G en somme directe

de sous-groupes : G = ® G. «
X 6 A "

Les définitions de N.Bourbaki appellent d'autres remarques.
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L'ensemble des grades des éléments non nuls d'un anneau gradué est une partie

d'un monoîde commutatif A, noté additivement, et ayant un élément neutre 0.

N.Bourbaki admet que certains grades ô ç A puissent être "vides", c'est-à-dire

qu'aucun élément non nul ne soit de grade ôo Ce point de vue sera adopté dans

ce travail, car il a des avantages certains. D'une part, on pourra considérer,

simultanément, toute une famille d'anneaux gradués tels que les grades des

éléments non nuls de chaque anneau parcourent une partie (dépendant de l'anneau)

d'un même ensemble. D'autre part, considérons un seul anneau gradué. Il peut

arriver (par exemple dans les gradués de certains anneaux locaux) que, pour

certains grades Ot et (3, quels que soient les éléments a de grade a et b de

grade (3, on ait ab = 0. Dans ce cas, la structure de l'anneau n'indique pas

quel peut être le composé des grades a et (3, ce que cachait la donnée préalable

du composé par la donnée du monoîde. Si, inversement, on part de la seule

structure d'anneau dont le groupe additif est gradué par l'ensemble A, on peut

ou bien supposer non défini le composé de a et |3, et la loi interne sur A, non

partout définie, sera malcommode. Ou bien on peut prendre pour composé l'un

quelconque des grades ô ç. A î mais alors A sera-t-il plongeable dans un groupe,

ou même seulement dans un monoîde ? Dans la structure plus générale où nous

nous placerons, nous n'imposerons à la loi de composition sur A, outre d'être

partout définie, que la condition : pour tous a, b ç. A, si ab 7^0, w(ab) est

égal au composé de w(a) et œ(b). Enfin, N.Bourbaki se limite par une hypothèse

générale de commutativité des anneaux et de leurs monoîdes de grades. Cela

restreint le champ d'application de la théorie $ par exemple sont exclus les

linéarisés (ou anneaux associés) des corpoîdes non commutatifs. Toutefois, ce

dernier point est peu important dans la perspective de notre travail, consacré

essentiellement aux anneaux commutatifs.

Rappelons donc la définition de N.Bourbaki, une des plus générales

que l'on trouve actuellement. On se donne un anneau A commutatif et unitaire,

un monoîde A (que nous noterons ici multiplicativement) commutatif et possédant

un élément neutre, noté 1, et une application cp de A dans l'ensemble S(A) des

sous-groupes du groupe additif de A, définie par (p(x) = A . On dit que le
A

triple (A, A, cp) (ou, par abus de langage, que A) est un anneau gradué de type A.
et que A est une graduation de A si et seulement si : (1) le groupe additif
de A est égal à C A ; (2) pour tous À,JJ. ç A, on a

\ € A A

\ \ = ^xy ; x € \ * y 6 A^ c \n • L'ensemble H = U A^ est dit la partie
\ç. A

homogène de l'anneau gradué A, et les éléments de H sont dits éléments
homogènes de A,

Cette nouvelle structure est donc construite à partir de structures
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données, en leur imposant certaines conditions de coordination» Mais, on voit

aisément que la donnée de la partie homogène H, munie de l'addition et de la

multiplication induites par celles de A, suffit à déterminer, à une isomorphie

près, presque tout le reste de la structure» En effet, deux éléments non nuls

a, b de H appartiennent à un même A si et seulement si leur somme est dans H ?
A.

ils sont alors dits "addibles" dans H, Comme 0 appartient à tout A. , nous

notons^' A* = A ,.[o} et H* = H..{o}. L'addibilité est une relation
•x-

d'équivalence dans H* dont les classes sont les A non vides. Ainsi, le support
À *

et la structure additive de H déterminent, indépendamment de A et cp, les A
•M- •%•

non vides, les A = A U fo) correspondants, et l'ensemble D (H) = [A ; X ç. Il}
~^^^~ A A A
de ces derniers (on désigne par II l'ensemble des grades \ non vides). Puisque

(A, A, (p) est un anneau gradué, chaque A est un groupe abélien pour l'addition
A

induite par celle de H, et X ^ |i implique A, HA = (o} ; le groupe additif de

A est la somme directe © A . En vertu de la condition (2) de la définition,
xçn /l

la multiplication est partout définie sur H ; elle est aussi commutative,

associative, et distributive par rapport à l'addibilité et à l'addition de H ;

elle définit, par distributivité, la multiplication dans A = ® A . Comme
X— i •»

ç : A »-» X est une bijection de D (H) sur II, cet ensemble de grades non vides
A

est défini, à une bijection près, par la donnée de H. De plus, si X, |J. € II

sont tels que A. A ^ {o}, leur composé X (J, est déterminé par la structure de H,
A. (Ji

comme l'unique 6 ç II tel que A A c A.o Donc II est défini, par la structure de

H, à une isomorphie près pour la composition des grades X, (J. tels que

\\ ̂ t° î-
Les seuls caractères que la structure de H ne détermine pas sont

l'ensemble A..II des grades vides et la composition des grades X, ^ € A tels que

A A = (o). Ces caractères n'ont pratiquement aucun rôle dans l'anneau gradué.
A p»

Aussi il semble naturel, dans la structure d'anneau gradué, de ne considérer

comme essentiel que ce qui est déterminé par la donnée de H et de sa structure.

Ainsi, deux structures (A, A, cp) et (A*, Ai cp') pourront être considérées comme

un même anneau gradué si leurs parties homogènes respectives H et H', munies

de leurs addition et multiplication, coïncident. Cela établit un isomorphisme

canonique entre A et A' , que l'on considérera comme une identification. Quant

aux applications cp : A -» D(H) = D^(H) U {{o}] et cp' : A' -» D(H), on les

considère comme différentes graduations possibles de cet anneau gradué (on

pourra les dire graduations équivalentes de l'anneau abstrait A = A').

( l) On notera E..F, et non E - F, la "différence ensembliste" (x ç E ? x ^F},

afin d'éviter toute interférence avec les notations algébriques. Pour tout

ensemble E possédant un élément "zéro** noté 0, on posera généralement E* = E..{o}.
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Ce procédé est analogue à celui concernant les valuations : on considère deux

valuations (au sens de MoKrasner, [3], exposé 3) d'un même corps K comme

équivalentes si l'une est puissance positive de l*autre. Et on considère une

classe de valuations équivalentes comme une "place" (au sens classique),

généralisation de la notion de point de la géométrie algébrique classique,

On sait que l̂ qui valence de deux valuations peut se caractériser par légalité

de l'anneau V de valuation (considéré comme anneau abstrait, et indépen-

damment de son inclusion dans le corps value)o K étant le corps des fractions

de V, la structure de V détermine K à l'identification canonique près ; et il

détermine la "place", c'est-à-dire la famille, dépendant d'un paramètre réel

positif, des valuations d'anneau V, La donnée de V revient à définir les

valuations considérées à une isomorphie près de leurs groupes, c'est-à-dire à

définir tout ce qu'ont en commun ces valuations de la même place. La valeur

particulière du paramètre, dans chaque valuation est un caractère secondaire

que V ne fournit pas. On voit donc une certaine analogie de conception entre

d'une part l'anneau gradué A (au sens précédent), la structure homogène H, et

les différentes applications cp : A -* D(H), et d'autre part le corps value K,

l'anneau de valuation V, et les différentes valeurs du paramètre dont dépend

la famille des valuations équivalentes d'anneau Ve

Cependant, comme on l^o. vu plus haut, la donnée de H renseigne en

partie sur cp. Si X, 4 ç. A sont non vides, et si cp(\) cp(^) = A A ^ {o}, le

grade X pi n'est pas vide et l'on a cp(\) cp(^k) c: cp(^ p,), Organisons donc Aç = D(H)

par la loi partielle suivante : pour tous S, T ç. D(H) tels que ST =7^ {o},

définissons le composé S-^T comme l'unique élément U de D(H) tel que S T C U.

Alors, <p induit une bijection de II sur D (H) telle que cp(Xpi) = cp(\) * cp((J»)

chaque fois que le composé à gauche est défini» Supposons, comme nous le ferons

dans tout ce travail, que A possède un élément vide absorbant, noté 0 (si un

tel élément n'existe pas déjà, on peut l'adjoindre à A sans changer le fond du

problème). Alors, cp induit une bijection cft, de II U [0) sur D(H) puisque

cp(o) = [0)0 On voit donc que la donnée de cp équivaut à celle :

(a) de l'inverse ^ : D(H) = Ao -» II U (0 ) de sa bijection cpç ?

(b) de l'extension de II U {o} en un ensemble plus grand A ? (c) de la fermeture

de la transportée par ^ de la loi partielle sur D(H), en une loi partout

définie sur A, associative, et admettant l'élément absorbant 0.

Définissons une application canonique CDç, ; H -» D(H) = Ao par

ODo(o) = [0 } et en prenant pour Oïo(a), lorsque a -^ 0, l'unique élément de D(H)

qui contienne a. On appellera ttîo(a) le grade propre de âe Si on pose 0) s= ^ o o)o ,

on appellera w(a) le grade de a dans la graduation définie par cp (ou, par abus

de langage, dans la graduation A). H étant donnée, il est clair que la donnée



INTRODUCTION 9

de ^{ est équivalente à celle de œ.

Sans la condition d'associativité de la loi de A exigée par

N Bourbaki, la graduation la plus simple de l'anneau gradué considéré aurait été

la suivante ; prendre Ag pour ensemble de grades (en posant (0} = 0), l'identité

sur AQ pour application i|f, et, lorsque S et T dans Ao sont tels que S T = {o},

poser S^T = 0 , Si la loi sur £^ est associative, donc satisfait à la définition

de N, Bourbaki, on peut l'appeler graduation propre de l'anneau gradué. La

multiplication de H étant associative, on pourrait s'attendre à priori à ce

qu'il en soit toujours ainsi. Mais dans cette analyse de la notion d'anneau

gradué au sens de N, Bourbaki que nous a suggérée M. Krasner, nous avons

constaté que la loi sur Ag n'est pas forcément associative, même en choisissant

autrement les composés S*T lorsque S T = {O }. Et cela arrive même dans des cas

simples.

Revenons à l'analogie avec la théorie des valuations. Dans cette

théorie, l'anneau V de valuation est déterminé par la structure plus compliquée

de son corps value de fractions ; et V permet de reconstruire cette structure,

à l'équivalence de valuation près» On renverse ensuite le procédé, en

caractérisant axiomatiquement tout anneau abstrait qui est anneau de quelque

valuation de son corps de fractions ; on obtient, à partir de cette classe
d'anneaux, toutes les places possibles par la construction rappelée plus haut.

M» Krasner nous a suggéré d'appliquer une méthode analogue à la théorie des

anneaux gradués (caractériser axiomatiquement toute partie homogène H qui est

celle de quelque anneau gradué ; puis obtenir à partir de là tous les anneaux

gradués possibles), en débarrassant la définition de N» Bourbaki des

restrictions qui n'empêchent pas la construction à effectuer, et des conditions

concernant la partie non essentielle de la structure» On abandonne donc

l'hypothèse de commutativité de l'anneau A et de l'ensemble A des grades, ainsi

que l'existence d'un élément neutre dans Ao (Cependant, ces hypothèses seront

reprises dans la majeure partie de ce travail, consacré aux anneaux commutatifs)»

Mais surtout, on n'imposera des conditions qu'aux seuls grades non vides, et on

n'imposera l'associativité qu'aux triples a, (3,^ tels que A A A.ç^ (0}.

Bien entendu, on maintient les conditions : ( 1) A == © A (en éliminant les
x e n À

grades vides) ; (2) A A. c A . . On remarque alors que, lorsque
a p Oc p

A A- Ay^ {O}, l'associativité du produit de a, P, ̂  vient de (2) et de
01 p 0

l'associativité dans l'anneau»

Ainsi, on appellera finalement anneau gradué au sens le plus

général la structure (A, II, f) suivante ; A est un anneau arbitraire, II est

un ensemble muni d'une loi de composition en général partielle, et £ est une

application dp ïï dans l'ensemble S (A) des sous-groupes ^ (O } du groupe
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additif de A. Ces données vérifient les axiomes : (V a ç H, on notera f(a) = A ):

1° V a, p ç II, a p est défini si et seulement si A A 7^ {o} ; 2° si a P est

défini, on a A^ A ÇA ; 3° le groupe additif de A est ® f(\) = © A .
x ç n x ç n x

On appelle partie homogène de cet anneau l'ensemble H = U A organisé par
x çn ^

l'addition partielle et la multiplication induites par celles de A. On considère

que les structures (A, H, f) et (A, H», f) sont un même anneau gradué s'il

existe un isomorphisme ^ : II' -. II tel que f = f o ^ Une manière canonique de

définir II et f est de prendre pour II l'ensemble D^(H) = {A ; \ ç. H] (il est

indépendant du choix de II), muni de la loi S^T (avec S, T € D*(H)) définie si

et seulement si S T ^ {0} par S T c S^T ? et de prendre pour f l'identité de

D (H). On définira les graduations possibles de l'anneau gradué considéré comme

les couples (A,cp) où A est un ensemble muni d'une loi de composition partout

définie et ayant un élément absorbant 0, et où cp est une application à -» 4, = D(H),

injective sur l'image réciproque q) (D (H)), et telle que cp(o) = (0 } et que

ç(a)cp(@) c cp(ap)pour tous a, @ ç. A. (On dira souvent : la graduation A, cp
étant sous-entendue)•

II semblerait alors souhaitable, pour la commodité, de restreindre

le choix de A aux cas où sa loi est associative (nous dirons : aux graduations

associatives). Ce fut un étonnement (partagé, je crois, par MM. Krasner et

Samuel) de constater qu'un anneau gradué (au sens précédent (A, II, f)) peut

très bien n'avoir aucune graduation associative. On le voit dans certains caa

très simples, lorsque la loi partielle de II n'est déjà pas associative. Ce

phénomène ne peut se produire que pour des triples de grades a, (3, y ç II tels

que A^ A Ay = (o} -, si les produits A^ A et A Av sont différents de {o},

et s'il en est de même de A gA^ et de A A y , les produits (a p)Ï et

a(p'Ï ) sont définis dans II ; mais rien ne les oblige à être égaux, comme on le

montrera. On verra même un exemple d1 anneau gradué où II est un ensemble fini

muni d'une loi partout définie et commutative, mais, à part cela, quelconque.

Ce dernier exemple, il est vrai, est tératologique ; il s'étend au cas où II

est dénombrable. On est donc obligé d'abandonner toute condition préalable

d'associativité sur les grades. Donc, un anneau gradué au sens considéré

possédera toujours une graduation propre Ao » q î sera ou non associative. On

verra que la plus grande partie de ce travail est indépendante de l'associativité

de la graduation. On verra par contre certains résultats importants où

l'hypothèse d'associât!vite semble indispensable. Aussi, on considérera de

préférence les graduations associatives, s'il en existe. De même, nous éviterons

toute complication artificielle, lorsque la classe d'anneaux gradués le permet s

Pour les anneaux commutatifs, nous nous limiterons à leurs graduations
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commutatives. Pour les anneaux unitaires où 1 est homogène, nous nous limiterons

presque toujours aux graduations A où le grade de 1 est neutre.

Passons à la caractérisation axiomatique de la partie homogène H

de ces anneaux gradués. H satisfait évidemment aux axiomes suivants (a addible

à b sera noté a;̂  b) ;

I. H est un monoîde par rapport à sa multiplication, et possède un élément

(bilatéralement) absorbant 0,

II, 0 est addible avec tout élément de H ; l'addibilité est réflexive,

symétrique (a #b implique b #a) et presque transitive (si b 7^0,

les relations a #b et b #c impliquent a ̂ c). Pour tout élément a non nul

de H, l'ensemble A(a) = (x ç H ; x # a} est un groupe abélien pour l'addition

induite par celle de H»

III. La multiplication est bilatéralement distributive par rapport à

l'addibilité et à l'addition : pour tout c € H, a #b implique ça #cb,

ac ^bc, c(a + b) = ça + cb, (a + b)c = ac + bc.

Inversement, lorsqu'un ensemble H, muni d'une multiplication et

d'une addition partielle, vérifie ces axiomes, on montre aisément qu'il est la

partie homogène d'un anneau gradué : L'élément neutre 0 de tout groupe A(a)

est 0 ; en effet 0 ç A(a), et comme 0 se caractérise par 0 = 0 + 0 , on ena a a a
déduit 0 = 00 = 0(0 + 0 ) = 0 0 + 0 0 = 0 + 0 , d'où 0 = 0 .a „ a a a a a

Sur H = H..{0), l'addibilité est évidemment une relation d'équi-
•M' •M'

valence ; ainsi, les A (a) = A(a)..{o} distincts forment une partition de H , et

les groupes additifs A(a) distincts ont deux à deux en commun le seul élément 0.

Si donc D (H) est l'ensemble de ces groupes, on prendra leur somme directe

® ^ G pour groupe additif de l'anneau A à construire. On y définit la
G ç D (H)
multiplication à partir de celle de H, grâce à sa nécessaire distributivité

bilatérale par rapport à l'addition dans A. Alors, 1'associât!vite et la

distributivité pour l'addition de la multiplication dans A se déduisent immé-

diatement des propriétés d'associativité et de distributivité de celle de H,

De plus, si la multiplication de H est commutative, celle de A l'est aussi ;

si un élément est unité dans H, il l'est aussi dans A, Pour support de II on

prendra D (H), et pour f l'application identique. Seules les conditions 1° et 2°
^

restent à remplir. Pour tous S, T ç D (H), tous a, a' ç. S et tous b, b' ç. T, les

conditions a^a', b ̂ b' impliquent ab^a'b*. En effet, elles entraînent par

distributivité ab #a'b et a'b^a'b1» ab» #a'b' et ab #ab' ? si ab' ^Q, ou

si a'b ^0, la presque transitivité implique ab #. a'b' ; sinon, la conclusion

est encore vraie, selon une remarque de M. Krasner, car on a alors

ab = a(b + b') ^a^b + b') = a'b'. En particulier, dans tous les cas où

S T ^ (o), il existe un unique élément U ç. D*(H) tel que S T c U ; et on
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prendra alors par définition U comme composé de S et T. Les conditions 1° et 2°
sont alors vérifiées,

La structure H satisfaisant aux axiomes I, II, III s'appelle annéîde.

Elle a été introduite par M. Krasner [4], qui l'a précisée dans ses course
séminaires. Ainsi, le noyau ultime et intrinsèque de la notion d1anneau gradué

est la notion dT annéîde, Dès lors, deux manières d'étudier les anneaux gradués

sont possibles : à partir de l'anneau et d'une de ses graduations, comme l'ont

fait jusqu'ici la plupart des auteurs. Ou bien à partir de l'annéîde H, méthode

adoptée par M. Krasner dans la théorie des corpoîdes [4], et qui sera généra-

lement adoptée dans ce travail. (Certains résultats seront reformulés en termes

d'anneaux gradués). Dans la première méthode, l'addition est partout définie.

Mais cet avantage est plus apparent que réel dans bien des cas : d'abord la

non-addibilité d'éléments de H se retrouve dans la non-homogénéîté de leur

somme. Mais surtout, les notions homogènes sont obtenues en imposant, aux notions

correspondantes de 1'anneau abstrait, certaines conditions supplémentaires

d'homogénéité. Aussi intervient une foule d'éléments non-homogènes, qui

probablement sont souvent superflus ou parasites. Ils risquent d'alourdir

certaines propriétés ou démonstrations de la théorie, en estompant ce qui est

essentiel. Dans la deuxième méthode, l'annéîde H détermine toute la structure,

à quelques caractères secondai- près. Donc, tou-ces les notions doivent pouvoir

se formuler en termes d'éléments homogènes, ainsi que les démonstrations. Si

parfois, quelques éléments non-homogènes peuven-L y figurer à titre auxiliaire,

cette méthode doit permettre de "doser" leur emploi, en se limitant chaque fois

à ceux qui sont nécessaires.

Il existe un autre avantage plus concret de la deuxième méthode :

A étant un anneau commutatif gradué, considérons une partie multiplicativement

stable M (avec 0 ^M). Si M n'est pas un ensemble d'éléments homogènes, en

général l'anneau A^ des fractions ne possédera pas de graduation naturellement

déduite de celle de A, En effet, l'inverse d'un élément non-homogène n'est pas,

en général, un? somme de quotients d'éléments homogènes. Pour cette raison, le

vrai "corps de fractions homogène" de A (si A est sans diviseur de 0) n'est pas

A..* , mais A^ « Et le vrai "anneau localisé homogène de A par rapport à un

idéal p homogène premier" n'est pas A. . , mais ^-- / . .. - _ v . Ainsi, le vrai
A» • ? ri. • ^ p 1 1 ïi)

domaine de la théorie des fractions dans l'homogène est l'annéîde H, et non

l'anneau A. Ceci -îst particulièrement visible dans le cas des corpoîde",

c'est-à-dire des annéîdes Q où Q = Q..{o} est un groupe multiplicatif. Dans

la théorie des annéîdes, ce sont eux les véritables "corps dans l'homogène"

(on a Q = Q ^) ? et leurs propriétés sont analogues à celles des corp.» (voir [4]).
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Par contre, si A = Q est l'anneau gradué associé à Q, on a A ^ = A, tandis que

A.^ (attention, A peut n^tre pas intègre ; I, § 2, ex, 2) n'a pas une structure

homogène favorable. Toutes ces raisons nous ont fait préférer la deuxième

méthode comme méthode de base» Bien entendu, ceci ne se rapporte qu'à la théorie

générale des anneaux gradués, et pas forcément à certaines applications de ces

anneaux» Lorsque des éléments non-homogènes interviennent effectivement, la

première méthode s'impose ? c'est le cas, par exemple, des anneaux de polynômes

appliqués à la géométrie algébrique affine,

D'ailleurs, M» Krasner a introduit la notion d'annéîde comme une

généralisation de la notion de corpoîde [4] (analogue au passage de la notion

de corps à celle d'anneau), et non comme partie homogène d'un anneau gradué»

Mentionnons toutefois qu'une classe, assez particulière, d'annéîdes a été

envisagée indépendamment par Sagastume Berra [7], à partir des anneaux gradués»

Quant à la notion de corpoîde, introduite également par M. Krasner en 1944,

elle a son origine dans la théorie des corps values (voir [3], squelette d'un

corps value), 2)ans son Séminaire [4], M» Krasner a développé la théorie des

corpoîdes commutatifs et "sans torsion" (c'est-à-dire dont le groupe des grades

est sans torsion). II a montré qu'ils admettent une théorie des extensions,

d'algébricité, de séparabilité, de transcendance aussi précise que celle de

Steinitz pour les corps. Mais cette théorie est plus riche, car l'extension

d'un tel corpoîde peut se manifester en partie par l'extension de son corps

(ce corps est ^ensemble des éléments addibles à 1) , et en partie par celle de

son groupe (des grades). M, Krasner a montré^ / que les extensions finies de

tels corpoîdes admettent une théorie de Galois de même type que celle des corps

(sauf que la deuxième partie du théorème de Galois se démontre par d'autres

méthodes, car le théorème de l'élément primitif n'est plus valable). Dans

l'exposé cité [4], M, Krasner développe d'ailleurs la théorie des annéîdes des

polynômes (d'un ensemble arbitraire de variables) sur un tel corpoîde q. En

effet, si on fixe les grades des variables (qu'on suppose, dans ce cas, pris
dans un surgroupe abélien sans torsion du groupe de q), les polynômes seront,

par définition, les sommes formelles de monômes d'un même grade, et on peut

montrer que ces polynômes forment un annéîde. Ces annéîdes (qui sont factoriels),

jouent le même rôle dans la théorie des extensions corpoîdales que les anneaux

de polynômes dans celle des extensions de corps. Toute la théorie élémentaire

des anneaux commutatifs (idéaux, anneaux quotients, corps de fractions) reste

-••raie, avec des changements minimes (et en remplaçant, bien entendu, les corps

(2) Cette théorie n'est pas encore publiée. Elle a été plusieurs fois exposée

dans ses cours de Clermont-Ferrand, 1961-62. de Paris 1966-67. ainsi que dans

son séminaire sur la théorie des corps values,
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par les corpoîdes) dans ces annéîdes. Elle se transporte d'ailleurs aux

annéîdes quelconques,

On peut envisager les anneaux gradués q et q[X] qui correspondent à

ces corpoîdes q, ou à ces annéîdes de polynômes q[x]» On a vu que cela est

plutôt une complication, à cause des éléments non homogènes ; de plus, ces

derniers masquent l'analogie des corpoîdes avec les corps. D'autre part, soit k

un corps value, et soit S son squelette, qui est un corpoîde ? là, rien ne

correspond, dans la structure du corps value le, aux éléments non homogènes de S,

ou de S[X] ; donc, leur introduction semble ici artificielle»

Dans la théorie des anneaux gradués existe l'analogue homogène de la

notion de module. On peut la définir en partant soit du point de vue des

anneaux gradués, soit de celui des annéîdes» Nous nous bornerons à donner les

définitions sous les deux formes ; le lecteur saisira aisément leur

signification.

On appelle module gradué sur un anneau gradué (A, II, f) la

structure (E, S, g) suivante : E est un A-module, S est un ensemble muni d'une

loi de composition externe (partielle en général) dont le domaine d'opérateurs

est II, et g est une application de 2 dans l'ensemble S (E) des sous-groupes

^{0} du groupe additif de E. (vç ç. 2, on notera g(ç) = E ), Ces données

vérifient les axiomes : 1° Va € II, VÇ ç 2, a ç est défini si et seulement si

^«^(Ç) = A E ^ {0} ; 2° si a Ç est défini, on a A E c E ; 3° le groupe

additif de E est ® 9(ç) = ® E « (pe même, dans S, l'associât!vite des
ces c e s ç

scalaires pourra n'être pas vérifiée)» L'ensemble M(E) = U E est dit partie
» ç^ b

homogène de E. Posons C*(M) = (g(ç) = S ; ç ç 2} et C(M) = C*(M) U {{o}}

Si (A,cp) est une graduation de A, on appelle A-graduation de E tout couple

(r,i|r) vérifiant les conditions suivantes : F est un ensemble muni d'une loi

de composition externe partout définie, dont A est le domaine d'opérateurs ;

<r est une application F -* Fg = C(M), injective sur l'image réciproque

^(C^M)), et telle que i|f(o) = (0 ) et que cp(a)+(ç) c i|f(<yç) pour tous a € A,

ç ç F» Même lorsque A est associative, un module gradué peut n'avoir pas de

A-graduation (F, +) dont la loi externe vérifie l'associativité des "scalaires".

On appelle moduloîde à gauche sur un annéîde H un ensemble M

vérifiant les axiomes suivants : !• M est muni d'une multiplication externe,

dont H est le domaine d'opérateurs à gauche, et qui vérifie l'associativité des

scalaires. M possède un élément absorbant 0' tel que a 0' = 0 ' pour tout a ç. H.

(0' sera désormais noté 0). II. M est muni d'une addition partielle vérifiant

les mêmes axiomes (il) que H (x addible à y est noté x #y).

III. La multiplication est bilatéralement distributive par rapport aux
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addibilités et aux additions : pour tout a ç H, x #y (avec x,y ç. M) implique

ax # ay et a(x + y) = ax + ay. Pour tout x .ç M, a #\> (avec a,b ç A) implique

ax^bxet (a + b)x =s ax+ bx. De plus, si H possède un élément unité 1 , et si

1x = x pour tout x C M , le moduloîde est dit unitaire. Le moduloîde est dit
.̂

régulier si, pour tout x ç. M et pour tous a,b ç H, la relation ax #bx implique

a#b.

En particulier, si H est un corpoîde Q, un Q-moduloîde unitaire V

est dit un espace vectoriel sur Q, II est dit espace vectoriel régulier ou

strict, si de plus il est régulier. Les espaces vectoriels stricts sur les

corpoîdes ont été étudiés en détail par M. Krasner. Ils ont pratiquement toutes

les bonnes propriétés des espaces vectoriels sur les corps (la dimension, par

exemple), et en plus quelques autres» Par contre, les espaces vectoriels non

stricts peuvent avoir des structures très compliquées.

Le présent travail se distingue de ses prédécesseurs en ce qu'il

essaie d'aborder l'étude effective des anneaux commutatifs, gradués au sens

général. Ceux-ci n'ont donc pas forcément pour graduation un monoîde avec

simplification (nous dirons, par abus de langage, une graduation associative

simplifiable), ou même un monoîde. Notre modèle a été "Commutative Algebra" de

0. Zariski et P. Samuel. Aussi, ce travail a été fait surtout dans la perspective

noethérienne. Cependant, nous avons sciemment écarté l'étude similaire de

certaines parties concernant les seuls anneaux dont les analogues homogènes

possèdent toujours une graduation associative simplifiable. (Par exemple, les

anneaux de Dedekind, les corps). En effet, dans l'optique générale de ce travail,
leur étude paraît "relativement simple", donc "en bordure" de notre théorie.

Cette étude a d'ailleurs été entamée ou faite sur certains points par d'autres

auteurs. Par exemple, M. Krasner a étudié les corpoîdes et leurs extensions.

C'est pourquoi nous avons laissé de côté ce qui concerne les analogues

homogènes des corps, des anneaux de Dedekind, des valuations et des anneaux de

polynômes et de séries formelles» Cependant, le manque de temps nous a empêchés

pour l'instant d'étudier l'analogue homogène de l'algèbre locale (chap, VIII du

volume II)» et aussi d'essayer de voir s'il n'y a pas quelque simplification en

remplaçant la considération des gradués des anneaux locaux par cell̂ e de leurs

parties homogènes.
Nous espérons avoir construit une théorie homogène, sans doute non

exhaustive, mais qui, dans les limites indiquées, présente une généralité
suffisante.

Dans les anneaux et modules gradués aussi généraux que nous étudions,

intervient un phénomène, absent dans les cas classiques étudiés auparavant, dit

d'agglutination. De lui viennent l'essentiel de l'intérêt et de la difficulté.
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Par exemple, pour des éléments homogènes a, b, c d*un anneau gradué, il peut

arriver que b et c soient de grades différents, mais que ab + ac soit homogène ;

on dit que a agglutine b et c. Si de plus ab et ac sont non nuls (donc de même

grade), on dit que le grade de a agglutine ceux de b et de c. On verra d'autres

cas d'agglutination, et on précisera cette notion. Ce phénomène oblige prati-

quement, pour une étude convenable des anneaux gradués, à envisager une

structure très voisine de la leur, avec une partie homogène plus grande, et une

graduation moins fine que celle de départ» Dans l'exemple précédent, pour a

homogène non nul fixé, un élément x de l'anneau sera homogène dans la

"quasi"—graduation que a définit, si ax l'est dans la graduation initiale ;

alors, le "quasi"-grade de x sera par définition le grade de ax (quasi-grade 0

si ax = 0). Dar s l'année, les éléments de "quasi "-grade, nul forment un idéal ;

pour un grade ?ixé X, l'ensemble des éléments de "quasi"-grade 0 ou X est un

groupe additii abélien. L'anneau est la somme de ces groupes distincts, directe

à l'idéal ci-dessus près (somme "qua-^i-directe") •

On a ainsi obtenu la structure d'anneau quasi-gradué, à partir de

celle d'anneau gradué, en dilatant, en quelque sorte, son zéro en un idéal. Les

parties homogènes de tels anneaux, qui admettent aussi une caractérisation

axiomatique, seront appelées anels. On considérera les modules quasi-gradués
(sens analogue) sur de tels anneaux, et leurs parties homogènes seront appelées

monels. Ces considérations conduisent aussi à une exploration, sur un anneau

gradué donné, de ses graduations et quasi-graduations moins fines.

On définit, pour les anneaux gradués, les analogues des anneaux de

polynômes. Là, les indéterminées elles-mêmes sont munies de grades, suivant le

procédé utilisé par M, Krasner [4] pour les polynômes sur un corpoîde. Ces grades

seront pris dans un "prolongement" A' de la graduation A (A' est à A ce que A

est à Ag). Alors, la définition du grade d'un monôme a X . ' « . . •X P (avec a

homogène) est basée sur le produit des grades des facteurs, mais sans nécessiter

l'associativité de la graduation A'. Et un polynôme est dit homogène si ses

monômes de grade non nul ont même grade. Cet ensemble de polynômes homogènes,

organisé de manière évidente, n'est pas, en général, un annéîde (cela peut venir

du grade ç. d'une indéterminée X. , qui diviserait 0 dans A', ou bien entrerait

dans un triple non associatif de A'). Mais cet ensemble est toujours un anel.

Donc un anneau de polynômes sur un anneau gradué peut n'être pas naturellement

un anneau gradué, sauf si on limite sérieusement le choix des grades ç. des X.,

Pour éviter cette limitation, nous avons employé les anneaux quasi—gradués,

Ces derniers sont donc utiles en-dehors des problèmes qui ont conduit à les

envisager.

Dans les anneaux et les modules quasi-gradués, nous avons pu, en
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nous bornant aux parties homogènes et aux idéaux et sous-modules homogènes,

construire une théorie analogue à celle des anneaux et modules (cette dernière

est alors un cas particulier). Les résultats sont pour la plupart identiques ,

quelques-uns nécessitent des hypothèses supplémentaires peu restrictives. Mais

certaines notions sont modifiées, ou se dédoublent. Par exemple, soit p un idéal

homogène ; dans l'homogène il est dit premier si ses éléments homogènes vérifient

la condition habituelle ; et il est dit largement premier si (pour tous b

homogène et a quelconque) les conditions a b homogène ç p et a ^ p impliquent

b ç. p. Soit un idéal homogène maximal m (pas forcément maximal parmi les idéaux

quelconques) d'un anneau quasi-gradué R, de graduation associative A, et tel que

R c/m ? on montre que m est largement premier et que la partie homogène de R/
/m

est un corpoîde.

De même, les généralités noethériennes classiques s'étendent avec

peu de changements aux anneaux (et modules) quasi-gradués noethériens dans
l'homogène (c'est-à-dire aux anels et monels noethériens). Cependant, si un

annéîde est noethérien, son anneau gradué peut ne pas l'être, comme certains de

ses moduloîdes de type fini»

Considérons un anneau quasi-gradué et noethérien dans l'homogène

(donc un annéîde noethérien) s'il admet vjie graduation associative A, le

sous-monoîde F de A engendré par les grades non nuls est un monoîde noethérien,

c'est-à-dire que tout F-idéal de F possède un système fini de F-générateurs.

Une caractérisation explicite des monoîdes noethériens a été obtenue dans ce

travail.

Pour la transmission de la propriété noethérienne dans l'homogène,

d'un anneau quasi-gradué à celui de ses polynômes à une variable de grade ç, le

théorème de Hilbert ne reste valable que sous certaines conditions sur ç (même

si la partie homogène donnée est un corpoîde). En particulier, ce théorème reste

vrai dans l'homogène si de plus, A étant associative et ç quasi-régulier

(c'est-à-dire qu'il existe i ^0 tel que, Vn ̂  i, a^= ? Ç"' implique a ç1 = PC1),

ç divise le grade œ(b) d'un élément homogène b, dont l'annulateur dans l'anneau

est un idéal noethérien (au sens habituel),

Dans la théorie des anneaux noethériens, un rôle fondamental est

joué par deux théorèmes : celui de Lasker-Noether qui montre que tout idéal

irréductible est primaire, et celui de Krull, qui donne des conditions suffisantes

pour que l'intersection des puissances d'un idéal soit (o). Dans la théorie

homogène des anneaux gradués, le premier théorème subsiste si, outre la condition

noethérienne dans l'homogène, on suppose que l'anneau gradué est fort. Fort

signifie ceci : pour tout élément homogène non nul a, il existe un entier

i = i(a) ^0 tel que les relations 0 7^ b a"" #c a11 ^ Q (avec b et c homogènes,

2
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n ^0) impliquent b a1 #c a1. Cette condition est vérifiée en particulier si

tout grade non nul est quasi-régulier ? et on montre qu'elle est étrangère à la

propriété noethérienne. Par suite, la classe des anneaux gradués forts et

noethériens dans l'homogène, apparaît comme le domaine naturel de la théorie

noethérienne homogène. Ce résultat est important dans ce travail, d'autant plus
que la classe envisagée semble suffisamment vaste.

En ce qui concerne le théorème de Krull, ses conditions se géné-

ralisent avec de légères modifications. Elles ne sont pas plus restrictives que

dans la théorie habituelle des anneaux commutatifs, sauf si les anneaux gradués

sont tératologiques d'un certain point de vue : plus précisément, cela peut
arriver quand l'anneau gradué a trop d'éléments homogènes diviseurs de zéro.

Lors de l'étude du théorème de Krull et de ses conséquences, dans

les cas défavorables, interviennent certains idéaux homogènes étroitement liés

à la graduation propre ^ . Un idéal homogène est dit large en un grade non nul a

s'il contient tous les éléments homogènes de grade a. Il est dit large, s'il est

large en tout grade dont il contient un élément non nul, et large aussi en tout

multiple d'un tel grade. Lorsque l'anneau est muni de sa graduation propre 4,, il

existe une bijection entre l'ensemble des idéaux larges et celui des idéaux
de Ao . La somme de deux idéaux, dont un est large, est égale à leur réunion,

Citons un exemple. Il existe un plus grand idéal homogène large L contenu à la

fois dans l'ensemble de 0 et des didseurs de 0, et dans un idéal homogène

propre Q. Certaines conditions sont suffisantes dans les anneaux abstraits pour
00

que H o = (0) ? les conditions homogènes analogues impliquent seulement
» n=î

n (^CL.
n=1

Ce travail contient encore une étude de localisation des anneaux

gradués à l'aide de systèmes multiplicatifs homogènes (en particulier, de la

partie homogène du complément d'un idéal homogène, premier dans l'homogène).

Dans le chapitre 1 se trouvent la définition des annéîdes et

moduloîdes et quelques généralités à leur sujet, en particulier la notion de
graduation.

Le chapitre II introduit les notions d'anel et de monel, de sous-
monel et d'idéal, étudie la structure des ensembles d'agglutinés, et définit
les anels de polynômes.

Le chapitre III contient essentiellement les généralités sur les

sous-monels et surtout sur les idéaux (des anels), en liaison avec les

homomorphismes plus ou moins "homogènes". On y trouve en particulier des

théorèmes d'isomorphisme, les diverses notions d'idéaux premiers ou primaires,
l'étude des anels de fractions, et celle des idéaux larges,



INTRODUCTION 1^

Le chapitre IV commence l'étude des anels et monels noethériens, et

donne des analogues homogènes au théorème de Hilbert pour les anels de polynômes.

Ce chapitre, se termine par l'analyse de la structure d'un monoîde noethérien.

A partir du chapitre V, consacré aux seuls annéîdes noethériens,

on ajoute presque partout l'hypothèse que ces annéîdes sont forts. Là, tout

idéal irréductible est primaire, et la décomposition primaire d'un idéal existe,

Cette hypothèse permet aussi une étude raisonnable du théorème de Krull : m
œ

étant un idéal propre, quelles conditions suffisent pour que H m11 = (o), et
n=1

sinon, que peut-on dire de cette intersection? Le chapitre s'achève par quelques

considérations sur des annéîdes de fractions.

Je tiens à exprimer ma chaleureuse reconnaissance à Monsieur KRASNER»

II a été, dans toute la période de ce travail un tuteur sûr, un exemple, et un

guide toujours abordable. Mais il a été beaucoup plus. Par une action à la fois

patiente et subtile, il a su me conduire dans le chemin le plus favorable à

l'acquisition d'une formation et d'un esprit de recherche grâce auxquels j'ai

pu d'abord achever cette thèse. Qu'il sache que j'ai pleinement conscience de

ma dette scientifique envers lui.

C'est grâce à Monsieur SAMUEL que j'ai pris goût à l'Algèbre
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Chapitre 1

LES ANNEIDES ET CERTAINES DE LEURS PROPRIETES ELEMENTAIRES

§ 1 - NOTIONS D'ANNEIDE ET DE MODULOIDE.

On appelle annéîde tout ensemble non vide A muni de deux lois internes :

une addition, définie seulement pour certains couples dits addibles (notation ̂ ),

et une multiplication, vérifiant les axiomes ;

A - Multiplication :

0 - V a. b € A. ab ç A

1 - V a, b, c ç A. (a b) c = a (b c)

2 - 1 1 existe un élément 0 de A, tel que O a = a O = 0 , V a € A .

B - Addibilité :

1 - V a € A, a #a

2 - V a, b ç. A, la relation a j^b implique b ̂  a.

3 - V a ç A, a #Q

4 - V a, b, c € A, les relations a ̂ b, b #c, b^O impliquent a #c.

Pour a € A, a ^0, notons A(a) s {x ç A ? x ^a], appelé domaine

d'addibilité de a. Les axiomes B^ . montrent que a ̂ b si et seulement s'ilsJ ,4
appartiennent à un même domaine d'addibilité ; donc, deux tels domaines,ou sont

confondus, ou ont en commun le seul élément 0. On pose D = (A(a) ; a ç A, a ^0}

et D = D* U {{O}}.

C - Addition : Chaque domaine d'addibilité est un groupe additif abélien (dit

groupe d'addibilité), c'est-à-dire que, pour tout A(d) ç D , on a :

0 - V a, b € A(d), a + b ç A(d)

1 - V a. b, c ç A(d), (a + b) + c = a + (b + c)

2 - V a, b ç A(d). a + b = b + a

3 - L'addition dans A(d) possède un élément neutre

4 - Dans A(d), tout élément possède un opposé»

(L'axiome C équivaut à C ' : V a, b Ç A , a^b implique a ̂  a. + b).

D - Distributivité :

V a , b, c € A , la relation a ̂ b implique :

1 - c a #c b

2 - c ( a + b ) = c a + c b

3 - a c #ï> c

4 - ( a + b ) c = a c + b c «

Pour tout groupe additif A(d) , l'élément neutre e est égal à 0.

De e + e = e, on déduit 0 ( e + e ) = 0 e , soit 0 + 0 = 0 , Ajoutons l'opposé 0' de 0

dans A (d) : 0 + (0 + 0 ' ) = 0 + 0 ' , d ' oùO + e = e, soit encore 0 = e, car e

est neutre.
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L'annéîde est dit commutatif s'il vérifie :

A 3 - V a, b ç A, ab = ba.
L'annéîde est dit unitaire s'il vérifie ;

A 4 - 3 un élément 1 € A, 1 ^ 0 tel que 1 a = a 1 a a, V a ç A.

L'annéîde est dit corpoîde si A (A privé du 0) est un groupe multi-

plicatif, c'est-à-dire s'il vérifie A 4 et

A 5 - V a € A, a ^0, 3 a' ç. A tel que a a' == a' a = 1.

Si de plus il est commutatif, il est dit corpoîde commutatif•

Un annéîde commutatif sans diviseur de zéro est dit intégroîde si

A = A • • (o] est un semi-groupe (c'est-à-dire un monoîde avec simplification :

si a ^=0, a b = a c impliquent b = c). Il est dit un intégroîde régulier si,

en plus, a ^0 et ab ̂  ac impliquent b ̂ c.

Soit A un annéîde. On appellera moduloîde à gauche sur A, ou

A-moduloîde à gauche, tout ensemble M non vide muni d'une loi interne additive,

définie seulement pour certains couples dits addibles (notation 7^), et d'une

loi externe partout définie, ayant A pour domaine d'opérateurs, notée multi-

plicativement, vérifiant les axiomes :

A - Multiplication :

O - V a Ç A . V x ê M . a x Ç M

1 - V a, b € A, V x ç M, (ab) x = a(b x)

2 - 1 1 existe un élément 0' de M tel que, V a € A, ¥ x ç M. on ait

a 0 ' s 0 x = 0 ' . (On le notera désormais 0).

B - Addibilité :

1 - V x 6 M, x ^x

2 - V x, y C M , la relation x #y implique y #x

3 - V x ç M, x #0

4 - V x, y, z € M, les relations x #y, y ^z, y ^0 impliquent x ^z.

De même que plus haut, on notera pour x € M, x ̂  0, par M(x) le

domaine d'addibilité de x. On pose de même :

C* = {M(x) ; x C M , x ^0} et C = C* U {{o}}.
c •• Addition : Chaque domaine d'addibilité est un groupe additif abélien (dit

groupe d'addibilité), c'est-à-dire que, pour tout M(u) ç C , on a :•

0 - V x, y ç M(u), x + y ç M(u)

1 - V x, y, z € M(u), (x + y) + z = x + (y + z)

2 - V x, y ç M(u), x + y s y + x

3 - L'addition dans M(u) possède un élément neutre

4 - Dans M(u) , tout élément possède un opposé»

(L'axiome C équivaut à C' ; V x,y ç M, la condition x #y implique x #K + y),



22 CHAPITRE I

D - Distributivité :

V a, b ç A, V x, y 6 M :

1 - x y^y implique a x ^ a y

2 - x ^y implique a ( x + y ) = = a x + a y

3 - a #b implique a x #b x

4 - a j^b implique ( a + b ) x = a x + b x ,

On voit aisément que l'élément neutre de tout groupe additif M(u) est

0 6 M, Les notions de moduloîde à droite sur A (modifier l'écriture du produit

et l'axiome A ), et de moduloîde unitaire (lorsque A est unitaire), sont les

analogues du cas des modules.

Propriété fondamentale :

Les axiomes D ^ sont équivalents à la condition :i fj
V x, y ç M (resp. A), V a, b ç A, les relations a ̂ b, x #y impliquent

a x #b y.

Si a ̂ b et x ^y, on a par distributivité :

a x #b x, b x #b y et a x #a y , a y #b y.

Si b x ^0, ou si a y ^0, la transitivité montre que a x ^b y.

S i b x = 0 e t a y = 0 , on a par distributivité

(a + b) x # (a + b) y d'où ax + 0 #Q + b y.

La réciproque est évidente. Noter la conséquence suivante :

Si a et b ç. A sont tels que A(a) A(b) ^ {o}, il existe un et un seul

A(c) 6 D* tel que A(a) A(b) C A(c).

De même, si a ç. A et x 6 M sont tels que A(a) M(x) ^ (o), il existe

un et un seul M(y) ç. C* tel que A(a) M(x) c M(y).

Remarques de calcul :
r

Dans A, l'écriture a + ,., + a = Z, a. suppose les a. addibles
• r i=1

deux à deux. De même, l'écriture (a +...+ a ) + (b +•••+ b ) suppose que

chaque somme entre parenthèses a le sens précédent, et que les totaux sont

addibles. Par exemple, si a et b ne sont pas addibles, a + (b - b) signifie

a + 0 = a, mais a + b - b n'a pas de sens dans A,

Lemme : Soient deux sommes (d'éléments addibles) de total non nul :
r s

L a. = a ^0 et Z- b. = b ^0.^ a. = a ^0 et u b. = b ^0.
i=1 x j=1 3

Si a ̂  b, V i et j on a a^ #\>_ .

En effet, l'axiome C montre que a. ^a, b. ^b, d'où le résultat

par transitivité par a et b. On a la règle $ Après avoir remplacé par leur

valeur 0 les parenthèses de total nul, on a donc le droit de "supprimer les
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parenthèses".

Soient A un annéîde, M un A-moduloîde à gauche, B et B* deux parties

non vides de A, X et Y deux parties non vides de M. On notera : X + Y

l'ensemble des éléments de M de la forme x + y, avec x ê X , y € Y e t x ^y ;
n

B X l'ensemble des éléments de M de la forme L b. x. où V i, b. € B, x. € X
i=1 1 1 1

et les b. x. addibles deux à deux ; B x = B X lorsque X = {x) ; enfin B + B'

et B B' en considérant A comme moduloîde sur lui-même,

^n élément de B X (resp. de B B') s'appelle une combinaison linéaire

d'éléments de X (resp. de B') sur B, Lorsqu'on prend pour B l'annéîde A, on

dit combinaison linéaire d'éléments de X (resp. B'). II faut bien remarquer

qu'un même élément x. ç X peut intervenir plusieurs fois dans une somme
n

L b. x. , avec des éléments b. non forcément addibles. On pourra
i=1 1 1 1

éventuellement souligner ce fait en notant un élément de B X par

m r3 m 'r c i ^ x ) s i R x ^
j=1 lc=1 J J J=1 J J

où les x. sont tous distincts et où P, est la somme formelle

's '
î^.

/, b. appelée le coefficient de x . ,
lc= 1 J J

§ 2 - ANNEAUX ET MODULES ASSOCIES, SOUS-ANNEIDES ET SOUS -MODULO IDES.
Notons i s ® A(a) (resp. M = ® M ( x ) )

A(a) ç D* M(x) 6 C
le groupe somme directe des groupes additifs A(a) (resp. M ( x ) ) . Organisons A
en anneau (resp. M en A-module à gauche) en étendant la loi multiplicative de A
(resp. de M) par distributivité et réduction des termes semblables (c'est-à-dire
appartenant à une même composante). Les propriétés d'associativité et de distri-
butivité (et éventuellement la commutativité dans le cas de A) sont évidentes ;
de même, si A (resp. M) est unitaire, A (resp. M) l'est aussi. A s'appelle
l'anneau de l'annéîde A. M s'appelle le A-module du A-moduloîde M. Il est clair
que A et M sont des A-moduloîdes. Par contre, A (resp. M) n'est pas, en général.
un A-moduloîde, le produit n'étant pas forcément partout défini. A (resp. M)
sera dit anneau (resp. module) gradué généralisé.

B est dit un sous-arméîde de A , et A un sur-annéîde (ou une extension)
de B si l'addibilité et les lois de A induisent sur B une structure d'annéîde,
c'est-à-dire si on a (outre B c A) :
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1 - L'addibilité de B est la restriction à B de celle de A.

2 - V a 6 A*, B 0 A(a) est sous-groupe additif de A(a).

3 - B2 c: B.

N est dit un sous-moduloîde de M, et M un sur-moduloîde de N si

l'addibilité et les lois de M induisent sur N une structure de moduloîde sur le

même annéîde A, c'est-à-dire si on a (outre N c M) :

1 - L'addibilité de N est la restriction à N de celle de M.

2 - V x € M*, N H M(x) est un sous-groupe additif de M(x).

3 - A N CN.

La condition A N C N équivaut à : V a Ç A , V x € N, o n a a x ç N.
2

II en est de même pour B c B.

Un sous-moduloîde du A-moduloîde à gauche A (resp. à droite) est dit

idéal à gauche (resp. à droite) d^ A. On appelle idéal bilatère un idéal à

gauche et à droite de A, Lorsque A f*st commutatif, on dit simplement idéal.

A étant un anneau gradué généralisé dont la partie homogène est un

annéîde A, un sous-anneau S de A est dit homogène s'il est de la forme B, où B

est un sous-annéîde de A. Visiblement, ceci équivaut à l'égalité

^
S = ® [S riA(a)], autrement dit à la condition : si a == La.

A(a) CD* i 1

est la décomposition d'un a ç S en composantes homogènes, tous les a. sont

dans S. Par ailleurs, si B est un sous-annéîde de A, B est un anneau, donc un

sous-anneau de A, Si un idéal (à droite, à gauche, ou bilatère) de A en est un

sous-anneau homogène, il en est dit idéal hon >gène.

De même, un sous-module d'un A-module M, dont la partie homogène est M,

est dit homogène s'il est de la forme N, où N est un sous-moduloîde de M, (si N

l'est, N est un A-module, donc un sous-module de M). Il est évident qu'un sous-

module P du A-module M est homogène si, et seulement s'il contient avec un

élément de M toutes ses composantes homogènes. Visiblement, si B est un sous-

annéîde de A, le sous-anneau homogène B de A en est un idéal (forcément homogène)

si et seulement si B en est un de A,

Un annéîde A et l'anneau gradué A sont dits annéîde [resp. anneau

gradué] noethérien (resp. artinien) à gauche ou à droite si, respectivement, les

idéaux à gauche ou à droite de A (ou, ce qui revient au même, de tels idéaux

homogènes de A) satisfont à la condition maximale (resp. minimale). Il sera dit

noethérien ou artinien touc court s'il l'est à la fois à droite et à gauche.

Exemples d'annéîdes :

1°) Le squelette d'un corps value est un corpoîde. Si q est un corpoîde

"sans torsion" et n ̂  1 un entier donnés, Krasner [4] définit les annéîdes de

polynômes à n indéterminées sur q (sous certaines conditions).
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2®) Nous appellerons annéîde de Bourbaki la partie homogène d'un

anneau gradué de Bourbaki [1]. Citons deux cas particuliers :

Soient k un corps, et (X. ) . - une famille d'indéterminées ;

l'ensemble Q des fractions monôraiales par rapport aux X. à coefficients dans K ,

est un corpoîde. La partie A formée des monômes en est un sous-annéîde,

Soient R un anneau intègre (commutatif, avec unité) et G = {e,o} un
9 _

groupe à deux éléments (o a e). Soit A = R e + R o l'anneau gradué construit

sur R et G de manière évidente. Soit A 1'annéîde associé. Alors, A est sans

diviseur de 0, mais A n'est pas intègre ; (o - e) (o + e) = 0.

3P)Plus généralement, soient A un monoîde multiplicatif, commutatif

et muni d'un annulâteur ^ou élément absorbant) noté 0, Soit R un anneau

commutatif» Soit (A ) - une famille d'anneaux tels que : V a ç A, A est

isomorphe à un sous-anneau R de R ; R - = {0} ; et, V o? et B € A , R Rp c R g,

Prenons pour ensemble d* homogénéité la partie A = U A de A = ® A
a (EA a O - Ç A a

Si x et y-o sont des éléments de A et AQ respectivement, par définition, leur

produit sera l'élément de A . homolocrue du produit xy dans R des homologues xOr p
(de x ) et y (de y g). Alors, il est clair que A est un annéîde.

Si, de plus, R et A ont un élément unité, respectivement 1 et 8,

la condition 1 € R- entraîne que 1 est unité de A,c>

§ 3 - LA NOTION DE GRADUATION.

On va définir sur D une loi de composition partielle. Afin de pouvoir

l'écrire sans introduire de nouveau signe d'opération tout en distinguant le

composé des éléments de D selon cette loi, de leur produit en tant que

sous-ensembles de A (qui est différent, en général), nous introduisons l'abus

d'écriture suivant ; si a 6 A est non nul. son domaine d'addibilité sera noté

A(a) s'il est considéré comme sous-ensemble de A, et sera noté tt)(a) s'i3 est

considéré comme élément de D*. (Quand il est indifférent de considérer ce
domaine d'une manière ou de l'autre, on se permettra d'écrire A(a) = u>(a) ).

De même. {o} ÇA sera, comme élément de D. noté œ(o) ou 0, Pour tout a ç A,

œ(a) sera dit son grade propre. Donc, A(a) A(b) (ou A(a) [0}) désignera le

produit de A(a) et A(b) (ou {o}) comme sous-ensembles de A. tandis que

o(a) œ(b) (ou 0)(a) Uî(o) = œ(a) 0) désignera leur produit dans D suivant la

loi partielle ainsi définie :

- V œ(a) ç D, on pose 0 o)(a) a w(a) 0 ^ 0

- V œ(a) et œ(b) ç D*, tels que A(a) A(b) ^ J O J , on sait qu'il existe

^ , un unique A(c) ç D* tel que A(a) A(b) c A(c) et on pose

œ(a) w(b) « u)(c).
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Le produit œ(a) œ(b) n'est pas défini quand a ^=0. b ^=0 et A(a) A(b) = {o}.

On appellera une graduation de l'annéîde A tout couple (A, 9)
(qu'on notera simplement A quand il n'y aura pas d'ambiguïté sur ô),

où A est un ensemble muni d'une loi de composition (notée multiplicativement)

partout définie et comportant un annulateur (noté 0), et où 9 : A -* D est

une surjection, qui est injective sur l'image réciproque Ô^D*) de D* par 9,

et qui vérifie les conditions : 9(o) = 0 ; et, V a, p € A, on a

9(<y P) = 9(a) 9(P) si 9(a) ^0, ô(p) ^0 et ©(a) 9(p) est défini.

Le plus souvent, la restriction injective de 9 à 9""^ ) sera

considérée comme une identification, et on identifie aussi 1'annulateur 0 de A

avec l'élément <a(o) = 0 € D. Sauf mention contraire, on supposera donc que

A^D. Si d = œ(a), en vertu de l'identification précédente (c'est-à-dire si

9(d) ^ 0 ou si d = 0), d sera dit le grade de a dans A. Un d ç A sera dit
un grade nul par rapport à A si 9(d) = 0 , et il sera dit vide dans A si,

de plus, d ̂ 0. Si 9(d) = o)(a) ç D, le même élément de D considéré comme

sous-ensemble de A sera aussi noté A,.d

On appellera graduation propre de A (et de A) la graduation ZL

de support D. où on étend la loi partielle (L) à D tout entier en posant
œ(a) œ(b) = œ(o) = 0, quand a ^0, b .^0 et A(a) A(b) = (o}<

Bien entendu, on a des considérations analogues pour l'ensemble C

d'un A-moduloîde à gauche M, En usant de l'abus d'écriture analogue, on

définira dans C la loi partielle de composition externe ;

V a ç D, V ç ç C on pose a 0 = 0 ç = 0.

(L') V 0)(a) ç D, V w(x) ê C, a ^0, x ̂  0 tels que A(a) M(x) ^ {o}, donc

est contenu dans un unique M(y), on pose (u(a) œ(x) = (î)(y).

Cette loi n'est pas forcément partout définie, ni associative

pour les scalaires (ou éléments de D).

Lorsqu'est fixée une graduation (A, 9) de A, on appelle une

A-graduation du A-moduloîde M, tout couple (F, t) formé d'un ensemble F sur
lequel A opère multiplicativement à gauche, avec annulateur noté 0, et d'une

surjection <f : F - C, dont la restriction à ^(C*) est injective, avec les

conditions : +(o) = 0 ; V d Ç A , V c Ç F , on a d.O = O.c = 0 ;

V d Ç A e t V c ç F tels que 9(d) ^0. t (c) ^0 et 9(d) ^(c) soit défini

en vertu de (L'). on a i|r (de) = 9(d) +(c). Si i|f(c) = w(x) ç C. cet élément de C

considéré comme sous-ensemble de M, sera noté M . On pourra considérer la

restriction de ^f à i|T1 (c*) comme une identification, et identifier les zéros

de F et de C, donc poser F 3C. On a toujours A, M CMd c d»c '
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Par exemple, on appellera A-graduation propre de M la graduation F,

de support C où on étend la loi partielle (L') en posant d.œ(x) = œ(o) == 0

quand d ^0, x =^ 0 et A M(x) = JO ).

L'exemple 1 suivant montre qu'on ne peut pas forcément étendre (L)

à D tout entier pour en faire un monoîde. Mais, parmi toutes les graduations

possibles pour un annéîde donné A, en existe-t-il toujours une associative,

c'est-à-dire (au cas où A serait unitaire), pour laquelle l'anneau A serait

gradué au sens Bourbaki ? Existe-t-il une extension A' de A, ayant ou non le

même ensemble D, et telle que tout groupe d'addibilité différent de {o} contienne

un non-diviseur de 0 ? Sans hypothèse supplémentaire, la réponse est partout

négative, comme le montre l'exemple 2 suivant.

De même, lorsque A est une graduation associative de A, une

A-graduation F de M sera dite associative si sa loi vérifie l'associativité des

scalaires (ou éléments de A). Un exemple ultérieur montrera l'existence de

A-graduations non associatives (chap, II, § 3),

Si A = q est un corpoîde, D* est visiblement un groupe par rapport à

la loi de composition de A,, . De plus, R = q ( 1) est un corps (gauche, en général)

car R* = R .. [o] est un sous-groupe de q* == q .. {o}. Si a € q est non nul,

o ; R -* q(a) défini par o (x) = a x, et f : q (a) -» R défini par r(y) = a"1 y

sont des homomorphismes de groupes additifs, dont les composés sont des identités.

Ce sont donc des isomorphismes, et q (a) est un espace vectoriel bilatère de

dimension 1 sur R, D* = A^ est dit le groupe du corpoîde q, et q est dit sans

torsion si le groupe D* l'est. R =s q (l) est dit le corps du corpoîde.

Si A est un intégroîde régulier, D est visiblement un monoîde com-

mutatif avec simplification, par rapport à la loi de Ag .
Exemple 1 : Soient R un anneau commutatif donné, R' et R" deux

anneaux isomorphes à R, deux d'entre eux ayant en commun le seul élément 0«

Soient les anneaux produits A = R x R, A = R 1 X (o) et A, = (o) X R".

Organisons la réunion A = A u A U A, de leurs groupes respectifs eno a D
annéîde en posant pour le produit (les accents des composantes indiquant

seulement l'appartenance des éléments) commutatif :

(x^, y^) (x^, y^) = (x^ x^, y^ y^) 5 (x^ , y^) (x^, o) = [(x^ x^) , 0].

(^1. y^) (0, y") = [0, (y^ y^)"] ; ( x 1 , 0) (y* , 0) = [0, (xy)"].

(0, x") (0, y") = (0, xy) ; (x*, 0) (0, y") = (0, 0).

Sur l'ensemble D, noté [ 0, e, a, b}, correspondant, la loi (L)
9 9n'est point partout définie : e est unité, a- = b et b = e ; mais ab et ba

ne sont pas définis, et l'on ne peut étendre (L) à D tout entier pour en faire

un monoîde :
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si on prend ab = a, on a 6 = a2 b ^ a (ab) = b

ab = b, a = a b2 ^ (ab) b = £
ab = e, a = a b2 ^ (ab) b = b
ab = 0, a = a b2 ^ (ab) b = 0.

0 rt rt

Cependant, A == D U [c = a } = { O , 6, a, a , a } est évidemment une
? *^

graduation associative de A, puisque {e, a, a , a ] est le groupe cyclique à

quatre éléments engendré par a. Il suffit de poser A = A et A = {o}. en
a a

prenant les mêmes A , A et A que précédemment.

Exemple 2 : Soit n un entier ^3. Soit E = {e ,«..,e } un ensemble

de n éléments muni d'une loi interne partout définie, commutative, et notée

multiplicativement (cette loi donnée n'est pas forcément associative). Soit R un

anneau intègre (commutatif et unitaire). Soit S = ® R. où, Vi €21 , on prend
i €^ x

pour R. le groupe additif de R,

(l°) A chaque e^ ç E, faisons correspondre une partie finie P c Z , ainsi

définie :

a) - (2 le - 1 )6P^

b) On répartit dans les P les n >n" ï premiers entiers impairs positifs,

chacun deux fois, et de manière que :

- chaque P. contienne (n-l) impairs distincts

- si le ^k', P et P-, n'ont en commun qu'un seul impair positif, noté i ,.Je Je je, Je
c) On répartit les doubles des entiers impairs précédents, qui sont au

, . n (n-1 ) n (n+ 1 )nombre de n + —-̂ —f- = —*s—L in (n-1) n (n-h 1 )
+ 2 = 2

si e^ = e^ on pose - 2 (^ le -1) € P ,̂,

si le ̂  et e^ e^. = e ,̂, on pose 2 î  ^ ç P .̂. .

Chacun de ces nombres pairs ne figure que dans un seul ensemble,

d) Les P ne contiennent pas d'autre entier,

(2e) a) A chaque P (donc à chaque o,)» on associe un groupe A isomorphe au

sous-groupe additif suivant du groupe abélien S ; A -" ® R. •

^^
n _ n

Soit A s U A la partie du groupe somme directe A s ® A .
le=1 k lc=1 K

b) Définition d'un produit dans A ? outre le cas trivial où l'un des

facteurs est nul, distinguons deux cas :

Si x € PL et y € A , avec le ^k'. Le produit, élément z de A ,̂, (si

e. e., = e „), se fera par composante, en doublant les indices des composantes.

Plus précisément, seules les composantes d'indice i ^, de x et y peuvent être

toutes deux non nulles :
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x = (.........., x , .....) ; y == (......, y. , .....)
le,le' le,le'

On pose x y = z =(......, z ,.....) avec z = x y
le,le' le,le' k,]c' le,le'

Si x et y € A^ , le produit z, élément de A „ (si e^ = e - „ ) , se fera

par composante, en doublant les indices, mais en ne conservant que la composante

d'indice - 2 (2 le - 1) négatif, et en annulant les autres,

c) Ce produit fait de A un annéîde commutatif de manière évidente (en parti-

culier, l'associativité du produit est triviale, tout produit de trois termes

étant nul),

(3°) V le et le', A A , ̂  (o) , puisque l'anneau R est intègre, et A^ A c A

(notations du 1°). E est famille d'indices des A . Le produit (L) est défini

partout sur E U {o) = A et coïncide sur E avec la loi de E (par construction).

Si la loi donnée sur E est non-associative, la graduation A de A

sera non-associative, et toute autre graduation de A ne sera pas associative.

Remarque : La donnée de la loi sur E équivaut à la donnée de la

répartition (1 ° - c) des —v "—)- entiers pairs.

Remarque ; Montrons, par récurrence sur n, que la répartition ( 1° - b)

des entiers impairs est possible :

- si n = 3, on prend A -s {- 1 , 1 , 3 }

Ag = [- 3. 1 , 5 ^

A^ = [- 5, 3, 5) .

- si la répartition est faite pour l'entier n, il reste, pour

l'entier n + 1 , à répartir deux fois les n entiers impairs consécutirs suivants ;

2 n (n - 1) + 1 , • • • • • • • • • • • • On les attribue une première fois tous à A ,

puis une deuxième fois en en, donnant un et un seul (arbitrairement) à chacun des

A , • • • , A •

§ 4 - QUOTIENTS - MORPHISMES.

Désormais, A désigne un annéîde commutatif.

Définition : Soit 3 un idéal de A. Deux éléments a et b de A sont

dits congrus module 3 (on note a =E b (3)» ou même a = b s'il n'y a pas

d'ambiguïté) si et seulement si, ou bien a et b ç 3» ou bien a ^3» " îs

a ^ b e t a - b 6 3 .

Il est clair que c'est une relation d'équivalence sur A ; en

particulier, si a = s b , b = = c e t b ^ 3 » ona : b / ^ 0 » a ^ b e t b ^ c , ce qui

implique a, b et c addibles, d'où a - c = (a - b) + (b - c) ç 3« Notons que,

dans chaque groupe d'addibilité A , cette congruence se réduit à la congruence

module le sous-groupe 3 = 3 Ï Ï A . Les classes d'équivalence sont donc 3»
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et les classes a + 3 distinctes, avec a ç. A, a ^ g (pour chacune de ces

dernières, noter que a + g c ^(a) ) • Ainsi, on voit que cette congruence est

la relation R d'équivalence la plus fine telle que a ^ b e t a - b ç g

impliquent a R b.

Lemme : Pour qu'une relation d'équivalence R sur A soit une

congruence module un idéal g, il faut et il suffit qu'elle vérifie les

conditions : V a, b, a' et b' ç A,

1) a R b et non a R 0 impliquent a ̂ b

2) a R b, a' R b' , a # a' et b #b' impliquent (a + a') R (b + b')

3) a R b et a' R b' impliquent (a a') R (b b').

On dit alors que R est normale pour l'addibilité, et compatible

avec la somme et le produit dans A. La congruence module 3 vérifie ces

conditions ; c'est clair pour 1. Pour 2, c'est clair si a, b, a' et b' ç. g ;

si a ^ g, a = b implique a ̂ b, a - b ç g e t b ^ g , d'où par transitivité

(puisque a et b non nuls) a, b, a' et b' addibles entre eux, donc a' - b' ç. g

et enfin (a + a') - (b + b') = (a - b) + (a' - b') ç. 3. Pour 3, c'est clair

si a ç. g (d'où b ç. 3) ou a» ç. 3» car les produits sont dans 3 î s1 aucun des

éléments a, b, a' et b' n'est dans 3, on a a #b, a - b ç 3, a' #b1 et

a' - b' ç 3 î P01' l3 propriété fondamentale, a a', b b' et a b' sont addibles
entre eux, d'où :

a a» - b b' == a a' - a b* + a b' - a' b' == a (a' - b') + (a - a') b' ç 3.

Inversement, si la relation R d'équivalence vérifie ces conditions,

3 = {a ç A ; a R 0) est un idéal de A : 0 ç 3 ; si a et b ç 3 sont tels que

a ^b, b R 0 entraîne - b R 0, qui, avec a R 0 entraîne (a - b) R 0

(tout ceci par la condition 2) ; si a ç A (donc a R a), et x R 0, la

condition 3 implique a x R 0, Montrons que R est la congruence module 3.

Lorsque a R 0, soit a ç 3» 'Les relations suivantes sont équivalentes :

a R b, (par transitivité de R) b R 0, b ç. 3, a == b. Lorsque a ç 3, si a R b

ou si a = b, on a a ̂ b par la condition 1 : les relations suivantes sont

donc équivalentes : a R b, (par la condition 2) (a - b) R 0, a - b ç. 3, a = b.

L'ensemble quotient A/c^ est muni canoniquement d'une structure

d'annéîde : Notons cp : A -* A/ç. la surjection canonique. Si ot et <y' ç. A/ç. ,

soient a et a' des représentants respectifs de ces classes, on pose

a a' = cp (a a'), produit indépendant du choix de a et a', grâce à la

compatibilité (3) î les axiomes A pour A/(^ se vérifient trivialement (le zéro

est 3» et, si 1 ç A, l'unité est 1 + 3 ) " Deux classes a et a' seront addibles

si et seulement si elles contiennent un élément addible (soient a et a'

respectivement) ; on pose alors ot + a* = tp (a + a'), somme indépendante du
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choix du couple d'addibles a et a', grâce à la compatibilité (2). Les axiomes B

pour A/c. se vérifient aisément : pour B , si a^P, P # ° , P ^0, alors

il existe a ç a, b et b' ç. P, c ç"Ç tels que a #b, b' #c ; mais P ^0

implique b ̂ 0, b' ^0 et (définition de la congruence) b^b* ; d 'oùa^c

par transi tivité par b et b'. Les axiomes pour l'addition sont clairs :

Remarquer que chaque domaine d'addibilité de A/c^ est isomorphe au quotient

d'un groupe A d'addibilité de A par le sous-groupe 3 = 3 ^ A • La distri-

butivité se vérifie immédiatement. A/ç. s'appelle l'annéîde quotient de A par 3»

Remarquons que (A/cJ peut s'identifier à l'anneau quotient A/^ de
^ /-o — /•Q-

l'anneau A par son idéal homogène 3> et que cette identification organise A ^ en

anneau gradué dont la graduation est, en quelque sorte, induite par celle de A

(résultat bien connu dans les cas classiques). En effet, si a -< a' est l'homo-

morphisme canonique de A sur A/ç. et a -» a" celui de A sur A /^ , on a pour tout

a ç A, en considérant a' et a" comme sous-ensembles de A, a"=a'+3 et a'=a" 0 A.

Il en résulte que, si a #b, a" + b" = (a + b)" = (a + b) ' + 3 = a' + b' + 3

et que a" b" = (a b)" = (a b)' + 3 = at bt + î • II en résulte facilement que Si

î = L a, (les a. deux à deux non addibles) , ^ : La' - L a' + 3 = -a" définit
i=1 i x i i

un homomorphisme de (A/<J sur A/— Mais a" = 0 entraîne, puisque tous les a'^

non nuls sont mutuellement non addibles comme le sont les a. , que tous les a'^

y
sont nuls et que /^ a'. = 0. Donc t est un isomorphisme»

i 1

Soient A un annéîde, M un A-moduloîde, et P un sous-moduloîde de M.

La notion de congruence modulo P dans M est l'analogue de la congruence

modulo 3 dans A» Les propriétés sont en tout point analogues, sauf pour la

compatibilité (3) du lemme, que l'on remplace par la compatibilité avec le

produit par un scalaire î ( 3 ' ) V a Ç A , V x e t y Ç M , x R y implique a x R a y.

On notera indifféremment M/ ou M - P l'ensemble des classes de

cette congruence modulo P. On notera (p : M -» M - P la surjection canonique.

Alors, l'ensemble M - P est muni canoniquement d'une structure de A-moduloîde :

les mêmes considérations sont valables pour l'addibilité et l'addition ; enfin,

si a ç. A et Ç ç M - P, on prend x quelconque dans ç, et on pose a ç = c p ( a x ) ,

produit indépendant du choix de x par la compatibilité (3') ; les propriétés

sont immédiates. M - P = M/ s'appelle le A-moduloîde quotient de M par P,

De la même manière que précédemment, on démontre (M - P) est

canoniquement isomorphe au module quotient M - P du A-module M par son

sous-module P. Ceci montre, comme il est connu dans le cas classique, que
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M - P peut être organisé en un A-module gradué par la même graduation que M.

Soient A et B deux annéîdes. Une application u : A -» B est dite

homomorphisme d'annéîdes si, V a et b € A, on a :

1 - a #b implique u (a) ^u (b)

1' - u (a) #u (b), u (a) ^0, u (b) /= 0 impliquent a #b

2 - 3 . #ï) implique u (a + b) = u (a) .+ u (b)

3 - u (a b) = u (a) u (b).

Si l'axiome ( l » ) n'est pas vérifié, on a une représentation (au

sens de Bourbaki) que nous appellerons quasi-morphisme. ou homomorphisme faible.

Si, de plus, A et B sont unitaires, et si u ( l ) = 1, u sera dit

homomorphisme (resp. quasi-morphisme) d'annéîdes unitaires. Il est clair que

u (o) = 0. Si u est un quasi-morphisme ou un homomorphisme, on appelle noyau

de u, et on note Ker u = u~ (o). Les axiomes 1 , 2 , 3 montrent que le noyau

est un idéal de A, la surjection canonique cp : A -* A/- est un homomorphisme.

Lorsque l'annéîde A n'est pas un anneau, l'injection canonique A -» A est
seulement un quasi-morphisme,

Soient M et M' deux A-moduloîdes. Une application u : M - M' est

dite un homomorphisme de A-moduloîdes si, V a ç A et V x et y ç M, on a :
1 - x #y implique u (x) # VL (y)

1 ' - u (x) #u (y), u (x) =5/0, u (y) ^0 impliquent x #y

2 - x #y implique u (x + y) = u (x) + u (y)
3 - u (a x) = a u (x).

Si l'axiome (r) n'est pas vérifié, on dit encore quasi-morphisme. De même,

on voit dans les deux cas que u (o) = 0 et que Ker u = u~1 (o) est un
sous-A-moduloîde de M.

Si P est un sous-moduloîde de M. l'injection canonique est un

homomorphisme. de même que la surjection canonique M - M/ • L'injection

canonique M - M est un quasi-morphisme. Soit a fixé ç A ; l'homothétie h de M
définie par h (x) = a x est un quasi-morphisme.

Un homomorphisme ou un quasi-morphisme u ; A -» B d'annéîdes (resp,
u : M -N de A^modulotdes) se prolonge par linéarité, de manière évidente, en un

homomorphisme u : A - B d'anneaux gradués (resp. u : M - N de A-modules). Un
homomorphisme v : A - B (resp. v : M - N) sera dit homogène [resp. quasi-

homogène] si v = ïï. où u : A -B (resp. u : M - N) est un homomorphisme [resp.
quasi-morphi sme]•

Les annéîdes ou moduloîdes (respectivement les anneaux gradués ou leurs

modules gradués) peuvent être considérés comme les classes d'objets de deux

catégories différentes : la catégorie forte, en prenant pour morphismes les
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homomorphismes (resp. les homomorphismes homogènes), et la catégorie faible, en

prenant comme morphismes les quasi-morphismes (resp. les homomorphismes quasi-

homogènes). X -» X et u -* u définit visiblement un isomorphisme de la catégorie,

forte ou faible, des annéîdes (resp. des A-moduloîdes) avec la catégorie de même

nom des anneaux gradués (resp. des A-modules gradués).

Une sous-catégorie de la catégorie forte ou faible des annéîdes ou

des A-moduloîdes (et, également, son image par X -» X, u -» u) sera dite régulière

si, quels que soient les objets X, Y de la catégorie, et quel que soit x fixé ç X,

tous les u(x), où u parcourt Hom (X, Y) (dans la sous-catégorie), sont mutuel-

lement addibles. Les sous-catégories régulières de la catégorie forte sont

exactes, mais pas, en général, celles de la catégorie faible.



Chapitre II
PHENOMENE D'AGGLUTINATION. - ANELS ET MONELS

Dans ce qui suit, les annéîdes sont supposés commutatifs.

§ 1 - LE PHENOMENE D'AGGLUTINATION,

Pour un élément non nul x d'un annéîde A, les propriétés d'être ou

non diviseur de zéro, ou simplifiable, ou diviseur d'un autre élément non nul

?ont les mêmes que dans les anneaux. Mais, pour un annéîde dont les grades

non nuls ne forment pas un groupe, la multiplication par un élément peut

donner des résultats addibles à partir d'éléments qui ne le sont pas. Plus

généralement, il peut en être de même dans l'application d'un quasi—morphisme,

comme le montre l'injection canonique d'un annéîde A dans l'anneau A associé.

Ce phénomène sera appelé 1'agglutination. Il conduit au dédoublement de

certaines notions habituelles (par exemple, diviseur et pseudo-diviseur),

et à l'apparition de notions nouvelles. D'autre part, vue l'importance de

la condition préalable d'addibilité dans la plupart des raisonnements, il parait

souhaitable de réserver l'expression "/régularité d'un élément", à la simpli-

fiabilité dans une relation d'addibilité, avec un sens que l'on va préciser»

Soit x un élément non nul d'un annéîde A. x est dit régulier pour

l'addibilité (ou régulier, s'il n'y a pas d'ambiguïté), si, V a et b ç A, les

relations a x ^ b x , a x ^ O , b x ^ O impliquent a ^b. L'annéîde A est dit

régulier si tous ses éléments non nuls le sont ; dans ce cas, on dit que

l'anneau A est régulier.

Pour un élément non nul x de A, supposons qu'il existe un entier

positif i tel que, V n ̂  i, les relations a x ^b x1'1, a x ^0,

b x =/0 impliquent a x ^b x . Notons i(x) le plus petit entier i vérifiant

cette condition, x est dit quasi-régulier (ou quasi-régulier fort)

d'exposant i(x). Lorsque tous les éléments de A sont quasi-réguliers forts,

il est dit quasi-réguli er, ou annéîde fort. L'annéîde sera dit uniformément

fort, ou uniformément quasi-régulier, si l'ensemble des exposants i(x) est

majoré. On appelle anneau fort l'anneau associé à un annéîde fort.

Pour x non nul de A, supposons que, V a ç. A, il existe un entier

positif i(x, a) tel que ¥ b ê A, V n ̂  i, les relations a x1'1 #b x11,

a x1'1 ^0, b x11 ^0 impliquent a x1 #b x1. Alors, x est dit quasi-régulier

strict. Si tous les éléments de A le sont, A est dit para-régulier, ou

annéîde strict ; l'anneau A associé est dit strict.
Pour x non nul de A, supposons que, V a et b ç. A, il existe un

entier positif i(x, a, b) tel que V n ̂  i. les relations a x11 #b x11,
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a x11 ^0, b x11 ^0 impliquent a x1 ^ b x1. Alors, x est dit quasi-régulier

large.

Un annéîde A unitaire et sans diviseur de zéro est dit un quasi-

domaine, II est clair que l'ensemble des éléments réguliers (resp. bi-

réguliers, resp. quasi-réguliers forts) de A est multiplicativement stable.

Si A est sans diviseur de 0, les notions d'élément de torsion, de

moduloîde de torsion, se définissent de même que dans le cas des modules.

Et l'ensemble des éléments de torsion d'un modulotde est un sous-moduloîde.

Soit u : B -*,B* un quasi-morphisme d'annéîdes (resp, de

A-moduloîdes)• Si (b ,..,,b } est une famille d'éléments de B, addibles
n n

deux à deux, alors les u (b.) sont addibles et u (Zj b.) = Zj u (b.).
i=1 1 i==1 1

Inversement, si u est un homomorphisme, et si les u (b.) sont non nuls, et

addibles deux à deux, alors on a la même formule. En effet, il en résulte

l'addibilité des b., puisque u est un homomorphisme. On dit alors que

u se met en facteur. Si certaines images u (b.) sont nulles, il suffit de

les supprimer pour mettre ensuite u en facteur. Par exemple, si c non nul est

un élément régulier de 1'annéîde A, l'homothétie de A de rapport c est un
n

homomorphi sme, et c se met en facteur dans toute somme Zj c b. ^es î - /

où les produits c b. sont non nuls et addibles deux à deux.

S o i t u : B - * B ' u n homomorphi sme (d'annéîdes ou bien de A-moduloîdes),

et soit K = u" (o) son noyau. La relation u (x) ^ u (y) implique ou bien

x #y et x - y ç K, ou bien x et y ç K.

Soient A un annéîde, A l'anneau associé, M un A-moduloîde

(par exemple A lui-même), x un élément de H, et *Ô = c + c +....+ c ç. A

(avec les c. tous non addibles, lorsque n ̂  2). L'élément Ï x de M

n'appartient pas à M, sauf dans les deux cas suivants :

1) Les c. x sont deux à deux addibles. Alors, on dit que x

agglutine les c. ; que 7Î est un agglutiné par x, ou un coefficient pour x ;

que "6 x existe, ou a un sens ; que les c. sont des co-facteurs pour x.

En particulier, soient a et b deux éléments de A, avec a ^0.

a est dit un pseudo-diviseur de b, s'il existe un agglutiné î par a tel que

Ï a = b. La somme formelle "S est dite co-pseudo-diviseur. Si de plus a n'est

pas diviseur de b, il est dit pseudo-diviseur vrai ou propre de b. Lorsque

b = 1 , a est dit pseudo-inversible, et la somme formelle Ï est appelée
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co-pseudo-inverse. Un annéîde sans diviseur ni pseudo-diviseur de 0 sera dit

intègre (c'est alors, en particulier, un intégroîde) ; si de plus il a un

élément unité, il sera dit domaine intègre, ou domaine»

2) Dans la décomposition de M en somme directe des groupes

d'addibilité, ï x admet au plus une composante non nulle y, que l'on donnera

pour valeur à ^ x. C'est-à-dire que "6 s'écrit

KS = (c +...+ c ) + (d +...+ d ) + ..... + (g +....+ g ) de manière que,

dans M ;

d x + . , , . + d x = 0

g^ x + . . . . + g^ x = 0

et y = c x + . , « . - t - c x nul ou non. On dira que ^S est agglutiné large

par x, que Ï est un coefficient large pour x, que les c., d., • • • sont des

co-facteurs larges pour x, que ^à x existe au sens large.

Remarquons que si c , ..., c sont agglutinés par x, ils sont aussi

agglutinés par tout multiple a x de x (avec a ç. A) ; et aussi, ¥ a ç A, les

produits a c , ..., a c sont agglutinés par x,

Plus généralement, soient A et B deux annéîdes (resp. M et P deux

A-moduloîdes) et u ; A -* B (resp. M -» P) un quasi-morphisme. Soit

^ = c + • • • + c (avec les c. tous non addibles, lorsque n ̂  2) un élément

n

de A (resp. de M). En général, la somme formelle u (î) = L u (c.) n'est pas
i=1 1

élément de B (resp» de P), sauf dans les deux cas suivants :

1) les éléments u (c.) sont deux à deux addibles. Alors, on dit que u

agglutine les c., et que Ï est agglutiné par u. Quel que soit a ç A.,

remarquons que u agglutine aussi les a c. ;

2) dans la décomposition de B (resp. P) en somme directe des groupes

d'addibilité, u (Ï) admet au plus une composante non nulle y, qu'on lui donnera

pour valeur. Alors, on dit que '6 est agglutiné large par u.

Soit M un A-moduloîde, et fixons deux éléments a ç A et x ç. M,

La multiplication par x (ou par a) des éléments de A agglutine dans A, et la

multiplication par a des éléments de M agglutine dans M. Ce sont deux cas

particuliers de l'agglutination par un quasi-morphisme de A-moduloîdes. Dans

un cas, le quasi-morphisme u : A -4 M est défini par u (b) = b x ', dans l'autre

cas, u ; M -» M est défini par u (y) = a y.
Le phénomène d'agglutination signifie que, dans un anneau gradué A,
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ou dans un A-module gradué M , des éléments homogènes de grades différents
peuvent, après application d'un homomorphisme (de A-modules, ou bien d'anneaux
pour le seul A) non homogène, donner des images de même grade ; c'est-à-dire
que l'image d'un élément non homogène peut être homogène. Un cas particulier
important est le produit par un élément homogène, soit x ; on dira que x est
régulier si et seulement si, pour tout élément non homogène, la multiplication
par x ne le rend pas homogène, sauf trivialement (c*est-à-dire avec des produits
nuls, sauf un au plus). Si a et b sont homogènes, et si a divise b, on a appelé a
diviseur ou pseudo-diviseur suivant que le co-diviseur était homogène ou non.

D'autre part, l*axiome relatif à l'addibilité pour un quasi-
morphisme, montre que l'agglutination est une question de grades. En effet,
pour les éléments d'un même grade, l'agglutination non triviale a lieu de la
même manière ; on peut dire qu'un homomorphisme non homogène agglutine les
grades. En particulier, l1agglutinât ion non triviale par x des éléments c.
signifie que w ( c . x) = oy ( c . ) œ ( x ) a la même valeur, pour tout i. On dira
dans ce cas que œ (x) agglutine les œ ( c . ) «

Pour un quasi-morphisme d'annéîdes (resp. de A-moduloîdes) donné,
soit u, l'ensemble des agglutinés par u, et l'ensemble des agglutinés
larges par u, n'ont pas en général une structure d'annéîde (resp. de
A-moduloîde), mais une structure très voisine : essentiellement, deux
quelconques groupes d'addibilité distincts ont en commun un même sous-groupe,
mais qui n'est pas forcément réduit à { o } . D'autre part, l'étude des
A-moduloîdes monogènes conduit à envisager les parties de A , intermédiaires
entre A et A, et n'en différant, outre le support, que par une modification
de l'addibilité ; ces intermédiaires sont des ensembles d'agglutinés au
sens précédent. Nous allons donc, pour la commodité et la clarté de l'exposé,
introduire aussi brièvement que possible ces structures nouvelles.

§ 2 « ANELS ET MONELS.
a) Anels - Monels - Graduations :

On appellera anel tout ensemble non vide A muni de deux lois

internes : une addition partielle et une multiplication, vérifiant les axiomes;
A - 0 - V a e t b Ç A , a b ç A

1 - V a, b et c ç A, (a b) c = a (b c)

2 - 1 1 existe un élément 0 tel que O a = a O = 0 , V a Ç A .

B - 1 - V a ê A . a ^ a

2 - V a et b ç. A, la relation a #b implique b # a
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3 - 1 1 existe une partie Q de A, contenant 0, et telle que

V a ç A. V e ç û, a #e

4 - V a, b et c ê A, les relations a ^fb, b #c, b Ç^O impliquent a ̂ c.

Pour a ^ 0, soit A(a) = (x € A ; x j^a) le domaine d'addibilité

de a ; il est clair que a ̂ b si et seulement s'ils appartiennent à un même

domaine» Donc deux tels domaines, ou sont confondus, ou ont Ci pour inter-

section» On pose :

D* = (A(a) ; a ç A, a ^ 0} et D = D* U {û}.

C - Addition ; Chaque élément de D est un groupe additif abélien. En

particulier, V a e t b ê A , a^b implique a ̂  a + b. On voit aisément que 0

est élément neutre de chacun de ces groupes.

D - Relations entre addition et multiplication :

La double distributivité du produit par rapport à l'addibilité,

et par rapport à l'addition est vérifiée, et, de plus t

5 - V a Ç A , V e € û,a e ç. 0 e t e a ç 0 ,

La partie 0 est appelée le milieu de A, De plus :

l'anel est dit commutatif s'il vérifie :

A 3 - V a e t b € A , a b = b a,

l'anel est dit unitaire s'il vérifie :

A 4 - II existe un élément 1 ç A tel que 1 a = a 1 = a , V a Ç A .

Soit A un anel. On appellera A-monel à gauche, ou monel à gauche

sur A, tout ensemble M non vide muni d'une addition partielle, et d'une loi

externe partout définie, ayant A pour domaine d'opérateurs, notée multipli-

cativement, vérifiant les axiomes :

A - 0 - V a Ç A , V x Ç M , a x ê M

1 - V a et b ç. A, V x ç. M, (a b) x = a (b x)

2 - 1 1 existe un élément 0' de M tel que, ^ a € A, V x ç M,

a 0' = 0 x = 0' (on le notera désormais 0).

B - 1 - V x Ç M . x #K

2 - V x et y € M, la relation x #y implique y #v.

3 - 1 1 existe une partie C? de M, contenant 0, et telle que :

V x Ç M , V e ç Ô , x # e

4 - V x, y et z ç. M, les relations x #y, y ^z, y ^ 0 impliquent x # T..

Pour x ^ Ô , soit M(x) = (y ç A ; y # x} le domaine d'addibilité

de x. De même, deux tels domaines ou sont confondus, ou ont 0 pour

intersection. On pose : C = (M(x) ; x ç M, x ^C>} et C = C* U {Û.

C — Addition : Chaque élément de C est un groupe additif abélien. En

particulier, V x e t y Ç M , x ^ y implique x -ff. x + y. Enfin, 0 est élément

neutre de chacun de ces groupes.
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D - Relations entre addition et multiplication :

La double distributivité du produit pour l*addibilité et l'addition

dans A et M est vérifiée, et de plus :

5 - V a Ç A , V x ç Ç ) , a x ç ( : ) ; V a ç Q , V x Ç M , a x ç

La partie 0 est appelée le milieu de M.

Les notions de monel à droite sur A, et de monel unitaire sont

les analogues du cas des modules. Noter que Q est un anneau, et (0 un û-module.

L»anel est un corpoîde lorsque A*= A..(o) est un groupe multiplicatif (III, § 3).

Lemme 1 :.V e ç Û (resp. 0), V x et y ç. M (resp. A), la relation

[x ^y équivaut à x ^e + y.

C'est évident si x (ou y) est dans Ô . Si x ^Q et y ^0 , x #y

implique y ç M(x) qui contient 0 . Donc e + y ç. M(x).

Propriété fondamentale : V x et y ç. M (resp. A) et V a et b ç. A. les relations

a #b et x #y impliquent a x #b y.

En effet, de même que dans le cas des moduloîdes et des annéîdes,

la transitivité le montre si a y ^ 0 , ou si b x ^ & . D'autre part, si

a y et b x ç 0 , de (a + b) x # (a + b) y on déduit a x + b x # a y + b y

d'où a x ^b y grâce au lemme.

Dans la suite, nous supposerons toujours les anels commutatifs.

Par ailleurs, il faut remarquer que bien des résultats suivants

concernant les anels et les monels sont encore vrais sans les axiomes D- ;

cependant, on ne considérera pas les objets plus généraux, pour ne pas

s'éloigner trop de l'étude qui nous intéresse.

Notons A (resp. M) l'ensemble des sommes formelles finies d'éléments

(non addibles) de A (resp. de M). L'addition par juxtaposition et réduction

des termes addibles en fait évidemment un groupe additif abélien.

Organisons A (resp. M) en anneau (resp. A-module) en étendant la loi

multiplicative de A (resp. de M) aux sommes formelles par distributivité et

réduction des termes addibles. Il est clair alors que A est un anneau (resp. M

un A-module). A s*appelle l'anneau associé à l'anel A, et M le module associé

au monel M. Pour x ç A, ses composantes dans les groupes d'addibilité sont

déterminées module le milieu 0 ; en quelque sorte, le groupe additif de A

est la'somme directe module Q" de ces groupes, ou "somme quasi-directe".

On a la même remarque pour M, Remarquons qu'un anel de milieu (o) est un

annéîde, et qu'un monel de milieu (o) sur un annéîde, est un moduloîde.

Soient A un anel (commutatif) , M un A-monel, 0 et 0 leurs milieux

respectifs, et D et C respectivement les ensembles de parties de A et M

définis plus haut. On se servira ici d'un abus d'écriture analogue à celui

adopté pour les annéîdes et les moduloîdes : on gardera l'écriture A(a) et 0
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(resp. M(x) et C>) pour les opérations sur ces objets en tant que sous-
ensembles de A (resp. M) ', on notera (o(a) et œ(o) (resp, cu(x) et (o(o) ) les
mêmes objets, considérés comme éléments de D (respo de C) pour les opérations
qui seront définies dans D (resp. C). D est muni canoniquement d'une loi
multiplicative partielle (L) , déduite de celle de A : V a et b ç A.,0 ,
si A(a) A(b) (/ G , la propriété fondamentale montre l'existence de c ç. A..O
tel que A(a) A(b) c A(c) et l'on pose u>(a) 0)(b) = œ(c). L'axiome D montre

^ •)
que G Q c : Q , V G Ç D ? o n pose donc ou(a) ci)(o) = uî(o) et œ(o) = (u(o).

De même, l'ensemble C est muni canoniquement d'une loi externe (L) partielle,
ayant D comme ensemble d'opérateurs î V. a ç A. ,Q et V x ç M.,Q , si
A(a) M(x) ç^ (b , la propriété fondamentale montre l'existence de y ç. M..Q
tel que A(a) M(x) c M(y) et l'on pose œ(a) cu(x) = 0)(y). L'axiome D montre que,
V G ç D, V H € C, on a Q H c & et G OcQ ; on pose respectivement
œ(û) œ(x) == œ(o), œ(a) o}(o) = œ(o) et 00(0) a)(o) = œ(o). Pour cette loi (L)
dans D, l'élément œ(o) est absorbant, et pourra être noté 0 ; il en est de
même pour l'élément U)(o) de C. Ceci posé, les définitions d'une graduation A
d'un anel A, et de sa graduation propre A o de support D, et les définitions
d'une A-graduation F d'un A-monel M, et de sa graduation propre ]"o de support C,
sont identiques en tout point à celles relatives aux annéîdes et moduloîdes ;
nous renvoyons donc aux définitions et remarques du paragraphe correspondant,

L'anneau A associé à un anel A muni d'une graduation A » et le
A-module M associé à un A-monel muni d'une A-graduation r, seront dits
quasi-gradués généralisés. Le grade d'un élément homogène x ç. A,,0
(resp, x C M - Ô ) sera noté Uï(x).

b) Sous'*monels et idéaux •" Notation B X ~ Loi modulaire :
Soient A un anel (concnutatif) de milieu 0, et M un A-monel de

milieu ^ • Une partie non vide P de M sera dite un sous-A-monel de M, si les
lois de M induisent sur P une structure de A-monel, Pour cela, il faut et il
suffit que, V X € F, , P. = P n M soit un sous-groupe additif de M. et que,

V a Ç A e t V x € P , a x é P. Ceci équivaut à la condition P - P C p e t A P C p
(P - Q signifiant ici l'ensemble des p - q» avec p € P , q € Q e t p ^ q ) . On voit
que le milieu de P est P D 0 • Une partie non vide 3 de A sera dite idéal de A
si elle est un sous-monel du A-monel A, Une partie non vide B de A «era dite un
sous-anel de A si les lois de A induisent sur B une structure d'anel. Pour cela,
il faut et il suffit que, V a Ç A o , B = B D A soit un sous-groupe additif
de A , et que V a e t b Ç B , a b Ç B . Ceci équivaut à la condition B - B c B et
B2 c B. On voit que le milieu de B est B n 0.

On a des remarques de calcul sur anels et monels analogues à celles
des annétdes ou moduloîdes. L'expression (a + « . , + a ) + ( b + . . . + b )
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suppose que dans chaque parenthèse les termes soient deux à deux addibles, et
que les totaux soient addibles. On en déduit (Ô désignant le milieu de l'anel

r s

ou du monel) : d'abord, soient ^ a. = a ^6 et ) b. == b ^Ô deux sommes

i=1 j=1

d'éléments addibles ; si a ^b, quels que soient i et j, on a a. # b.. Ensuite,

après avoir remplacé par leur total les parenthèses dont le total est dans le

milieu, on a le droit de "supprimer les parenthèses".

Cependant, la notion de combinaison linéaire se complique. Soient M

un A-monel, Q et Ô les milieux respectifs de A et M, B et X des parties non vides

respectivement de A et de M, On appelle combinaison linéaire simple des éléments

de X, sur B, toute somme finie de la forme

L (b^ x + ... + b^/ x x) = L ^ x. avec les b^ ç. B, avec b^ et b^
x ç X ' rvx^ x ç x ]c le 1

non addibles si k ^1, et avec les b^ x tous addibles entre eux. On appelle

combinaison linéaire des éléments de X, sur B, toute somme finie de combinaisons

linéaires simples dont les totaux sont addibles, c'est-à-dire (après un regrou-

pement éventuel) dont les totaux sont dans le milieu Û , sauf un au plus. Par

suite, on pourra noter la combinaison

par L [ L 13. x}, (ou bien L (Z-j @. x. }), où chaque accolade est une
J xçx J j i J 1

x vcombinaison simple, et où des termes b. - x et b. y d'accolades
3 t^ J 4 f*^ 1

différentes sont non addibles lorsqu'aucun n'est dans C9 • On pourra isoler

l'accolade dont le total n'est pas dans (^) • L'ensemble de ces combinaisons

linéaires sera noté B X, et appelé le produit de B et X» En particulier, si B

est un idéal ou si X est un sous-monel, B X est évidemment un sous-monel.

Si X = [x}, on pourra noter B {x} = B x.

Il est clair que l'intersection d'une famille de sous-monels est

un sous-monel. Cela justifie la définition suivante : on appelle sous-monel

engendré par une partie X de M, et on note (X), le plus petit sous-monel de M

contenant X. On voit aisément (lorsque X -^ 0) que (x) = A X lorsque A est

unitaire et (X) = A X + 3Î X (sens évident : des termes n x intervenant dans

les accolades des combinaisons) lorsque A n'est pas unitaire. Un monel est dit

de type fini, s'il possède un système fini X = (x ,...,x } de générateurs, et

il est dit monogène ou cyclique s'il est engendré par un seul élément :

X = (x). Dans ce dernier cas, il pourra être noté (x) = A x + Z x, et il

peut être différent de Ax si A n'est pas unitaire. Ces résultats s'appliquent

aux idéaux d'un anel.
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Soient F et G deux sous-monels d'un A-monel donné M, de graduation

propre r. On appelle somme de F et G, et on note F + G, le sous-monejl engendré

par F U G. Cette somme est l'ensemble des sommes finies L, (f + g ) où
———— f f€P^ ot a

pour tout a, on a f^ # g^ et où, si o? ̂  0, on a (f^ + g )̂ #(to + gj.

Après une éventuelle réduction, on constate que les totaux (f + g ) sont

dans le milieu Û sauf un au plus, et les f (resp, g ) ne sont pas dans Q ,

sauf un au plus. Donc, tout x ç. F + G pourra s'écrire x = f + g + Zj (f + g )
^ » <^J5 a a

avec les conditions suivantes ; lorsque x ^O, f^ et g sont addibles à x,
o Ï

les f et g (qui figurent) ne sont pas addibles à x, et chaque total

(f + g ) est dans Ô ; lorsque x ç. (^ , ou bien x = Zj (f + g ) avec
Ot

f et g addibles, et non situés dans (y, et (f + g ) ç. Q , ou bien

x = f + g avec f et g dans (3 .
Ç 0 O Q

Théorème 1 : (loi modulaire dans les monels)

Soient E, F, G trois sous-monels d'un A-monel donné M de milieu 0 .

Si ED F, et si F (resp. G) est comparable à (b (c'est-à-dire F côou F 3 Ô)

on a E n (F + G) = F + (E H G).

En résumé, la loi modulaire classique, encore vraie pour les

moduloîdes, n'est pas forcément vérifiée dans les monels, comme le montre

l'exemple qui suit.
L'inclusion E H (F + G) -^ F + (E n G) est évidente. Soit x ç F + G.

Dans l'écriture précédente de x : ou bien F c Q , donc les f^ et g^ sont nuls-,

et x == f_+ g .Ou bien F-30. et la somme s = L (t^ + 9^) est dans <0 ,
0 0 Qf 76^

donc dans F, donc f^ = f,+ s <=: F et x = f^ + g^ . Par suite, si x € E n(F + G),

il s'écrit x = f + g avec f Ç F C E . g € G , f - t . g € E . O n a g = x - f Ç E .

donc g Ç E n G e t x 6 F + ( E n G ) .
Corollaire : Soient E, F, G trois sous-monels d'un A-monel M de

milieu <^ , tels que E 3 F. Si F (resp. G) est comparable à Ù , et si

E n G = F r i G e t E + G = F + G , o n a E = F . En particulier, les relations

E 3 F . E n O = F n < t ? , E + 0 = F + Ô impliquent E = F.

En effet E = E n ( E + G ) = E n ( F + G ) = F + E n G = F + ( F n G ) = F .

Noter que théorème et corollaire s'appliquent aux idéaux d'un anel.

Exemple contraire où F + G est différent de l'ensemble S des sommes
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f + g (avec f ç. F, g ç G), .et où la loi modulaire classique est en défaut»

Soit L le 2 -module libre L = 2Z a + 3 S b + 2 ? c + 2.d, de base (a, b, c, d }.
^^» 9 9

Soient M et M. des ÏZ-modules isomorphes à L' (nous les noterons comme L ,

par abus d'écriture). Soit M le 2 -monel formé de la réunion de M et M , ces

derniers ayant, par définition, en • commun le milieu (3= 2(a, a) + ̂  (b, b).

Considérons les sous- 2-monels suivants de M : G = G U G donné par

G^ == 2(c, 0) C M et G = Z (d, 0) CM.. Puis F donné par F s 2(a + c, a)

et F = (b + d, b). Puis H donné par H = Z (a + b, a + b) c Ô et E = F + H.

D'abord F n0= (°» °)« Ensuite, E est formé des couples
(l(a + c) + p (a + b), n a + p(a + b)) avec n, p ç Z , et de même E? des couples.

(n (b + d) + p (a + b), n b + p (a + b) ) . Soit y ç. E fl G ; si par exemple

y ç. M., sa deuxième composante n a + p (a + b) doit être nulle, donc on a

n = p = 0, et E 0 G = (0, O).

Il est clair que E H (F + G) contient F + (E n G) = F. Prenons

f^ (a + c. a) ç F^. g^ = (- c, 0) ç /G^ . f^ = (b + d, b) ç F^. g^= (-d,0) ç. G^.

Alors f + g = (a, a) est dans 6, non dans E, et il en est de même pour

^p + ^p = (b» b)- Leur somme x = (f^ + g^) + (f^ + g^) = (a + b, a + b) est

élément de H et de F + G, donc de E = F + H et de E n (F + G). Noter que x

ne peut s'écrire f + g (avec f ç F, g € G), donc que S et F + G sont différents.

D'autre part, il est clair que x = (a + b, a + b) ^ F. Par suite, on a

E H (F + G) ^=F == F + (E n G).

c) Anels et monels quotients :
Congruence module un sous-monel : P étant un sous-A-monel de M, soit

R la relation d'équivalence dans M la plus fine telle que les relations

x, y € M , x /^y, x - y Ç P impliquent x R y. Nous noterons dans la suite

x + P (où x ç M est donné) l'ensemble des éléments x + p, avec p ç P, p # x,
Deux éléments x et y de M seront dits congrus module P, et on

notera x s y (?) (ou bien x = y s*il n'y a pas d'ambiguïté) s'ils vérifient

l'une quelconque des conditions équivalentes suivantes :

I - x R y
II - ou bien x ^y et x - y ç. P, ou bien x et y ne sont pas addibles,

mais il existe e ç Ô tel que x - e Ç P e t y - e ê P
III - ou bien x #y et y ç x + P, ou bien x et y ne sont pas addibles,

mais il existe e ç Ç5 tel que x et y ç. e + tt

IV - il existe z ç M tel que x et y ç z + P.

II et III sont deux manières de dire la même condition, et elles
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entraînent évidemment IV. Inversement, si IV est vérifiée, et si z ^ (3,

soient x = z + p e t y = z + p ' ; par transitivité par z, les éléments z, p et p'

sont addibles, donc aussi x et y ; on a donc x - y = (z + p)-(z + p') ==p -p 'çp.

La restriction de R à un groupe d'addibilité M. est évidemment la
A

congruence module P - P DM . Si une classe ç module S. rencontre (3 , soit
/i A.

e € 0 D ç, puisque ^. == Ç fi M égale e + P , la transitivité de R par e
A À À

implique ç = U ç. = e + P. Si au contraire ç ne rencontre pas (? , V x ç. ç,
X ç Ta À

on a x Çf 0 et ç ^ï x + P. Alors, si x et y sont deux éléments non addibles

tels que x + P et y + P ne rencontrent pas 0 (donc, d'après ce qui précède,

sont contenus dans des classes module R ne rencontrant pasO), aucun élément

de x + P n'est addible à un élément de y + P ,' la dernière condition de la

définition de R est donc vide entre élément de x + P et élément de y + P ;
R étant la plus fine possible, x + P et y + P seront donc dans des classes

module R distinctes. Donc, si ç ne rencontre pas 0, V x ç Ç, on a ç = x + P.

On notera M/ l'ensemble quotient correspondant, et cp la surjection

canonique : M -» M / . Les classes module P sont donc, d'une part les classes

e + P pour e ç Q» d'autre part les classes x + P, pour x ç. M, x Ç^e + P, V e €0.

Les mêmes résultats sont valables en remplaçant M, (^et P

respectivement par un anel A, son milieu 0, et un idéal 3 ° O11 notera A/(^

l'ensemble quotient correspondant, et cp la surjection canonique : A -» A/ç^ •

Lemme 2 : La congruence module P est normale par rapport à

l'addibilité, et compatible avec l'addition et avec le produit par un

scalaire, c'est-à-dire :

( 1) S'il n'existe aucun e ç 0 tel que x = e, la relation x = y implique x^y.

(2) Les relations x = y, x' = y', x ^ x' et y ^ y' impliquent x + x' s y + y\

(3) V a Ç A , x s y implique a x s a y,

Réciproquement, dans M, toute relation d'équivalence normale et

compatible au sens précédent, est une congruence modulo un sous-monel de M»

(Noter que la première partie de la condition ( 1) équivaut à x <j/ (3 + P)

En effet. ( 1 ) résulte de III. (3) résulte de II, car si

x - y ç. P (resp« x - e ç. P), comme P est un sous-monel, a x - a y ç P

(resp, a x - a e ç p , e t a e ç 0). Pour (2), si par exemple

x (jf U e + P, nous savons que x y^y et que x et y Ç^O • Donc, pare eb
transitivité, les éléments x, y, x' et y' sont deux à deux addibles :

comme alors x - y et x' - y* sont dans P (grâce à III) on a ;

fy. + x') - (y + y') = (x - y) + (x' - y') ç. P, donc x + x' = y + y'. Si,
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au contraire, tous les éléments x, y, x' et y' ç. 0+ P, alors (grâce à IV)

Je et e' ç. Q tels qu'on ait x - e ç. P, y - e ç. P, x' - e' ç. P et y' - e' ç. P.

Mais on sait que x -^ x' équivaut à x - e -^ x' - e' ? on a donc

(x + x') - (e + e') = (x - e) + (x* - e') ç P, et de même pour y + y' ? d*où

enfin x + x * = y + y'.

Réciproquement, soit S une relation d'équivalence dans H, vérifiant

les conditions du lemmc. On pose P = = { x Ç M ; x S O } « Que P soit un sous-

monel se vérifie trivialement. Comparons S et la congruence modulo P»

Lorsque x # y, x == y équivaut à (x - y) S 0 par définition de P ; ceci, grâce

à la condition (2) pour S, équivaut à x S y (ajouter « y aux deux membres).

Lorsque x et y ne sont pas addibics, x =. y signifie (il) qu*il existe e ç (3

tel que x - e ê P e t y - e ç P , et nous venons de voir que cela équivaut à

x S e et y S e. D'où x S y. Inversement, x S y implique (condition ( 1 ) pour s)

qu'il existe e ç0 tel que x S c, d'où y S c par transitivité de S,

On notera cp : M -* M/- la surjection canonique de M sur l'ensemble

quotient M/ (qui pourra aussi être noté M - P).

Dans un anel A, on a les mêmes résultats pour les classes et la

congruence module un idéal g (notons-3a encore a = b (3), ou a s b), sauf qu'ici

cette congruence est considérée dans A en tant qu'anel des opérateurs, et pas

seulement dans A en tant que A-monel. A cause de cela, on a non seulement :

V a , b ^ b' implique a b = a b', mais la condition (qui aurait été plus forte

dans le cas non commutatif) :

' (3') Les relations a = a» et b = b' impliquent a b =. a' b'.

Montrons maintenant que M/ est oin A-monel et que A/c. est un anel,

Cette rédaction, non détaillée, sera faite pour les A-monels. Pour les anels,

les modifications sont minimes.

Soient donc P un sous-A-monel de M, et cp la surjection canonique ;

M - M/ . Organisons M/ en A-monel ainsi : V a ç A, V cp (x) ç. M/ , on pose

a <p(x) = <p(a x), définition indépendante (compatibilité (3) ) du choix de x

dans la classe. Les axiomes (A) se vérifient trivialement. Deux classes

ç et ç' ç. M/ seront dites addibles si et seulement si elles contiennent un

élément addible (soient x et x' respectivement) ; alors, on pose

ç + ç' = cp (x + x'). La définition est indépendante (compatibilité (2) ) du

choix du couple (x, x'). La classe somme < p ( x + x') = ( x + x') + P contient

l'ensemble des x + x' + p (où p ç. P, p addible à x et x'), mais peut en être

différente (prendre x' = - x ^P). M/ satisfait aux axiomes des A-monels ;

la vérification, longue, est sans difficulté. Faisons deux remarques : on prend

pour milieu 6^ de M/ l'ensemble des cp(e) distincts, pour e ç. Ç) , Tout

groupe d'addibilité de M/ est isomorphe au groupe additif quotient d'un
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groupe M, par le sous-groupe P n M, (restreindre à M, la partition de M par la
À À A,

congruence module P).
Dans le cas du quotient A / , notons encore cp la surjection

canonique A -* A/c. • Pour (p(a) et (p(b) € A/c^ , on posera cp(a) <p(b) = cp(a b),

définition indépendante (condition (3') ) du choix de a et de b dans les

classes correspondantes.

d) Homomorphismes - Régularité :

Soient M et M deux A-monels, et ^ et &, leurs milieux respectifs,

Une application f ; M -* M est dite homomorphisme de A-monels si, V x e t y € M,

V a ç A :

1 - la relation x #y implique f(x) #f(y), et on a f(Ô) c Ô^

1'- les relations f(x) #f(y). f(x) < 0^ , f(y) ^0^ impliquent x # y

2 - la relation x ^y implique f(x + y) s f(x) + f(y)

3 - f(a x) = a f(x).

Si f vérifie (l, 2, 3), mais non (1 ' ) , il est dit homomorphisme

faible ou quasi-morphisme. Remarquer que lorsque l'image f(M) n'est pas

contenue dans un seul groupe d'addibilité de M , la première partie de la

condition ( 1) implique f(&) c C^.
Soient A et A deux anels de milieux respectifs 6 et 0 . Les

notions analogues d*homomorphisme et quasi-morphisme d'anels se définissent

de même, en remplaçant (3) par : 3 bis - V a et b ç A, f(a b) s f(a) f(b).

Un homomorphisme (resp. quasi-roorphisme) d'anels est dit unitaire si A et A

sont unitaires et si f(l) = 1. Un homomorphisme f (d'anels ou de monels) sera

dit un isomorphisme s'il est bijectif et si f(Ô) = Ô .

Pour les anneaux [resp, modules] quasi-gradués, un homomorphisme

est dit homogène (resp» quasi-homogène) si sa restriction aux parties homogènes

est un homomorphisme (resp. quasi-morphisme) (voir I, § 3).
Anels réguliers, forts, stricts. Soit A un anel de milieu Q • Pour

un élément x de A, x ^ 0, la notion de régularité est analogue à celle donnée

dans les annéîdes : x est dit régulier si, quels que soient a et b dans A,

les relations a x # b x, a x ^0, b x ^0 impliquent a ̂ b. L'anel A est dit

régulier si tout élément hors du milieu est régulier. De même, pour définir la

quasi-régularité forte ou stricte, on remplacera dans les hypothèses (voir § 1)

a x11 ^ 0 et b X11 7^ 0 par a x^ ^ Q et b x" ^ 0. On a de même les notions

d'anel fort, d'anel strict.
Soient A un anel de milieu 0 et de graduation (A, 9), 3 un idéal de A,

et cp ; A -+ A/c^ l'homomorphisme canonique. Posons D = [A(a) ; a ç. A..^} et
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D = D* U {0} ; comme élément de D, Q pourra être noté 0. De même, dans A /

notons D^ et D ^ = D^ U (0^). Définissons une application <r : D -* D ,

déduite de cp ainsi : on pose i|r(0) = {cp(œ) î a ) Ç Q } = { œ + 3 î œ 6 Q ) = n

et pour tout a ç A..{ U (œ + 3)} , on pose ;
0)60

*(A(a)) . (A/g)^= ^ U{cp(a. ) ; a. ç A^.. { U (œ ^ 3)}}.
U) ç ^

II est clair que i|» est surjective, et injective sur l'image

réciproque f (D^). Ceci, joint aux propriétés de la multiplication dans A/.

montre (l, § 3, définition d'une graduation) que (A.ô) étant une graduation

de A, il en résulte que (A, i|f o ô) est une graduation de A/c..

De même, si M est un A-monel de A-graduation F, et si P est un

sous-monel de M, F peut être considéré canoniquement comme une A-graduation
deM/p.

§ 3 - STRUCTURE DES AGGLUTINES,

a) Agglutinés simple et large par un quasi-morphisme

Soient A un anel (commutatif), M et H deux A-monels, et 0,

^et U^ leurs^milieux respectifs. Soit f : M -» M un quasi-morphisme de monels.0.
Un élément ç = L x. (les x. deux à deux non addibles) de M sera dit agglutiné

i==1

par f si, V i et j ^ s, f(x^) # £(x ) ; le lemme 1 du paragraphe (2) montre

que cette définition est indépendante de l'expression de ç ; alors, V a ç. A,
s
y

a ç = /j a x est aussi agglutiné par f. L'ensemble de ces agglutinés est noté
i=1 -

M et appelé 1'agglutiné (ou addibilisé) de M par f. Deux éléments
r

Ç et ç' = L x' de M seront dits addibles (dans l'agglutiné), ou addibles
J-1 J

par f si, V i ^ s, V j ^ r, f(x^) # f(x' ) . On note alors ç # ^ ç' (ou sans

l'indice f s'il n'y a pas d'ambiguïté). Leur somme est par définition obtenue

par juxtaposition et réduction des termes addibles dans M. Cette multiplication

—f —P
et cetttt addition partielle font de M un A-monel. D'abord, le milieu de M

est 0 ' = (ç ç M ; V i, f(x^) ç. (^}. Çy est le sous-groupe additif de M

-1
engendré par f (ÙJ. Vérifions les axiomes B et B : V ç ç. C>'
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r

V T| = L y . € ^£ il est clair que f(x ) ̂  f(y.), donc que Ç et T) sont
j=1 <} . •3

addibles par f. Si ç, ^ et £ 6 iî sont addibles par f, et si TI ^Ô 1» il

existe y dans la somme îl tel que f(y^) ^ (̂  ? donc f(y^) transmet

l'addibilité, V i et V k, entre f(x.) et ^(z^)* D'autre part, la propriété

fondamentale entraîne l'axiome D de H , car a # b et f(x^) #f(x )

entraînent f(a x.) = a f(x.) #b f(x.) = f(b x ). Pour les autres axiomes,
i l 0 J

la vérification est triviale,

Soient A et A deux anels (commutatifs) de milieux 0 et Q^

respectivement. Soit f ; A -* A, un quasi-morphisme d'anels. L*agglutiné par f,

soit A^ est un anel. La vérification est analogue. Remarquons que l'axiome Ao

et la distributivité du produit par rapport à l'addibilité sont conséquences

de la propriété fondamentale "y pour l'axiome A par exemple, Ç et
—f

T| ç A signifie que (avec les notations habituelles), V i et j , f(x.) ^f(x.),

et V k et 1, f(y^) ^f(y^), d*où f(x^ y^) .= f(x^) f(y^) #f(xp f(y^)=f(x^ y^).

Si nous considérons ces résultats dans le cas particulier d'un

moduloîde M sur un annéîdc A (commutatif), il faut bien remarquer qu'un

agglutiné de M par un quasi-morphi sme f est un A-monel, et non un A-moduloîde,

lorsque f (o) est différent de [o}. De même l1agglutiné d*un annéîde sera

en général un anel.

Lorsque M est un A-monel, le A-module M peut être considéré comme

un A-monel d'autant de façons qu'il y a de choisir son milieu Ç^'. Celui-ci

sera un sous-A-module de M, contenant le milieu (y de M. Nous ne distinguons

pas les deux structures (monel et module) lorsque O 1 = {o}« Lorsque O*^ (o),

il y a danger à les confondre, par exemple dès que l'on envisage un
— -1 —f —

sur-A-monel de M. Dans le cas précédent, si f (û) = M, l'agglutiné îi = M

est un monel, sur A et sur A, égal à son milieu, bien qu'il ait aussi une

structure sous-jacente de A-moduloîde (et de A-module). On a des remarques

analogues sur l'anneau A d'un anel A.

Soient A un anel (commutât if), et M un A-monel. Pour un élément

fixé a de A, l'homothétie h de M, définie par h(x) =s a x, est un quasi-

morphisme. L'agglutiné de M par h est un A-monel qui sera noté M5, et appelé

l'agglutiné de M par a,

De même, pour un élément fixé x de M. (resp. A), l'application
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f : A -» M (resp. A -* A) définie par f(a) = a x est un quasi-morphisme de
—f x

A-monels. A est un A-monel -qui sera noté S et appelé l'agglutiné (ou

addibilisé) de A par x. Son addibilité pourra être notée ^ , afin d'éviter

nx
les confusions. Pour x non nul dans A, si la suite des A , n = 1 , 2 , 3 , . . . ,

est stationnaire, x est quasi-régulier,

Soient A un anel (commutatif) et M un A-monel, munis de graduations»

Soient 0 et 0 leurs milieux. On notera ûo(z) le grade d'un élément z de A, ou

de M, non situé dans le milieu. Soient a, b ç. A et x ç. M (resp. A). Par

définition d'une graduation, la condition a x ^ (^ (resp. Q) implique

0)(a x) = œ(a) œ(x). De là il résulte, si a b x fL (9 (resp. Q) l'associativité

du produit des grades :

[(i)(a) œ(b)] œ(x) = co(a) [œ(b) œ(x)].

Lemme 1 : Lorsque la graduation de A eat commutative, soient des

éléments non situés dans le milieu a, b, c, d ç A et x ç. M (resp. A) tels

que a x #b x et c x ^d x. Si de plus le produit des grades de b, c et x

(ou bien de a, d et x) est associatif, o n a : a c x ^ b d x .

Si a c x et b d x ne sont pas dans le milieu, a x et b x non plus,

par l'axiome D . Donc, par l'hypothèse du lemme (u(a x) = œ(b x) et, par la

remarque précédente :

Oî(a c x) = œ(c) œ(a x) = 0)(c) u)(b x) = œ(c) [œ(b) 0)(x)]. On montre de même que

<u(b d x) = cy(b) [œ(c) co(x)]. La démonstration s'achève par l'associativité.

Corollaire 1 : Supposons la graduation de l'^nel A associative et

commutative, et celle du A-monel M associative. Si x ç M (resp. A)

agglutine deux sommes formelles d'éléments de A, il agglutine leur produit.

~"xSn particulier, A est un anel.

Corollaire 2 : En plus des.conditions du corollaire 1 , supposons

que A soit un annéîde, que M soit ^m A-moduloîde, et que x ^ 0 ne soit pas

élément de torsion (resp. diviseur de 0). Alors, A est un annéîde»

Ces corollaires sont des conséquences immédiates du lemme. Pour

le corollaire 2, l'hypothèse sur x montre que le milieu de A est (o},

L'exemple contraire suivant montre l'utilité de l'associativité, non-

seulement pour le lemme, mais aussi pour le corollaire z.

Exemple contraire 1 : Soit A^ le monoîde commutatif formé de

l'annulateur 0 et des monômes à quatre variables a, b, c, d avec les relations

a d = b c = 0. Soient k le corps à deux éléments, A l'anneau gradué de type A

des polynômes sur k en a, b, c, d (avec a d = b c = 0 ) , et enfin A l'annéîde

associé (on peut considérer A comme support de A). A est la graduation
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propre de A, et est commutatif et associatif. Notons H la plus petite partie

de A, contenant A, qui soit un A-moduloîde où a # b et c #d. Partant de A

on étend donc l'addibilité en imposant ces conditions, et leurs conséquences

dues à la distributivité du produit par un élément de A. et à la transitivité

par les éléments non nuls. Si, pour n ̂ 0, on a dans M : ̂  ^b11, le produit

par a montre a11 + 1 # a b11 î de a # b, on déduit grÂce au produit par b^ 6 A,

a b ^b^1 ; comme a b" ̂  0 , il vient a11-1-1 ^b^1 ; donc. V rentier n ̂ 0,

on a a #b dans M. On en déduit, si i, j, le, 1 sont des entiers ^0

vérifiant i + j = le + 1 que a1 b0 #a^ b1 dans M. Il en est de même pour le

couple des variables c et d» Finalement, M est formé uniquement, outre les

éléments de A, des polynômes (sur k) homogènes soit en a et b, soit en c et d,

Remarquons que le A-moduloîde M est engendré par 1 , considéré comme élément

de M, et que M est l'agglutiné ~K de A par 1 ç. H. Mais M n'est pas un

annéîde (ni un anel) , puisque a c et b d ne sont pas addibles dans M»

C'est-à-dire que a + b ç M, c + d ç M, mais (a + b) (c + d) = a c + b d ^ M.

Il en résulte, grâce au lemme, que, quelle que soit la graduation commutatiye

et associative A de A, une quelconque A-graduation F de M ne jouit pas de

l'associativité des scalaires, ce que l'on peut vérifier directement»

Reprenons les notations de la démonstration du lemme, en posant x = 1 ç. M.

Pour les grades, évidemment non nuls, de a c et b d ç H, on a comme précé-

demment : to(a c) = o.<c) [œ(b) œ(l)] et w(b d) = œ(b) [o)(c) o)(l)].

S*il y avait associativité pour F, on en déduirait :

<*)(a c) = [œ(c) œ(b)] œ(l) = [cy(b) œ(c)] œ( 1) = œ(b d), d'où une contradiction.

Exemple contraire 2 : Voici un annéîde C, déduit d'un anneau de

polynômes, dont la graduation est intrinsèquement non associative.

Soit B 1'annéîde commutatif des monômes sur 2?// v , en a, b, c, d, x avec

les relations a d = b c = 0. Soit C la plus petite partie de B, contenant B,

qui soit un annéîde où a x ^ b x e t c x ^ d x . Partant de B, on obtient donc

C en étendant l'addibilité par ces conditions et par la propriété fondamentale.

On montre que (les entiers sont positifs) : V i, j, k, l,m vérifiant

1 ^ i + j = k + 1 ^ m, on a a1 b'3 x"1 # a^ b1 x"1 et de même avec c et d ;

V i, j, m vérifiant 1 ^ i + j ^ m, on a a1 c3 x"1 #b1 d3 x"1.

Ce sont, dans le passage de B à C, les seules extensions de l'addibilité.

Par contre, a c x et b d x ne sont pas addibles, ni a1 c3 X"1 et b1 O3 X"1

si m < i + j. Soit F une graduation de C. Il est clair que la loi commutative

sur F n'est pas associative ; a c x et b d x étant non nuls et non addibles,
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on a en effet :

œ(a) [oo(x) Oï(d)] = Oî(a) cu(x d) = o)(a) o)(x c) = (o(a x c) 7^ œ(b x d) =

= 0)(b x) œ(d) = (u(a x) u)(d) = [oï(a) co(x)] co(d).

M et M étant toujours des monels sur un anel A (commutatif), et

f
f : M -» M, un quasi-morphisme, soit encore ç = Li x. un élément de H,

i=1
s

ç sera dit agglutiné large par f si la somme formelle Zj f(x.) après réduction
i=1 1

des termes addibles dans M , est un élément de M , que l'on notera f(ç).

On sait que 1 expression de ç (avec les x. non addibles entre eux) est unique

nodulo Û. Si donc ç = L (x. + e.), avec V i, e. ç. Ô , est une autre
i=1 1 1 1

s s s

expression de ç, on a L e. = 0, donc L f(e.) = f ( L e.) = f(o) = 0.

On en déduit i iï=1 i= 1 1 i=ï1

s

I f(x + e ) = I [f(x ) + f(e )] = I f(x ) ^ I f(e ) . I f(x,).
i=1 1 1 i 1 1 i 1 i 1 i

Donc, t(ç) ne dépend pas de l'expression de ç,
fOn note A l'ensemble de ces agglutinés larges, et on appelle

Af l'agglutiné large de M par f. D'abord, V a ç A et V ç ç Af, il est clair

f f —que a ç ç A . Donc A est une partie de M, stable par le produit par les

f féléments de A, Deux éléments ç et T) de A seront dits addibles dans A si

et seulement si f(ç)et f('n) sont addibles dans M ; alors, ç + T) s'obtiendra

par juxtaposition, puis réduction des termes addibles dans M. Ces deux

f fopérations font alors de A un A-monel. Le milieu de A est l'ensemble
i? ^ D

des Ç € A tels que f(ç) € Oi" ^es axiomes de A-monel se vérifient pour A
—p

encore plus aisément que pour M ; en effet, on raisonne, pour les questions

d'addibilité, sur l'élément f(ç) de M et non sur les termes f(x.)« Enfin,

une étude analogue, faite sur un quasi-morphisme d'anels f ; A —* B, conduit à

un agglutiné large qui est un anel,

Dans l'exemple où M est un monel sur un anel A (commutatif), où on

fixe x ç M (resp. A) et où f est le quasi-morphisme de A-monels A -» M

(resp. A -» A) défini par f(a) = a x, l'agglutiné large sera noté A^ Alors,

dans les conditions du corollaire 1, Ax est un anel. Si, de plus, A est un
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annéîde, et si x non nul dans A est ni diviseur, ni pseudo-diviseur de 0,
^ç

alors A est un annéîde.

Diviseurs d'un élément. Plaçons-nous, pour simplifier l'exposé,

dans le cas d'un anel unitaire A. Soient x, b ç A, x ^0. Nous dirons que x

est diviseur (resp. pseudo-diviseur, resp. diviseur large) de b, s'il existe

un élément "5 C A (resp. î ç. A , resp. t ç. f^) tel que b = Ï x. Il sera dit

pseudo-diviseur (resp, diviseur large) propre, si de plus 6 (^ A (resp.y € A ).

De là les notions de diviseur de 0, de pseudo-diviseur de 0, de diviseur

large de 0. De là aussi les notions d'élément inversible, pseudo-inversible,

inversible large»

L'anel unitaire A est dit intègre si, pour tout élément c non nul de A,

l'homothétie de rapport c est injective. L'anel unitaire A est dit un quasi-

domaine s'il n'a pas de diviseur de 0. Il est appelé domaine s'il n'a de diviseur

de 0 d'aucune sorte.

b) Anels et monels intermédiaires. Factorisation d'un quasi-morphisme

Revenons au cas où f : M -* M est un quasi-morphisme de monels.

Que l'on considère M comme partie de M ou de A , ses éléments ont la même
f _^

addibilité. Et A ne diffère en quelque sorte de M que par un agrandissement
du milieu (et par l'agrandissement corrélatif du A-monel). Si donc

f -^ —hA est différent de M , il ne peut être un simple agglutiné M . Lorsque f est
donnée, l'ensemble des A-monels intermédiaires entre M et M, et dont 1'addi-

bilité induit sur les éléments de M 1'addibilité par f, admet M comme plus

petit élément. Inversement, pour l'ensemble des A-monels, intermédiaires

entre M et M, dans lesquels les éléments de M ont une même addibilité donnée,

il existe un plus petit élément : on prend l'un P de ces A-monels et l'injection

canonique j ; M -» P ; on voit que M est ce plus petit élément. Ces agglutinés

simples M par un quasi-morphisme, seront aussi appelés les petits inter-

médiaires entre M et M, Notons que M et M en sont, le premier par l'identité

de M, le second par l'injection canonique de M dans M.

En particulier, si A est un anel unitaire, tout (A-monel) petit
— —p

intermédiaire entre A et A est un agglutiné A ; (f quasi-morphisme de A-monels)
'"•X —fil est même un agglutiné A , en posant x = 1 ç A (il n'est pas, en général,

un A ,avec y ç A). Il en résulte que tout petit intermédiaire qui est un
"'"x —

anel se trouve parmi les A précédents. Mais nous avons vu plus haut qu'un A
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n'est pas forcément un anel, même si la graduation de A est associative,

Lemme 2 : (a) Soit f : M -» M un quasi-morphisme de A-monels.

Il existe un unique homomorphisme de A-monels, f* : M'̂  -» M ,
prolongeant f.

(b) Soit f : A -* B un quasi-morphisme dtanels.

II existe un unique homomorphisme d'anel s f : A^ -» B, prolongeant f.

s

Tout ç ç ̂  (resp. A^ s'écrit ç = L x. , où les f (x.) sont
i=1 1

mutuellement addibles, mais non les x.. On pose nécessairement

f* (ç) = L t(x^), ce qui est indépendant de l'expression de ç (on l'a

p
vu pour la définition de A ). Il est clair que f prolonge f, est unique, et

rv ^ .
est un quasi-morphisme. Enfin, si ç et T) = L y . ç. M (resp. A ) sont tels

j=1 J

que f(ç) # f(n), f(ç) ^ <3^ f'(Tl) ^0^, il est clair que

l'addibilité (dans M , resp. B) se transmet par f^Ç) et f '(TO vers f(x.)

et f (y.). Donc ç et 71 sont addibles dans M"̂  (resp. A'61), et f est un

homomorphi sme.

En particulier, un quasi-morphisme f : M -» M de A-monels se

prolonge de manière unique en un homomorphisme f ; M -» M de A-modules.

Il suffit de prendre f = (uo f) où u est l'injection canonique M - M< .

Un quasi-morphisme d'anels se prolonge de même en un homomorphisme d'anneaux.

Ce lemme montre que tout quasi-morphisme se factorise canoni-

quement en f = f o j , où j est l'injection canonique M -* M (resp. A -^A^).

f —P
II est maintenant clair que l'agglutiné large A est l'agglutiné simple de M

n

(resp. A ) par f. On sait déjà que cette seconde agglutination se borne à

"étendre le milieu" du A-monel H (resp. de l'anel A ).

En particulier, si A est un anel d'anneau A (resp. M un A-monel

de A-module M), et si B est un anel intermédiaire entre A et A (resp. M

un A-monel intermédiaire entre M et M), on déduit B de A (resp. M de M)

grâce au plus à deux agglutinations simples : la première par l'injection

canonique f : A -» B (resp. M -* M ), la seconde par f. On obtient donc ainsi,

par au plus deux agglutinations simples, tout anel (resp. A-monel) intermédiaire.

Comme application, soit A un anel (commutatif) unitaire, et soit

un A-monel monogène M , A x = (x) (pour ces notations, voir chap. Il, § 2 b).



54 CHAPITRE II

Le quasi-morphisme f : A -» M = A x défini par f ( a ) = a x est en général non
surjectif. Il se prolonge en un homomorphisme f : Ax -* M , qui se prolonge à

—f*x —xson tour en un homomorphisme surjectif f" : A = A -» M = A x. Par définition
du milieu de A , l'image de ce milieu par f" est le milieu de M. Un théorème
d'isomorphie (vu ultérieurement) montre alors que A x = M est isomorphe à unç̂quotient du A-monel A par un sous-monel. Si, de plus, une graduation de A
est associative, et si w(x) associe les scalaires dans une graduation de M ,
M = A x = A x sera un A -monel, isomorphe (comme A-monel) à un quotient de
l'anel A par un idéal. Ces résultats s'appliquent évidemment au cas d'un
moduloîde monogène sur un annéîde unitaire.

Soient A un anel, et B un agglutiné de A qui soit un anel» II est
clair que pour B les notions d'idéal et de sous-A-monel se confondent,

Soit A (resp* M) un anneau (resp. un A-module) quasi-gradué d'ensemble
homogène A (resp. M). Un homomorphisme quasi-homogène produit un changement de la
structure quasi-graduée : l'anneau (resp. le module) abstrait reste le même, mais
l'ensemble homogène s'étend (des éléments nouveaux s'homogénéisent), et la
quasi-graduation change, avec un groupement des grades.

Dans l'anneau quasi-gradué A (d'ensemble homogène A) la multiplication
par un élément x homogène d'un A-module M» quasi-gradué, conduit à considérer A
comme un A-module quasi-gradué dont l'ensemble homogène est A^ =3 A, Si, de plus,
il y a associativité d»une graduation de M, l'ensemble 7^ des nouveaux éléments
homogènes est multiplicativement stable, d'où pour A une nouvelle structure
d'anneau quasi-gradué. Inversement, toute quasi-graduation de l'anneau abstrait
A , pour laquelle l'ensemble homogène contient A , ou bien possède pour ensemble
homogène un tel A , ou un. anel qui s'en déduit par une extension du milieu de A^.

c) Agglutinés par une partie multiplicative de Ao Divisions des idéaux :
Outre les agglutinés des types précédents (M' 6' et A£), il apparaît

aussi des ensembles d'agglutinés dont la structure est en général plus
complexe. Nous allons étudier sommairement deux caso

Soient A un anel (commutatif), M un A-monel, et P une partie non
vide de M, Considérons les ensembles :

s
T = T ( A , P) = n ̂  = { ' 6 = 2. c. Ç A ; ¥ x ç P , \£ i et j , c. x# c. x}

xçp i=1 - 1 J
et A = A ( A , P) = D A . Ces ensembles sont stables par multiplication

x çp
par les éléments de A. Deux éléments ̂  et " 8 ' d e T seront dits addibles dans T
si et seulement s'ils le sont dans A^ V x ç P ; la somme est définie de
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manière évidente. Dans T, les axiomes suivants des A-monels sont vérifiés ;

A, B,, B , les distributivités et la propriété fondamentale. Mais on a une

structure plus complexe que celle de A-monelo On trouve dans T deux parties

(^) et 0 • telles que (o) c(^c £?' c T, que & est l'ensemble des éléments

de T addibles à tout dans T, et que (0 ' est la plus grande partie de T pour

laquelle les éléments de Ï^Ù* transmettent l'addibilité. On considère

l'ensemble È C/0(T) des parties non vides de T formées d'éléments

mutuellement addibles. E étant inductif, soit G un élément maximal. Dans T,

la relation Ï -ff. Ï ' implique 'S -ft ^ + ̂ ' , puisque cela est vrai dans chaque

*""'x
A • Donc G est stable par l'addition de T. De plus, pour chaque x ç P,

G est une partie d'un groupe d'addibilité de Ax , contient 0, et contient,

avec un élément Ç , son opposé. G est donc un groupe abélien, encore appelé

groupe d'addibilité. 0 est l'intersection de ces éléments maximaux. Pour A,

une étude analogue en tout point est évidente.

Appliquons ces considérations à la division d'un idéal a d'un

anel commutatif A par une partie non vide b de A. La notion classique

Q : b = { c Ç A ; V b Ç b , c b € o } = {c ç A ; c b c a} donne encore le plus

grand idéal 3 de A ^1 que g b c a • On peut aussi définir deux autres

divisions :

a ï b = { Ï € T(A, b) î V b ç b ,y b € a}

û T b = { Ï ç. A (A, b) ? V b ç b , 1S b ç. a} . Ces deux parties de A

sont stables par multiplication par les éléments de A. Mais ce qui précède

montre qu'en général leur structure ne sera pas assez simple pour être

commode. Notons cependant que b ^>b' implique que le quotient de Q par b

est contenu dans celui de a par b' (quelle que soit la division envisagée).

On a des considérations analogues pour la division d'un sous-A-mpnel d'un

nonel M, par une partie non vide de M.

Soient A un anel (commutatif), M un A-monel, et S une partie non

vide, multiplicativement stable de A. On appellera agglutiné de M par S la

partie de M définie par M8 = {ç ç. M ; 3 s ç S , ç ç H3] = U M3, qui
s € S

évidemment est stable par multiplication par les éléments de A et qui est

munie de l'addibilité par S ainsi définie : Ç et ^ ç. M sont addibles par S

si et seulement s'il existe t ç. S tel que, V i et j, t x. #t y . ; la

somme se calcule alors dans M. Dire que ç et î] ç M8 sont addibles par S,

grâce à t, équivaut à dire qu'ils sont éléments addibles d'un même agglutiné

simple M ,̂ avec a ç S. En effet, si ç ç M8 et 7] ç 1^ sont addibles par S
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grâce à t, on le voit en posant a = r s t. (Par contre, si on ne supposait

pas S multiplicativement stable, il pourrait arriver que deux tels éléments

Ç et ^\ ç. M soient addibles par S, sans appartenir à un même agglutiné

simple î^ , u ç S ; et ^ + T] pourrait n'être pas dans M3). Il est facile

de voir que M est un A-monel dont le milieu est 0 = U fa où (^
s s ç s 3 ' s

est le milieu de M3 . En effet, quel que soit ç ç 0 - il existe s ç S tel
0

que les s x^ appartiennent au milieu 0 de M ; quel que soit 1] ç. M3

il existe r ç S tel que les r y soient addibles entre eux, donc aussi les

s r y^ ; comme r s x^ ç (̂  , V i (axiome D^), ç et T) sont des éléments addibles

de H11 s . Soient ç , T] et Ç ç ̂  , avec T] ^Qg , ç et T) étant addibles par S,

de même que T) et Ç . Il existe u et v ç S tels que ç et T] soient éléments

addibles de ̂  , et î] et Ç de y. Alors, ç et T) (resp. T] et Q sont éléments

addibles de M1^ v, avec T] ^(3^ ^ ; donc ç et Ç sont addibles dans ̂  v,
_g

et aussi dans M . La vérification des autres axiomes des A-monels, pour M8,
est alors immédiate,

On a les résultats analogues pour la réunion A3 des agglutinés
larges A3 (s ç S) de M.

Soient A un anel (commutatif) et S une partie non vide, multipli-

cativement stable de A. Le A-monel A3 (resp. A^ est un anel (même lorsque la

graduation n'est pas associative). Soient ç , T) ç A8 ? donc il existe s, -L ç S

tels que ç ÇA 5 et Tl ̂  ? alors (st)(ç Tfi = (s ç)(t T]) montre, avec la

propriété fondamentale dans A, que ç Tl ç A31 ? donc A3 est multiplicativement

stable. Soit T] ç f^ et soient ç et Ç« deux éléments addibles de A^ donc

éléments addibles d'un A3 (avec s, t ç s) ? la propriété fondamentale dans A

montre que (st)(n ç) = (t 7)) (s ç) #(t T))(s ç.) = (st)(n ç.), donc que ^ ç et

^ V sont éléments addibies de A3^ Les autres vérifications sont triviales.

d) Agglutination par un grade :

Soient A un anel (commutatif) de graduation A (commutative), et M

un A-monel (éventuellement A) ayant une A-graduation r (éventuellement A).

Les éléments d^, ....... d de A seront dits agglutinés par le grade -6 ç F

si des d^ ont la même valeur. Cela s'appelle l'agglutination dans A par

un grade Ï . On peut considérer de même l'agglutination dans r par un grade

d ç A . Définissons l'agglutination dans A par un grade.

Définition. Lemme 3 : Soient A un anel de graduation A et de

milieu Q, ç un élément de A, et e un entier ^ 1 . ( l) Soit a ç A. Si a ^ Qet

si pour toute factorisation a = f^ ... f (les f. ç A), le produit
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a)(f.j)....a)(f ) Ç....Ç (e facteurs Ç) est associatif et non nul, sa valeur

œ(a) ç est par définition le grade œ'(a) dans l'agglutiné qui suit,

Dans tous les autres cas. on pose tO'Ca) == 0. (2) Soit A^ la partie de A

formée des a = L a tels que les ou* (a.) non nuls aient la même valeur,

qui sera le grade uî^Qf) ; on pose œ'(a) = 0 si tous les œ'(a.) sont nuls.

A^6 est un A-monel, appelé l'agglutiné de A par g.e. et A en est une

A-graduation î w'(a) est donc le A-grade de a.

On convient que A^'° désigne l'anel A, et A^ le monel i^'1 .

On a (^(a) = 0 dans les trois cas suivants ; ou bien a ç Q , Ou bien a Ç^Q,

et, pour toute factorisation a = f .... f de a. o)(f )...co(f ) ^...ç est

associatif et nul. Ou bien a ^û,et il existe une factorisation a= f ... f
• q

telle que 0)(f^)...0î(f ) Ç...Ç ne soit pas associatif (cette non-associativité

provient d'un produit de trois facteurs dont l'un contient nécessairement ç,

puisque a ^Cl . Noter aussi que ç..,,.ç peut ne pas être associatif).

On peut montrer que, si un produit donné p = o)(f )....œ(f ) Ç....Ç

n'est pas associatif, il existe un triple a g 1S , produit extrait du précédent

(c'est-à-dire dont les termes a, (5,Ï sont des produits de certains facteurs

de p), non-associatif, et dont l'un des facteurs est ^. Dans un triple a (31S

extrait de p, appelons longueur (^3) le nombre des facteurs du produit p qui

y figurent. Lorsque p n'est pas associatif, prenons parmi les triples non-

associatifs extraits de p, un triple a ç^î de longueur minimale m. Si

^ =^' Ï "» supposons que les triples a (P l$*) ï " 6t (a P) ̂  ' ̂  "

soient associatifs. Les triples PÏ ' g" et a P ^' sont de longueur
strictement inférieure à m, donc sont associatifs. On a alors :

(a P) 0^") = [(a P)^]^" = [a (P -g')] -6" = a [(? 7S ' ) ^ " ] = a [P (51 6")].

Donc, le triple a @ ( Ï ' T S " ) serait associatif, une contradiction. Il en

résulte que si a P ( ï * '$") est un triple, extrait de p, non associatif de

longueur minimale, il en existe un autre (soit a ( @ î $ ' ) ^ " , soit (a P)X''^")

de même longueur, où le dernier fermer = "S ' Ï" est remplacé par.son

sous-facteur Ç " (noter que tout est associatif dans le produit "̂  qui est

de longueur ^ m - 2). En particulier, si ç figure dans le terme ^ du triple

non associatif a 0 ^5 , il existe un triple non associatif de même longueur

^ e, ? .
Si, dans le triple non associatif minimal a P S » le facteur ç

figure dans p seulement, un raisonnement analogue conduit à un triple

non associatif minimal où l'un des termes (au milieu ou à une extrémité) est Ç.
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Notons le cas singulier où P..,...Ç (pour e ̂  4) ne serait pas

associatif, et où, par suite, A3 '6 = A.

-Se Y YOrganisons L = A3* en A-monel. Posons que a = /_. a. et 0 == ^Li b.
i 1 j 3

sont addibles dans L si et seulement si, quels que soient i et j , les

a>'(a.) et tu'(b.) non nuls sont la même valeur, la somme se calculant alors

dans A. Le milieu 0 de L sera l'ensemble des o? = L a. tels que œ'(a.) = 0

pour tout i. On fait le produit c a de a ç. L par c ç. A comme dans le

A-monel A. Remarquons que, grâce à la définition de (A)', pour c et a ç. A, si

0)'(c a) T^ 0, pour toute factorisation c a = g.....g , il y a associativité

de œ (g^)....0î(g ) Ç.....,\ç, et l'on a :

a?' (c a) = tt)(c a) ^e = g?(c) u?(a) ^e = g?(c) q)'(a). Donc, d'une part c a est

dans L, et d'autre part A (ou A ^e) est une A-graduation de L, et il est

Y V Vcohérent d'appeler ûD*(o?) un grade. Si a = Z^ a. , P = Z-. b. et a' = /L a1 sont
i 1 j J le

éléments de L, si dans L on a Qt-ft ̂  ^cr*, et si (3 ^ Û , il existe un

terme b. de (3 tel que 0)'(b. ) ^0 ; donc les grades CU'(a ) et a?'(a' ) non
3° Jo i K

nuls sont égaux à œ'(b. ) d'où a # a1 (axiome B ). Soient c ç A, et a et g

deux éléments addibles de L , les o/(a.) et w'(b.) non nuls sont égaux,

Si (^(c a) et œ* (c (î) sont non nuls, donc respectivement égaux à un

0)'(c a.) 9^0 et à un (y'(c b . ) ^0, la remarque précédente montre que i

0)'(c a.) = œ(c) u?*(a . ) = m(c) co*(b . ) = a)*(c b . ) . Donc c a et c p sont addibles

(axiome D ). Soient c et d ç. A, c ^d, et a ç. L. La remarque montre que si,

pour un i, œ'(c a.) ^0, on a u)'(c a^) = o)(c) (o'(o'). Si œ'(c of) et (ju'(d a)

sont non nuls, on déduit d'abord que U)(c) et œ(d) sont non nuls, donc égaux ;

ensuite qu'au inoins un terme c a. (resp» d a.) est tel que

0 ^(^(c a.) = œ(c) œ ' (a . ) = (o(d) w ' (a . ) = œ' (d a.). Donc c ot et c p sont
i i j j

addibles (axiome D^)» La vérification des autres axiomes est immédiate,

et L =5^^ est bien un A-monel intermédiaire entre A et Ao

—F eII faut bien noter que A-5* n'est pas forcément un anel : Dans

l'exemple contraire 2 (suite au lemme 1) , prenons l'annéîde C, et considérons

l'agglutiné L = (wx; , en notant œ(x) le grade de x dans une graduation de C.

Alors, a + b et c + d sont dans L, mais leur produit a c + b d n'y est pas.
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Lemme 4 : Soit A un anel de graduation A, ç un élément de A, et'

e un entier ^ 1. Si, dans A, tout produit de trois termes, dont l'un,

extérieur, est ç, est associatif (on dira que ^ associe, dans A)»

^ïe est un anel de milieu ® A , où A' est la partie de A annulée
d € A ' - ^

par ç • (cet anel pourra être noté A 3 ).

Notons F = [(D (A),ç] la partie de A engendrée par u) (A) et ç,

c*est-à-dire la plus petite partie stable de A, contenant œ (A) et ç, Une

condition suffisante pour le lemme 4 est que tout produit de trois termes de F»

dont l'un extérieur est Ç, soit associatif. Alors, on dira que Ç associe

extérieurement dans F, et cela implique, pour tout entier i ^ 1 , que ç1

(qui est alors un produit associatif) associe dans F, extérieurement et

intérieurement. Montrons-le. D'abord, si \ ç F associe dans F extérieurement,

la commutativité montre qu'il associe intérieurement ; on a (avec ot, p ç F)

(a X)P = 8(a \) == (P a) \ = (a P) \ = a (0 \) = a (\ p). Ensuite, si ç et ç1

associent dans F, on a (avec a, (3 ç F) :

(a f3) ç1 + 1 = [(a p) ç1] ç = [a (g ç1)] ç = a lÏBç1)?] ^[PCç1?)]- a(P Ç"1),

ce qui montre que ^1+( associe dans F.

Montrons le lemme. On a 0 = (<y ç A^*0 ? V i, (u(a.) ç° = o),
_c g 1

donc le milieu du A-monel L = A^* est celui annoncé. Restent à vérifier les

axiomes A et D des anel s, ce qui est immédiat, sauf peut-être pour les

suivants : Si a et (3 ç L, étudions <y P = ) a. b.. Lorsque i ^i et j ^ j ,

ij
et que CD* (a. b.) et eu'(a. b. ) sont non nuls, on a évidemment

J -1 ^l

0)'(a ) = o)'(a ) 7^0, (D'(b.)= o>'(b. ) ^0, et enfin
-1 J J ^

w'(a b ) == œ(a ) œ*(b ) = œ(a ) u)'(b ) = œ(a ) [o,(b ) ^J =
- " ^ - J i J-i -L j -

:= ttï(b ) [œ(a ) ^e] = œ(b ) to'(a ) = o)(b ) <a. ) = ^'(a. b. ).
^ 1 i ^ l 1 ^ l1 ^-i 3i

On notera l'intervention de l'associativité par ç6. Donc, a |3 est élément

de L (Axiome Ao). Ensuite, soient o, a', 0 ç. L vérifiant o'^a'. Si deux

termes, soient a. b_ et a9 b , appartenant respectivement aux sommes

û? P et a* P, ont des grades (^(a. b.) et 0)'(a, b ) non nuls, on a :

Oî'(b ) == œ'(b^) 7^0, (^'(a^) = U)'(a,) ^0, et enfin

Uï'(a^ b^) = œ(a^) œ^b^) = uî(a^) ^(b^) = w(a^) [œ(b^) ^3 ==

= Uï(b^) [o»(a^) ç6] = (y(b^) (u'(a^) = uî(b^) w'(a^) = œ^^ b^).
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(Noter encore l'associativité par ç )» II en résulte l'addibilité de a (3 et

de a* P (axiome D ).

Remarques ; 1°) Si ^ associe dans F = [o)(A), ç] (ou dans A), le
_e p

A-monel A" ' se déduit de A : pour le milieu, par 1'"adjonction" éventuelle

à 0 de groupes entiers d'addibilité de A ; et pour les groupes d'addibilité,

par la "somme" de groupes entiers d'addibilité. On a en effet (voir lemme 3,

remarque sur l'associativité) : (jû'(a) = oï(a) ç , d'où le résultat.

2°) Si ^ associe dans A, s ç8 = t ç8 (avec s, t Ç A ) est

une relation d'équivalence R dans A, compatible avec la loi de A» En effet,

ï = ^e associe dans A, et les relations s '8 = t Ï , u ̂  = v^ (avec u, v ç A)

impliquent (s u)'8 = s (u^$) = s (v^) = (s v) "6 = v (s"<) = v (tÏ) = ( tv)" Ï$ .

Donc l1 ensemble quotient A/p , muni de la loi quotient est une graduation

de l'anel A5 '8 . (Attention ; A ou A ç n'en sont pas).

Lemme c? : Soient A un anel de graduation A, et ç ç A .
—p go —p A —c p

L'ensemble L' = A 3 * = U A- 3 * = U A-^* possède une structure de A-monel,
e^1 e^O

Si, de plus, ç associe, il possède une structure d'anel.

Il est clair que A ^ ' ® CA^*8 4 '1 et que Û C 0 (Q désignant
—p p

ici le milieu de A3 ' ). Deux éléments de L' seront dits addibles dans L' s'ils

sont éléments addibles de l'un des A^^, Le milieu de L' sera 6' = U 0 •

Î 6
e^1

On est ainsi ramené à l'étude des agglutinés A^6, d'où les résultats

annoncés grâce aux lemmes 3 et 4.

gués complémentaires sur l'agglutination par un grade, ou

par un ensemble de grades»

3°) Soient D une partie non vide de A, et s un élément

donné de D. Nous allons définir un A-monel agglutiné A (s, D) par une légère

extension de la définition jointe au lemme 3. Soit a ç A..O ; si, pour toutes

les factorisations possibles a = f <...,f (les f. ç A) et s = d <• . .d

(les d. ç D), le produit o)(f<) < • . <(u(f ) d ....d est associatif et non nul,

sa valeur œ(a)s est par définition le grade œ*(a) de a dans A(s, D) •,

dans les autres cas, ce grade est nulo

Par une démonstration presqu'identique à celle du lemme 3, on peut

montrer que, pour c et a ç. A, la relation a)'(c a) ^ 0 implique

œ'(c a) = o)(c) w'(a) et que A(s, D) est un A-monel intermédiaire entre A et A.

Si, de plus, tout élément d de D associe dans A, A(s, D) est un anel. Si

l'on prend s == ç6 et D = {ç, Ç , . . o , Ç6}, on obtient comme cas particulier S^*6
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Lorsque D c D* Ç A , le A-monel A(s, D') est un agglutiné de

A(s, D). En effet, des factorisations plus nombreuses dans D* que dans D pour

s, peuvent augmenter les cas de non-associativité, donc augmenter le milieu.

4°) Soient S c D deux parties non vides de A, S étant

multiplicativement stable (les deux principaux cas à envisager sont D = S

et D = A)« La réunion R = A(s, D) = U A(s, D) peut être munie d*une
s es

structure de A-monel. D'abord, R est stable par multiplication par les

éléments de A, Si a = ) a. ç. A(s, D), il est clair que a ç. A(r s, D), pour

i x y
tout r ç So Par définition, les éléments a, et (3 = Lb. de R seront addibles

J :ï

dans R, s'il existe t tels que les (A)'(a.) et œ'(b.) non nuls soient égaux

(oj' désignant le grade dans A(t, D) ) , c'est-à-dire s'ils sont éléments de

A(t, D), et y sont addibles. On voit alors que R est un A-monel dont le

milieu est (D = U (o , où (0 est le milieu de A(s, D). En effet, si
s e s s _ s

a = /-i a. est tel que (dans A(s, D) ) œ* (a . ) = 0 pour tout i, et si

P = Z->b. ç. A(r, D) , il est clair que 0)' (a.) = 0, que JB G A(r s, D) , donc
J

que a et P sont addibles (axiome B^)e D'autre part, soient <y, 0, 'S ç. A(s, D),

a et p étant éléments addibles de A(r, D), p e-c Ï éléments addibles de A(s, D) ,

et (3 ^ Ç) . Donc, a et jî (respo (3 et "S ) sont éléments addibles de A( rs , D),

et (3 Ç^O • Alors, a et Ï sont addibles dans <(r s, D), donc dans R

(axiome B ). La vérification pour R des autres axiomes est triviale.

§ 4 , DEFINITION DES POLYNOMES^

Nous supposerons toujours commutatifs les anels et annéîdes

considérés, ainsi que leurs graduations éventuelles. Soit A un anel donné,

de graduation donnée A. Rappelons que œ(a) désigne le grade d'un élément a ç A,

avec œ(a) = 0 si a est dans le milieu. On note œ(A) l*ensemble des grades des

éléments de A (c'est un support de la graduation propre A ® ) » A l'anneau de A,

et A = A.»(o}. Lorsque A est unitaire, (u(l) peut ou non être unité dans A*

On appellera prolongement de la graduation A de A toute

graduation A' de A vérifiant les conditions suivantes : il existe une

surjection 9 : A' -» A, injective sur l'image réciproque ô" (A ) î on a

ô(o) = 0 ; quels que soient d' et d' ç Q"\à*), on a 9(d') ô(d') == ©(d« d')

chaque fois que le premier membre est non nul. Lorsque cette dernière

condition est imposée même quand le premier membre est nul, on dira que A'
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prolonge strictement A ; dans ce cas, A peut être identifié à la partie

ô"" (A )U{o} de A* . Par exemple, la graduation A de A est un prolongement, en

général non strict, de la graduation propre A o •

Soient p indéterminées X , • • • • • , X • Pour toute suite (i) =(i ,..,i )

de p entiers naturels, on pose i = i + . . . . + i . Soit la somme formelle

"à p variables" de monômes :

V i! i

f » f(X) = f(X .... , X ) = L (a, . +....+B/ . ) X ' .....X p

P O î̂ n v 1 ^ ' 1 v.1/»^ ' P

= L 07 • \ ^ , avec les cof acteurs a ç A,
O^i^n w ——————— ( i)»s

deux termes d'une même parenthèse n'étant pas addibles. Une telle somme

formelle est simplement un polynôme à p variables sur l'anneau A, les

coefficients a/. \ ç, A étant réduits. Elle est dite nulle si tous ses

coefficients sont nuls. Deux sommes sont égales si elles sont formées des

mêmes monômes (c'est-à-dire si les coefficients correspondants sont égaux).

Définition 1 : On se donne un anel A, sa graduation A, et un

p-uple ç = (ç »..., ç ) € A^. La somme formelle f sera dite un polynôme à p

variables sur A, de pente g (ou, plus brièvement un polynôme de pente ç, ou

|un ^-polynôme, s'il n'y a pas d'ambiguïté) si et seulement si, quel que soit

le sur-anel B de A, de graduation A, et quel que soit x = (x ,...,x ) ç. BI)

avec, pour tout j = 1 , ..., p, w(x ) = ç , f(x) = f(x^,..., x ) a tous

ses termes addibles. ç. est appelé le grade de la variable X. , et l'on note

^)-^
Lorsqu'on suppose A unitaire et tt)(l) unité de A, on exige que 1

soit aussi unité de B.

Définition 2 ; Supposons donnés un anel A, et une graduation A

de A. Une somme formelle f sera dite un pré-polynôme si et seulement si il

existe un prolongement A' de A et un p-uple Ç € A^ tels que f soit un

Ç-polynôme.

Par suite, deux polynômes f et g seront considérés comme distincts,

ou bien si les sommes formelles f et g sont distinctes, ou bien si elles sont

égales, mais si on les considère comme polynômes avec des pentes différentes.

La définition 2 conduit à étudier si une somme formelle donnée est ou non

un pré-polynôme. Ce problème, que l'on traitera ailleurs, a été résolu par

M. Krasner [4] dans le cas des corpoîdes "sans torsion" (c'est-à-dire tels

que Ao soit un groupe sans torsion).
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A, A et ç ç !? étant donnés, f est un ç-polynôme si et seulement si,

quels que soient B et x envisagés à la défini-tion 1 , l̂ s grades Uî(a/ .N x^1^)
l1/ »3

non nuls sont égaux. Si, dans A, trois grades œ., œ?» 0) ont un produit non

associatif, quel que soit le sur-anel B de A, et quels que soient b , b

et b^ ç B de grades respectifs œ^ , 0)?, 0),, le produit b b b appartient

au milieu de B. Cette remarque conduit à la définition suivante du Ç-grade,

noté tt>'(a X^), d'un monôme a X^ = a X 1 .... X p (avec a ç A). On note

û le milieu de A.

Définition 3 : A, A et ç ç ^ sont donnés. Si a Ç^O, et si, pour

toute factorisation a = a .,.. a (les a. ç A) de a, le produit

B)(a^)....ou(a )ç .... F ç^....Ç.».. Ç^ est associatif et non nul (le facteur

ç^ figurant î  fois), sa valeur o)(a) ç^ est le g:-grade du monôme a X^.

Dans tous les autres cas, ce Ç-grade est nul. (On dit grade, s'il n'y a pas

d'ambiguïté sur ç).

Pour la commodité,.on notera le produit précédent plus brièvement

par o»(a ).,,. uï(a ) ç «... ç p , grâce à un abus d'écriture. Précisons les
1 p

divers cas où w'(a X ' ^ ) = 0 : Ou bien a ç. 0. Ou bien a Ç^ Q, et pour toute
i i

factorisation de a, le produit w(a ).,..o)(a ) ç .... ç F est associatif et nul

(outre cette condition d'associativité, il suffit qu'il soit nul pour une

factorisation de a). Ou bien a ^ 0, et il existe une factorisation

i i
a = a .... a telle que (ju( a )..... œ(a ) ç .... ? * ne soit pas associatif.

Les monômes de grade nul ne prennent que des valeurs appartenant au milieu

de B» Donc :

Lemme 1 : Pour que f soit un polynôme de pente Ç, il suffit que

[ses monômes de grade non nul aient le même grade.
Ce grade commun est appelé le ç-grade ou la ç-hauteur de f

(on dit pente et hauteur par analogie avec la théorie des corpoîdes de

M. Krasner [4]). On note (^(f^) ) , ou u)'(f) s'il n'y a pas d'ambiguïté sur

la pente. On pose Oï'(f) = 0 lorsque tout monôme est de grade nul. Il est clair

que le produit de deux monômes, dont un est de grade nul, a un grade nul.

Si le monôme (ab) X^1^^ ̂ vérifie la condition d'associativité de la

définition 3, et est de grade non nul, il en est évidemment de même des

monômes facteurs a Xe1) et b X^\ et le grade du produit (ab) x^"^3) est

bien sûr égal au produit des grades de a X^ et b X^. Ces remarques
entraînent le résultat :
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Lemme 2 : Si deux ^-polynômes f et g vérifient la condition

suffisante du lemme 1 . f g la vérifie aussi, donc est un Ç-polynôme. De plus,
si a>'(f g) ^0, on a u)'(f g) = cu'(f) (jû'(g).

En effet, dans le produit formel f g non réduit, les monômes
auront pour grade ou 0, ou œ'(f g). Il en est de même après réduction.

Notons Aç[X] = A^ ^.^ç ) [ X ^ , . . . , X ] l'ensemble des polynômes

de pente ç vérifiant la condition suffisante du lemme 1 , et montrons qu'il a

une structure d'anel. Deux éléments f et g seront dits addibles si les grades

(^(f) et tt'(g) sont égaux, ou si l'un de ces grades est nul. Alors, la

somme formelle f + g est dans A [X] et sera leur somme.

0= (<p ç A [X] ; (o'(çp) = 0 } sera le milieu de A [X], qui satisfait

évidemment aux axiomes des anels. En particulier, le lemme 2 montre que A [X]

est une partie multiplicativement stable de A[X], et que les axiomes D

et D^ sont vérifiés- Ce lemme montre enfin que A est une graduation du

sur-anel A [X] de A (sur-anel unitaire si A est unitaire).

Théorème : Soient A un anel de graduation A, et un p-uple ç ç A^

L'ensemble des polynômes à p variables sur A et de pente ^, est l'anel A [X]

des sommes formelles dont les monômes de ç-grade non nul ont même ç-gradi.

A est une graduation de ce sur-anel de A. Si de plus, A est unitaire, et

si U)(1) est unité dans A, Aç[X] est sur-anel unitaire de A, et sa graduation
propre contient les ç..

j
Lorsque A est unitaire et que «)(l) est unité de A. considérons

un polynôme f de pente ç (c'est-à-dire vérifiant seulement les conditions

de la définition l). En Darticulier, si on prend B = A [X] et x = X, le grade

de ^ = ̂  est "'^p = ^O)"^) = ")0)Çj = Çj- Alors, f(x) = f(x) doit
nécessairement avoir ses termes addibles dans A [X], donc ses monômes de
grade non nul ont le même grade.

Lorsque A n'est pas unitaire (attention : X. ^A [x]), construisons
un sur-anel B' de A [x] comî  suit. Dans la nouvelle somme formelle

F "O^n (^1) + ̂ ^^ 1) où "(^ ÇI ct "(i) € z ' le ̂ ra^ d'un

monôme sera défini pour les uns par la définition 3. Pour un monôme n X^

(n entier ^o), ce Ç-grade sera ç.,1..... ç^ si ce produit est associatif et

non nul, et 0 dans le cas contraire. Notons B* l'ensemble des sommes formelles

F dont les monômes de ç-grade non nul ont même grade ; ce grade est noté

Uî^F) et appelé la ç-hauteur ou le ç-grade de F (avec (^(F) = 0 si tout

monôme a un grade nul). Comme pour A [X], en considérant d'abord le produit
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do deux monômes, on voit que le lemme 2 est encore vrai dans B*. Comme pour

Aç[X], on en déduit que B1 est un sur-anel de A de graduation A ; il est

clair que B* est un sur-anel de A [X], De plus, 1 X. (avec 1 ç. 2) est un

élément de B' dont le ç-grade est ou* ( 1 X . ) == ç. par définition. Alors, soit f
j j

un polynôme de pente Ç. En particulier, si on prend B = B* et x = ( 1 X , . . . , 1 X ) ,

on voit, de même que ci-dessus, que les monômes de grade non nul de f ont

le même grade. Le lemme 1 complète la démonstration dans les deux cas.

Remarquons que, même si A est un annéîde, l'anel A [X] n'est pas

forcément un annéîde, puisque des monômes non nuls peuvent avoir un grade nul

(définition 3)o

^ Corollaire : Soient A un anel de graduation A, Ç et T| € A, et X et Y

eux indéterminées. A. ^ [X,Y] et (A [X]) [Y] représentent le même anel.

Soit un polynôme f(X, Y) ç Ar «.-» [X, Y], donc dont les monômes

a X Y de grade non nul ont même grade. Il peut être considéré comme une

somme formelle polynomiale en Y, à cofacteurs dans A [x] ; de plus, la

condition vérifiée par les grades des monômes a X1 Y3 entraîne que cette

somme est un polynôme en Y.

Inversement, un polynôme g(Y) ç (Ap.[X])^[Y] a pour cofacteurs des

polynômes cp(x) éléments de A [X]. Chaque fois qu'à un de ces cofacteurs cp(x)

correspond un "monôme" cp(x) Y'3 de grade non nul a(g), le même "monôme" peut

être considéré comme une somme formelle appartenant à A[X, Y], mais dont les

monômes sont, ou de grade nul, ou de grade égal à o-(g), grâce à la définition 3.

Donc g est élément de Ar 'n"^» Y]0 Geci étant, l* identité des structures

dtanel est évidente. Ce corollaire s'étend à p variables X ,.«., X et q

variables Y , , . . < > , Y .

Substitutions dans un polynôme. Soient A un anel, A une graduation

de A, p et q deux entiers ^ 1 , Ç ç A et T| ç A o Soit f un polynôme sur A,

à p variables X . ( j= 1, . . . , p) , de pente ç, et soient g , , c . « , g des

polynômes sur A à q variables Y (k = 1 , o . . , q) , chacun de pente T| o Si,

quel que soit j = 1, . . . , p, le T}-grade du polynôme g. egL ^. ou 0, il est clair

que la somme formelle h = f[g (Y),..., g (Y)] ç î [Y ,..., Y ] est un

polynôme de pente î]. En effet, puisque f est un ç-polynôme, donc vérifie

les conditions du théorème, il suffit d'utiliser le lemme 2 pour étudier le

'ï]-grade des monômes produits dans l'expression non réduite de h. On dit que

h estobtenu par substitution, dans f,des polynômes g. aux variables X,.
J ~ ~ " J

,5
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Cas d*un annéîde : Soient A un annéîde de graduation A, et Ç € A»

Notons F == [œ(A) , ç] la partie de A engendrée par <u(A) et Ç. Pour que A [X]

soit un annéîde, il faut et il suffit que ç associe extérieurement dans F et

que ç ne divise pas 0 dans F. Sn effet, la condition est évidemment nécessaire.

Inversement, si elle est vérifiée, on sait (il, 3, démonstration du lemme 4)

que ç1 associe dans F. Le seul monôme a X1 de grade <u'(a X1) nul, est celui

où a = 0. Si a 7^ 0, l*associativité montre que œ'(a X ) = o)(a) ç , qui est

non nul puisque Ç ne divise pas zéro.
Soit f un polynôme à p variables sur un anneau quasi-gradué A, de

graduation A. S'il existe un prolongement A» de la graduation A de A, et un

p-uple Ç = (^••••»ÇJ ê ^p tels que, quel <iue soit le sur-anneau quasi-

gradué i de A, de^ graduation A', et quelles que soient les valeurs x_ € B,

homogènes et de grade ç. respectivement, données aux variables X , la

valeur f(x ,...,x ) prise par f est homogène, alors on dit que f est un

polynôme homogène pour les grades Ç. attribués aux variables (ou pour la

pondération ç. des variables X.). Le théorème précédent montre que, pour f,

être ou non homogène (A* et ç étant fixés) pour les variables X , pondérées

par les grades respectifs ç., dépend uniquement de A* et de g, sans que les
_^ j

sur-anneaux B aient à intervenir.



Chapitre III

HOMOMORPHISMES - IDEAUX ET SOUS-MONELS

On rappelle que les anels considérés sont toujours commutatifs,

ainsi que leurs graduations éventuelles. Dans ce chapitre, bien des résultats

seront donnés sans démonstration, car les preuves correspondantes en sont

aisées, sinon triviales. Rappelons (il, § 2, th. 1 ) la loi modulaire propre

aux anels et monels, qui se réduit à la forme classique pour les annéîdes et

moduloîdes.

§ 1 ~ PROPRIETES DES HOMOMORPHISMES»

Lemme 1 : Soient M et M deux ensembles, Ç) et L deux parties de M,

Ô une partie de M . Soit u : M -* M une application telle que u((̂ ) c O...

Les conditions suivantes sont équivalentes : (l) u(L. .Ln0)n{(3,. .uÇLÛO) ) = 0;

(2) u(L)n(3( Cu(LnO) .

Si (2) est vérifiée, soit y ç. u(L. .Ln(;?)n{0. .u(Lnb) ) ; on

déduit y ç. u(L)n^. = u(LHû) , ce qui contredit y ç& ..u(Ln(^), puisque

u(Q)c: 0 ; on a donc ( l )« Inversement, si (l) est vraie, prenons y çu(L)n 0<«

Supposons que y ^uÇLfIO) ; comme y ç u(L), on a y ç u(L..Ln(^), et comme

y ^Cl» on a y ç(T..u(LnÔ) ; on en déduit (par (l) ) que y ç 0. Donc

u(L)n^ c:u(LnO). (L'inclusion inverse est triviale)»

Définition 1 : Soient M et M deux A-monels, fo et 0 leurs

milieux respectifs, et u : M — M un quasi-morphismeo Pour un sous-monel L de M,

on dira que u vérifie [m,L], s*il vérifie les conditions équivalentes du

lemme. On dira que u vérifie [m], s*il vérifie [m,L] pour tout sous-monel L de

M. On notera de même les propriétés analogues pour un quasi-morphisme d'anels,

en remplaçant M, M.,0, &„ respectivement par des anels A, A , leurs milieux

Q, Q., et en remplaçant les sous-monels L par les idéaux 3 de A.

Remarque 1 : Dans le cas des annéîdes et des moduloîdes, les

conditions précédentes sont trivialement vérifiées.

Remarqué 2 : Lorsque L c &, u vérifie [m,L],

Remarque 3 : La condition [m,M] équivaut à u((3) 3 0, lorsque u est

surjectif, et à u (0 ) c (0 lorsque u est injectif. On a le résultat analogue

pour les anels.

La condition [m,M] s'écrit u(M..O) 0{0.o.u(0) } = 0 ou

u(M)n6^ = u(Ô) . La première assertion est triviale. Pour le cas injectif,

on a u1^) = {x ç M ; u(x) ç0^}, et par injectivité u1^) =00 S
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avec S == {x ç M.. Ô ; u(x) ç. CXe.u(Ô) }. Ceci montre l'équivalence de

u (Q) = & avec S = 0» c'est-à-dire avec [m,M].
Remarque 4 : Si K est un sous-monel de M, 1lhomomorphisme

canonique cp : M -* M/ vérifie [m,M] par définition de M/ »et, pour la même

raison, vérifie [m,L] pour tout sous-monel L contenant K. Mais <p ne vérifie

pas forcément [m,L] lorsque L et K ne sont pas comparables. De même, si 3 est

un idéal d'un anel A, l'homomorphi sme cp : A -» AA. vérifie [m, a] pour tout

idéal a contenant 3«

Exemple contraire 1 : Soit Z l'anneau des entierso Considérons

leZ-monel M = M U M , où M et M sont isomorphes au "Z -module %X 2?, eta b a b
ont en commun le milieu 0= 2? (l,l). Prenons les sous-monels

K = K U K, == "Z X(0) U'2-X(0) et L = (O)x ̂  U (O)x 2T dont la somme K + La D
est M. Notons <p : M -» M/ . Tout élément (m,n) ç M est congru module K/&. a a
à (n,n) €0. Donc M/ est son propre milieu O'o Tout élément de M/ , soit

(n,n) + K, est image par cp de (0,n) ç. L. Donc cp(L) = M/ , et on a

cp(L) H (3' = M / . Par contre, on a L D (3= (0,0) dont l'image est le zéro

de M/p» Donc <p ne vérifie pas [m,L].

Théorème 1 : Soient M et M deux A-monels de milieux respectifs

OetQ., et soit u : M -* M un quasi-morphi sme de A-monels.

1 - Pour tout sous-monel L de M , u (L.) est sous-monel de M.

En particulier, le noyau Ker u = u (o) de u est un sous-monel,

2 - Soient B une partie de A, et X une partie de M ; on a

u(BX) c B u(x). On a l'égalité si de plus u est un homomorphisme vérifiant

u1^) cQ.
3 - Soit L un sous-monel de M, Si u est un homomorphisme vérifiant [m,L],

u(L) est un sous-monel de M •

4 — Si u est un homomorphisme vérifiant [m,M], pour tout sous-monel L

contenant Ker u, u(L) est un sous-monel,

Remarque 5 : Pour les moduloîdes, les conditions [m,L] et (dans 2)

u (0.) c0 sont trivialeso En particulier, l'image d^un moduloîde par un

homomorphisme est un moduloîde,

1 et 2 se montrent sans difficulté (pour 2, on utilise la notion

de combinaison linéaire donnée en II, § 2 b). Pour 3 et 4, on a u(o) == 0,

et pour tout a ç A et tout x ç L, on a u (ax) = a u(x). Soient x' = u(x)

et y* = u(y) deux éléments addibles de u(L), avec x, y ç L. Lorsque x' et

y' ^ Û. » u étant un homomorphisme, x et y sont addibles,

d'où x* - y' = u(x) - u(y) = u(x - y) 6 u(L), Lorsque x' ç (b , on a

x' ç u(L) û Q o Dans le cas 3, la condition [m,L] montre que x' ç u(L Fl Ô) et
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il existe 1 ç L fi Ç} tel que u(l) = x'. Comme 1 ^y, on a

x* - y» = u(l) - u(y) = u(l - y) ç u(L), Dans le cas 4, on a

x' ç u(M) n<^ = u(M nÇ)) = u(Ô), et il existe z ç Ô tel que u(z) == x».

Mais on a u(x—z) == u(x) - u(z) = 0, d'où x - z ç 1er u C L, et enfin z ç L,

donc z ç L n 0. Alors, y et z étant des éléments addibles de L, on a

x' - y' = u(z) - u(y) = u(e - y) ç u(L) .

Lemme 2 : Soit u : M -» M, un quasi -rnorphisme de A-moneiso

( 1 ) Si u est injectif, Ker u = (0).

(2) Si u est un homomorphisme vérifiant [m,M], et si Ker u = (o),

alors u est injectif.

(l) est trivial» Soient x, y ç M tels que u(x) = u(y).

Ou bien u(x) (^(3 , et u étant un homomorphi sme, on a x ^y, d'où on déduit

0 = u(x) - u(y) == u(x - y) <ft x - y = 0. Ou bien u(x) ç Ô , et grâce à [m,M],

on a u(x) ç. u(M) H <3j Cu(o), Donc il existe z çÔtel que u(x) = u(z).

Mais z ^x, et on déduit comme plus haut x == z. II en est de même pour y,

et on a x = yo

Lemme 3 î Soient M et M deux A-monels, de milieux respectifs

Ô et U<- Soit u : M -* M un homomorphisme bijectif. Les conditions

suivantes sont équivalentes :

( 1 ) u est un isomorphisme (soitQ c u((3) > voir II, § 2 d),

(2) u est un homomorphismeo

(3) u vérifie [m,M].

(4) ^(O^cO .

Il reste à montrer 1*équivalence de (l) et (2), ce qui est facile»

Dans le cas des moduloîdes, ces conditions sont trivialement vérifiées, de

même que celles de la définition suivantCo

Définition 2 : Soient M et M deux A-monels, de milieux respectifs

OetO-o Uï̂  homomorphi sme injectif u ; M -» M est dit un monomorphisme s'il

vérifie les conditions équivalentes suivantes :

|(l) La restriction v : M -* u(M) de u est un isomorphisme,

|(2) u(M) n0^ cu(o).
|(3) u vérifie [m,M],

1(4) u1^) c0.

Si (l) est vérifiée, u(M) flC> est le milieu du sous-monel u(M), et

v vérifie [m,M], donc u aussi, car v(M) n[u(M) n 0 ] c v(Mn(:>) s'écrit

u(M)DÔ, Cu((3). Inversement, si u vérifie [m,M], u(M) est un sous-monel.

On a enfin v\(3 Ou (M) ) = U^OH u(M) ) = u1^) <==• C? , et v est un isomor-

phisme. Le reste est connu,
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Lemme 4 : Un homomorphisme u : M -* M , de noyau nul et vérifiant
[ [ m , M ] , est un monomorphisme.

En effet, il est injectif (lemme 2 ) .
Théorème 2 : 1 - Soient M et M deux A-monels, P un sous-monel

de M et <p la surjection M -» M/-. Si u ; M -* M est un quasi-morphisme tel que
P c Ker u, il existe un quasi-morphi sme T[ : M/p -* M. tel que u = ïî o cp •
Si u est un homomorphisme, u aussi.
2 - Si, de plus, le quasi-morphisme u vérifie [m,L] pour un sous-monel L
contenant P, alors u vérifie [m,L*] où L' est le sous-monel cp(L),
Si, de plus, u vérifie [m,L] pour tout sous-monel L contenant P,
u vérifie [m],

Soient x et y dans une même classe module P. Il existe z ç M
tel que x, y ç. z + P (il, § 2 c, définition IV de la congruence). On a :
x # z, x - z ç P, y #z, y - z ç P. On en déduit
u(x) - u(z) = u(x - z) ç. u(P) = (o), donc u(x) = u(z) ; et on a de même
u(y) = u(z). Donc u est constant sur toute classe module P. D*autre part,
supposons que u(L)nÔ c u(Ln(b)« De L* = cp(L) (qui est sous-monel, voir
remarque 4 et théorème 1) on déduit :
'u(L')n(^ = u(L)n(3, eu (LOÔ) cu(L)nLi(û) cu(L)n<^ = "u(L»)nô^
Donc u vérifie [m.L*]» Le reste de la démonstration est trivial,

Théorème 3 : Soit u : M -* M un homomorphi sme de A-monels,
vérifiant [m,M], u(M) et M/y sont des A-monels isomorphes,

Avec les notations du théorème 2, posons P = Ker u. On sait
que u est un homomorphi sme vérifiant [m, M/ ]. Son image Im u = u(M) est
un sous-monel de M (théorème 1 , 3°). Enfin le noyau de u est nul par
construction, et (lemme 4) î est injectif. Donc u se restreint (définition 2)
en un isomorphisme de M/y sur u(M)«

Corollaire : Soit u ; M -» M un homomorphisme surjectif de
A-monels, tel que u(0) "^fo,. Alors M, et H/ sont isomorphes,

Théorème 4 : Soient M un A-monel, K un sous-monel et la surjection
canonique cp : M -» M/ . Soit Js l* ensemble des sous-monels L de M, contenant K ,\o A-
et 3o1 celui des sous-monels L* de M / , (1) L'extension de cp aux ensembles
de parties induit une bijection de o& sur ^'. (2) Les A-monels M/ et
(M/y)/ / - \ sont isomorphes.

Pour tout sous-monel L considéré, <p vérifie [m,L] (remarque 4),
d*où la bijection grâce au théorème 1 . D'autre part, posons M' = M/ , L' s L/

et v = cp» o (p, (p* étant la surjection canonique M' - M* / ,. cp et cp' étant
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des quasi-morphismes surjectif s, v aussi. Par construction des quotients,

(y = <p(0) est le milieu de M*, et 0" = (p1^) == çp* o çp((̂ ) est celui de M'/ ,.

En particulier, si v(x) = <p* o (p(x) (avec x ç M) n'est pas dans (^", il en

résulte (p(x) Ç^Ô'. Donc, les conditions v(x) ^(3", v(y) ^Û", v(x) #v(y)

entraînent (p(x) ^ Ô* » <p(y) ^ C>* > ^^ /^<p(y)» dloù x T^Y" Donc, v est un
homomorphi sme surjectif vérifiant [m,M]. Son noyau est (cp' o (p)~ (û) = tp (L')=L,

ce qui montre l'isomorphisme annoncé,

Corollaire : Soit u : M -* M un homomorphisme de A-monels,

surjectif et tel que u(fo) ^> \0.. Soient db l'ensemble des sous-monels L de M,

contenant K = Ker u, et 3ji I1 ensemble des sous-monels L de M .

(1 ) L'extension de u aux ensembles de parties induit une bijection de J^

sur OU.» (2) Si u(L) = L (donc L s= u (L,^|, L et L/. sont isomorphes,

et M/- et M /- sont isomorphes.

En effet, par le théorème 3, M et M/ sont isomorphes.

Théorème 3 : Soient K et L deux sous-monels d*un A-monel M, de

milieu 6. Si K (resp. L) est comparable à0, les A-monels K + L/y et

VrfL sont isomorPhes•
On peut se borner au cas où M = K + L ; si K (resp. L) est

comparable à Ô, il l'est aussi à 0 0 (K + L). Considérons les applications

canoniques i : L - 4 K + L e t c p : Î C + L - » K + L / , et posons u = cp o i.

tp étant un homomorphisme, u aussi, car il est obtenu par restriction de <p à L.

Puisque K (ou L) est comparable à 0, tout x ç. K + L s'écrit (il, 2 b,

démonstration du th. t) x = "k •»• 1 (avec Te € K, 1 ç L, k #\), et l'on a

(p(x) = <p(k + 1) = (p(l) = u(l) ; donc u est surjectif. Notons 0 = (̂  H L et (y

les milieux respectifs de L et K + LA. Considérons les divers cas.

Si L 3 0, .on a u(û) = u(̂ >) = (p((̂ ) = (3 '. Si L c Û, on a 0 = L et

K + L/ = u(L) = (p(L) c q<<9) = 0 l ; donc u(û) = & '. Si K 3 fc>, on a(b' = (o).

donc u(0)3C3*. Si K c 0 , tout z ç (̂  s'écrit z = k + 1, avec k ç K et

1 C L Oto . On a donc : 0' = cp(0) = cp(îC + (OHL))= <p(OnL) = u(OHL) = u(0).

Donc u vérifie les hypothèses du corollaire du théorème 3 et K + L^ est

isomorphe à L/ ^ ^. Le noyau de u est ;
Ker u = (1 ç L ; cp(l) =: 0) = {1 € L î 1 ç K} = K H L.

Exemple contraire 2 : Dans l'exemple contraire 1 ci-dessus, avec

les notations du théorème 5, u est surjectif. Par contre,

(0) = u(ft) ^ O* = K + L/ ; enfin L/̂  ̂  qui est isomorphe à L, n'est pas

isomorphe à K + LA..
Exemple contraire 3 : Dans l'exemple contraire au théorème 1,

chap. II, § 2 b, l'homomorphi sme composé u : F - » F + G - * F + G/g n'est pas
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surjectif, En effet, la classe module G de (a + b, a + b) € 0 0(F + G)

diffère de toute image u(x), x ç. F,

Définition 3 ; Soient A un anel, M un A-monel, et P une partie

non vide de M. On appelle an-nul ateur de P l'ensemble

Ann (P) = (0) : P = {a ç A ? V x ç. P, ax = o},

II est clair que cet annulateur est un idéale

Lemme 3 : Soient M un A-monel, et 3 un idéal de A o Pour que M

soit un A/ç. monel, il faut et il suffit que l* annulateur de M contienne 3°

Si Ann (M) 0 3> pour tout a ç. A/ç. et tout x ç M, prenons a € a

et posons a x = a x» Cette définition est indépendante du choix de a dans a :

Si a' ç a, il existe b ç a tel que a, a* ç. b + 3, De a #b et a - b ç 3 c Ann(M),

on déduit a x - b x = ( a - b ) x = 0 ; on a de même a'x = b x, d'où ax == a'x,

Les autres vérifications sont immédiates»

Dans les résultats suivants concernant les anels, les vérifications

sont identiques à celles des théorèmes homologues sur les monels, sauf pour

les propriétés liées à la multiplication. Mais la démonstration de ces

dernières est immédiateo On notera A et A deux anels de milieux respectifs 0

et 0 , dans ce qui suit, sauf à la remarquer bis»

Théorème 1 bis : Soit u ; A -» A un quasi-morphisme (d* anels).

1 - Pour tout idéal (respo sous-anel) 3i ^e ^ i > u (3i) es^ un idéal
— i

(resp. sous-anel) de A. En particulier, le noyau Ker u = u (o) de u est un idéale
2 - Si B et X sont deux parties de A, on a u(BX) c u(B)u(x)o On a l'égalité

si u est un homomorphisme vérifiant u (^.) c Qo

3 - Soit B un sous-anel de A« Si u est un homomorphisme vérifiant [m,B],

u(B) est un sous-anel de A . Si, de plus, u est surjectif, et si B est un

idéal de A, u(B) est un idéal de A .

4 - Si u est un homomorphisme surjectif vérifiant [m,A], pour tout idéal 3

contenant Ker u, u(3) est un idéal.

Remarque 5 bis ; L'image d'un annéîde par un homomorphisme

d'annéîdes est un annéîde. L'image d'un idéal par un homomorphisme surjectif

d'annéîdes est un idéal.

Lemme 2 bis : Soit u : A -» A un quasi-morphisme.

(1) Si u est injectif, on a Ker u = (o). (2) Si u est un homomorphisme

vérifiant [m,A], et si Ker u = (o), u est injectif.

Lemme 3 bis : Soit u : A -* A un homomorphisme bijectif»

Les conditions suivantes sont équivalentes :

( l) u est un i somorphi sme (soit 0 c u(Q) ) .

(2) u est un homomorphisme.
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(3) u vérifie [m,A],

(4) u1^) c 0.

Définition 2 bis ; Un homomorphisme injectif u : A "* A est dit

un monomorphi sme, s*il vérifie les conditions équivalentes suivantes ;

(1) La restriction v : A — u(A) de u est un isomorphisme.

(2) u(A) 0 û^ Cu(O).

(3) u vérifie [m.A],

(4) u1^) C 0.

Lemme 4 bis ; Un homomorphisme de noyau nul et vérifiant [m,A]

est un monomorphisme•

Théorème 2 bis : Soient 3 un idéal de A, et fp la surjection

A — A/^ • Si u : A -* A est un quasi-morphi sme (resp. homomorphisme) tel que

3 ̂  Ker u, il existe un quasi-morphi sme (resp. homomorphisme) u : A / ^ — A

tel que u = u o «p o

2 - Si de plus u vérifie [m, o] pour un idéal o contenant 3» alors u vérifie

[m, o] où a* est l'idéal cp(a). Si de plus u vérifie [m, o] pour tout idéal a

contenant 3» u vérifie [m].
Théorème 3 bis : Soit u : A -* A un homomorphisme vérifiant [m,A],

Alors, u(A) et A/- sont des anels isomorphes.

Corollaire : Soit u ; A -» A. un homoroorphisme surjectif tel que

0 Cu(Q). Alors, A et A/ sont isomorphes.

Théorème 4 bis : Soient 3 uîi idéal de A, et <p la surjection

A -* A/<^ o Soient oljl* ensemble des idéaux c de A, contenant 3» et ^&t celui

des idéaux de A/ç.. ( 1) L'extension de <p aux ensembles de parties induit

une bijection de ^& sur ^3», (2) Les anels A/ et (A/cJ^/ \ sont isomorphes.

Corollaire ; Soit u : A -» A un homomorphisme surjectif tel que

0^ c u(Q), Soient J l̂1 ensemble des idéaux a de A, contenant K = Ker u, et

«^ l'ensemble des idéaux o de A . ( 1) L'extension de u aux ensembles de

parties induit une bijection de £ sur ̂  . (2) Si u(o) = o (donc U^Q ) = o),

0^ et a/y. sont isomorphes, et A/ et A / sont isomorphes.

Théorème 5 bis : Soient a et b deux idéaux de A. Si a (resp. b)
est comparable à 0, les anels o + b/ et b/ ^. sont isomorphes.

Application : Soient A un anel de milieu Û, 3 un idéal de A, et B

le plus petit anel agglutiné, intermédiaire entre A et S, et dont le milieu^?

contienne 3» n est clair que B est obtenu à partir de A par l'agrandissement

à 0 = 0 + 3 du milieu Q de A (et bien sûr l'agrandissement corrélatif des
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groupes d'addibilité). Alors, les anels A/^ et B^ sont isomorphes, ce qui
équivaut à dire que les anneaux (A/ç.) et A/ç. sont isomorphes comme anneaux
quasi-gradués. En effet, soit u : À -* B/^la restriction à la
partie A de B de la surjection cp : B -* B/^ ; u est donc un homomorphisme
d'anels. Tout P ç B/^ s'écrit p = b + 3, où b ç B, soit b = a + T) (avec a ç A,
T] ç. g, d'après la définition de B) ; on a donc 3 = a + 3 et u est surjectif.
Le noyau de u est Ker u = {a ç A ; a ç 3) = 3. Enfin, tout élément du milieu
de By^ est de la forme w + 3 avec tt) C 0, donc est élément de u(0). Le
corollaire du théorème 3 bis montre que A/<^ et B / ^ sont isomorphes.

De même, soit M un module quasi-gradué sur un anneau quasi-gradué A,
et soient M et A les monel et anel associés. Soit L un sous-module homogène de
M, et L le sous-monel des éléments homogènes de L. Alors, les A-modules quasi-
gradués généralisés (M/ ) et îî/^ sont isomorphes.

§ 2 - OPERATIONS SUR LES IDEAUX.
Les démonstrations de a, b, c, sont voisines de celles de [6]

pages 147, 177, 219 respectivement.

a - Formules :-
Soient R un anel et û et b deux idéaux de R. Le produit ob de ces

idéaux est l'idéal engendré par l'ensemble des produits ab (avec a ç. a , b ç. b),

et leur somme o + b est l'idéal engendré par a U b (il, § 2 b). On appelle

radical de o et l'on note VT , l'ensemble des x € R tels qu'une puissance

de x soit dans R» Le radical de a est un idéal. On a les résultats suivants,

où a, b, b' sont des idéaux de R, et où { o . } désigne une famille
1 i € I

quelconque d'idéaux de R :
(1) o (b + b') = ob + ab'
(2) o 0 b 3 ab
(3) X (ob) 3 (Xo) b (avec X ç R, Xa désignant l'idéal engendré par
l'ensemble des produits Xa , où a ç a agglutine X)

(4) V\/7 = Vo

(5) VoTT = VVo'+ Vb

(7) Va n b = VaT

(8) Lorsque b c o , on a : yYb = Vo/b

(9) Lorsque 1 est fini, on a ; ( n aA ; b = H (a. ; b)
MCI \y ici 1
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(10) (û : b) ; b' = o : bb'

( 1 1 ) Pour n entier ^ 1 , on a : ((a + b)/ )11 = (o + h11)/

(12 ) Rappelons la loi modulaire (Voir II, § 2 b)

Montrons par exemple la relation (1) . L'idéal a(b + b1) est
engendré par l'ensemble des termes :n

a [ 2. (b^ + bp] où a ç a , les b^ ç b , les b[ ç b» , b^ # b?

pour tout i, les parenthèses ont un total dans le milieu ft de R, sauf une au plus

(il, § 2 b). Les axiomes de distributivite montrent que le produit par a
n

est L (a b. + a b*. ) avec les conditions analogues d'addibilité. Ceci
i=1 1 1

montre o(b + b1) c: ob + ûb* • Inversement, ab + ab' est engendré par

ûb U Ob' , qui est contenu dans le premier membre»

Soient R et S deux anels de milieux respectifs 0 et Q' , a et b

deux idéaux de R, et f : R -» S un quasi -morphisme de noyau K. (On sait que f(a)

n'est pas forcément un idéal). Outre le théorème 1 bis (lll, § 1), on a les
résultats suivants :

(13) f(a + b) c f(o) + f(b)
(14) f(o H b) c f(o) n f(b).

Il y a égalité dans cette dernière formule si K c o , et si f est

un homomorphisme vérifiant f(o f1 b) 3 0' 0 f(a) n f(b).

Les formules précédentes sont vraies dans le cas où f est un

quasi-morphisme ou homomorphisme de A-monels, R et S désignant alors des

A-monels, et a et b des sous-monels de R»

(15) f(a ; b) c f(o) : f(b) = {x (= S ; VY 6 f (b) , XY ç f(a)}

(16) f(VÎ) c \f7^).

Il y a égalité dans ces deux dernières formules si f est un

homomorphisme surjectif qui vérifie î (Q1) c a •(resp. f(Q) =0')

Montrons, par exemple, ce dernier résultat concernant ( 1 5 ) «

Si X ç f(o) ; f(b), par surjectivité de f, X s'écrit f(x) avec x ç. R ; et

pour tout b ç b , il existe a ç. Q tel que Xf(b) = f (xb)= f(a). Ou bien

f(xb) ç. 0' et la condition f1^') c: o implique xb ç. o. Ou bien f(xb)^ 0 ,

et xb et a sont addibles car f est un homomorphisme. Il en résulte

0 = f(xb) - f(a) = f(xb - a) , d'où xb- a ç f^O') c o , et enfin xb ç o .

On a donc X = f(x) ç f(o : b).
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b - Idéaux comaximaux :
Des idéaux ĉ  , • • • • • • • « , Q d'un anel unitaire R seront dits

deux à deux comaximaux s'ils sont distincts de R et si i ̂  j implique
\ + 0. = R. Lorsque n = 2, on dit simplement idéaux comaximaux. On déduit

des formules ( a ) :
Lemme : Soient b , a . » o e . « , a des idéaux d'un anel unitaire R.

1°) Les a. sont deux à deux comaximaux si et seulement si leurs radicauxi
le sont.

2°) Si b est comaximal avec chaque a. , il l'est avec leur intersection et

avec leur produit,

3°) Si les a. sont deux à deux. comaximaux, on a ;

n n
n a. = n a.

i=1 1 1=1 1

c - Idéaux étendus et contractés :

Soient R et S deux anels unitaires, et f : R -* S un quasi—morphisme

d'anels unitaires. On notera a , b des idéaux de R, et 81 , 8 des idéaux de S.

L'idéal îf = f^Sî) est dit contraction de ÎL L'idéal 0e = S f(o)

engendré par f(a) dans S est dit extension de a •

II est clair que R6 = S, S0 = R , (o)6 = (o) et que (o)0 est le

noyau de f. On montre facilement les formules suivantes :

( 1) îï c % implique îï c: 8

o c b implique a c b

(2) î f^cîl et o60 :? a

En particulier, lorsque f est l'injection canonique R -» R, on a

o == a , car a = o e t û e t o n R = a ? d'autre part, la relation îl̂  = îl
signifie que l'idéal CI de R est homogène.

(3) tf^ - VF et a606 = 0e

(4) (a + a)0 3 (f * îf
(o + b)6 » 0e + b6

(5) ( an®) 0 , sf n c0

(o n b)® c 0e n b6

(5) (M 0° 3 € B°

(ab)® = c6 b®

(7) (« : B)0 c îf : 6e

(o : b)® c 0e : b6

(8) (VO^Vt^et (V^cVo5'
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Par exemple, vérifions pour (6) l'inclusion 0e b8 c (ob)6.
e e

L'idéal Q b est par définition engendré par les produits Y Z où

Y ç. 0e = S f(a) et Y = b8 = S f(b). Donc Y et Z s'écrivent

= ̂  Ç ̂ j ̂ l et z = J Ç ̂  ̂  avec les ̂  et ̂  6 st
Y ̂  ̂  s^ f(a^)J et » - ̂  ̂  .̂  __. ... ̂

les a ç o , les b^ ç b , et avec les conditions habituelles (il, § 2 b) :

les termes intérieurs à un crochet sont mutuellement addibles ; pour Y

(et de même pour Z), les crochets sauf un au plus ont un total dans le milieu.

Dans le produit :

^J^ij^l^ij)^!)]

iEi^^^^î

Y Z
i,lcLj,

i.kLj.l ^ — ^ ^J

les axiomes de distributivite des anels conservent ces conditions. Il en

résulte Y Z ç (ab)6, d'où le résultat annoncé.

Soit (E) (resp. (c)) l'ensemble des idéaux étendus (resp.

contractés), a -* a et ÎI -» S/3 sont des bijections réciproques entre (E) et (c).

(E) est fermé pour l'addition et la multiplication des idéaux, (c) est fermé

pour l'intersection, la division et le passage aux radicaux. Ces dernières

propriétés résultent immédiatement des formules précédentes, sauf la

fermeture de (c) pour la division, dont la démonstration est identique à celle,

connue, pour les anneaux : plus précisément, si o, b ç (C), on montre que

o : b = (o8 : b6) .
Soient trois anels unitaires R, S, T, et deux quasi-morphismes

unitaires f : R - * S e t g : S - » T . I lya associativité des extensions et des

contractions ; l'extension par g de l'extension par f est l'extension par

g o f ; on a le résultat analogue pour les contractions. Le résultat est

évident pour les contractions, et se montre sans difficulté pour les

extensions. Par suite, si un diagramme de quasi-morphismes unitaires est

commutatif, le diagramme associé des extensions (resp. des contractions)
est commutatif.

§ 3 - IDEAUX PREMIERS. PRIMAIRES. MAXIMAUX.

Définition 1. Un idéal p d'un anel A sera dit ;

(1 ) premier si et seulement si pour tous a, b ç A, les relations ab ç p,

a Ç^p impliquent b ç p.
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(2) strictement premier si et seulement si pour tout b ç A et pour tout

a = La^ Ç A , les relations a b ç. p et a. ^p pour tout i, impliquent b ç p.

(3) largement premier si et seulement si pour tout b ç A et pour tout

Ot = L a^ ç A , les relations a b ç p et a. ^p pour tout i, impliquent b ç p.

(3) implique (2), qui implique (i). (Les conditions (2) et (3) se

confondent pour un annéîde). Noter que ces conditions signifient respectivement :

(1) que l'anel A / est sans diviseur de zéro ? (2) que de plus. A/ est sans

pseudo-diviseur de zéro ? (3) que de plus, Ay est sans pseudo-diviseur large

de zéro. En particulier, lorsque A est unitaire, (1) signifie que A / est

un quasi-domaine, et (3) qu'il est un domaine,

Noter que si un idéal homogène "p de A est premier dans A, p est

premier dans A des trois manières. Inversement, p peut être premier dans A,
sans que "p le soit dans A.

Théorème 1, Soit A un anel.

(i) Un idéal p Est premier si et seulement si, quels que soient les idéaux

|Q et b tels que ab c p, p contient a ou b.

i(2) En particulier, si p premier contient c^ (avec n ̂  i), il contient a.

(3) Si l'idéal 3 ^A n'est pas premier, il existe deux idéaux a et b contenant
strictement 3, et tels que Q b c 3.

La démonstration résulte immédiatement des définitions (voir [6],
P. 150).

Définition 2. Un idéal q d'un anel A sera dit ;

(1) primaire si et seulement si pour tous a, b ç A, les relations ab ç. q,

a $^q impliquent l'existence de n ̂  1 tel que b11 ç, q.

(2) strictement primaire si et seulement si pour tout b ç A et pour tout

a = L a^ ç A , les relations a b € q et a^ ^ q pour tout i, impliquent

L'existence de n ̂  1 tel que b11 6 q,

(3) largement primaire si et seulement si pour tout b ç A et pour tout

a » L a^ € A , les relations a b € q et a^ ^q pour tout i, impliquent

l'existence de n ̂  1 tel que b11 ç q ,

Noter que ( 1) signifie que, dans A/q , tout diviseur de 0 est

niipotent, (2) que de plus tout pseudo-diviseur de 0 est niipotent, etc...

Théorème 2. Soit A un anel,

1° Si q est un idéal primaire (resp. strictement primaire, resp. largement

primaire), son radical p =s Vq~est premier (resp. strictement premier, resp.

largement premier). On dit alors que q est primaire pour p. ou est D-primaire.
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2° Soit q un idéal p-primaire, Les relations ab ç. q et a ^ q impliquent b ç. p,
3e Soient q un idéal p-primaire, et deux idéaux o et b. Les relations
a b c q e t û </ q impliquent b c p.

Supposons q primaire, ab ç Vqfs p et a ç^p. On a donc, pour un entier
n ̂  1, a^ ç. q et a11 ^ q. Alors il existe m ̂  1 tel que (b11)"1 € q, soit b ç p.

Lorsque q est strictement primaire, p = Vif est premier. Pour tout

b ç A, et tout <y = La^ ç A tels que les a^ soient hors de p et deux à deux

non addibles, et que a b soit dans p, il existe n ̂  1 pour lequel (a b)11 ç q.

-i
i

que <

La propriété fondamentale des anels montre que b11 agglutine (simplement) la

somme formelle o". Les termes de cette somme formelle sont hors de p, puisque
p est premier, car ce sont des produits des éléments a. ^ p. Alors, q étant

strictement primaire, il existe m ̂  1 tel que (b11)"1 ç q, soit b ç p. Le cas

largement primaire se traite de même, grâce aux axiomes D des anels.

L'assertion (2) est triviale, et implique (3) en l'appliquant à un élément
a de a*«q«

Définition 3. Un idéal m d'un anel A sera dit maximal si et

seulement s'il est maximal dans l'ensemble des idéaux distincts de A.

Cela signifie que A / possède seulement deux idéaux distincts (û)
et A y • (III, § 1, théorème 4 bis)

Théorème 3« Soit R un anel, de graduation A associative, dont les
seuls idéaux sont (o) et R, et tel que R2 ^ (o). Alors, R ou est un corpoîde.

ou est égal à son milieu, lequel a une structure sous-jacente de corps,

Lemme 1, Dans un anel R dont les seuls idéaux sont (o) et R, et
fcel que R ^ (o), pour tout x ç. R, x ^0, on a Rx = R,

On rappelle que Rx est l'idéal {^x ; < ç. /x] des multiples de x.

Cet idéal est ici (o) ou R. L'ensemble X = (x ç R ; R x = (0)} = (o) : R est
un idéal. L'hypothèse R2 ^ (o) montre que X est différent de R, et comme (o)
et R sont les seuls idéaux, on a X = (o). Donc, pour tout x ç R, x ^0,
l'idéal Rx est différent de (o), donc égal à R.

Lemme 2. Soit D un monoîde commutatif (loi notée multiplicativement)

et possédant un élément absorbant, noté 0, On suppose que D* = D,«{o} est

non vide. S'il existe un système S de générateurs de D tel que S s contienne S
pour tout s ç s , s ^0, alors D* est un groupe»

Prenons a ç S, a ^0 ; puisque S a 3 S, il existe e ç S tel que
ea = a. Tout d ç D* est multiple d'un élément non nul s de S, soit d = d' s

(avec d' ç. D), Puisque S a ̂  S, il existe t ç. S tel que t a = s, donc que

d'ta = d's a d. On en déduit de = d't ae = d't a = d. Donc e est unité dans D.

Pour tout s non nul dans S, l'hypothèse S s r> S montre qu'il existe
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s î € S tel que s's = e, donc que s est inversible dans S» Alors, tout élément

d de D*, étant un produit d'éléments non nuls de S, est lui-même inversible»

Lemme 3. Un anel R (commutatif), tel que R* = R..{o) soit un groupe

nultiplicatif, ou est un corpoîde, ou est égal à son milieu, lequel a une

structure sous-jacente de corps»

Si le milieu 0 de R est différent de (o), soit x non nul dans Q ;

il est inversible et on a 1 s xx', avec x' ç. R» Grâce à l'axiome Dp des anels,

ces conditions impliquent 1 ç 0, donc aussi R = 0, et par suite R est un corps.

Montrons le théorème. Notons D le sous-monoîde de A engendré par

l'ensemble w(R) =» œ(R»»0) U {o} des grades des éléments de R» Le lemme 1 montre

que Rx s R pour tout x ç. R* = R«.{o}. Cette condition montre que, pour tout a

non nul de U)(R), on a : (u(R) a '3<o(R). Le lemme 2 montre alors que D» (D est

une graduation associative de R) est un groupe» L'anel R est donc régulier.

Il en résulte que la condition (relative à l'anel R) Rx == R pour tout x ç. R*,

implique, dans le monoîde R, Rx = R pour tout x ç R*. (dans le monoîde, R x

signifie (r x ? r ç R}) Le lemme 2 montre que R* est un groupe, et le lemme 3

achève la démonstration»

Théorème 4« Soient A un anel de graduation associative A, et m un

idéal tel que A ç^» • Pour que m soit maximal, il faut et il suffit que A y

ou soit un corpoîde, ou soit égal à son milieu et aie une structure

sous-jacente de corps»

Si A / est un corpoîde, il n'est pas de carré nul, et le théorème

4 bis (III, § 1) montre que m est idéal maximal de A.

Inversement, les hypothèses montrent que l'anel R = A / est tel
2 /m

que R ^ (o), a pour seuls idéaux (o) et R (m, § 1, théorème 4 bis) et

admet la graduation associative A (voir II, § 2 d), L'anel R vérifie donc les

conditions du théorème 3, et est un corpoîde,

Au lieu de à associative, il suffit de supposer que A / admette une/m
graduation associative. Donc en particulier, il suffit que la partie stable A'

de A engendrée par S = {0} U 0)(A»»(Q + m)) soit un monoîde.

La dernière démonstration peut se faire directement : m étant
y

maximal, m contient l'idéal A x + m = A x + m s i e t seulement si Axe m ? on a

dans le cas contraire Ax + m = A. L'idéal m : A s= {x ç A ; A x Cm} contient m
?

et en est différent, sinon on aurait A c m. Donc on a m ; A = = A , e t A x + m = A
9 9

pour tout x ç. A» «m. De ceci, et de A C/CT, on déduit A = A et, pour tout
0 0 f\

x ç A,,m, on déduit A s= (Ax + m) c Ax + m, soit A = Ax + m» Prenons a ç. A.,m ?

puisque A s: A a + m, il existe P ç A61 tel que a s a^ (m), donc aussi

a s ^(a2?)]^ (m). Comme A est associative, a2 agglutine p2 (il, § 3,

conséquence du corollaire 1) et on obtient a s ae (m) en posant e = a2^2 ç. A.
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Ensuite, de Aa+ m = A, pour tout y de A on déduit l'existence de ^ ç Aa

tel que y = a ̂  (m), donc que e y = e a y = a y = y , é t é est unité modulo m»

Enfin, pour tout x Ç^m, A = A x + m montre l'existence de ô ç. /^ tel que

e = x ô (m), donc tel que e = e s ( x ô) • Puisque A est associative, x
2 2

agglutine ô . En posant x' = x ô € A, on obtient e = x x' (m), et x est

inversible modulo m. La démonstration s'achève par celle du lemme 3.

Corollaire : Soient A un anel de graduation associative A, et m
?

un idéal maximal tel que A </ m. Alors, m est largement premier.

Remarque 1, Dans un anel unitaire, tout idéal propre a est contenu

dans un idéal maximal. En effet, l'ensemble des idéaux propres contenant o,

ordonné par inclusion, est inductif et contient un élément maximal (lemme de
Zom) •

Remarque 2. Dans un anel, l'intersection de tous les idéaux premiers

est l'ensemble V(o) des éléments niipotents. En effet, tout idéal premier

contient V(û). Inversement, si u n'est pas niipotent, l'ensemble E des idéaux

propres qui ne contiennent aucune puissance de u est inductif et contient (o).

Soit p un élément maximal de E (lemme de Zom). Pour tous x,y ^p, il existe

m,n ̂  1 tels que u"1 ç p + (x) et ̂  ç p + (y), donc tels que u"̂  ç p + (x y).

Puisque u Ç^p, on a xy ^ p 5 p est premier et ne contient pas u.

Théorème 5. Soient p et q deux idéaux d'un anel A. p est premier
et q est p-primaire si et seulement si s

(1) ^^ P

(2) pour tout b ç p. il existe m ̂  1 tel que b"1 ç q

(3) pour tous a, b ç A, les relations ab ç. q et a ^ q impliquent b ç p.

La démonstration est celle connue pour les anneaux (voir [6]

P. 153). Noter que la relation (3) équivaut à (3') : pour tous a. b ç A, les
relations ab ç q et b ^ p impliquent a € q.

Corollaire 1. Soient p et q deux idéaux d'un anel unitaire A.
Supposons que :

(1) qcp.

(2) pour tout b ç p, il existe m ̂  1 tel que b11 ç q»
(3) p est maximal,

Alors, p est premier et q est p-primaire.

Si on a ab ç p et b ^p, puisque p est maximal, on en déduit

A = p + (b) ; donc on peut écrire 1 = 1 (p^ + -^ b) somme finie où. pour tout i,

P^ € p, ^ 6^ (en fait. on devrait écrire ^ ç ^, mais on se ramène

aisément au cas où les ^ ç A15). p^ # ^ b, et où les parenthèses ont un

total dans le milieu 0, sauf une au plus. Pour tout i, soit n. ^ 1 tel que



82
CHAPITRE III

Pi1 ^ <^ et soit n == 2. n .̂ Alors 1 = 111 =» 1 (p. + ï. b) ,P^1 € q. et soit n == Ln^. Alors 1 = 111 =[ 1 (p^ + \ b) .En développant,

on obtient (axiomes D et propriété fondamentale des anels) une somme de termes,

addibles et tous situés dans 0 sauf un au plus, chacun de la forme
m. y

^ = ? ̂ i + ̂ i b) où ^•m^ = n» et où l'un des exposants m. ^n. ,
1 i 10 10 m

Un tel terme, développé à son tour, contiendra un multiple q. ç q de p.10

et un élément de l'idéal (b) (axiomes D et propriété fondamentale). On a donc

1 » L t^ = L (q^ + ô^b), avec q^ ç q , ̂  ç /f , et avec les conditions

d'addibilité habituelles. On en déduit a = 1 (a q. + 6 ab). donc a ç &
j 3 3

1 Corollaire 2. Dans un anel unitaire, tout idéal maximal m est
premier, et ses puissances sont ro-primaires»

En effet, q = m vérifie les conditions du corollaire 1.

Théorème 6. Soient p et q des idéaux d'un anel A.

1° Une intersection finie d'idéaux p-primaires (resp. strictement p-primaires)
est p-primaire (resp. strictement p-primaire)

2° Si p est maximal, une somme et un produit finis d'idéaux p-primaires sont
p-primaires

|30 Soit a un idéal non contenu dans q. Si q est p-primaire, q : Q est p-primaire.

Soient q^...,<^ des idéaux p-primaires d'un anel A et Q = fl 0 .
On applique le théorème 5. Si ab ç Q et si a ^Q, il existe i, tel que a Ç Q .

alors ab ç q^ entraîne b ç p. Si, de plus, les ^ sont strictement primaires: '

soient b ç A et ̂  L ̂  ç ̂  tels que a b ç Q et ̂  ^ Q pour tout j. Il existe

donc i^ tel que a^ /q^. posons a = c.̂  c." , où la somme formelle a' (resp. a")

est formée des termes a^ q^ (pesp. ̂  ̂  ), et est agglutinée par b. Alors.

on a : a'b = <y b - a" b ç q^^ ,. comme a* contient au moins a^ , et comme ^

est strictement p-primaire, b est dans p. 1

(2) résulte du corollaire 1 du théorème 5. Pour (3), appliquons le
théorème 5. On a (q ; o)a c q et o </q, donc (théorème 2) on a q : Q c p

On sait que q : a contient q. puis, si cb ç q , a et si c ^q : o. il en

résulte l'existence de a ç o tel que ça ^ q ; alors, cba ç q montre que b ç p.
Donc q ; Q est p-primaire.

Théorème 7, Soient R et S deux anels de milieux respectifs Q et 0
et f s R - s un homomorphisme surjectif tel que f(û) = n p^ ̂  ̂ ^ 1 '

^ de R. contenant Ker f (resp. pourtout idéal y de S), les idéaux Q et f(a)
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(resp. ï (8ï) et 81) sont ensemble maximaux, ou premiers, ou strictement

premiers, ou largement premiers, ou primaires, ou strictement primaires, ou

largement primaires. Si l'idéal q contient Ker f et est ^-primaire, alors f(q)
|est f(p)-primaire.

En effet, chacune des propriétés envisagées pour ces idéaux

0 et f(a). équivaut à une propriété des anels R / et S /^ y Or, ces anels sont

isomorphes (III, § 1 , corollaire du théorème 4 bis). La dernière assertion
résulte de (lll, § 2 a, formules (15) ) .

Théorème 8. Soient R et S deux anels, et f : R -» S un quasi-morphisme.

Si, dans S, Q est un idéal •p-primaire, alors ̂  est premier, et Q0 est
*P -primaire.

La démonstration est triviale, mais elle ne s'étend pas au cas

strictement primaire. Cependant, si Q est idéal homogène de 5 (c'est-à-dire

Q = (Q H R)), lorsque Q est strictement (resp. largement) primaire, il en est
de même de Q D R .

n
Remarque 3. Si un idéal $1 de S est intersection Sî = fl Q. d'idéaux

primaires Q^ , il en est de même (lll, § 2c, formule (8)) de son^ontracté :

.n ^i' Au contraire, l'extension ne conserve pas forcément premier

et primaire.

§ 4 - ANELS DE FRACTIONS.
a - Définitions :

Monoîdes de fractions. Soit R un monoîde donné (noté multiplicati-

vement)., commutatif, et pouvant éventuellement contenir un élément absorbant

(ou annulateur), noté 0, et un élément neutre, noté 1 s'il est distinct de 0.

Soit M une partie multiplicative de M, c'est-à-dire non vide, multiplicati-

vement stable, et ne contenant pas 0. Dans le monoîde produit C == R x M

(multiplication par composantes), pour tous (a, s) et (a*, s* ) ç. C, on pose

(a, s) H (a', s') si et seulement s'il existe t ç. M tel que t s' a = t s a'.

Il est clair que H est une relation d'équivalence sur C, et est compatible avec

la multiplication. On notera R^ = C/ le quotient, qui est donc un monoîde

commutatif, et on notera — la classe d'un couple (a, s). R est appelé le

monoîde des fractions de R relatif à M. Il possède l'élément unité -^- (avec

s ç M). Pour tout m ç M, et pour tout -a- ç. R., , on a : -"£. = JL . Enfin
s M ms s -

si 0 € R, R^ admet l'annulateur 0 = -^- (avec t ç M) ; -^- = 0 signifie qu'il
t s

existe m ç M tel que ma = 0. (Dans le cas singulier où 0 € M, la construction

est encore valable, mais conduit à un monoîde réduit à un seul élément),

Si l'on ne suppose, plus que la multiplication est associative dans R,
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mais seulement que les éléments de M associent dans R (voir II, § 3 d, lemme 4),

et si l'on conserve les autres hypothèses, cela suffit pour permettre la même

construction avec les mêmes démonstrations. En effet, tout produit d'éléments

de R où deux facteurs au plus ne sont pas dans M, vérifie les conditions

d'associativité ; et seuls de tels produits interviennent dans les démonstrations.

On obtient alors un ensemble R^ de fractions avec une multiplication commutative,

pas forcément associative, possédant un annulateur et un élément neutre,

Anels de fractions. Soient R un anel de milieu Q et M une partie

multiplicative de R (avec 0 ^ M) , Organisons le monoîde R^ en un anel (les

axiomes A^^ des anels sont déjà vérifiés) de la manière suivante ;

a b
-^- et-^- sont dits addibles dans R^ si et seulement s'il existe m ç. M tel que

mta # msb ; la somme est alors ± + -1 = mta + msb. = mta + msb .„, ̂
s t mts mst msî q esr

bien (car mst ç. M) dans R^. L'addibilité est indépendante des représentants

choisis pour — et — (s'il en est ainsi, l1indépendance pour la somme est

immédiate) : supposons — = •a-^ , soit us'a = usa' (avec u ç M) » De

mta # msb on déduit mtusa' = mtus'a # msus^ , puis mus.ta* -ff. mus.s'b ;

donc —T- et — sont addibles, car mus ç. M. Les axiomes B des anels sont

vérifiés. Le milieu 0 sera l'ensemble des éléments -à. ç R^ tels qu'il existe

m ç M vérifiant ma ç 0. En effet, pour tout b ç R , mta ç. 0 implique

mta # msb (Axiome 83). Si -i- # ——#^ et si — — ^ G? , c'est-à-dire

xb ^0 pour tout x ç M, les relations mta # msb et nub #ntc (avec m, n ç M)

impliquent mtnua ^(msnu)b # msntc. Puisque msnub ^Q, on a (mnt)ua #(mnt)sc,

donc -^- #-^- (Axiome B^). Donc R^ est la réunion de domaines d'addibilité qui

ont deux à deux 0 seulement en commun. On vérifie immédiatement que chaque

domaine est un groupe additif abélien dont 0 = -SL est le zéro commun.

L'associât!vite résulte de celle de R grâce au ;

Lemme 1 (d1addition) : Soient n fractions de îL deux à deux addibles.

On peut les réduire au même dénominateur de manière que les nouveaux

numérateurs soient addibles.

Pour n = 2, c'est la définition. Soient (n + 1) fractions, soient
^ 1 ^n

———»•• • • , - ^— les n premières supposées déjà réduites (avec les a. ç R deux à
h a 1

deux addibles), et soit —— la dernière. Pour tout i, —— # —— implique

l'existence de t^ ç M tel que t^ s a^# t^ m b. Posons"^ = t ^ ̂  .... t .

Pour tout i, on a : t s a^t m b. Alors t m s € M est le dénominateur commun
cherché.
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Soient -^-, --—, —— telles qu'il existe m ç. M vérifiant mta #msb.

On en déduit m(ut)ca # m(us)cb, donc -^- et -̂ S- sont addibles (Axiome D^). La

distributivité du produit par rapport à la somme est alors aisée à vérifier.

Enfin, si -î- € R,, et -2- ç. Q , il existe ,m ç M tel que m a ç 0 ; on en déduit
tt.a

m(ba) = b(ma) € Q, donc —— € 0 (Axiome D ). R^ est donc un anel commutatif
et unitaire, appelé anel des fractions de R relatif à la partie multiplicative M,

Remarque 1 : Si R est un annéîde, R.. est un annéîde» (C'est évident

par définition du zéro et du milieu 0 de R,,) •

Fixons un s ç M (par exemple s == 1 si 1 ç. M) et considérons

l'application h : R -» R,, définie par h(a) = sa » Cette définition est

indépendante du choix de s» On voit facilement que h est un quasi -morphisme

d'anels» En particulier, a ç Q entraîne sa ç. Q, donc h(a) ç. 0 ? a -ff. b

entraîne s a ^ s b, donc h(a) ^h(b), Lorsque R est unitaire, h est un quasi-

morphisme d'anels unitaires. Lorsque R n'a pas d'élément unité, R.. a encore

un élément unité, mais h n'est pas unitaire. Pour tout m ç M, h(m) = ——

admet —s— pour inverse» Tout élément de R., s'écritsm ri

^ = H(a) ̂ )-1.-^-.a _ sa
m. ~ s sm — ' . / -\ / ï\{ïî\.

Lemme 2o Pour tous a, b ç R, la relation h(a) ^ h(b) équivaut à

L'existence de m ç M tel que ma ^mb, En particulier, h(a) = h(b) équivaut à

L'existence de m ç M tel que h(ma - mb) = 0, donc de t € M tel que ta s tb»

Ce lemme est évident. Rassemblons ces divers résultats (l'unicité sera

montrée plus loin) :

Théorème 1. Soient R un anel, et M une partie multiplicative de R

l̂on vide et ne contenant pas 0). Il existe un anel unitaire R^ et un quasi-

-morphisme (unitaire si R l'est) h :. R -* îL tel que :

(1 ) Ker h = {a € R ,• 3 m ç M, ma == 0}

(2) Pour tout m ç M, h(m) est inversible

(3) Tout élément de R est de la forme h^ , avec a € R, m ç M
/ \ —h -M n^m^
(4) R = R".

Il y a unicité de R^ à un isomorphisme près,

Théorème 2. Soient R un anel et M une partie multiplicative de R

(non vide et ne contenant pas 0). Soient R^ l'anel et h le quasi-morphisme

du théorème 1. Quels que soient l'anel unitaire S et le quasi-morphisme

(unitaire si R l'est) g : R -^ S tels que les éléments de g(M) soient

inversibles, il existe un quasi-morphisme unitaire unique u : îL -» S

tel que g = u o h.

Pour tout a CR, on doit poser u(h(a)) = g(a). Pour tout x = -à- ç R ,

on a h(a) = h(s)x, donc on doit avoir g(a) = u(h(s)x) = g(s) u(x), soit enfin
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u^ = g(s) ° si R est unitaire, g = u o h nécessite
g(l) = u o h ( 1 ) = u (-j-)= Ĵ . = 1. Ceci montre l'existence et l'unicité de

l'application u«

si -T- #~ » c'est-à-dire s'il existe m ç M tel que mta #msb,
on a g(mt) g(a) # g(ms) g(b). Puisque g(mst) est inversible, donc régulier,

u Q^") ss IT -̂ et u (——) = •̂ T^T- sont addibles. La vérification des trois

autres conditions pour que u soit un quasi-morphisme unitaire est alors

immédiate. Enfin, g = u o h montre que Ker g contient Ker h et que î? est un
Vf

agglutiné de R .

Soient S un anel de milieu 0 e t g ; R - » S u n quasi-morphisme

vérifiant les mêmes conditions que R^ et h dans le théorème 1. Soit u le quasi -

morphisme associé à g par le théorème 2. Par la condition (4) (th. 1), deux

éléments a, b de R sont addibles par M si et seulement s'ils sont addibles par h

(resp. g) ; donc h(a) # h(b) équivaut à g(a) # g(b). Puisque les éléments

inversibles d'un anel sont réguliers, -a- #—— équivaut à g•'r^ ^^^^T • La même

condition implique que h(a) ç. 0 équivaut à g(a) ç. O* , donc que -a- ç Q

équivaut à ĵ . ç 0' • Donc u est un homomorphisme, vérifiant u(Q) = 0-1

La condition (2) sur S et g montre que u est surjectif. Soit -a- C R,. tel que
0 = u Vs'y32 ITS) ? cela entraîne g(â) = 0 ,• la condition (l) pour g montre
l'existence de m ç M vérifiant ma = 0, et on a -a- = o. Les anels unitaires R.-

et S sont donc isomorphes (III, § 1 , lemme 3 bis), ce qui finit de démontrer

le théorème 1.

Remarque 2. Dans les conditions du théorème 1 , si. M' est une partie

multiplicative contenant h, et si tout m' ç M» est produit d'un élément de M

par un élément inversible de R, on a R^ = R^, . Le remplacement de M par M'
respecte en effet les quatre conditions.

l Lemme 3. Si R est un anel fort, R^ est fort.

Pour tout x ç R tel que -^- ^ Q, soit i = i(x) l'indice de quasi-

régularité de x. Supposons que, pour n ̂  i et pour -a- et -^- ç R. -2- CJL^}
b / ^ x ' ^ 1 s t ^ ' s ^ m y

et -^- \^-^ soient addibles et n'appartiennent pas à 0 . Il existe u ç M

tel que utm ax et usm bx11 sont addibles et n'appartiennent pas à ft. La quasi-

régularité de x montre que (m^u) tm'-ax1 # (m^u) smSx1 , donc que
x ( x ^1 „ b f x ̂

~^~ \"^r^ rr —[- \^~} • Le lemme suivant est évident.

j Lemme 4. On a : (i)^ = ( R ) .

Notons les quasi -morphismes h : R - * R ^ e t h : i - < (i) . Une somme

formelle a ç R..R est dans le noyau de ïï si et seulement si elle est annulée par

au moins un élément m ç M, qui est un diviseur ou un pseudo-diviseur de zéro.

Ainsi, la localisation détruira bien des sommes formelles. D'autre part, Ker h
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contient Ker h, et en est différente en général.
Une graduation de R.. dans le cas associatif»

Lemme 5. Soit un anel R de graduation A, et M une partie multipli-

cative de R (avec 0 ^M), Si les éléments de œ(M) associent dans A, A /»\ est

une graduation de R.., Si A est associative, A /«\ est une graduation

associative de R...

Notons A = R^ et A' = A /,,\. Soient Q et Oies milieux respectifs de

R et A, Ecartons le cas où M rencontre 0, donc où R-. est égal à son milieu,

et est gradué trivialement par {0 } = A'. Lorsque M n Q est vide, on a 0 ^ w(M).

Le grade de -^- € A sera par définition (D t(——) = /a^ ç A 1 , qui est

indépendant du représentant choisi : en effet, les relations ts'a = tsa' ^ 0,

(avec t ç M) impliquent œ(t)a)(s')œ(a) = œ(ts»a) =.(u(tsa') = aî(t)œ(s)(o(a').

Alors, à tout —— Ç A * , on fait correspondre l'ensemble Affermé de Ô et
o"

(s'il y a lieu) des fractions -2- ^ Q de grade -û—. Quels que soient les

grades -°—, —•— ç. A' tels que A A ^ Q , prenons deux fra »;ions
c ^ P

-^-,-r— ^ Ô , de grades respectifs -a- et -6- , et vérif-î.-ait -à1— ^ 0 •

De ab ^ 0 et st ^ Q , on déduit
.( ab ^ œ(ab) ou(a)œ(b) .f a ̂  .̂  b ̂  -

^V^r-J = ̂ f~ = œ(s)(o(tJ = ̂ -T-) ̂ V—^ Donc At est blen une

graduation de A. (l, § 3 et II, § 2a).

.( ab ^ œlab; ou\,a)œ\.b) .{ a ,CD l ——— J = ; ( = ; < ) ( == m'( —— ) mw < St J W(st} (U(s)CD(t) w < S ' w

b - L'extension par h : R -* R^

Lemme 6. Soient R un anel de milieu Q, M une partie multiplicative de

R (avec 0 Ç^M) et a un idéal de R.

(1) Si 0e est l'extension de a à R., , tout élément de 0e peut s'écrire -^- ,M • m
avec a ç. Q et m ç M»

(2) —— ç 0e (avec b € R, t ç M) équivaut à l'existence de m ç M tel que

mb ç. a*

(3) En particulier, 0e est le milieu de R^.

Tout x ç a8 = R^ t(a) s'écrit (il, § 2 b) :

b3 s a3Y rY b3 s a3

= 1 1 -i-.——— où les a3

J Li t3 s .
x = À \ L —i—•——^— où les a3 ç Q, où le même a3 peut intervenir plusieurs

J Li ^ s J
fois, où pour tout j fixé, les fractions contenues dans le crochet d'indice j

sont addibles deux à deux, et où les crochets ont un total dans le milieu 0 ,

sauf un au plus. Le lemme 1 permet de remplacer chaque crochet par une

C. j
fraction —=•— , où chaque c. est dans o, comme combinaison linéaire simple des a-.

"j V ^ a
Le lemme 1 permet de remplacer L—s— par x = —— , où a est dans Q, comme

J ^
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combinaison linéaire simple des c. <E a*
i j p

Si une fraction —— (avec b ç R, t ç M) est dans o , ce qui précède
montre qu'elle est égale à une fraction -^-, avec a ç Q. Donc, il existe u ç M

tel que (us)b = uta ç Q,
Définition» Soient R un anel, M une partie multiplicative de R

(avec 0 ^M) et o un idéal de R, On appelle fermeture divisible de g dans R
relativement à M, l'ensemble o , = = { x Ç R ? 3 m Ç M t e l que mx € a}. Lorsque

a , = 0, on dit que M est premier à o»
On voit d'abord que

o , = U < Q : (m)) = U (a : (m)) .
m Ç M mÇM
Propriétés, (1) Pour que o_, = R » il faut et il suffit que a rencontre

M, Soit s € M ? si R == a, , il existe m ç M tel que ms ç. a. Inversement,
t ç. M implique o : (t) = Ro

(2) Si h est le quasi-morphisme R -» R,. , on a Q = o •
En, effet, x ç. a signifie qu'il existe m ç M et a ç o tels que mx =s a ?

on a donc h(x)" = -S- € 0e» Inversement, si h(x) ç 0e» le lemme 6 entraîne
l'existence de a ç o et de m ç M tels que h(x) = -S- = î^ , et (lemme 2) il
existe t ç M vérifiant (tm)x = ta ç. a» Donc x est dans o ,«

(3) En particulier, a- est un idéal et contient Ker ho
(4) Pour que M soit premier à a, il faut st il suffit que 0e = 0 ,

ou que Q : (m) = Q pour tout m ç M, Alors, le lemme 6 montre que —— ç a

si et seulement si b ç a.
Théorème 3« Soient R un anel, M une partie multiplicative de R (avec

'0 ^ M), o un idéal de R, et h : R -» ^ .
!(a) Q = a, est l'ensemble des x € R tels que mx ç Q pour un m ç M.
û est distinct de R.. si et seulement si M 0 o est vide»

l(b) a est un idéal contracté et vérifie a == a80 si et seulement si M est premier
ià a. Alors, -— € Q (avec b € R, t ç M) équivaut à b ç Q.
(c) Tout idéal 3 de R^ est étendu, et on a 3 = 3ce.
(d) L'application Q »-» o est une bijection de l'ensemble (c) des idéaux
contractés :>nr l'ensemble des idéaux de R,, , et conserve l'intersection, la
division et la prise de radical des idéaux»

(a) et (b) étant connus (Propriétés 2, 1, 4), montrons (c). Pour tout
-̂ - ç 3, on a -̂ - ç 3, donc x ç 3e. Il en résulte 3 c 3e6 ; l'inclusion inverse

est connue (III, § 2c). Enfin, (d) résulte de (c) et des considérations de

'JIIf § 2c).
Nous savons (lll, § 3, théorème 8) que la contraction d'un idéal

*P-p rimai re est *P -primaire»
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Théorème 4o Soient R un anel, M une partie multiplicative, et q un

idéal p-primaire disjoint de M,

(a) p est disjoint de M, p et q sont des idéaux contractés et contiennent le
noyau de h,

!(b) q est primaire pour p8,

Puisque M et q sont disjoints, toute puissance d'un x ç M est dans M,

et ne peut être dans q ? cela entraîne x ^ p. Par suite, M est premier à p,

donc à q, et ces idéaux p et q sont contractés (th. 3, b). La définition de

p premier (resp. q-primaire) implique, grâce à la dernière assertion (b) du

théorème 3, que p est premier (resp. q6 est primaire). Par définition du

radical, la même assertion montre que p8 = \ q6 .

Corollaire 1, L'application p i-» p8 est une bijection de l'ensemble

des idéaux premiers contractés (c'est-à-dire disjoints de M) de R sur

l'ensemble des idéaux premiers de R^.

Cela résulte des théorèmes 4 et 3 (c), de (m., § 2) et de
(III, § 3, théorème 8),

[ Corollaire 2. Pour un idéal premier contracté p donné, l'application

q •-* q est une bijection de l'ensemble des idéaux p-primaires de R sur

l'ensemble des idéaux p-primaires de R^. Cette bijection conserve la division
'et l'intersection de deux idéaux,

La première assertio^ résulte du théorème 4. La deuxième vient de ce

que, si q et q' sont p-primaires, leur intersection et leur quotient le sont

aussi (sauf dans le cas trivial q' c q, cas où les quotients sont R et îL\

Remarque 3. (Transitivité) Soient M et M' deux parties multiplicatives

d'un anel R, telles que M CM' et 0 ^M», et h (resp. h») le quasi-morphisme

R -^ (resp. R - R^). Alors les anels (l̂ )^,) et R^, sont canoniquement

isomorpheso

II existe (th, 2) un quasi-morphisme unique u s R^ -» R , tel que

h'= u o h. Utilisons le théorème 1. On montre aisément (voir [6] p. 226) que

h(M') est une partie multiplicative de R^ , que le noyau de u est l'ensemble des

éléments de R^ annulés par au moins un élément de h(M'), que les éléments de

u(R(M'))^ h'(M') sont inversibles dans R^, , et que tout élément de R ,

stécrit h»(m^) = u{n(m^) ^avec a ç R» ml ç Mt)» n ^ste à montrer que

^W = (^ • n suffit pour cela d» étudier sur les éléments de R. la

condition d'addibilité (resp. d'appartenance au milieu) dans ces deux agglutinés
simples de R .

Soient a et b dans R^ , qui s'écrivent a = h^) . et b = ̂
' "(.s) ' 1 h(t)
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(avec a, b ç. R et s, t ç. M). La condition u(a ) # u (b^) équivaut (car h' = u o h)

à ̂ (^ = ^ / ^ Y î donc à ^existence de m' ç M1 tel que m'ta ^m'sb. Cela

implique h(m')h(t)h(a) # h(m')h(s)h(b), donc l^m^a^ # h(m')b^ Inversement,

h(m t)a # h(m')b implique hÇm'ta) # h(m tsb), donc implique (lemme 2)

l'existence de m ç M tel que (mm')ta ^(mm^sb. Enfin, on applique h' et on

divise dans R.., par l'inversible hÇmm'ts) pour obtenir ^] ( = ÎTTTT •M n \ s^ n \ ^ /

Les conditions successives suivantes sont équivalentes s

a = ~p4 est dans le milieu de ^Ç^ i ^a^ = n ^ f ) est dans le milieu de

R^, ? il existe m' ç M1 tel que m'x soit dans le milieu de R ; il existe n? 6 M'

tel que h(n'a) = hÇn^^a) soit dans le milieu de R-^ ; h"(a) est dans le milieu

de TiÇT^ 5 a^ ̂ } est dans le nalieu de -^h(Hl).
Donc h(Mt) c R^ et u vérifient les conditions du théorème 1, et si on

note g le quasi-morphisme canonique R^ -» (^)i-/'^r»\ » il existe un isomorphisme

unique f : (Riur)i,/'iyr»\ ^ KM» '̂ l ^c u = ^ o g» donc (car u est unique) tel que
h' = f o g o h,

Alors, la transitivité des extensions (III, § 2c) montre que f induit,

entre les ensembles d'idéaux de (Ri/)^.^»^ et_de R^, une bijection telle que,

pour tout idéal a de R, on ait ^((û8)^ 0e (en notant e, e' et e les

extensions respectives par h, h' et g).

Remarque 4« (Permutabilité des passages au quotient et à un anel de

fractions) Soient R un anel, M une partie multiplicative de R (avec Q ^M),
et o un idéal disjoint de M, Soit a l'extension de a par h : R -* R-. , Alors,

les anels R.-/ e et (R/ ) sont canoniquement isomorphes.

La démonstration est construite comme pour la remarque 3« Notons f et

f respectivement les homomorphismes R - R/ et R^ -» R^y e , On montre aisément

(voir [6] p. 226) qu'il existe un quasi-morphisme unique u : R/ -» R^ / e

vérifiant u o f = f1 o h, que f(M) = (M + a)/ est une partie multiplicative

de R/ ne contenant pas zéro, que le noyau de u est l'ensemble des

a^ = f(a) ç. Ry annulés par au moins un élément m de f(M), que tout élément

de u(f(M)) est inversible dans K ^ / e , et que tout élément de R^/ e peut

s'écrire ,^ i , avec a^ ç. R/ et m ç ^(M)» Pour appliquer le théorème 1 à

f(M) c R, et u, montrons aussi que (R/ ̂  = IT^^.

Soient Q, 0 et ®^ les milieux respectifs de R, R^ et R^/ e. On a
(5, = (x + o ; x ç C^»} = ( 0 + 0e) / e . Mais le lemme 6 et la formule 4 de

(III, § 2c) montrent 0+ 0e = 0e + 0e = (0 + a)6, d'où & ^ = (0 + a)6/ e .

Soit a^ ç R/^ tel que u(a^) ç 0^, et prenons un a ç R tel que a = f(a).
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La condition u(a ) » f1 o h(a) ç Ç) équivaut à h(a) 6 (Q + a)6, donc équivaut

à l'existence de m ç. M tel que ma ç Q + o, donc enfin à l'existence de

f(m) ç. f(M) tel que f(m)f(a) ç (Q + o) / . Puisque (ft + a ) / est le milieu de R/ ,
-——r-ffM^ / / a /a

a est dans le milieu de ( R / ) v /.
Soient a , b ç R/ et a, b ç. R tels que a = f(a) et b = t(b),

Supposons u(a ) = f o h(a) et u(b ) = f o h(b) addibles et non situés dans (O.

Ceci équivaut (f est un homomorphisme) à'h(a) et h(b) addibles et non situés

dans (0 + û)6. Donc ceci signifie qu'il existe m ç M tel que ma ^mb, et qu'on a ;

sa, sb ^Q + û pour tout s ç M, f étant un homomorphisme, et (Q + a) / étant

le milieu de R / , ces conditions équivalent enfin aux suivantes : il existe

f(m) ç. f(M) tel que f(m)a ^f(m)b et, pour tout f(s) ç. f(M), f(s)a et

f(s)b, ne sont pas dans le milieu de R/ •
« /Q

Donc f(M) c Ry et u vérifient les conditions du théorème 1, et si

l'on note h' le quasi-morphisme canonique R / ——> (R/ ),,/,,,\> il existe un/û /û -tyM;

isomorphisme unique v ; (K/J^^———> \/ e tel que u = v o h', donc (unicité

de u) tel que f'o h = v o h* o t.

c - Exemples :

Donnons quelques exemples de parties multiplicatives dans un anel R :

(1) M est le complément dans R d'un idéal premier p. Alors R^ est noté R^.

(2) M est le complément dans R de la réunion U p. d'une famille quelconque
ici 1

d'idéaux premiers»

(3) M est l'ensemble des puissances de s, où s est un élément non niipotent de R»

(4) M est l'ensemble des éléments d'un sous-anel de R, non contenus dans un

idéal premier de R»

(5) Etudions le cas où M est le complément d1!»^ réunion finie U p. d'idéaux
i=1 x

premiers vérifiant les conditions : (a) pour tout i = 1,.,.,n on a p. </ U p. 5
1 J^ i 3

(b) pour tout i = 1,,»»,n, si un idéal premier TT est tel que
n

p. c TT c (J p. , on a p. = TT.
1 j=1 3 1

Si la famille finie {p.}. . donnée ne vérifie pas ces conditions,i 1 = 1 , « • • , n

on peut se ramener (avec le même M) à une famille qui les vérifie» En effet,

considérons la famille F des suites S = {TT.,»».,Tr } de n idéaux premiers tels
n

que pour tout i = 1,.»»,n, on ait p. c -rr. c U p.* Ordonnons-la en posant
1 x j=1 3

S ^S' = {TT1,,...,^} si et seulement si TT. ^ TT? pour tout i = 1,«.,,n. Il est

clair que l'idéal réunion d'une chaîne croissante d'idéaux premiers contenant
n

p. et contenus dans U p. est premier et vérifie les mêmes inclusions» Par s^uite,
j=1 J
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la famille F est inductive et (lemme de Zom) possède un élément maximal

{p',»..,p1}. Les idéaux p? vérifient la condition (b). Enfin, pour avoir la

condition (a), on supprime parmi eux les pî superflus, et ceux qui restent

vérifient encore la condition (b).

Lemme ?• Si p,,...,? sont des idéaux premiers de R vérifiant les

conditions (a) et (b) ci-dessus, et si M est le complément de
n e e•U. p. 9 la famille des idéaux ?,. .• ,? est celle de tous les idéaux

maximaux de R^.
e eTout idéal p. est propre» Comme R.- est unitaire, p. est contenu dans

un idéal maximal g d^ K, » et 3 est premier (III, § 3» remarque 1 et corollaire 2

du théorème 5). Donc, l'idéal f est premier (lll, § 3, théorème 8) et vérifie

p. c S^ c (J p.. Par la condition (b), p. est l'idéal contracté 3^ et on a enfin
1 j=1 <J 1

pÏ = 3 e = 3" Donc, chaque p. est maximal, et p0»..,? vérifient les conditions

(a) et (b) (III, § 4, théorème 3). ^

Soit un idéal maximal m de R^ (donc m c IJ pT), mais distinct de tout
i=1 'p.» Pour tout i, m et p. étant maximaux et non comparables, sont comaximaux.

n n
Donc OT et H p. sont comaximaux (III, § 2b), Alors, R = m + Ft pT serait

i=1 Si ^ i=1 x

contenu dans U p., ce qui est une contradiction,
i=1 x

Voici un exemple où la condition (b) n'est pas vérifiée. Soient

l'anneau -Z des entiers, et l'anneau. A = .Z e ® Za, où e est unité de A,

et où a == a. Dans l'annéîde A = Z e U Za, les idéaux p = 2?e et

p? = 2 .Z e U 2 Za sont premiers, non comparables, et leur réunion est un

idéal premier»

§ 3 ~ IDEAUX LARGES.

a - Définitions.

Soient A un anel de milieu Q et de graduation fixée A, 3 'im idéal et

B un sous-anel de A, tous deux contenant Q,

3 (resp. B) est dit large en grade Œ Ç A » s* il contient tous les

éléments de A ayant ce grade, c'est-à-dire s'il contient A , ou encore si

A = 3 (resp. B ) (la notation 3 signifie 3 ^ ̂  )• Noter que 3 est large sur

tout grade nul (a est dit nul lorsque A = 0, et il est dit vide si de plus

a ^0 ; voir I. § 3).

3 (resp. B) est dit faiblement large si, pour tout a ç. A, 3

(resp, B ) est égal à 0 ou à A , c'est-à-dire si 3 (resp, B) est large en

grade a, pour tout a € ou(3) (resp. O)(B)),
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Le sous-anel B est dit large, s1 il est faiblement large et si, pour

tous grades a et (3 non vides, B large en grades a et j3 implique B large en

grade a (B•

L'idéal 3 es'^ dit large, s'il est faiblement large et si, pour tout

grade a non vide, 3 iBrge en grade a implique 3 large en grade ô a, quel que

soit ô ç. A.

Lemme 1. (a) Soient F et a deux idéaux de A, Si F est faiblement

large, o n a F + a = F L ) ( a + 0 ) .

(b) Si L et L' sont des idéaux faiblement larges (respe larges) de A,

il en est de même d e L + L ' s L I J L * »

(a) est trivial, car F contient Oy et (b) en résulte aussitôt»

Remarque 1. La notion d'idéal large dépend de la graduation donnée A ,

et en cas de confusion possible, on dira A-large, Un idéal A-large peut n'être

pas large pour une autre graduation A 1 . Cependant, si une graduation A*

prolonge (il,§4) une graduation A, tout idéal A*-large est A-large 0 Montrons-le:

Pour un anel A, soit Ao SB graduation propre, soit (A,ô) une

graduation donnée, et soit (A* > Q* = cp o &) une graduation prolongeant A

(voir II, § 4), donnée par cp : A1 -* Ao Notons B == g(Ao) et B* = cp (a).

Les applications &, cp et 9* sont des bijections entre A,,, B et B' ? pour tous

a1 , y ç A' , la relation cp(Q't)cp(p') ^0 implique ^(Qf');?^') = îp(ûf' @ *) (voir

II, § 4). Soit L un idéal A*-large. Pour tout a ç œ(L), a 7^ 0 (donc Œ € B),
•)(• i "\

et pour tout ô ç. A , posons a' = îp (a) et ô1 == cp (0) (on sait que cp est injective
— 1 "̂

sur cp (A ).) î on a A = A , c L. Ou bien ô a ^ B, et A. = Q c L,

Ou bien ô a ç B, et ô o f ^ O implique ô a= cp(ô')(p(a') = cp(ô'a'). Donc on a

A» = A., ,, Puisque L est A1-large et contient A , = A , il contient A. •

Remarque 2« En particulier, tout idéal A-large est aussi Ag-large,

si Ao est la graduation propre. On voit donc que les seuls idéaux d'un anel A

qui pourront être larges sont ceux qui le sont déjà pour la graduation propre.

Remarque 3. Lorsque la graduation A est associative, il existe une

bijection évidente entre l'ensemble des idéaux A-larges de A, et l'ensemble

des A-idéaux de A. Dans le cas d'une graduation non-associative, la situation

se complique un peu ; nous nous bornerons, grâce à la remarque 2, à étudier

le cas de la graduation propre :

Remarque 4. La graduation propre Aç possède une loi multiplicative

partout définie, pas forcément associative. Une partie non vide A de Ao est

dite un idéal si et seulement s i A o A = { ô a ; ô ( E A o » a € A ) c : A . Pour tout

idéal A , il est donc clair que A. = U A est un idéal A -large de A»
A Q f Ç A ot

Inversement, si L est idéal Ao-large de A, posons A = œ(L) = (u)(a) ? a ç L).
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Pour tout a ç. A, a 9^0, et pour tout 6 6 Ao tels que ô a =^ 0, on a A. ^Q

puisque Aç est la graduation propre ; mais L est large en grade 6 a car il est

large en grade a ̂  0, On a donc L D A, ^ Q, d'où ôa ç A ; et A est un

idéal de Ao« II existe donc une bijection évidente entre l'ensemble des idéaux

de Ao Gt l'ensemble des idéaux larges de A.

Lemme 2, Soient l'anel A de graduation A, a et L deux idéaux de A,

et l'anel A/ canoniquement gradué par à (il, § 2d), Si L est A-large (resp.

faiblement large), alors (L + o) / est A-large (resp. faiblement large) dans

A / . En particulier, si Q est le milieu de A, pour qu'un idéal L contenant 0

sd-t A-large (resp. faiblement large) dans A, il faut et il suffit que L/-

soit A-large (resp. faiblement large) dans l'annéîde A/,..

Par contre, si l'idéal H contient Q et si H/ est large dans A / ,
/O /O

H n'est pas forcément large dans A. (par exemple Q/Q est large lorsque a 3 Q)

Notons A* l'anel A / , 0' = (Q + o)y son milieu, L* s (L + a ) /

et œ'(x) le grade d'un élément X de A / , Pour tout grade a ç A, on a

A^ = (A^ + a ) / , et la condition A» ^ Q' équivaut à A + a ^ Q + a ,

c'est-à-dire à A^..(Q + a) ^ ^ .11 est clair que si L est large en grade a,

L' l'est aussi. De plus, pour tout a ç. UÏ'ÇL'), a ̂ 0, il existe a' ç. L' tel que

O)'(a') a Q? ; donc a' est la classe module a d'un élément a de L, a ^ 0 + a,
tel que œ^a') = o)(a) = a, et L est donc large en grade a. Par suite, pour tout

6 € A, L est large en grade 6 a, donc L' l'est aussi.

Pour toute partie P de A, contenant 0, on appelle noyau large de P,

et on note P^ , le plus grand idéal large de A, contenu dans P. Le lemme 1

montre l'existence du noyau large, comme réunion des idéaux larges contenus

dans P, De même, on appelle noyau faiblement large de P, et on note P , le

plus grand idéal faiblement large contenu dans P. On a Q c p c P_ c P,
L s

Pour toute partie P de A, on appelle enveloppe large (resp.

faiblement large) de P, et on note El(P) (resp. Fl(P)), le plus petit idéal

large (resp. faiblement large) contenant P.

Soit 3 un idéal de A, contenant Q» Si le noyau large (resp.

faiblement large) de 3 est 0, on dit que 3 est un idéal étroit (resp.

strictement étroit). 3 est strictement étroit si et seulement si pour tout

grade non vide a ç. A , il existe a ç A tel que a ^ 3. L'idéal 3 est étroit

si et seulement si pour tout grade non vide a ç. A*, il existe un élément b ç A,

b ̂  3» ^nt le grade o)(b) = (3 est a ou un multiple de a.

Lemme 3. Soient l'anel A de graduation A et de milieu 0, deux idéaux

Q et b de A tels que b3a => û, et l'annéîde A/ canoniquement gradué par à.

Si Q est le noyau large de b, alors b/ est étroit. Inversement, si Q est

large et si b/ est étroit, alors o est le noyau large de b.
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Prenons les notations du lemme 2 et désignons par x'.y',,...

les classes module a de x,y,,,, Supposons que o soit le noyau large b de b.

Pour tout a € w ' ( b / ) , a 7^0, soit X ç b/ ; X ^ 0 ; il existe x ç b, x ^a ,

tel que X = x'. Puisque a = b^ , il existe un élément y ç A, y ^ b, dont le

grade est <y ou un multiple de a. Alors, y' est de même grade et n'appartient

pas à h/g. Donc b/ est étroit.

Inversement, remarquons d'abord que l'hypothèse Q large n'est pas

superflue, car b/. est étroit quel que soit b» Supposons donc a large et

^/û étroit* pour tout x ^ ^«o» posons a = a)(x) = ^'(x'). Puisque b/ est étroit,
il existe un grade 0, qui est a ou un multiple de a» et il existe

Y ç A. = (A/ ) tels que Y ^ /Q . Soit alors y ç A. tel que Y = y' ; la
' Pî  p

condition y» ç °/o implique y ^b. Donc û est le noyau large de b.

b «• Anels de fractions !

Dans ce paragraphe b, on désigne par R un anel de milieu Q et de

graduation A, M une partie multiplicative telle que 0 $^M, Û*le milieu de R^ ,

et on considère l'extension et la contraction par le quasi-morphisme h : R -» R ,̂

Dans la suite, l'hypothèse éventuelle que <o(M) associe dans A signifie que

tout élément de œ(M) associe dans A (il, § 3d, lemme 4;,

i Lemme 4« Si l*idéal F de R est faiblement large, alors Fe l'est aussi»

'Si O)(M) associe dans A, et si l'idéal L de R est A-large, alors Le est

VM)-1^6-

Pour la démonstration, on peut supposer que F 0 M = ^f, sinon

F = R^ , et supposer que R est un annéîde, grâce au lemme 2.

Soit un élément non nul de F^ qui peut s'écrire -^- avec a ç. F,
y. S

s ç M (III, § 4a, lemme 6), Soit —— une fraction non nulle de R^ , addible à

—— . Réduisons-les (III. § 4a, lemme 1) au même dénominateur m^. # 2^s mts " mst

de manière que mta et msb soient addibles. Puisque a est dans F et que -^- est

non nul, mta est élément non nul de F ; alors F faiblement large implique

msb ç F, et enfin -S- = -̂ ĵS- ç. F6. Donc F6 est faiblement large.

D'abord, L est faiblement large. On notera œ'Cx) le grade d'un

élément x de R^. Pour tout grade ç ç œ^L6), ç ^0, prenons un élément de L®

ayant ce grade, soit -^- vérifiant les conditions a Ç L , a ^ O , s € M e t Ç = -°L

(où l'on pose a = 0)(a), a = w(s)). Pour tout grade -2L&. non nul (c'est-à-dire

dont le groupe d'addibilité diffère de (o) ; I, § 3) multiple de -°- , quel que

soit l'élément (non nul) -2- de R^ , de grade (o'f-S^) = -3L = J°LÊ-. (en posant

«»(c) = ^ et œ(r) = f> ), il existe p, ç <|)(M) tel que jj, a f ^ = H p a P. Noter

que tout produit d'éléments de A, où deux facteurs au plus ne sont pas dans

(l)(M), est associatif, puisque O)(M) associe dans A. Prenons m ç M de grade
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0)(m) == jj,. Alors, —— 7^0 implique m stc 7^0, donc aussi

ûu(ni stc) = p. a 1-y == (|J< p @)a • Puisque L large contient a, il est large en

grade a = 0)(a), donc en grade (p. p (3) a ; donc on a m stc € L, d'où
c m st c - - e - . - e ., -

—— = m st r € L • cecl montre que L est ^(M)-1^60

Au contraire, la contraction d'un idéal faiblement large dans R^ ,

n'est pas forcément faiblement large dans R. On remarque d'abord que 0 = 0

et que 0 = 0 • 0, (lll» § 4b, lemme 6, propriété 2), Ensuite, on a :

Lemme ^ Lorsque œ(M) associe dans A» soit un idéal large L' de R^»

On a L10 = 0e0 U E, où E est l'enveloppe large de H^L'.^).

On peut se ramener au cas d'un annéîde grâce au lemme 2 et à (lll,

§ 4b, remarque 4) ? mais la preuve directe est aussi simple : pour tout

a ç h (L'..Ô), comme h(a) ^ 0 et a ^ 0, les grades œ(a) = a et

oy'C^a)) = ——— (où l'on pose o = ou(s) ç U)(M)) sont non nuls. Pour (A s= a ou

pour tout multiple p, = ô a (avec ô ç. A) non vide dans R, et pour tout élément

b ç R ».n tel que b ^ 0e0, on a

0^(0)) = Oî'(-Ç-)= ^L = -£± -S .̂ ou ——2L . puisque L» est large en grade

-2-2., il l'est en grade -^ et l'on a h(b) ç L 1 , soit b ç L'0. Par auite, L10

contient l'enveloppe large de a, donc enfin celle de h (L'.,0).

Lemme 6» Si L est idéal A-large de l'anel R, et si œ(M) associe dans

L60 = L est réunion de Q60 = iï^O) et d'un idéal large,

L étant large dans R-^ (lemme 4), le lemme 5 montre le résultat»

Lemme 7. Supposons que œ(M) associe dans Ao Pour tout idéal a

contenant Q et tel que M soit premier à Q, le noyau large de û est

l'extension du noyau large de c «

Q contient (L , donc 0e contient l'idéal (o,)6, qui est large

(lemme 4). Tout x ç. 0e, x ^(a,)0, s'écrit x = -2- (lll, § 4b, lemme 6) avec

a ç û««a, vérifiant la condition : pour tout m ç M, ma ^ a, • Puisque a, est le

noyau large de a, il existe b ç R..Q, dont le grade (3 = o)(b) est ou a = œ(a)

ou un multiple 6 a- Puisque M est premier à a, la fraction —— n'est pas

dans 0e (III, § 4b, théorème 3), et son grade w\——J= -p- est égal à -2- ou
6<y \ s ^ a o-

———, c'est-à-dire à un. multiple du grade de x» Donc, x n'est pas dans le noyau

large de a , et ce noyau large est (o T.)^
Li

Lemme 8» Supposons que O)(M) associe dans A, et que p soit un idéal

premier disjoint de M» Pour tout idéal p-primaire q (et pour p en particulier),

on a : (q )^ = (q^) , En particulier, si q est étroit, son extension aussi.

En effet, M est premier à q,



Chapitre IV

PROPRIETES NOETHERIENNES GENERALES

Dans la suite, anels et annéîdes sont supposés commutatifs, ainsi
que leurs graduations éventuelles,

§ 1 - ANELS ET MONELS NOETHERIENS.

Proposition et définition. Soit A un anel unitaire. Un A-reonel

unitaire M sera dit noethérien si et seulement s'il vérifie les conditions
équivalentes suivantes :

1 - Toute suite croissante de sous-monels de M est stationnaire.

2 - Toute famille non vide de sous-monels de M possède un élément maximal
pour l'inclusion.

3 - Tout sous-monel de M est de type fini.

L'anel A sera dit noethérien s'il l'est comme monel sur lui-même.

La démonstration classique relative aux modules sur un anneau

s'applique aux monels, sans changement. Remarquer que ces définitions

comprennent le cas particulier d'un annéîde A, et d'un A-moduloîde M.

D'autre part, les propriétés de noethériannité et de régularité sont

étrangères : par exemple, un anneau non noethérien est un annéîde régulier.

Théorème 1 : Dans un anel noethérien, tout idéal contient une

puissance de son radical, et tout idéal contient un produit d'idéaux

prenrijers. En particulier, (o) est un produit d'idéaux premiers. «

Soit [x , ..., x } un système de générateurs de VQ" . Il existe

un entier s tel que x? ç û, pour tout i = 1 , ..., r. Soit m = r(s - 1) + 1.
r °1L'ensemble des éléments y . = 1 1 x. où a + ... + a = m est un système de

3 i=1 1 ' r

générateurs de (Va) • Dans tout y., l'un au moins des exposants, soit a ,
0, J K

est au moins égal à s. Donc x, € o, et on a y. ç o et (Vo)"1 c 0 •

Soit F la famille des idéaux de A qui ne contiennent aucun

produit d'idéaux premiers. Si F est non vide, elle possède un élément

maximal 3 » puisque A est noethérien. Mais 3 nlest P^ premier, et il existe

deux idéaux o et b, distincts de 3 » contenant 3 et tels que û b C 3 .

Puisque 3 ^^ maximal dans F, o (resp. b) contient un produit d'idéaux

premiers. Il en est de même de a b, donc de 3» ^où une contradiction.

7
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Corollaire : Soit A un anel noethérien, et soit q un idéal

p-primaire. II existe un entier m ̂  1 tel que p"1 c q ; le plus petit

entier m vérifiant cette relation est dit l'exposant de q . Si les idéaux

a et b vérifient les conditions a b c q et Q </ q , il existe un entier

m ̂  1 tel que b"1 c q .

q étant p-primaire, on a b c p d'où b"* c p"1 c: q ,

si m est l'exposant de q o

Théorème 2 : Si l'image d'un anel (resp. monel) noethérien par

un quasi-morphisme est un anel (resp. monel),cette image est noethérienne.

Soit u : A - » A . un quasi-morphisme. On suppose que u(A) est

sous-anel de A^ . Soit {^) une suite croissante d'idéaux de u(A).

(u (3^)} est une suite croissante d'idéaux de A, donc elle est stationnaire.

Comme u o u (^) = ^, la suite {3} est stationnaire. On le montre de même

pour les monel s. On en déduit :

Corollaire ; L'image d'un annéîde (resp. moduloîde) noethérien

;par un homomorphisme est un annéîde (resp. moduloîde) noethérien.

Lemme 1 : Soient M un monel sur un anel A, et f un quasi-morphisme

de source M. Si le A-monel agglutiné M"61 est noethérien, alors M est

noethérien.

Soient 0 le milieu de M, P et Q deux sous-monels de M ; notons

P' et Q' les sous-monels engendrés dans M par P et Q respectivement.

Supposons que P' = Q 1 , ce qui entraîne Q c P'. Tout élément q ç Q est donc

une somme finie d'éléments de P, non addibles dans M, mais addibles dans
Mf . ,et dans M : q = p + . , . + p . Mais q € M , et M étant somme quasi-directe
des groupes d'addibilité de M, les p. doivent appartenir à Q, sauf un au plus.

Par suite o n a s = 1, q = p ^ , p, 6 P, et par conséquent Q c p ; o n a P C Q

par symétrie. Donc P» = Q' implique P = Q. Soit (P } une suite croissante de

sous-monels de M. La suite associée (P'^} de sous-monels de ̂  est croissante,

donc stationnaire puisque M est noethérien. Ce qui précède montre que {P }
est stationnaire.

Théorème 3 : De deux A-monels (resp» anels) agglutinés comparables

d'un même A-monel (resp. anel), si le plus agglutiné eat noethérien, le moins

agglutiné aussi est noethérien.

Deux agglutinés P et Q d'un même A-monel M sont dits comparables

s'ils le sont comme parties de M, c'est-à-dire (si par exemple P c Q) si deux

éléments addibles quelconques de P sont éléments addibles de Q.
On passe alors de P à Q par au plus deux agglutinations simples (il, § 3).

On en déduit le résultat par le lemme 1. Lorsqu'un agglutiné B d'un anel A
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est lui-même un anel, les notions de sous-A-monel et d'idéal de B se

confondent. Ceci montre le théorème dans le cas des anels agglutinés de A.

Par contre, même si u : A -» A (resp. M -» M ) est un homomorphisme,

l'image de u peut n'être pas un sous-an el de A (resp. un sous-monel de M ).

De plus, l'addibilisé [im u] de Im u dans A (resp. M ), qui est le sous-anel

(resp. le sous-monel) engendré par Im u, peut n'être pas noethérien (voir

plus loin l'exemple contraire 3). En particulier, montrons qu*un anel A

peut être noethérien, sans que l'anneau associé A le soit.

Exemple contraire 1 : Soit Q le corpoîde des fractions monômiales

sur le corps C des nombres complexes, par rapport à une infinité d'indéter-

minées {y.}, r m • Deux fractions sont addibles si elles sont semblables, ou

si l'une est nulle, Q est noethérien, mais l'anneau Q associé n'est pas

noethérien. Considérons en effet la suite croissante d'idéaux de Q définie par ;

Oo = (o) et Q - a + Q (y^ + y- ,) . Soit le C-homomorphisme d'anneaux

cp : Q -* C défini par : pour tout a ç. C, cp(a) = a ; pour tout i < n,

^21+1) = - 1. ; pour tout i ^n, cp(y^) = ^^n+i) = 1 * ^o1^ ^ a

<p(a ) = (o), mais cp(a .) = (C ; ceci montre que la suite des idéaux Q est

strictement croissante, et que Q n'est pas noethérien. D'autre part,

considérons Q comme un anel égal à son milieu ; l'injection j : Q -* Q est un

homomorphisme d'anels, et le sous-anel engendré par j(Q) est Q, non noethérien,

Théorème 4 : Soient M un A-monel, et N un sous-monel de M. Pour

que M soit noethérien, il faut et il suffit que N et M/_ soient noethériens.

Si M est noethérien, N l'est aussi ; le théorème 2 montre que

MA, est noethérien. Inversement, supposons N et M^ noethériens. Soit 0 1e

milieu de M. Soit {P } une suite croissante de sous-monels de M. Posons

P'^= P^ +0 et F" = P F! C? • Alors, {P^} et {P"} sont des suites croissantes

de sous-monels de M, {?' n N) et {?' + N^} sont des suites croissantes de

sous-monels de N et de Mx.. respectivement. Ces deux dernières suites sont donc

stationnaires à partir d'un entier q. Pour n ̂  q, on a P' H N == P' n N et

P' + N^ = P' + N^, d'où aussi P' + N = P' + N (III, § 1 , th. 4, bijection

entre sous-monels). Le corollaire de la loi modulaire (il, § 2 b) appliqué à

P', P', N montre que P1 = P'. On montre 4e même que P" = P". Le même corollairen q n q • n q

appliqué à P , P , 0 implique alors P = P , et la suite (P } est stationnaire.

Corollaire 1 : Soit u : M -* M, un homomorphisme de A-monels,

vérifiant [m, M]. Si l'image et le noyau de u sont noethériens, M est

noethérien.

En effet, l'image de u est un sous-monel, et u(M) et M/y

sont isomorphes (III, § 1, th. 3).
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Corollaire 2 : Soit u î M -» M un homomorphisme de moduloîdes.————————— 1
(Si l'image et le noyau de u sont noethériens, M est noethérien,

Théorème 5 : Soit M un A-monel de milieu Û • Soient M , ..., M

âes sous-monels tels que M = M + ... + M . ( 1) Pour que M soit noethérien,

11 faut et il suffit que M , «.., M et (3 soient noethériens.

(2) Si chaque M. est noethérien, et si tous les M., sauf un au plus, sont

Soutenus dans Q , M est noethérien.

La condition ( 1 ) est évidemment nécessaire. D'autre part,

si M = N + P, avec N et P noethériens, et si N est comparable à Ç} , nous

savons (lll, § 1 , th. 5) que N + P/p est isomorphe à N / .donc est

noethérien (th. 4). Dans le cas ( 1 ) ou le cas (2), la démonstration s'achève

par récurrence sur s. On a la conséquence immédiate :

Corollaire : Un A-monel, somme de sous-monels noethériens dont

iun contient le milieu, est noethérien.

Exemple contraire 2 : Montrons que la condition "(3 noethérientl

du théorème 5 n*est pas superflue. Soit A l'annéîde des monômes
i^ i

n y_ .... y P , avec n et les i, ç. J, les j, çtN, à une infinité
J 1 "p K jc

d'indéterminées. A est noethérien, ses seuls idéaux étant les idéaux

monogènes (n). Mais nous savons que A n*est pas noethérien. Un support de la

graduation propre Ao de A est formé de 0 et des monômes de coefficient 1,

Construisons un A-monel P de graduation F = A * U A " , avec A ' et A " isomorphes

à Ao» et A* H A " = {o}. Notons a' (resp. a") l'homologue de a ç Ao dans A'

(resp. A"). Pour tout ô ç. Ao , et pour tout a' (resp. a") ç F , on pose alors

pour produit ô a' = (ô a)' (resp. 6 a "= (6 a)" .). Pour tout

'Ç(E F = F.. {O}, on pose By = A x A. Le A-monel P aura pour milieu C? = A ( 1 , 1 )

contenu dans chaque P» , et sera égal à U ., P^ , avec le produit défini
y ç r °

comme suit. Soient Y € F , (u,v) ç P. et n a ç. A ; le produit de n a et de

(u,v) est le couple (n a u, n a v) ç P . Soit K le sous-monel engendré par

les deux éléments (3,0) ç P^ , et (2,0) ç P . K est donc ainsi formé ;

pour a' ç F, on a K^, = (3 TS a, 0 ) et pour a" ç F, on a K „ = (2 2 a ,0 )

(là interviennent les lois produit sur F et sur P). K est noethérien,

car tout sous-monel est engendré par deux éléments au plus : (3 m, 0) ç P ,

et (2 p, 0) ç. P^,, avec m, p ç ?. Soit de même L le sous-monel noethérien de P

engendré par les Jeux éléments (0,3) € P^, et (d,2) ç P . Ô et K (resp. L)

ont en commun le seul élément (0,0). L*élément ( 1 , 1 ) qui engendre le milieu

de P est une combinaison linéaire des générateurs donnés pour K et L ;

0»1 ) = (3,3) - (2,2) = [(3,0) + (0,3)] - [(2,0) + (0.2)]. On a donc
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0 C K + L , et 0 est un sous-A-monel non noethérien de K + L. Donc, la somme
de deux sous-monels noethériens peut n'être pas noethérienne.

Exemple contraire 3 : Prenons A , Ao, F, P, K et L comme dans
l'exemple précédent. Soient K ' et L' des A-monels (qui sont des moduloîdes)
respectivement isomorphes à K et L , Soit M' = K ' U L' le A-monel dont le
milieu est réduit à ( 0 , 0 ) . Soit enfin u : M' -* P l'homomorphisme ainsi défini :
sa restriction à K ' (resp. L * ) est le monomorphisme canonique K' -» K -* P
(resp, L' -*L -* P ) . Alors, l'image de u est K U L , et l'agglutiné (dans P) de
l'image de u est K + L. On a donc un homomorphisme de A-monels dont la
source M' est noethérienne, dont l'image n'est pas un sous-monel et dont
l'agglutiné de l'image n'est pas noethérien.

Théorème 6 : Soit A un anel unitaire. Pour que tout A-monel de
type fini soit noethérien, il faut et il suffit que A soit un anneau noethérien.

Soit M un A-monel, et soient A et M les anneau et module associés ;
les notions de sous-A-monel et de sous-A-module sont confondues pour îî.
D'une part, A est A-monel engendré par 1 ; il est donc nécessaire que A
soit noethérien. Inversement, si A est un anneau noethérien, et si M est un
A-monel de type fini, M est de type fini comme A-monel, donc comme A-module.
On sait alors que M est noethérien comme A-module, donc comme A-monel.
Le théorème 3 montre que M est un A-monel noethérien.

Théorème 4 bis : Soient A un anel, et 3 un idéal de A.
( 1) Si A est un anel noethérien, A/c. est un anel noethérien.
(2) Si 3 et A/ĉ  sont ̂ s anel s noethériens, A est un anel noethérien,

La démonstration est analogue à celle du théorème 4, et on en
déduit de même :

Corollaire 1 bis : Soit u : A -» A un homomorphisme d'anels
vérifiant [ m , A ] . Si les anels u(A) et Ker u sont noethériens, A est noethérien.

Corollaire 2 bis : Soit u : A -» A un homomorphisme d'annéîdes.
Si les annéîdes u(A) et Ker u sont noethériens, A est noethérien.

On appellera module (resp. anneau) quasi-gradué noethérien, un
module (resp. anneau) dont les sous-modules (resp. idéaux) homogènes vérifient
la condition maximale (nous dirons plus brièvement qu'il est homogènement
noethérien). Si un module est noethérien, pour toute graduation, il est
homogènement noethérien. Plus généralement, si un module (resp. anneau) est
homogènement noethérien pour une graduation donnée, il l'est encore pour une
graduation plus fine (c'est-à-dire restreignant l'ensemble des éléments
homogènes). Par contre, un module quasi-gradué noethérien peut très bien
n'être pas noethérien comme module.
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Dans un anneau quasi-gradué noethérien, tout idéal homogène
contient une puissance de son radical homogène» Tout idéal homogène contient
un produit d'idéaux premiers homogènes. En particulier, (û) est un produit
d'idéaux premiers homogènes»

Soit un homomorphisme quasi-homogène d'un anneau quasi-gradué
homogènement noethérien dans un autre anneau quasi-gradué. Si l'image de la
partie homogène est additivement fermée dans la partie homogène du but,
cette image est un anneau quasi-gradué homogènement noethérien.

Une somme de sous-modules homogènement noethériens est
homogènement noethérienne dans les cas suivants :
( 1 ) l'un au moins des sous-modules contient le sous-module Ode grade nul ;
( 2) tous les sous-modules, sauf un au plus, sont contenus dans Ô •
Mais la somme de deux sous-modules homogènement noethériens peut ne pas l'être,
donc aussi n'être pas un module noethérien.

Soient M un A-module quasi-gradué, et N un sous-module homogène
de M» Pour que M soit homogène ment noethérien, il faut et il suffit que
N et M^ le soient (outre le théorème 4, voir III, § 1 , application),

Indications sur les monels artiniens. Un monel M sur un anel
unitaire A sera dit artinien si et seulement s'il vérifie les conditions
équivalentes suivantes ; ( l ) toute suite décroissante de sous-monels de M
est stationnaire ; (2) toute famille non vide de sous-monels de M possède
un élément minimal pour l'inclusion. Un anel est dit artinien s'il l'est
comme monel sur lui-même,

Les théorèmes 2, 3 , 4, 4 bis, 5 et leurs corollaires sont encore
vrais dans le cas artinien (les démonstrations sont analogues).

Si A est un anel artinien, l'anneau S peut n'être pas artinien, et
un A-monel monogène peut n'être pas artinien. En effet, dans l'exemple contraire 1,
on a la suite strictement décroissante d'idéaux (resp. de sous-Q-œonels) de Q
définie par b̂  » ( ( y ^ + y^).
§ 2 - LE THEOREME DE HILBERT,

Rappelons que M. Krasner a déjà étudié [4] de manière très
complète les annéîdes de polynômes à p variables sur un corpoîde q sans torsion,
(c'est-à-dire dont A s A « . { o ) est un groupe sans torsion, A étant la
graduation propre de q ) . Indiquons d'abord un résultat immédiat, mais important»

Théorème 1 : Pour que tout anel de polynômes à une variable sur
un anel A soit noethérien, il faut et il suffit que l'anneau A soit noethérien.

La condition est suffisante, car A[x] est alors noethérien, et
est l'anneau agglutiné de tout anel A [X] de polynômes à une variable sur A.
Cette condition est nécessaire pour le cas particulier ç = 0.
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Soient A un anel de milieu 0, et de graduation donnée A, un grade

donné ç € A, et enfin A [X] l'anel des polynômes à une variable, de pente ç,

et C5 le milieu de cet anel» Pour un idéal quelconque û de A [X], on note

û' = 0 + (3 et Q" = a D (J. On note L.(û) (resp. M.(o)) la partie de A^'1

formée des coefficients dominants des polynômes de degré i ^ 0 de l'idéal a*

(resp* o"). Nous avons les inclusions ensemblistes L.(a) CL. (o) et

M. (a) CM. (a), car si f ç a ou 0 , X f ç. o ou 0. L. (a) et M. (a) sont des

sous-A-monel s de A^' : pour tout a ç A, f ç o (resp.O) implique af ç. o

(resp.Q) . Soient a et (3 ç L.(o) ; donc il existe des ç-polyn&nes f et g ç a'

tels que f = a X + ... et g = {î X + • • • • Si a et 0 n'appartiennent pas au

milieu de A^*1 , f et g sont addibles, donc f - g ç a* e t a - p est dans L.(o).

Si par exemple p est dans le milieu de A0 9 1 , alors P X1 ç 0 , on a donc

f - P X €0 , d'où encore a - P est dans L.(o). Donc L.(a) est un

sous-A-monel de A^* 1» La démonstration analogue pour M.(o) est plus simple,

car deux polynômes de o" sont toujours addibles.

Si de plus ç associe, A^'1 est un anel, et L.(a) et M. (a) sont

des idéaux de cet anel.

Lemme 1 : Soient a et b deux idéaux de A [X] vérifiant les

conditions suivantes : o c b ; pour tout entier i ^0, on a L.(a) s L.(b) et

M.(o) = M.(b). Alors, Q et b sont égaux.

Soit g = p X1 + ... un polynôme de b c b' = b +0 . Si P X1

appartient à 0, donc à o 1 , on prend f. = 0 X . Sinon, puisque L.(û) = L.(b),
1 i 1 1

il existe un polynôme f. ç a* de la forme (î X + ... ; g et f. sont addibles,

car ils le sont à p X1 ^0. Dans les deux cas, comme a' c b', g-f. appartient

à b1 et son degré est ^ i - 1. Par récurrence sur j, on obtient ainsi une

suite {f^,-} (j = 1 » 2 * ^ . )> où f^. ç û' est nul ou de degré i. - j, où g et

les f. . sont addibles entre eux, suite telle que g - f. - .,• - f. . soit

un élément de b1 nul ou de degré ̂  i - j - 1. Pour j = i, la différence sera

nulle, d'où g ç. a* = a +13 • Par suite, il existe f ç a et cp ç. (^ tels que

g = f + <p, d'où c p = g - f Ç û + b c b , e t c p C b". Soit <p = V X1 + .... ;

puisque M. (a) = M.(b), il existe un élément h. ç. a" = a n 0 de la forme

h. = X + ... . Dans Û tout est addible, et cp - h. est un élément de b" nul

ou de degré ̂  i - 1. Par récurrence sur j, on obtient une suite {h. .} (j = 1,2,».)

où h , ç Q" est nul ou de degré i - j, où cp - h. -... - h. . ç b" est nul ou

de degré ^ i - j - 1. Pour j = i, la différence est nulle et cp ç a" c a.

Finalement, g est dans a, et û = b.

Montrons qu'un anel de polynômes sur un anel noethérien fort

n'est pas forcément noerhérien. Dans l'exemple suivant, tous les produits sont
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commutatifs, et on note IN l'ensemble des entiers naturels et C le corps des

nombres complexes. On considère les indéterminées x et {y.}. et le

monoîde A formé de l'annulateur 0, et des monômes ("I compris) par rapport à

x, y^ et y^ (i ç<N) avec les relations x3 = x34"1 (s entier ^ 1) et,

pour un entier d donné, 1 ̂  d ^ s, quels que soient a ç ï et i €!N,
a d d

y^ x = x . Soit A l'annéîde construit sur A et sur C (voir chap. I, § 2,

exemple 3° et prendre R = C). Le corpoîde Q des fractions monômiales par

rapport aux y. est un sous-annéîde unitaire de A. A est un annéîde noethérien

fort (ses seuls idéaux sont (o) et les (x3),), de graduation A. Posons

ç = 0)(x), L'anel de polynômes A [X] = R est un annéîde fort (clair), mais n'est

pas noethérien. Considérons la suite d'idéaux définis par J^ == (o) et

Jn+^ = ̂  + R* ^2n + y2ïl^^x • soit pïï la Partie de J^ Formée des polynômes
de degré total d par rapport à x et X ; x n'y figure pas, puisque Xe1 est

en facteur dans tout élément de J o Donc P s'obtient en multipliant par X

l'ensemble (̂  déterminé par o<, = (0) et Q^ = a^ + Q-(y^ + ^n+l^

La suite (û ) est une suite strictement croissante d'idéaux de Q (voir § 1,

exemple contraire 1), Donc la suite (J } est strictement croissante et

A-CX] n'est pas noethérien,

Théorème 2 (de Hilbert) : Soient A un anel de graduation A,

et ç ç A. Supposons qu'il existe un entier r ̂  1 tel que pour tout i ^ r,

on ait A^'1 = A^*1 '. Si le A-monel A"^ est noethérien, l'anel de polynômes

A-CX] est noethérien.

Faisons deux remarques. D'abord, lorsqu'une puissance de ç n'est

pas un produit associatif, ou lorsque ç est niipotent, l'hypothèse signifie que

A est noethérien. Ensuite si, outre les hypothèses du théorème, Ç associe

dans A (il, § 3, lemme 4), pour tout i ^ 1 , A^'1 = A^ est un anel, et
r

l'hypothèse noethérienne porte en fait sur l'anel A^ (pour ce dernier, les

notions d'idéal et de sous-A-monel sont confondues.).

Remarquer que les hypothèses impliquent A noethérien.

Soit {a_] , ^ une suite croissante d? idéaux de A.fxl. La suite doublej J=^» » » • • • s

L^(o_) croit avec i (resp. j) lorsque j (resp. i) est fixé, et il en est de

même de la suite double M.(o.). ç étant quasi-régulier pour r, quels que soient

i ̂  r et j ^0, L^(o.) est un sous-A-monel de A^1*. Ce dernier étant noethérien,

la famille {^(ûjîli^r . ^Q P033^6 un élément maximal, soit L (c ) (avec p^r).

Alors, pour tout i ^ p, on a pour tout j ^ q, L (o ) = L. (a ) = L . ( o . ) .

D'autre part, pour tout i < p, on sait que A^*1 est noethérien, puisque A^11,
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qui est un agglutiné, est noethérienc Donc, quel que soit i < p, il existe

Jo(i) tel que la suite {L.(a.)).. , soit stationnaire pour j ^j-(i).
1 J J — U , 1 , 0 0 0

Posons 1 = sup [p, {jo(i)}^< ]• Alors j ^1 implique L^(a.) = L.(o.) pour

tout i. Ce qui précède s'applique sans changement à M.(a.) , et il existe un

entier m ̂  r tel que, pour tout i, j ^m implique M.(a.) = M.(a ). Posons1 3 i m
k = sup (l,m)o Alors, quel que soit j ^ k, les idéaux (L et Q. vérifient les

^ J
conditions du lemme, donc sont égaux. La suite des idéaux a. est donc

stationnaire,

Définition 1 ; Soient A une graduation, et ç ç A. Si les puissances

de ç sont associatives, ç sera dit quasi-régulier (dans A) s'il existe un

indice r = r(ç) ^ 1 tel que, pour tout n ÇJN et pour tous o?, (3 ç A, la relation

a Ç = p ç implique a ^r = 0 Ç3", Une graduation A sera dite forte si tout

ç ç A, dont les puissances sont associatives, est quasi-régulier,

Définition 2 : Soient A une graduation, et Ç ç. A. ç sera dit

stationnaire (dans A) s'il existe un indice r = r(ç) ^ 1 tel que, pour tout

n ̂  1 : (1°) quel que soit le produit non associatif ou. • •«. œ Ç o . . , ç

(les (ju. ç A ? n facteurs ç), le produit w .... a) ç .,.. ç (r facteurs ç)

est aussi non associatif ;

(2°) si les puissances de Ç sont associatives, ç est quasi-régulier pour r.

La graduation A sera dite très forte si tout ^ ç A est stationnaire.

Corollaire 1 î Soient A un anel de graduation A, et ç ç A»

Si ç est stationnaire pour l'indice r, et si A^*1 ' est noethérien,

Ap.[x] est noethérien»

Soit un entier e ̂  r. Si, pour toute factorisation de a ç A.,Q,

q
a = II t., le produit œ(f..)... œ(f ) Ç o... ç, avec e facteurs ç, est

associatif, on a tt)'(a) = (^(a)^6 (A-grade u)' vu en II, § 3 d), et il en est

de même du produit avec r facteurs Ço Si a, b ç. Ao.O vérifient ces conditions

pour l'indice e, avec 0)(a)ç = u)(b)ç , puisque (r est quasi-régulier, on a

tt)(a)Ç = u)(b)ç , Si, pour une factorisation de a ç Ao.O,
q

a =.n t., le produit (l3(f.) o . « œ(f ) Ç « « . ç, avec e facteurs ç, n'est pas

associatif (donc U)'(a) = 0), il en est de même, puisque ç est stationnaire,

du produit avec r facteurs, et l'on a œ'(a) = 0. Notons le cas particulier

suivant :

Corollaire 2 : Soient A un anel de graduation A, et ç ç Ao
—ff F

Si ç associe dans A, s'il est quasi-régulier pour r, et si A"* est

noethérien, alors A [X] est noethérien,
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Lemme 2 ; Soient A un anel de graduation A, ç ç. A et b ç. A,
Si ç et œ(b) associent dans A, et si ç divise u)(b). chacun des anel s
suivants est un agglutiné du précédent :

A^ , A^6 , A^ . A^ .

Pour ces quatre agglutinés de A, les notations sont définies

en II, § 3. Posons P = (u(b) et p = ç TI. Comme ç et ^ associent, les A-grades

de a 6 A dans A^6 et dans A3*8 sont respectivement co'(a) = ^(a)^ et

W"(a) = œ(a)^. Supposons que l'on ait 0e = (ç11 P8"11)^ avec X ç A, pour

un entier n, 0 ̂  n < e. On utilise successivement l'associât! vite par

P» ^ ^ ç, P, ç Pour écrire : p6 = {[ f(çT1)] ̂ ^[(f^TI) p6-"-1^ =

= [^V^n)]^^1 [(P^TIU] =
= ^ CP C^) ] = (Ç^ Pe""n~ ) (TI \), Ceci montre par récurrence

l'existence de |JL ç. A tel que 3e = ç6 p. , Puisque ç associe, on en déduit :

œ"(a) = (u(a) (^(j.) = (oo(a) ç8) p, = ^ (a) ^ . par suite, tout agglutiné par ç,e

l'est aussi par 0,e, et d'autre part le milieu de A^ contient celui de A^'8

Finalement, A^1^'6 est un agglutiné de S^®.

Soit Q le milieu de Ao Si b6 ç 0, en a A = A, Supposons

maintenant b6 ^ Q, ce qui entraîne iy(b6) = g6. Soit alors os = Z. a. ç A^6.
i

Les œ(a b6) non nuls ont pour valeur UîCa.)^8, donc sont égaux puisque a ç A^'0.
•—6 e 1

Si de plus a est dans le milieu de A"' , il est donc dans le milieu de
—b6 -h6 —a
A . Donc A est un agglutiné de ï -^6 . La troisième relation d'agglutination

est connue.
Lemme 3 : Soient A un anel de milieu 0, b ç A et i un entier ^ 1.

,b1
Notons k. le noyau de l'homomorphisme u. : A -* A de A-monels défini par

-1 _1
cr »-» a b • Si le est vji A-monel (ou un A-module) noethérien, il en est de même

de k. pour tout io
,i

Pour chaque i, par définition de A , u. est un homomorphisme

de A-monels, et le. est contenu dans le milieu (3. de A . Donc le. est son

propre agglutiné dans l'anneau A, et le A-monel k. peut être considéré comme

un A-module (donc comme un idéal de A) $ pour 3c . , les notions de sous-A-monel

et de sous A-module sont confondues. Montrons le lemme par récurrence sur i«

Notons cp l'homothétie de A, dû rapport b1, qui est un homomorphisme de

A-modules, Pour a € A les conditions suivantes sont équivalentes : a ç. le.
i+1 i 1+ ^

ab = 0 , a b € 3 c < , Donc cp se restreint en un homomorphisme ^ : le. - - lc<



PROPRIETES NOETHERIENNES 107

de A-modules. Son noyau est ker ^ = {a ç k^ ; <y b1 = 0}={of ç k^ î QfÇk^} = k^ .

Si le et k. sont des A-modules noethériens, il en est donc de même du noyau et

de l'image de ^", et l'on sait alors que k. est v-n A-module noethérien.

D'autre part, l'hypothèse que le soit un anneau noethérien

est suffisante pour le lemme»
Théorème 3 ; Soient A un anel de graduation A» ç ç A et b ç A,

Soit k le noyau de 1 ' homomorphi sme u s A -* A défini par u (a) s= ab.

On suppose que Ç et U)(b) associent dans A, que ç divise œ(b), et que ç est

quasi-régulier pour l'indice r. Si les A-monels A et k sont noethériens,

l'anel de polynômes A [X] est noethérien,
p

L'homomorphi sme u : A -» A défini par u (a) = Qf b1', vérifie
r r ,r

[m, A ] par construction de l'agglutiné large A • Son noyau Ker u est
•^r

noethérien puisque k l'est, d'après le lemme 3. Par suite, A est un A-monel

noethérien (IV, § 1 , corollaire 1 du théorème 4), puisque A est noethérien»
y

Mais (lemme 2), A est un agglutiné de A^ ; il en résulte (IV, § 1, th. 3)
~~ç rque A3 ' est noethérien. Donc, grâce au théorème 2, l'anel de polynômes est

noethérien.

Soit A un anel de graduation A et de milieu Q. On rappelle

(III, § 2 d) que deux éléments Ï , ô € A sont dits agglutinés par a ç A si

a < = a ô. Pour tout a ç A, posons N(a) = (x ç A ; ax ç. 0} = Q : (a). Si h est

l'homothétie de A, de rapport a, N(a) = h (Q) est donc un sous-A-monel de A,
donc un idéal,

Lemme 4 : Soient A un anel de graduation A, et a, b ç A .

,Si a = œ(a) et p = o>(b) produisent une même agglutination dans A, et si

N(a) = N(b), les agglutinés ̂  et A^ sont égaux.

N(a) = N(b) signifie que pour tout x ç A, ax ç 0 équivaut à

bx ç Q. Lorsque 0)(ax) ^0 (ce qui équivaut donc à a)(bx)^o), comme a et p

agglutinent de même dans A, on a ;

0)(ax) = u>(a) (o(x) = a œ(x) = (B a)(x) = (o(b) aï(x) = œ(bx) . Soit alors

Ç = L x. Ç A . Les ço(ax.) ̂ 0 ont donc une même valeur Ï • Ce qui précède

montre que œ(a x. ) = 0 implique œ(b x.) = 0 , et que w(a x _ ) = "Y implique

o>(b x.) = '$ . Donc les <o(b x.) ^ 0 ont une même valeur, par suite Ç ç A^,

et le milieu de A3 est contenu dans celui de A , Donc A est un agglutiné de A\
Par symétrie, ces deux agglutinés sont égaux.
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Théorème 4 : Dans un anel noethérien A dont une graduation est

forte, pour tout a ç. A, la suite des agglutinés ̂  (n = 1 , 2, ...) est

stationnaire, et A est un anel fort»

Soient A l'anel noethérien, 0 son milieu, et A sa graduation

forte. Soit a ç A. S'il existe une puissance m(a) ^ 1 de a, qui soit dans 0

(on dira, dans ce cas, que a est niipotent par rapport au milieu 0 de A), pour

tout n ̂  m(a), a appartient à fî, donc agglutine complètement A en A. La suite
n

des agglutinés A9' , n = 1, 2, 3, •». est donc stationnaire à partir de m(a).

Donc a est quasi-régulier.,

Si a n'est pas niipotent par rapport à 0, pour tout entier n ̂  1,

a n'est pas dans Q, donc o)(a ) ^0, et le produit de n facteurs a s (u(a) est

associatif. Puisque A est forte, il existe un entier r(a) tel que,

pour tout n ̂  r(a), a produise la même agglutination que a v / dans Ao

D'autre part, puisque A est noethérien, la suite d'idéaux N(a11), n = 1 , 2, o » «
est stationnaire à partir d'un entier s(a)o Posons t(a) = sup (r(a),s(a) ) •

Pour tout n ̂  't:(a)» ^ et a produisent la même agglutination dans A,

et N(a11) = N(a va/). Le lemme 4 montre que les agglutinés
^t(a) ^n
A et A sont égaux o Donc a est quasi-régulier»

Théorème 5 î Soient A un annéîde noethérien de graduation A,

"^ç A et c,, • • » , c des éléments non nuls de gradée • Pour chaque

i = 1 , o.., s, soit (D. : A -» A 1 ' homomorphi sme de A-monels défini par
3 1 _^

cp. (ûf) = a c.. Si n ^-er <P- est un A-monel noethérien, alors A est un
1 1 i=1 1

A-monel noethérien.
c.

D'abord, il est clair que A 1 est un agglutiné de A° • Soit
c^

u. ; A -» A 1 1 homomorphi sme de A-monels défini par u. (a) = a c. • cp. est la
^ —Tf ^ "̂ "̂ —Ï

restriction de u. à A , donc est un homomorphi sme e De plus cp. vérifie [m, A0]

trivialement, puisque A est un annéîde. Donc, l'image de cp. est un idéal de A,

donc un A-moduloîde noethérien,

Notons R la partie du produit cartésien A formée des s-uples

(a , « • • , a ) où les a. sont deux à deux addibles. Deux éléments (a , •,.,a )

et (b , ..., b ) de R seront addibles si et seulement si les a. et b. sont

deux à deux addibles ; alors, leur somme se fait par composantes. De même,

le produit par X ç. A d'un élément de R se fait par composantes» Ainsi, R est

un A-moduloîde, comme on peut le voir aisémento
n

Pour tout a == L a. ç. A , les a. c. ^0 sont tous addibles entre
3 ' 3 iJ-1
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y v*
eux, par définition de A o Considérons donc l'application cp : A -» R définie

par cp(<y) = (a c , o « o , Qf c )o cp est un homomorphisme de A-monels vérifiant
—ïc ^

[m, A ], puisqu'il en est de même de chaque composante cp. o D'après le

corollaire 1 du théorème 4 (IV, § î), comme R est noethérien, pour que A

soit noethérien, il suffit que le noyau de cp le soit. Or, ce noyau est

-X s

Ker cp = {a ç A- $ Vi, a c. = 0) = 0 ker cp. o
1 i=1 1

Application : Soient A un annéîde noethérien de graduation A,

et ç, p ç. A. Supposons que ç divise p, que ç et p associent dans A, et que ç

soit quasi-régulier pour r»

1°/ L'idéal engendré par le groupe d'addibilité A-y (avec y = p11) possède

un système fini (c^, ,,., c^} de générateurs pris dans A.. « Si de plus (avec

les notations du théorème 5), le A-monel 0 ker cp. est noethérien, l'anel

Ap[x] est noethérien,

2°/ L'idéal (p) de A engendré par le groupe d'addibilité A- possède un
P

système fini (b , «.., b } de générateurs pris dans A-. Les produits c.
1 T. p 1

non nuls de r facteurs b. sont en nombre fini, et sont éléments de A-<

(avec y = p )o Si de plus (avec les notations du théorème 5), 0 ker cp.
i ^"

est un A-monel noethérien, l'anel A [X] est noethérien»

§ 3 - MONOIDES NOETHERIENS.

a) Notion de monoîde noethérien. Charpente d'un monoîde ;

Soit D un monoîde (ou demi-groupe) commutatif. On appellera D-idéal

(ou idéal) de D toute partie non vide H de D, stable par multiplication par les

éléments de D, c'est-à-dire, telle que D H c H. Une partie S de D est un système

de D-générateurs de H si H est le plus petit idéal contenant S, c'est-à-dire, si

H a DS U S (resp. DS si D possède un élément unité). Lorsque S = (a), on notera

(a) le D-idéal.

On dit que le monoîde D est noethérien si et seulement si tout

D-idéal de D est de type fini, c'est-à-dire possède un système fini de

D-générateurso Ceci équivaut évidemment à la condition de chaîne croissante

pour les D-idéaux. Par exemple, si la graduation propre d'un anel noethérien

est un monoîde, celui-ci est noethérien. Il est clair que la propriété

noethérienne d'un monoîde se conserve par un morphisme et dans un produit

direct. Bien entendu, pour un D-idéal (qui est aussi un sous-monoîde), on

distinguera système de générateurs (comme monoîde) et système de D-générateurs

(comme idéal)»

Deux éléments a et b d'un monoîde D seront dits associés au sens
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large si et seulement si les D-idéaux (a) et (b) sont égaux» Cela signifie

que chacun des éléments a et b divise l*autre, ou lui est égal. L'association

large est, évidemment, une relation d'équivalence sur D compatible avec le

produit dans Do Le monoîde quotient sera appelé la charpente de D. On

appellera charpente (ou holoîde) tout monoîde où deux éléments associés au sens

large sont égaux» II est évident qu'un monoîde est noethérien si et seulement si

sa charpente l'est. Pour un D-idéal H, appelons système minimal T de

D-générateurs de H tout système (s'il en existe) de D-générateurs tels qu'aucun
d'eux n'en divise un autre»

Lemme 1. Soit H un idéal d'une charpente D. Si H possède un système

minimal T de D-générateurs, tout autre système de D-générateurs de H contient T.

En particulier, si H est de type fini, il possède un plus petit système de

D-générateurs»

Soit S un autre système de D-générateurs de H. Quel que soit

x € T, il existe s^ ç S tel que (s^) Z) (x), et il existe y ç. T tel que

(y) ^ (s^)9 D étant une charpente, et T étant minimal, on a y = x = s ,
d'où T e S« Enfin, si H admet un système fini de D-générateurs, on en extrait
aisément un système minimal,

La relation d'association large est distincte de l'association

au sens strict habituel (où a est produit de b par un élément inversible).

On le voit en considérant le monoîde des monômes en x, y, z dans l'exemple

suivant.

Soient le un corps, et A l'anneau noethérien des polynômes sur le,

à trois variables x, y, z liées par la relation x-xyz = 0. Les idéaux (x)

et (xz). de l'anneauA sont égaux. Mais nous verrons que x et xz sont

diviseurs propres l'un de l'autre, et que x n'est pas un produit d'irréductibles.

Supposons que x et xz soient associés stricts dans A, c'est-à-dire qu'il

existe f(x,y,z), élément inversible de A, tel que x = xz f. Soit- g(x, y, z)

un inverse de f. On a donc xz = xg, d'où l'on déduit g = z + (1-yz) q (x,y,z),

soit encore g = z + (1-yz) q(y, z) car, multipliés par (1-yz) les termes

en x de qo disparaissent. De x = xz f = xz y, on déduit

z f = z y + ( 1-y z) pg(x, y, z). Donc z est en facteur dans p^ , et l'on a

f = y + (1-y z) p-(x, y, z), donc de même que plus haut :

f = y + ( 1-y z) p(y, z). Donc f et g appartiendraient au sous-anneau k[y, z],

dont les seuls inversibles sont les scalaires. On a une contradiction. Donc

x et xz ne sont pas associés stricts. D'autre part, tout élément p (x, y, z)

de A s'écrit p = q(y, z) + x r(x, y, z), avec unicité pour le polynôme q,

puisque x est en facteur dans x = xyz. Si x était un produit d'irréductibles,
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soit x = II p. avec n ̂  1, et, pour tout i, p. irréductible et égal à
i=1 1 1

n
q.(y,z) + x r.(x,y,z). On en déduit x = II q.(y,z) + x R(x,y,z).

1 1 i=1 1

n
L'unicité précédente montre que II q. = 0 , d'où, puisque lc[y,z] est intègre,

i=1 1

l'existence de i tel que q. =0 . Donc, l'irréductible p. serait divisible
o o

par x. Mais x n'est pas irréductible, car on sait que x et xz sont diviseurs

propres l'un de l'autre, D'autre part, x n'est pas inversible, comme diviseur

de zéro. Alors, que x soit associé à p. ou en soit un diviseur propre, p.
0 0

ne peut pas être irréductible, ce qui est une contradiction. Dans l'anneau

noethérien A, x n'est pas produit d'irréductibles.

b) Le graphe d'une charpente noethérienne :

Pour un élément x d'une charpente D, les puissances {x ) ^

sont, ou toutes égales à partir d'un exposant e, appelé indice stationnaire

de x, ou toutes différentes (on pose alors e == oo). En effet, si par exemple

x1 = x^ avec 1 ^ i < j, on en déduit (D étant une charpente), x1 = x1 , et

enfin x = x pour tout n ̂  i.

Lemme 2 (des unités) ; Soient D une charpente noethérienne, et

x et a deux éléments de D. Les propriétés suivantes sont équivalentes :
0

(a) x est unité de a^ ; (b) il existe une suite {a } ^ d'éléments de D

tels que, quel que soit n, a = x a .Au contraire, si x n'est pas unité

de a , il existe j ^ o et b ç. D tels que a = x^ b et que x ne divise pas b.
0 0

Si (a) est vérifiée, on pose a = âo, pour tout n. Inversement,

comme D est noethérienne, la suite croissante d'idéaux (a ) est stationnaire à

partir d'un entier So Quel que soit n ^ s . a = a . On a alors

a = x5'1' a „ = x x s a = x a . L a deuxième assertion est évidente. Si x et a
o S+1 S o o

vérifient les propriétés équivalentes du lemme, on dira que x divise a
0

indéfiniment. Cela implique la propriété : (c) toute puissance de x divise a .

Si l'indice stationnaire de x est fini, (a) et (c) sont équivalentes. II n'en

est pas forcément ainsi lorsqu'il est infini.

Dans l'étude qui va suivre, on suppose dans la charpente noethé-

rienne D l'existence d'un élément unité, ce qui ne modifie en rien les

résultats et leur généralité, mais allège parfois la rédaction. Dans le cas

contraire, l'essentiel est de se souvenir que l'expression a divise b

signifie (a) zs (b) (donc soit b = ça, c ç. D ; soit a = b),
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On va définir,.pour tout élément a de l'ensemble Q des ordinaux

inférieurs strictement à un certain ordinal \, un ensemble R de facteurs

résiduels ou résidus d'indice <y. On notera'D le D-idéal engendré par R , et,

D étant noethérien, X c: R le plus petit système, fini, de D-générateurs de

D^ o On notera M le sous-monoîde de D engendré par U = U X , c'est-à-dire
Q/ 0<a p

l'ensemble des produits finis de puissances non toutes nulles d'éléments

de U o X = U X sera un système de générateurs du monoîde D, On pose
a<\ a

d'abord R ^ = D^ = D, donc X ^ = ( l ) , puis R - D^ = D . . { l } .

Définition des suites de factorisation et des résiduso Pour un

ordinal a ç. Q, supposons connus :

(1°) Pour tout d ç D, au moins une o-suite de factorisation de d, c'est-à-dire

que pour chaque ot < o (et a ̂  2) est connu un couple C = fm . E "|a l oi' of
dans lequel m € D, et E ou est vide, ou contient un seul élément

d ç D ; d est appelé un résidu d'indice a de d. On prend C ( 1 ) = ( 1 , 0)

et. si d ^ 1, C^(d) = ( l ,d ) .

(2°) Pour tout a <o, l'ensemble R des résidus, et aussi l'idéal D , le

système X , et le monoîde M .

Nous supposons de plus que ces éléments connus vérifient les conditions

suivantes :

(a) Quel que soit <x < o, R est l'ensemble des résidus d , pour tous les d ç D,

et pour toutes les cr-suites de factorisation de d.

Quel que soit d ç D, quelle que soit la o-suite de factorisation de d, et

quel que soit l'ordinal a < ç ;

(b) m^ ç M^ ; si E » 0, d a m ; sinon, d $^M et on a d = m d

( donc o n a D = = M U D . ) <a or

(c) Si a est de première espèce et si E n'est pas vide :

ou bien d^ ç M .̂ et on a C^ = (m^ d^, 0}.

(d) ou bien d^ ̂ . et on a d^ = p^ d^ , m^ » m^ p^ ; p^ égale 1

ou appartient au monoîde engendré par X ^ ; <i est étranger à certains

éléments de X (notamment ceux qui figurent dans p ) et admet les

autres (un au moins) pour unités-

(e) Si a est de seconde espèce, il existe j3 < a tel que C. s C .
P CK

(f) S'il existe (3 < a tel que E-, = 0 , on a C-, = C .
P p u ?

On dit que la o-suite est achevée s'il existe <p < a tel que E s 0.(p
et qu'elle s'achève en cp, si cp est le plus petit ordinal vérifiant cette

condition. Noter que cp est de première espèce.
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Alors, montrons pour tout d ê D qu*une o-suite de factorisation de d

se prolonge en une (o+l)-suite, c'est-à-dire qu'il existe un couple C

convenable, et montrons l'existence d'un ensemble R de résidus d'indice <r»

S'il existe 3 < o tel que E^ soit vide, on pose C •=• C . Etudions le cas
P u P

contraire»

Lorsque o est de première espèce, notons X = ^o-l i\ç.I

ou plus simplement { x . l . ç - , le plus petit système (fini) de D-générateurs de

D . Soit 1° s {i ç I ; x. divise d }. Comme d ç D ̂  , 1° n'est pas

vide. Procédons par disjonction des cas :

(1) Si d^ ç M^ . on prend C^ = (m^ d^ . 0}.

(2) si d^^ ^M^ et si, quel que soit i ç 1°, x. est unité de d , on pose
C = Ccr o-1

(3) si ^-i ^ ^a et stil ^iste i^ € 1° tel que x. ne soit pas unité de
dç_-, î le lenune des unités montre l'existence de j ^ 1 et de b ç D

^ 1
tels que d = x. b et que x. ne divise pas b o Alors, d ff. M

implique b^ ^M^ (qui contient M ), donc b ç. D . Donc

I = (i ç I ; x^ divise b^} = (i ç 1° ; x. divise b } est non vide.

On poursuit l'étude avec b, et I comme avec d , et 1°. Finalementi <j-1
on obtient une partie non vide (car d Ç^M ) I11 de I, un élément

b (j/ M et une factorisation d = p b avecn ' a (j-1 "0-1 n
n j

ï^rr 1 = n x-, où les ^ ^In» où les x- P0^ i Ç'I11 ne divisent pas b ,
3c=:1 k K 1 n

et où les x_ pour i ç I sont unités pour b . On pose alors d = b ,
•*- n or n

et m = m P<j_i° on a donc d ^/M et m ^ M . Noter que d peut

dépendre du choix des indices i ,•...,.

Lorsque a est de seconde espèce, la chaîne d'idéaux { (d )}
Qt oc < a

est croissante, donc stationnaire car D est noethérien. Donc il existe

un ordinal 0 < a tel que P ̂  a < a implique d- = d . On pose alors C = C .
P Qf CT p

Puisque M - U M , on a m ç M , et d ^M pour g ^ a < a implique
a<a a a p u ?

dg Ç^M . Il est clair que la (cr+1)-suite déterminée pour d vérifie les

conditions annoncées.

Par définition, R est l'ensemble des résidus d ainsi définiscr a
pour tous les d ç D, et pour toutes les (a+1)-suites de factorisation de d»

II est clair que la famille des monoîdes M , ordonnée par inclusion, est
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strictement croissante. Donc, il existe un ordinal \ tel que M. = D. Donc,
A

toute A-suite d'un d ç D est achevée et donne une factorisation m de d
A

(pas forcément unique), par les éléments de X = U X . Le fait qu'il puisse
a<\ Qi

exister des A-suites, ou des factorisations autres que celles envisagées

dans l'étude précédente, n'interviendra pas dans les démonstrations

ultérieures. Appelons X la couche d'indice a.

Propriété d'absorption dans les couches X • Soit d ç X , et

considérons une (a+l)-suite de factorisation de d. Certainement E est non

vide, sinon d ç. M et ne serait pas un résidu d'indice o"o Donc d = m d ,

où d est un résidu d'indice a de de Puisque d ç. R » il existe x ç Xa o CT 0'
tel que x divise d , qui divise d. X étant le plus petit système de

D-générateurs de D , on a x == d = d, et d = m d. Si m est différent de 1,o" cr a cr
soit X la première couche dont des éléments figurent dans m , et soit z le

premier élément de cette couche mis en facteur dans la (a+l)-suite par le

procédé (3) de factorisation. Mais d = m d implique d = zd ; donc (lemme 2)

z est unité pour d, ce qui contredit (3). Donc on a m = 1 o

Remarque : Les éléments d'une couche X quelconque sont des

résidus d'indice a, pour tout a ̂  a.

Lemme 3 (d'absorption) : Quelles que soient les couches X et X^ ,
————————————— Q ?

a < (3, tout élément x,. de X,. absorbe certains éléments, et un au moins,
P P

de X ,et n'est divisé par aucun des autreso

En particulier, entre éléments de X, x divise y signifie que y

absorbe x, que x est unité de y.

On constate maintenant que les couches X et les idéaux D

peuvent être déterminés de façon plus simple. On pose Y = D. Puis, si a ̂  2

est de première espèce, soit Y l'ensemble des éléments de Y qui admettent

certains éléments (un au moins) de X comme unités, et qui ne sont pas

multiples des autres. Si a est de seconde espèce, on pose Y == fi YQ •
II est clair que Y^ c: R ,̂ et le lemme 3 montre que p<ûf
X c: Y .Donc Y engendre le D-idéal D et détermine la couche X .

Ot Oi Ot Ot 0-
La définition des couches est donc indépendante de celle des suites de

factorisation. II en résulte que l'ensemble X de générateurs de la charpente D,

la partition de X en un ensemble bien ordonné de couches finies X , et les

conditions d'absorption (lemme 3) sont uniquement déterminés par D. La donnée

de X, de sa partition (X } et des conditions d'absorption sera appelée
oi aç0

le graphe X de la charpente noethérienne D. Et si M est le monoîde commutatif,
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libre au sens de Ljapin ( [ 5 ] , chap. IX), engendré par X et les relations
d'absorption, D est un monoîde quotient de M.

On appelle partie transverse d'un monoîde D toute partie non vide
T de D dont aucun élément n'est multiple d'un autre (c'est-à-dire, V a et b 6 T,
a ŝ b, les idéaux (a ) et ( b ) ne sont pas comparables). Par exemple, une
couche X est une partie transverse. Une partie d'une partie transverse est
transverse.

Lemme 4 : Le graphe d'une charpente noethérienne ne contient pas
| de partie transverse infinie.

Si T = {x ) est une partie transverse infinie d'un monoîde M ,
n nç(N

la suite de M-idéaux H == U (x ) est strictement Croissante, donc M n'estn i^n n

pas noethérien. En particulier, si D est une charpente noethérienne, toute
partie transverse de D , donc de son graphe X, est finie.

c) Le théorème fondamental :
Théorème : Une charpente (commutative) D est noethérienne si

et seulement si elle est image homomorphe d'une charpente M vérifiant les
conditions suivantes : II existe un système X de générateurs du monoîde
commutatif M , et une partition de X en un ensemble bien ordonné de couches
finies non vides X , ensemble indexé par les ordinaux strictement inférieurs
à un certain ordinal X. Toute couche X est une partie transverse. Quels
que soient les ordinaux a et (3 tels que a < (3 < X, quel que soit y ç XQ ,P
il existe une partie non vide X (y) c X telle que x ç X (y) équivaut à
xy = y. Ces relations, et celles de commutativité, sont les seules existant
entre les éléments de X. Enfin, toute partie transverse de X est finie.

Un ensemble X vérifiant les conditions du théorème, sauf
peut-être la dernière (finitude des parties transverses), sera appelé
un graphe de générateurs. On dira que le graphe est noethérien s'il n'a pas
de partie transverse infinie. Le théorème s'énonce alors plus brièvement :
Une charpente D est noethérienne si et seulement si elle est une image
homomorphe du monoîde "libre" engendré par un graphe noethérien.

Nous avons vu que la condition est nécessaire. Il reste à montrer
qu'elle est suffisante. Soit donc X un graphe de générateurs, et M le monoîde
"libre" qu'il engendre. Supposons que M possède une partie transverse
infinie P, et montrons qu'il en est de même pour X. D'abord, voyons deux
lemmes préliminaires.

Si m ç M , il est un produit de puissances d'un nombre fini de
générateurs appartenant à X, qui forment une partie transverse. En effet, si
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l'un x de ces générateurs en divise un autre y, x est unité pour y, et

peut être omis dans le produit. Nous dirons qu'une telle décomposition de m

est réduite (ou irréductible). Une décomposition réduite est unique. Sinon,

deux décompositions réduites distinctes de m donneraient une relation

supplémentaire entre éléments de X, autre que celles imposées (voir théorème)

à un graphe.

Lemme 5 ; (l) Si un générateur x ç X divise un élément m de M,

il divise (c'est-à-dire est unité pour, ou est égal à) un facteur de la

décomposition réduite de m.

(2) Soient m ç M, [x ,. o » • , x } une partie transverse de X, et n , o • • , n

des entiers ^ 1 e Si, pour tout i = 1 , < > , « . , s, x. divise m, alors
s n.
Il x. divise m.

i=1 1

eSi m = x p, avec e ^ 1, de la décomposition réduite de
r e.

p = II z ." , déduisons comme ci-dessus celle de m ; si donc x n'est pas unité
J=1 J

d'un z , x figure dans la décomposition réduite de m, avec un exposant ^ e»
j

Si x. est unité pour un facteur de la décomposition réduite de m,
n.

il l'est pour m, et l'on a m = x. m. Dans le cas contraire, x. figure dans

la décomposition réduite de m, avec un exposant ^ n^, d'où le résultato

Remarquons que si x ç. X est tel que x ne divise pas m, x n'est

pas unité de m ; si donc m = x p, p est unique»

Lemme 5 : Soit P une partie transverse infinie de M.

(l) Quel que soit p dans P, sa décomposition réduite contient au moins un

générateur y ç. X, avec l'exposant e ̂  1 , tel qu'il existe une partie infinie

u(y ) de P dont y ne divise aucun élémento Lorsqu'un générateur y ç X

vérifie cette condition pour au moins un élément p de P, il est dit facteur

régulier de Pô

(2) Si y est un facteur régulier de P, il existe un entier le, 0 ^ le ^ e - 1 ,

et une partie V de H dont y ne divise aucun élément, tels que y V soit une

partie infinie de P (donc V est infinie transverse) et que tout facteur z

régulier pour V soit régulier pour P.

(3) P possède une infinité de facteurs réguliers.

s e.
Soit p = II y . 3 la décomposition réduite de p, avec les y. ç X«

j=1 J e. J

Pour chaque j , notons F. ^ensemble des éléments de P que y.3 ne divise pas.
J J
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Si tous les F^ étaient finis, leur réunion F le serait aussi, et Pô,F serait

non vide. Donc, pour un h ç. P..F, tout y^ diviserait h, et p diviserait h

(lemme 5) ; P ne serait pas transverse.

Si y est régulier pour P, d'exposant e, pour tout entier i,

0 ^ i ^ e -1, notons U. la partie de U(y6) formée des éléments divisibles

par y , mais non par y . Comme U(y6) est la réunion des U., l'un de ces

ensembles, soit U ,est infini. Lorsque k = 0, V = U convient évidemment.
k+1Lorsque k ^ 1, pour chaque u ç. U , y ne divise pas u, donc y n'est pas

T<-unité de u« Par suite, la décomposition réduite de u s'écrit u = y v, où

v ç. M est unique et écrit sous forme réduite, où y ne divise pas v, où tout

générateur g figurant dans v ne divise pas y (en particulier {y, g} est

transverse). On prend pour V l'ensemble de ces éléments v ainsi définis,

pour u parcourant U . On'a U = y V, et V est infini transverse. Toujours

pour le ^ 1 , soit z un facteur régulier pour V, avec l'exposant a ̂  1 dans
vo ^ V° (Y» z) étant transverse, z divise un v ç V si et seulement si

le n le le
y z divise y v. Donc, z est facteur de Uç, == y v^ avec l'exposant a ; et si

a iç
z ne divise pas un v ç V, il ne divise pas y v ç U . Donc z est facteur

régulier pour P.

Notons y^ un facteur régulier de P, et V la partie infinie

transverse associée à y par l'assertion (2) du lemme. Supposons connus n

facteurs réguliers distincts y ,......., y de P, et un ensemble infini

transverse V dont y. ne divise aucun élément, quel que soit i = 1,... , n,

et dont tout facteur régulier soit régulier pour P. Prenons alors un facteur

y _ . i régulier pour V » et soit V l'ensemble infini transverse qui luin+l n n+1
est associé par (2) : On sait qu'il existe un entier le tel que y V

n+1 n+1

soit une partie infinie de V , que pour tout i ^ n, y. est distinct de y ,

que y^^ ne divise aucun élément de V , et que tout facteur régulier

pour V l'est pour V , donc pour P. On a montré l'existence d'un ensemble

infini Y == U {y } de facteurs réguliers de Pô
n^1 n

Achevons la démonstration du théorème. Dans la construction

précédente de Y, posons Y ^ {y.,. •. , y } , V = P , e t pour tout n ̂ 0,

notons F l'ensemble des facteurs réguliers pour V o Nous savons que, pour

tout n ^0, F est infini et F contient F ,. Les couches X sont bienn n n+1 a
ordonnées, et, pour tout n ̂ 0, il existe un plus petit ordinal a

tel que F f1 X soit non vide ; prenons y dans F n X . Alors, quel
n+1 n ^n+l

que soit x ç. F^_^ c F^, on a c^_^ ^ a (x) , si a (x) désigne l'ordinal de la

couche de x. En particulier, si Y est transverse, pour tout i ^ n on a
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°̂  ^"n.,.-!' donc y^+i ne divise pas y. (c'est-à-dire n'en est pas unité).

D'autre part, pour tout i ^ n, y. ne divise aucun élément de V. (lenune 6),

donc de F^, donc ne divise pas y^ . Cela entraîne que Y aussi est

transverse. Donc, pour tout n ̂  1 , Y est transverse. La réunion Y = (J Yn nn^ 1
est donc une partie infinie transverse du graphe.

On connaît donc la structure de toute charpente noethérienne.

Pour passer d'une charpente C à un monoîde noethérien D admettant C pour

charpente, il faut opérer une sorte de "dilatation" de la charpente. Pour

tout t ç. C, on se donne un ensemble D ^ces ensembles étant deux à deux

disjoints ; on note D leur réunion. Puis, pour tout couple (t, t') 6 C2

on se donne une application

^ +.t î D X D , -< D , vérifiant d'abord les conditions suivantes (commu-

tativité et associât!vite) : Quels que soient t, t' et t" dans C, quels que

soient a dans D , a' dans D - et a" dans D „,

on a ; (p^..(a, a 1 ) = cp^, ^.(a'.a)

<P^,^..-[<P^,.(a, a'), a"] = <p^ ,̂,. [a,cp^... (a' ,a")]

Ensuite, pour tout t ç C, notons E = {t'ç C ; tt^t} et

U.. = U D ,. On a E 2 C: E d'où U 2 C U, et, (par définition de E ), quelt ^.çg^ t t t t t t

que soit d ç E , d U C D . Soient d et d* dans D vérifiant d' = du 5 si

u ç. D , on doit avoir t 9 = t, donc u ç. U . Donc, pour que les éléments de

tout D soient associés entre eux au sens large, il faut et il suffit que :

(Al) quels que soient t ç C et d ç D on ait d U = D .t t t
Cette dernière condition peut s'exprimer autrement. Supposons

maintenant que pour tout t ç C un élément au moins x = x(t) ç D vérifie

x U = D . La relation xu= xu' définit sur U une relation d'équivalence

pour laquelle u désignera la classe de u, et U l'ensemble quotient. La

condition (Al) s'écrit alors : pour tout t ç C, pour tout u ç U ,

on a xu U - x U , ce qui équivaut à 'S ÏÏ = ÏÏ , donc au fait que ÏÏ

soit un groupe. Finalement, la condition (Al) d'association large peut être

formulée ainsi : quel que soit t ç C, il existe x ç D vérifiant les

conditions x U = D , et U est un groupe. Bien entendu, ces conditions, que

l'on peut expliciter, sont imposées aux fonctions cp ,.t, t
d) Exemples d'annétdes noethériens pas forts :

Dans les exemples qui suivent, nous allons montrer qu'un annéîde

noethérien peut être ni fort, ni strict, et qu'il peut être strict, mais

pas fort (Chap. II, § 1) . L1annéîde construit A aura ses domaines d'addibilité
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isomorphes au groupe additif du corps à deux éléments, et sera déterminé par

la donnée de sa graduation propre D (commutative) (voir chap. I, § 2,

exemple 3°)« On pourra prendre D pour support de A. On se donne le graphe

noethérien suivant : X = U X , avec X - {1 = e },X = [e^, x) et pour
o?<X ol

2 < a < X f X = {e }, en supposant que x n'est unité pour aucun élément du

graphe (donc, pour a < (3 < \, on a e e? = e-. , et aussi 1 x = x).

1°) On suppose infini le cardinal de X. On considère le monoîde

"libre" du graphe X, et soit D son quotient par les relations suivantes :

Tout élément e est idempotent. Une suite {X ] strictement croissante
n^ 1

d'ordinaux < X est donnée, et quel que soit i ^ 1 , quels que soient o? et (3 < X^,

on a x^'e = x^'e^ « En fait, seules les puissances de x agglutinent. On voit
Q? p ^

que, lorsque l'exposant i augmente, x agglutine à 1 un ensemble de générateurs

e de plus en plus important. Donc x n'est pas quasi-régulier strict, ni

quasi-régulier, et l'annéîde noethérien A n'est ni strict, ni fort.

2°) On suppose toujours infini le cardinal de X. On suppose donnée

une suite {X. ) strictement croissante d'ordinaux < X, tout intervalle
1 i^1

[X. , X. ..[ étant partagé en i intervalles par une suite

X.° = X. < X. ^< .,....< X^"^ À3' = X. .. On considère le monoîde "libre" du

graphe X, et soit D son quotient par les relations suivantes ; Tout élément

e est idempotent. Quels que soient les entiers n ̂  1 et i ^s 1, quels que

soient a et P ç [X^. X^ [ (ou [X^, X^ [si n > i), on a xne^ = xne^ .

x114"1 agglutine strictement plus que x11, donc x n'est pas quasi-

régulier, et A n'est pas fort. Cependant, A est strict. Seuls les x (et

leurs multiples) agglutinent, et î  suffit de montrer que x est quasi-

régulier strict. Montrons d'abord cela relativement à l'ensemble X des

générateurs. Soit e € X un générateur tel que a appartienne à un intervalle

[X. » X. ,[. Par définition, seuls pourront être agglutinés à e les

générateurs e^ pour lesquels P 6 [X. , X. [, et ils seront tous agglutinés
p ^ a

par x • En posant i (x,e) = i .,on voit que x est quasi-régulier strict

relativement à X. Enfin, un élément a quelconque est un produit fini

d'idempotent s e ,et éventuellement d'une puissance de x : a = x"1 II e •

Soit J la partie de I correspondant aux e susceptibles d'agglutination

(c'est-à-dire aux o appartenant à un intervalle [X. , X. [), et posons :
^a ^
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i(x,a) = sup [0, sup (i -m)]. Alors, x est quasi-régulier strict pour i(x,a),
a€J û

3°) Donnons-nous un monol'de conmiutatif quelconque D dont tout

élément est périodique, c'est-à-dire que pour tout d ç D, il existe des-

entiers n(d) et p(d) ^ 1 tels que d11^ + pw = d^^o Alors, tout annéîde A

de graduation D est fort, bien qu'il puisse n'être pas noethérieno
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On suppose toujours commutatif's les annéîdes considérés, ainsi que

leurs graduations éventuelles.

§ 1 - DECOMPOSITION PRIMAIRE.

Dans ce paragraphe, nous énonçons pour les annéîdes, sous certaines

conditions, des propriétés connues (et que l'on retrouve comme cas particuliers)

pour les anneaux. Plusieurs démonstrations seront omises car elles sont

identiques à celles, classiques, du cas des anneaux ? on pourra se reporter à

[5], chap. IV, § 4,5,6, Nous noterons c.c.Co la condition de chaîne croissante,

c'est-à-dire la condition que toute chaîne strictement.croissante d'idéaux

est finie.

Définition 1, Un idéal qui est intersection finie d'idéaux qui le

contiennent strictement est dit réductible» Sinon, il est dit irréductible.

Un idéal 3 sera réductible si et seulement s'il existe deux idéaux

o et b le contenant strictement, et tels que 3 == a H b. En effet, on peut

toujours remplacer l'intersection finie par une intersection de deux idéaux

contenant 3 strictement,

Soit ^ un idéal premier. Si on a ^ y a H b, p contient ab, donc

contient a ou b (III, § 3, th. l)o Donc tout idéal premier est irréductible.

Lemme 1. Si un annéîde vérifie la c .CoCo , tout idéal est

intersection finie d'idéaux irréductibles.

Soit F la famille des idéaux de l*annéîde qui ne sont pas

intersection finie d'idéaux irréductibles. Si F est non vide, la c.c.c. montre

que F possède un élément maximal 3» Cet idéal est donc réductible, et il existe

des idéaux o et b contenant 3 strictement et tels que 3 = o D b« Puisque 3 est

maximal dans F, Q et b sont intersections finies d1idéaux irréductibles, donc

3 aussi, ce qui est contradictoire.

Lemme 2. Dans un annéîde fort vérifiant la c.c.c., tout idéal

irréductible est primaire»

Soit q un idéal irréductible. Supposons-le non primaire. Il existe

b et c ç A«,q tels que bc ç. q et qu'aucune puissance de b n'appartienne à q,

La suite des idéaux q : {b11} = (z ç. A ; zb11 € q} est croissante ; la c.c.c.

montre qu'elle est stationnaire à partir d'un entier s. D'autre part, A étant

fort, b est quasi-régulier pour l'indice r. Prenons alors n = r + s. Les idéaux

0 = q + (c) et b = q + A b contiennent q strictement. Inversement, pour tout
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x non nul dans o H b, il existe u, v ç. q, m ç. zZT, Ç € A et T\ ç. A0 tels que

x = u + Çb = v + T ) c + m c » Puisque x 7^0, tous les termes sont addibles à x

(i, § 1) donc entre eux. On obtient bx = bv + TI bc + m bc, donc b x € q et aussi

ç b^1 = (Ç b11) b = (x - u) b ç. q. Par quasi-régularité de b, ç est agglutiné

par b11 et on pose d = ç b11 ç A. De d b34"1 = Ç b^1 ê q et de q : {b34"1} = q ; {b3}

on déduit Ç b == d b3 ç q et enfin x ç q. On aurait q = a H b et q serait

réductible.

Définition 2, Lorsqu'un idéal a d'un annéîde A peut s'écrire
i n
> 0 = n q. , où n ;̂ 1 et où les q, sont des idéaux primaires, on dit que a

i=1 •L -L
[possède une représentation ou décomposition primaire* Cette décomposition est

[dite réduite si aucun q, ne contient l'intersection des autres, et si les q.

!ont des idéaux premiers associés distincts» On peut toujours réduire une

décomposition donnée (utiliser III, § 3, th. 6).

Les lemmes 1 et 2 montrent ceci :

Théorème 1. Dans un annétde fort vérifiant la c.c»c,, tout idéal

admet une décomposition primaire réduite.

Remarque 1. En particulier, cette décomposition primaire existe

dans un anneau vérifiant la c.c.c,» Elle existe aussi dans un annéîde A dont

l'anneau A vérifie la c.c.c. : en effet, soit Q un idéal de A, et "o l'idéal de A

agglutiné de a» Nous savons qu'une décomposition primaire se contracte (III, § 3,
théorème 8 et remarque 3). D'une décomposition réduite de "o dans A, on déduit

par intersection avec A, une décomposition primaire de û, pas forcément réduite»

Théorème 2. Dans un annéîde A dont l'anneau A vérifie la c.c.c»,
tout idéal admet une décomposition primaire réduite.

La décomposition primaire existe donc dans les annéîdes qui sont
noethériens forts, ou dont l'anneau est noethérien.

Théorème 3» Dans un annéîde, soit o un idéal admettant une

représentation primaire réduite a = 0 <L • Pour que a soit son propre radical,
il faut et il suffit que q_ soit premier pour tout i,

Pour la démonstration, voir [6] p, 210»

Remarque 2. Si un idéal premier p contient une intersection finie

n q. d'idéaux, il contient l'un des q.. Cela résulte de (III, § 3, th. 1). Si,
i -
de plus, les q, sont primaires, p contient le radical de l'un des q..

Remarque 3. Si un idéal premier est une intersection finie

d'idéaux premiers, il est égal à l'un d'eux,
Cette décomposition primaire réduite d'un idéal o n'est pas

forcément réduite ([6], p. 210). Mais pour les idéaux premiers associés aux
idéaux primaires de la décomposition, on a les théorèmes d'unicité suivants,
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Théorème 4. Dans un annéîde A, soit un idéal o admettant une

représentation primaire réduite o = H q. fit notons p. s= VcT. Pour qu'un idéal

premier p soit l'un des p. , il faut et il suffit qu'il existe c € A, c ^ a,

tel que a : (c) soit primaire pour p. Les idéaux premiers p. sont donc

uniquement déterminés par o. Ils sont appelés idéaux premiers de o, ou

associés à o.

La démonstration est classique (voir [6] p. 2 1 1 ) .

Dans la famille des idéaux premiers de a, tout élément minimal est

dit idéal premier isolé de o ; un idéal premier de d non isolé est dit immergé.

Dans une décomposition réduite de û, un idéal primaire (ou composante primaire)

de Q est dit isolé (resp. immergé) si son idéal premier l'est,

Théorème 3. Dans un annéîde A, soit o un idéal admettant une

représentation réduite Q = ft q. et posons p. =s \/~q~. Un idéal premier p contient
i 1 i l

a si et seulement s'il contient l'un des p.. Les idéaux premiers isolés de ù

sont les éléments minimaux de la famille des idéaux premiers contenant a»

Ceci résulte de la remarque 2,

Théorème 6. Dans un annéîde A, soit a un idéal admettant une

représentation réduite a = Cl q. et posons p. =s Vq7. L'ensemble q' des éléments

x de A tels que a : (x) ç^ p. est un idéal contenu dans q.. Si q. est composante

isolée de o, il est égal à q'» Les composantes primaires isolées de A sont

donc uniquement déterminées par Q,

La démonstration est similaire à celle de [6], p. 212.

Remarque 4. Si q. est une composante primaire isolée d'un idéal a,

et si q contient Q et est un idéal p.-primaire, q contient q. (voir [6] p. 212).

Théorème 7. Soit A un annéîde noethérien fort (resp. dont l'anneau

A est noethérien) dont tout idéal premier propre est maximal» Alors, tout idéal

o de A admet une unique décomposition primaire réduite, a est, de manière

unique, un produit fini d'idéaux primaires dont les idéaux premiers sont

distincts.
Dans un tel annéîde, il n'y a pas de composante immergée. En effet,

lorsque (û) est premier, il ne peut être idéal associé que de lui-même. La

première assertion vient des théorèmes 1 et 2. La dernière utilise .(III, § 2b)

et se montre comme dans [6J p. 213.

Remarque 3. (Annéîde quotient) Soient o et b deux idéaux d'un

annéîde A, avec a ^>b. Pour a, être premier (resp. primaire) s'exprime par une

propriété de A / (III, § 3). Donc, pour que a soit premier (resp. primaire) il

faut et il suffit que a/, le soit (III, § 1 , théorème 4 bis d'isomorphisme).
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Comme \ / Q / . = VÏ/^ (III» § 2a, (3)), à une décomposition réduite a = D q. de a

correspond la décomposition réduite Q / . = D /^q. / ^ de a/. , et inversement ; et

(ï. / est l'idéal premier associé à (̂  / • De plus^ les composantes isolées
Vb ^b

(resp» immergées) se correspondent, car leur définition s'appuie sur des

inclusions entre les idéaux premiers associés.

Théorème 8« Dans un annéîde A, soit Q un idéal admettant une

décomposition primaire réduite o = H Q.• Alors, \fa est l'intersection des
i •L

idéaux premiers isolés de ci*

L'intersection étant finie, on a \ Jn û. = H Vu. = O p . » et on
V i i ienlève les idéaux premiers immergés,

( Corollaire» Soit A un annéîde noethérien fort (resp. dont A est

noethérien). L'ensemble N des éléments niipotents est l'intersection des idéaux

premiers isolés de (o) (c'est-à-dire des idéaux premiers minimaux de A),

C'est clair, car N = V(o). Notons que o est premier si et

seulement s'il possède une seule composante isolée»

Théorème 9, Soit A un annéîde noethérien fort (resp, dont A est
noethérien). Soient o et b deux idéaux, a ^A, Alors, a = Q : b si et

seulement si b n'est contenu dans aucun idéal premier de ci-

Là démonstration est classique (voir [6] po 2 1 4 ) o On a les

conséquences suivantes :

Corollaire 1. Soit A un annéîde noethérien fort (resp. dont A est

noethérien). Pour qu'un idéal b soit contenu dans l'un des idéaux premiers

associés à un idéal û, il faut et il suffit que a 7^ o : be

Corollaire 2. Soit A un annéîde noethérien fort (resp. dont A est

noethérien). Pour que x ç A appartienne à l'un des idéaux premiers associés

à un idéal o, il faut et il suffit qu'il existe y ^ o tel que xy ç. û.

On applique le corollaire 1 à b = (x)o

Corollaire 3 o Dans un annéîde A noethérien fort (resp. dont A est

noethérien), l'ensemble D de zéro et des diviseurs de zéro est la réunion des

idéaux premiers de (o)e

On applique le corollaire 2 à l'idéal c = (o).

Corollaire 4 ; Soient A un annéîde dont l'anneau A est noethérien,

'et P l'ensemble formé de zéro et des diviseurs et pseudo-diviseurs de zéro

de A. P est l'intersection avec A de la réunion des idéaux premiers de A

associés à l'idéal (o) de A.

Cela résulte du corollaire 3o

Remarque 6. Toutes les définitions et propriétés ne faisant pas

intervenir l'hypothèse que A est fort et vérifie la c.c.c., sont vraies dans
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les anels (y compris celles où A vérifie la c,c.c.),

Définition 3. Pour un annéîde A, on appelle zéroîde de A et on note D

l'ensemble formé de zéro et des diviseurs de zéro. On appelle pseudo-zéroîde

de A, et on note P la réunion de D et de l*ensemble des pseudo-diviseurs

de zéro»

D et P sont stables par multiplication par les éléments de A, mais

en général ne sont pas des idéaux.

Définition 4, Soit A un annéîde de graduation A. On appelle idéal

zéroîde ou noyau zéroîde de A et on note Z le noyau A-large Z = D- de D, On
L

appelle idéal pseudo-zéroîde ou noyau pseudo-zéroîde de A et on note V le

noyau A-large W = P de P.L
Lemme 3o Soient A un annéîde de graduation A, D et P respectivement

son zéroîde et son pseudo-zéroîde. Pour tout x ç. P, x ^D, tel que œ(x) associe

dans A, l'enveloppe large de x est contenue dans P« Si A est associative,

l'enveloppe large de P.oD est contenue dans Pe

Si x est dans Po.D, il existe a = L a. ç. A..A, tel que n ̂  2
i=1 1

(les a. étant deux à deux non addibles, les x a. étant tous non nuls et deux à

deux addibles), et tel que x or == 0. Pour tout multiple \ œ de œ = u)(x), et

pour tout élément v de A , l'associativité par 0) montre que, pour tout

va^ 7^0, on a : o)(v a^) = a)(v)y)(a^) == (X (ju)(ju(a^) = \[o) cu(a^)] = \ o)(x a.).

De même, pour tout v ç A et pour tout v a. '^0, on a :

^(v a^) = cu(v)a)(a^)s=(ju(x)œ(a^) = œ(x a^). Dans les deux cas, v agglutine Qt et

on pose b = v a ç. A. On a alors b x = (v a)x = v(a x) = v 0 = 0. Comme x ne

divise pas zéro, b = v a est nul, et v appartient à P. Donc l'idéal large

engendré par (x} est contenu dans P,

Lemme 4. Soit A un annéîde sans diviseur de zéro» Munissons-le

d'une graduation associative. L'idéal pseudo-zéroîde W est égal au
pseudo-zéroîde P.

Par exemple, prenons la graduation propre. Le lemme 3 montre que P
est un idéal large.

§ 2 - INTERSECTION DES PUISSANCES D'UN IDEAL.
Lemme 1. Soient A un annéîde noethérien fort (resp. unitaire et dont

;l'anneau A est noethérien), et a et m deux idéaux de A. Alors il existe un

'entier s et un idéal a' tels que m o = a H a* et a» 3 m5.

Soit (ct[} (resp, (q.'}) l'ensemble des composantes primaires de m o

dont l'idéal premier associé contient m (resp, ne contient pas m). Posons
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Q' = Cl q^ et Q" = n q". On a m Q = Q' n Q", et il existe s tel que m3 c o'.
1 J

Pour tout j, soit m ç. m, m ç7 N/q^T"; pour tout x ç a, on a m. x ç m û c: q" ,
J J J J J

d'où x ç q" et o c o". On a finalement : m a = m a H a = a* 0 a" D a = o1 Ha .

Lemme 2« Soient a et m deux idéaux d'un annéîde unitaire A.

Si o = m Q, et si Ci est non nul et de type fini, pour tout x ç a^ = Q « « { 0 } ,

on a x € x m.

Prenons un système fini {x^ = x, x ,.,.,,x } de générateurs de Q.

La relation û = m 0 permet dtexprimer chaque x. par une combinaison linéaire

sur m des x^,...,x , d'où les n équations :

- (J.3, x^ -.....- (p.̂  - l)x^ -.....- ̂  x...... =. 0

où les p _ ç. m. Calculant dans A, on montre que le déterminant des coefficients,

soit 1-p, avec p, ç. m, est tel que (l~;j<)x^ = (l-|j,)x = 0. Regroupons, dans le

développement de (l-p,)x, les termes addibles dans A 5 on obtient

(l-a)x + B^x +..,.,+ 0 x = 0 , où x agglutine dans A chacune des sommes formelles

û?»P<» • • o • ,(3 ç m. Comme A est somme directe des groupes d*addibilité de A, on

a donc ( l-o^x = 0 , où o: = /. SL ç m, et où x et les a^x sont addibles.
k ]<c

Théorème 1. (de Krull) Soient A un annéîde unitaire, et CT un idéal

propre de A. Supposons que A soit noethérien fort (resp. que A soit noethérien).
00

Pour que H m"" ^ (o), il faut et il suffit que pour tout x ^ 0, on ait x ^x m.
n=1

Soit x 7^0 tel que x € x m. Il existe a = L a. (les a. € m) tel que

les a soient non addibles deux à deux, les a.x et x soient addibles deux àv•i..
i. 1

duit :

= L a (L a x) = L a 1 a. (1 a, x)
1 J J i [ J 3 k Ac J

deux, et que x = cy x = L a. x. En remplaçant chaque fois x par la valeur

précédente, on en déduit :

x = L. a {L. a x) = Z, a. \ L a. (L a, x)
i J J i L j 3 k Ac

et il en résulte x ç m'1 pour tout n. Par suite, on a H m11 -^ (o).
co n n=;1

Posons 3 = 0- m • Lorsque 3 T^ (o)» 1e lemme 1 montre qu'il existe
n=1

un entier s et un idéal 3* tels que m 3 = 3 ^ 3 ' avec 3* 3 t"5- On en déduit

n^^Sn 1 " = 3 » ^nc 3 = ^ 3 » pour tout x ^î1 ï1^! dans 3 e " 1 » le lemme 2
montre que x ç x m.

Remarques sur le théorème de Krull, et corollaires, en supposant

.que A est un annéîde unitaire, noethérien fort (resp« dont l'anneau A est

noethérien), de graduation fixée A. On notera D le zéroîde (formé de 0 et des

diviseurs de 0 ; il est la réunion des idéaux premiers de (o) dans A), P le

pseudo-zéroîde (formé de D et des pseudo-diviseurs de 0), Z et V respecti-
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vement les idéaux zéroîde et pseudo-zéroîde (noyaux larges de D et P), m un

idéal propre de A, VL son noyau large et enfin 3 l'idéal 3 = ^ m11. On

/ v n=:1
suppose que oî(l) est unité de A.

(o) - Cette remarque simple peut parfois alléger les conditions suffisantes

des remarques qui suivent. Pour tout entier s ^ 1, on a o)(CT5) c a)(m)5. On en
déduit les deux majorations :

œ( n m") c H œOn^cœW.
n= 1 n= 1
Dans les remarques (3',4',5,5',7), la famille V des éléments v

pourra donc être réduite, ou aux œ € wÇm)3 pour un s fixé, ou aux œ ç. H o^m)11.

De plus, dans les remarques (2" ,5 t ,10) , l'intersection 3 pourra parfoi^ être
serrée de plus près par ses grades.

Enfin, la condition m fi Z » (o) de la remarque (4') est vérifiée
lorsque (s fixé ^ l) ; (u(z) D wÇm)5 est formé de grades nuls.

(1 ) |'Si (0) est le seul idéal contenu dans m 0 P, il en résulte 3 = (o).

En effet, si cette intersection 3 ̂ (o), tout x ç. 3. x ^0, est
diviseur ou pseudo-diviseur de 0.

/^ Si m n'a pas de pseudo-diviseur propre de zéro, pour que 3= (o), il faut

et il suffit que 1 - m n'ait pas de diviseur de zéro.

C'est une conséquence inoaédiate du théorème.

(2) - Un élément x ç A sera dit 1-régulier si x ^0 et si pour tout a ç A,

0 ^xa #x implique a # 1. Un élément Ç € A sera dit 1-régulier si ç ^0 et si,

pour tout a ç A. la relation Ç a » ç implique a » (i)(l). Un élément qui n'est pas

1-régulier est dit 1-irregulier. Si Ç est 1-régulier, les éléments non nuls de

Aç sont 1-réguliers. Notons r l'ensemble des ç ç A qui sont 1-irréguliers, et

notons G sa A- la réunion des groupes d'addibilité associés. Tous les éléments

1-irréguliers de A sont contenus dans G. Lorsque A est associative, F est un

A-idéal, et G un idéal large. En effet, soit ç ç F, Ç ^0 ; il existe a non nul

différent de w( 1) tel que Ç cr s ç, et pour tout X ç A, on a \ Ç » \(ç a) » (\ ç)a ,

d'où X ç ç F.
Lorsque 1 - m est sans diviseur de zéro :

a) x 1-régulier implique x ^ 3

b) ç 1-régulier implique SL = 3 H A = (o)

c) on a 3 <=- G H <"•

En effet, si x ç 3 est 1-régulier (donc x ^0), il existe a € ni

tel que x(1-a) = 0. Puisque x est 1-régulier, 1-a est élément de A, donc

1-a ç. t-tt» divise 0, une contradiction.

De (2) et du théorème de Krull, il résulte :
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(2 ' ) ISi les éléments de m = m . . { o ) sont 1-réguliers, pour que 3= (o) il faut

et il suffit que 1 - m n'ait pas de diviseur de zéro (c'est-à-dire que

m + p^ ^A pour tout idéal premier p. de (o) dans A).

Il résulte de (2) :

(2")

(3)

Soit K un idéal de A. Si les éléments de m. .K sont 1-réguliers (par

exemple si ceux de œ(m..K) le sont), et si 1 - m n'a pas de diviseur de

'zéro, on a 3 c m H K.

Pour un élément œ € œ(m*) (avec m = m..[o}), supposons qu'il existe
v^ ^ A^ = A ^ . . J O J ne divisant pas zéro. Si v - v m et D sont disjoints,

on a 3 , = (o).

.LSinon, il existe x non nul dans A et a = Zj a. 6 m tels que

x(t-a) = 0 (avec x a ^0 pour tout i). Mais v = v agglutine 1 - a ; posons

b = v(t-a). Puisque b x s v( 1-a)x = v 0 = 0, b est nul ou divise zéro, une

contradiction,

(3') jSupposons que, pour tout (D ç œ(m ), il existe un non diviseur de zéro

|v ç A* , et notons V une famille {v } , de tels éléments (dite
| \ju uu H) -. / '*\ •
' OD 6 (ju(m )

famille d'agglutinateurs associée à m). Pour que 3 = (o), il faut et il

Suffit que pour tout v ç V, v-vm soit disjoint de D (c'est-à-dire que

v fi v m + p. , pour tout idéal premier p. de (o)).

Il reste à montrer que la condition est nécessaire. S'il existe

v ç V tel que v-v m rencontre D, il existe a € m tel que 1-a 6 ̂  et que

b = v( 1-a) CD , Ou b == 0 et on a v € v m. Ou b divise zéro, soit b d = 0 et on a :

v d ^0 et vd € vdm. Dans les deux cas, 3 contient un élément non nul.

Lorsque de plus 0)(m) est fini, V aussi, et on peut se borner à

vérifier la condition (u-u m)riD= ^ pour le produit u des v , car u ne divise

pas zéro et agglutine de même toute somme formelle 1-a considérée plus haut.

Il en est de même si les v ont un multiple commun non nul et non diviseur de zéro.

(4) Soit (JD un élément fixé de œ(m ). Supposons que œ associe dans A , et qu'il

existe un multiple Ç = \ w de (D et un non-diviseur de zéro v € A tels

,que v -v m et D soient disjoints. Alors on a 3 st (û) :

Sinon, de même qu'au (3), notons x non nul dans 3 et a ç m tels que

x(1-a) (avec x a. ^0 pour tout i). Pour tout multiple Ç = \ ou de œ et tout

non-diviseur de zéro v ç. A , l'associativité par œ montre que :

ç u)(a.) = ( Xou) o)(a.) = X [œ œ(a.) j = \ œ(x a.) = \ œ, donc que ç agglutine 1-a.

Alors, v agglutine 1-a, et b = v (1-a) est nul ou divise zéro, une contradiction.

Un tel élément v est dit agglutinât eur (a)-associé à (D.
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(4') Plus généralement, si les éléments de (o(m) associent dans A , et si pour

'tout eu € (i)(m ), il existe un multiple \ w et un non-diviseur de zéro

^ou ^ A \œ ' notons V une famille de tels agglutinateurs, (a)-associée à m.
•Pour que 3 = (o), il faut et il suffit que, pour tout v ç. V, v-v m et D

•soient disjoints. (Donc que v fi v m + p. , pour tout idéal premier

l?i de (0)).

Cela résulte de (4) et de la démonstration de (3'). Le choix de

la famille V est ici plus large qu'en (3'). De plus, si les éléments de u)(m )

ont un multiple commun ç, ec s'il existe un non-diviseur de zéro v € A , on

prendra V = {v).

Lorsque A est associatif, la définition de l'idéal zéroîde Z de A

montre que l'existence de V équivaut à la condition m D Z = (o), donc :

(5) 'Si A est associative, et si m H Z =(o), soit V une famille d'agglutinateurs

'(a)-associée à m. Pour que 3= (0), il faut et il suffit que, pour tout

'v € V et pour tout idéal premier p. de (o), on ait v ^ v m + p.,

(5') Soit K un idéal de A. On suppose que A est associative, et que (m..K) 0 Z =^.
'Soit V = {v } une famille d'agglutinateurs, (a)-associée à m..K.

œ ç u)(ïn..K)
Si pour tout v € V et pour tout idéal premier p. de (o) on a v ^v m + p. ,

'il en résulte 3 c m H K.

Cela résulte de (4).

(5) [Lorsque A est associative, on a : 3 c (D U w) H m H G.

Cela résulte de (2), et de ce que, si un pseudo-diviseur propre de

zéro est dans 3» son enveloppe large est contenue dans 3« En effet, soit

x ç 3••î)• II existe a = Z-a. ç m (les a. étant deux à deux non addibles, les x a.
i 1 1 1

étant tous non nuls et addibles à x) tels que 1-a ^ A et x(1-a) = 0. Tout

multiple X u) de w = w(x) agglutine 1-a, puisque A est associative ;

(X œ)œ(a.) = \[_w u)(a.)] = \ œ(x a.) = \ œ. Il en résulte que tout c non nul

appartenant à A- agglutine aussi 1-a ; on en déduit b = c(1-a) ç A et b x = 0,
À (JD

Comme x ^0 ne divise pas zéro, b est nul. Alors, c = c a montre que c est dans 3"

Donc l'enveloppe large de [x} est contenue dans 3*

Un annéîde unitaire est dit quasi-domaine s'il n'a pas de diviseur

de zéro ; alors sa graduation peut être choisie associative. Il est dit domaine

si, de plus, il n'a pas de pseudo-diviseur de zéro (il, § 1). On en déduit de (5) ;

(7) 'Soient A un quasi-domaine, A une graduation associative de A, et V une

.famille (a)-associée à m. Pour que 3 ss (°)> il faut et il suffit que pour

'tout v € V, on ait v ^v m.

Dans ce cas, D = (o) et V existe. D'autre part, la démonstration de

9
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(6) montre que, dans un quasi-domaine, 3 est large» On en déduit :

(7e) [Soient A un quasi-domaine, et à une graduation associative de A. Alors, 3

iest un idéal large contenu dans V n m. D G,

(8) [Si A est un domaine, on a 3 = (o).

Cela résulte de ( 1 ) .

(9) [Si A est associative et si m est un idéal maximal, tout élément de 3••l^r

est un diviseur de zéro. Si, en particulier, 1-m n'a pas de diviseur de 0,
;on a 3 c in.

Pour tout x ç. 3••^'\ il existe a = L a. ç m tel que x( 1-a) = 0

(avec les a. deux à deux non addibles, et les x a, tous non nuls et addibles à x).

Puisque x ^m. il existe un multiple X œ de ou = w(x) et il existe un élément c

de A. tel que c ^m. Comme A est unitaire, A associative et m maximal, A / est

un. corpoîde ; donc c possède un inverse module în : il existe a ç. m et c' ^ ni

tels que c'c s 1 + a. Le grade de c'c est donc l'unité u)( t) de A, et A associatif

implique

w(l) = w(c'c) = œ(c')u)(c) = u)(c') (X u)) = [o)(c')X] w = X' ou

en posant À' = œ(c')X, L'associativité de A montre enfin, pour tout i, que

w(a.) = œ(l) o)(a^) = (X'aOa^a^) = X'[au o)(a^)] s X' œ(x a^) = X' a) = œ(l).

Par suite, 1-<y est un élémGnt de A et x divise zéroo

(10) - L'annéîde unitaire A noethérien fort (resp* dont A est noethérien)

sera dit local si et seulement si il possède un seul idéal maximal m, c'est-à-dire

si l'ensemble des éléments de A qui sont ni inversibles, ni pseudo-inversibles

est un idéal m. L'hypothèse locale sert peu pour appliquer la remarque (4),

sauf si une famille V est formée d'inversibles et pseudo-inversibles, car on

peut la remplacer par { 1 } ; alors 3 = (o) car 1-m est sans diviseur de zéro,

Isi A est local, à graduation associative, on a 3 c: w ^ Go

Cela résulte des remarques (9) et (6), car 1-m est sans diviseur

de zéro,

Exemple contraire : Soient le un corps, et s un entier ^ 2. Soit l'anneau

R = k[x,y,z]/ des polynômes sur 1< à trois variables x, y, z liées par
s^5"^)

la relation x == Xo Ltannéîde R des monômes de R est noethérien fort, et son

idéal (x) = p est premier (d'ailleurs strictement). Notons A = R l'annéîde

local des monômes a y^y^'-zF , avec a ç k, m ç {G, •., , s -1} , n et p ç. ~^ .

m = A x est l'unique idéal maximal de A, et les éléments de A,.m sont inversibles,

Enfin A est noethérien fort,

D'une part, O m = m, puisque x = x8,

D'autre part, l'idéal m de A n'est pas maximal, puisque

CT == A x ^m + A(y+z) 7^ A,
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Enfin, l'idéal pseudo-zéroîde de A est m»

(L'idéal zéroîde, et même l'ensemble D des diviseurs de zéro, sont

réduits à (û)).

Théorème 2e Soient A un annéîde unitaire noethérien fort (resp. dont

Panneau A est noethérien) et m et û deux idéaux propres de Aa Notons

p . , • • • » , ? les idéaux premiers de Oo On suppose vérifiée l'une des trois

hypothèses suivantes s

( 1 r) - Les éléments de m.« a sont 1-réguliers et on pose V •= ( l }o

,(n) - Pour tout œ ç. cn(în«.a), il existe v ç A tel que v j^ Û b. et on note\ / » œ (u a) . i

;V = (v } une famille de tels éléments, associée à I î î . .ao
œ eu ç o)(m,o a)

'(a) - A est associative, et on a.H D m c Q, où l'on note H l'idéal contenu

dans U P- » et tel que H/ soit l'idéal zéroîde Z* de A / . Enfin, on note V uneï 'i /Q /a
'famille d'agglutinateurs v ç/ U p. , (a)-associée à t H o o O ,

Alors, pour que fi (a + m ) --̂  a, il faut et il suffit que, pour
n= 1

(tout v C V et'pour tout i = 1 , ,,.<,, s, on ait v ^vm + p. o

Dans le cas ( 1 r) , la condition s'écrit m + p. 7^ A pour tout

L = 1 , . . , ,S .

Posons A* = A / , ^ = (m + û)/ et pour tout a ç A, notons a* = cp(a)

sa classe module û. La condition ^ (o + m1) = 0 équivaut à ̂  (o + î"'1)/^ = &)»

donc à ft M,11 = (o). (III, § 2a. formule (n))

Dans le cas ( 1 r), la 1-régularité passe au quotient : tout x' ç (i,

x» ^o, et tout a* ç A' sont classes module a respectivement d*un x ç œ.,Q et

d'un a € A. Si l'on a 0 ^ x»a' #x' ^ 0, c'est-à-dire 0 ^ cp(xa) # <p(x) ^0,

cela implique xa ^x car cp est un homomorphisme. Mais x étant 1-régulier, on

déduit a ̂  1 , donc aussi a' ^1 ' ,

Dans le cas (n), l'existence d'un v ê A tel que v^ ^ U p^

équivaut à l'existence dans l'annéîde quotient A' d'un non diviseur de zéro

v' = œ(v ) Ç A ' .œ T ' œ7 œ
Notons D' le zéroîde et Z' l'idéal zéroîde de l'annéîde A' = A / .

Nous savons que D' est la réunion des idéaux p. / • Dans le cas (a), la

condition H D m c a implique, pour tout eu ç œ(m..a), l'existence d'un multiple

X OU et d'un agglutinateur (voir remarques (4) à (5')) v € A tel que

v ^ U p.. Cette condition équivaut à Z* H |jb = (o), c'est-à-dire implique,

pour tout œ € cudi*) , l'existence d'un agglutinateur v* ç A o La caracté-

risation de l'idéal H est moins simple que celle d^ idéal zéroîde. On a :

a c H c U p .o L'idéal H est large sur tout grade où il excède û ; il est le
i
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plus grand idéal vérifiant en outre la condition : pour tout 6 ç. A où H excède

Q, pour tout multiple \6 de ô, l'idéal H est large sur Xô. On peut dire que H

est large dans son excès sur a (on sait que H n'est pas forcément large î
voir III, § 5).

Notons enfin, puisque p. contient o, que v Ç^vm + p. équivaut à

v) = v' Ç^v'p. + (pj/ )o Les résultats s'obtiennent alors respectivement par

les remarques (2'), (3'), (4').

CP(

Cas particuliers - (l) Si a est strictement premier, pour tout

idéal propre m, on a H (o + m11) = do En effet, on applique (8) au domaine A / .
n /^

(2) Si a est premier, (n) est trivialement vérifiée. De plus, bien

que (a) ne soit pas forcément vérifiée (associativité de A), A / est un quasi-

domaine et possède une graduation associative A* • Alors, grâce à la remarque (?),

il existe dans A / une famille d'agglutinateurs (a)-associée à p,, et on peut

en déduire dans A une famille V d'agglutinateurs (a)-associée à m.»aa Ceci

étant, la condition v Ç^vm + Q est nécessaire et suffisante pour que

n (a + m") = o.
n

(3) Si A est local, si A est associative, et si l'idéal maximal

m est étroit, pour tout idéal propre a, on a n ( a + m ) = a »
n

m étant étroit, il existe une famille V d'agglutinateurs

(a)-associée à m, formée d'inversibles et de pseudo-inversibles, donc

remplaçable par { l }» Pour tout idéal propre Q de A, et pour tout idéal premier

p. de a, p. C m implique 1 ^m + p. , d'où le résultat.

Théorème 3. Soit A un annéîde unitaire noethérien fort (resp. dont

A est noethérien), et soient m, K et a trois idéaux propres de A. Notons

'p. , i = 1 , 2 , o o . , s les idéaux premiers de a. On fait l'une des trois

hypothèses suivantes :

i(l r) Les éléments de m.,K sont 1-régulierso On pose V = ( l }o

|(n) K est faiblement large. Pour tout (D ç œ[m,.(K + a)], il existe v^ € A^

tel que v ^U p . o On note V une famille de tels éléments, associée à OTo.(K+a)«

(a) A est associatif et K est faiblement large, Z' = H / étant l'idéal zéroîde

'de A / , on a H F! m <= a + K, et on note V une famille d'éléments v^ ^ IJ p^ ,
/ \ . / N „- / - T/-\a)-associée à m » e ( û + K)•

Alors, si pour tout v ç V, et pour tout i = 1 , « » . , , s , on a

v ^vm + p. , cela implique• i

T\ (o + m1) c a + (K nm).
n=1

"A ,- ^ . fv r\ *^\
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Si K est faiblement large, o n a o + K = o U K o Pour la démonstration,

on passe au quotient A / auquel on applique les remarques (2"), (3) et (5')

respectivement. Noter que la condition suffisante, dans le cas (1 r) est que

m + p. 7^ A pour tout i.

Corollaire 1 « Avec les hypothèses du théorème 3, on a

D (a + m ) ^.H.. q. + (K n m) où les q. sont les composantes primaires de a

dont le radical p. vérifie la condition v ^vm + p. pour tout v € V.

En effet, o c: H q. et on applique à ce dernier idéal le théorème.
J 3

Corollaire 2. Soit A un annéîde unitaire noethérien fort (resp.

dont A est noethérien). Si A est local d'idéal maximal m, pour tout idéal

0 de A, on a ^ (o + m11) c a + m. .
n=1 L

En effet, les éléments de m. «m, sont 1-réguliers, par définition du

noyau large m. de m et parce que A est local. Tout idéal premier , étant

contenu dans m, ne peut lui être comaximal ? et le corollaire 1 montre le

résultat.

Soient un annéîde unitaire A noethérien fort (resp. dont l'anneau

A est noethérien), et m un idéal de A. Lorsqu'on prend pour voisinages

fondamentaux de x ç A la famille U (x) des classes de x module nf1 (attention :

U (x) = x + ci seulement si x =s 0 ou x ^CT ), on vérifie aisément que cela

définit une topologie sur A, qui fait de A un annéîde topologique (là inter-

viennent les lois quotient dans A / n ) , Lorsque H m = (û), A est un espace
n31

topologique séparé ; alors, la condition n ( û - ! - i n ) = o d u théorème 2
n

signifie que l'idéal o est fermé pour cette topologie ; si {o.) est une
1 i € 1

famille d*idéaux, fermés dans la topologie relative à m, il est clair que leur

intersection aussi est un idéal fermé. Noter que tout idéal strictement

premier a de A est fermé dans cette topologie (cas particulier ( 1 ) du théorème2).

Noter aussi que, dans les conditions du corollaire 2, si m est étroit,

c'est-à-dire si m- = (o), tout idéal de A est fermé dans cette topologie

(cas particulier (3) du théorème 2).

Théorème 4. Soient un annéîde unitaire A noethérien fort (resp. dont

A est noethérien), et OT un idéal de A. Supposons que les éléments de

m* = m..{o} soient 1-réguliers. Pour tout idéal propre a de A, on a

F) (o + m ) = H q. , où les q. sont les composantes primaires de a dont le
n=1 j 3 J

radical p. vérifie la condition m + p. ^A.
J j
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Soit b = n q » Par le théorème 2 ( 1 r), chaque û. est fermé, donc
J 3 • J

aussi leur intersection b = D (b + m ). Soi.ent qî (i ci) les autres composantes
n

primaires de Q« Comme, pour tout i, on a m + p? == A, m est comaximal (voir III,

§ 2b) avec chaque p^ , donc avec chaque q' , donc avec leur intersection

b'= ? q^ . Enfin, pour tout n ̂  1 , b' et m1 sont comaximaux. On a donc :

b = A b == (b' + m3'1) b = b»b + n^ b c a •+• ttf1. On en déduit : b + m11 == o + m1 .
d'où enfin n (o + m3'1) = b<

n

§ 3 - ANNEIDES DE FRACTIONS.
Un intégroîde R est un annéi'de cornmutatif où tout élément non nul

est simplifiable (il, § 1) ; R n1 a pas de diviseur de 0, mais peut avoir des

pseudo-diviseurs de 0.

Lemme 1. Soient R un intégroîde et M une partie multiplicative de M

(avec 0 fL M). Le quasi-morphisme h : R -» R^ est injectif, et R^ est un

intégroîde.

En effet, pour tous a, b ç. R, la relation h(a) = h(b) équivaut à

l'existence de m ç M tel que ma == mb ; on obtient a == b en simplifiant,

Ceci nous permet d'identifier R à la partie h(R) de R^. Mais h(R)

n'est pas forcément stable pour l»addition, car l'addibilité des éléments de

h(R) est en général plus large que celle des éléments correspondants de K

(ce "plongement" est similaire à l'inclusion d'un annéîde dans un annéîde

agglutiné).

Soient ——, —— et —— ç. îL, vérifiant les conditions —— ̂  0 ets f t u M u '

—— = ——, il existe m ç M tel que m u t c a = m u s c b . En simplifiant par c,

on obtient (m u)t a = (m u)s b, d'où —— = -r--» Donc R^ est un intégroîde.

En particulier, si R est un intégroîde et si R* = R».{o}, ce lemme

permet de plonger, au sens précédent, tout annéîde R^ de fractions dans

l'annéîde A = Rp^* En effet, soit h le quasi-morphisme : R -* îL.» Puisque R est

un intégroîde, il se plonge dans (^^(p^* O11» ce dernier est isomorphe à A

(III, § 4b, remarque 3).

Théorème 1. Supposons que 1'annéîde unitaire R soit un intégroîde,

Soit E l'ensemble de ses idéaux maximauxo Pour tout idéal b de R, on a :

b = H b R^. On a en particulier R = n R •
m€E CTêE *"

R désigne l'annéîde de fractions relatif à m (III, § 4c, exemple ( l ) )<

l'extension de b par R -* R , et on considère chaque annéîde R

comme plongé, au sens précédent, dans A = Rp^»

On note b R l'extension de b par R -* R , et on considère chaque annéîde R
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a b
Lemme 2. R vérifiant les conditions du théorème, soit —— = —— une

fraction non nulle de R^» = A, telle que s et t soient addibles à A, Alors,
R / a a+b

a et b sont addibles, et si s + t ^ 0, on a —— = -^-^— .

R étant un intégrotde, -a- = -t- ^ 0 équivaut à ta = sb ^ 0. De

s #1 #t, on déduit b # sb et ta # a. Par transitivité, il en résulte a #b.

La seconde assertion est alors triviale.

L'inclusion b c: 0 b R,, est évidente. Considérons un élément x non
m M b^

nul du second membre. Pour tout m ç E, la fraction x peut s1écrire —— avec
m

b ç. b et s ^ m (III, § 4c, lemme o). L'idéal 3 engendré par les s n'est

contenu dans aucun idéal maximal. Donc 3 est é<3^:L à A (I]:I» § 3 » remarque 1 ) ,
et 1 est combinaison linéaire des s • On a donc :ni

1 = Z, \ L a1 s où F est une partie finie de E, où les l(m)
m Ç F ^içiOn) w m-1 ^

sont finis, où les a1 ç R et où tous les a s sont non nuls et addibles à 1• m m m
(on suppose que toute somme partielle extraite est non nulle). Dans A, pour tout

b a , b
m ç F et tout i ç l(m), on obtient x = ——'-—= ——:——4-—. Le lemme montre que

, sm ^ V
les a b sont deux à deux addibles, et que l'on obtientm m

vL a1 b V .m,i m m ; i——"—" • • ' • • " = 2—i a^1.1
x = îcl am bm = I a1 b . Donc x est dans b.

m.i m m

m aCT smm,i
Dans la suite, on considérera un annéîde R de graduation donnée A,

une partie multiplicative M (avec 0 ^ M) , 1'annéîde de fractions R.. et le

quasi-morphisme h : R -» R • Pour toute partie non vide X de R, on notera X^

(ou X si M est le complément d'un idéal premier p) l'ensemble :
• f x ^X^ = •{—— ; x ç. X, m ç MJ" . Lorsque X est un idéal, on voit (III, § 4b,

lemme 6) que X^^ = Xe. On notera D et D' les zéroîdes, P et P' les pseudo-

zéroîdes, Z et Z' les idéaux zéroîdes, W et W* les idéaux pseudo-zéroîdes de R

et de R., respectivement»

Lemme 3* Avec les notations précédentes, pour tout élément —— non

nul de R. , si —— est diviseur (resp. pseudo-diviseur) de zéro, il en est de

même de x dans R, et x n'est pas dans M,

La dernière assertion est triviale. Si -ï- ç. D' est non nul (donc

x Ç^Ker h), il existe —— ç. D', non nul (donc b Ç^Ker h), tel que —— s 0.

Il existe m ç M tel que x(mb) = m x b = 0. Alors b ^Ker h implique mb ^0, et

x divise zéro.
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Soit —— non nul un pseudo-diviseur de zéro. II existe n fractions

(avec n ̂  2), que l*on peut supposer avoir le même dénominateur :

à. a
—-—, • . • • • • , —-— et vérifiant les conditions suivantes : ces fractions sont

nulles et deux à deux non addibles, les __i sont tous non nuls et deux à
n st
Y x a.

deux addibles, et l'on a .Z-i,——^— = 0« Rendons les numérateurs addibles
n 1=:1 c+-st
1^(III, § 4a, lemme 1) L ———— = 0. Il existe u ç M tel que

i= 1 m st

Y Yu Z-i m x a. = Zj x(m u a.) = O e Les conditions ci-dessus montrent que m u a . ^0
i 1 i 1 1

pour tout i, que deux produits m u a . ne sont pas addibles, que les x(m u a. )

sont tous non nuls et deux à deux addibles. Donc x est un pseudo-diviseur de zéro,

Lemme 4« On a les relations :

(1) D' C (D..M)^ et P' c (P.»M)^ .

(2) ^(D1) CD. .M et h^P ' ) CF. .M.

(3) et, si-œ(M) associe dans A, Z* c [(Do.M). 3e = [ ( Z o o M ) - ] 6
J-j L

et W <= [(P..M).1e» [(W.-M),]®.
L JL»

( 1 ) résulte aussitôt du lemme 3«

Pour x ç R et s, m ç M, les éléments —— et —— sont ensemble nuls,

ou diviseurs de zéro, ou pseudo-diviseurs de zéroo Comme h(x) =s —— , on a

en particulier h (D') = {x ç R ? -^- ç D'], et la relation similaire pour P»,

Le lemme 3 montre (2)0

On a d»abord W'0 = h\W1 ) C h^P') c P..M. On sait (lll, § 5b,

lemme 5) que W' est la somme (et la réunion) de Ker h et d'un idéal large E,

Comme E est contenu dans le noyau large (P..M) , on en déduit :

V' == W'06 = (Ker h + E)8 = E8 C [(P.oM)-]8. Remarquons que ( 1 ) impliqueL»

V C [(P..M) ] , Tout est similaire pour Z * o Enfin, les égalités dans (3) sont

évidentes»

Lemme E?» Soient R un annéîde noethérien et M une partie multiplicative,

avec 0 ^M. L* annéîde R.. est noethérien,

Cela résulte de (III, § 4b, th. 3d) et de la c.c.c. dans R» Les

lemmes 3 et 4 de (lll, § 4a) montrent alors ceci :

Corollaire» Soient R un annéîde unitaire, et M une partie

•multiplicative, avec 0 Ç^Me Si R est noethérien fort, R^ l'est aussi. Si ÏÏ est

noethérien, (K-^) l^st aussi.
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Théorème 2. Soient R un annéîde, et M une partie multiplicative

(0 ^M). Soit o un idéal admettant une représentation primaire réduite
n

Q = H û.. Supposons que, pour 1 -^ i ^ r on ait q. 0 M = ^, et que pour
i=1 g r e

r + 1 ^ j ^ n, q. D M ^ ^ o Alors a = H ci. est une représentation primaire
3 i=1 i

réduite de 0e, et o80 = Q est l'intersection des composantes primaires de a

qui ne rencontrent pas M.

La démonstration est identique à celle de [6], p» 225 •

Théorème 3. Soit un annéîde unitaire R noethérien fort (resp. dont

R est noethérien), et soit M une partie multiplicative (0 ^M)« Les idéaux

suivants sont égaux : ( 1 ) le noyau du quasi-morphisme R -» R -^ (2) l'inter-

section N des idéaux primaires de R qui sont disjoints de M. (3) l*intersection

N' des composantes primaires de (o) dans R qui sont disjointes de M»

La démonstration est identique à celle de [o], p. 226.

Corollaire. Soit un annéîde unitaire R noethérien fort (resp, dont

R est noethérien), de graduation A» et soit M une partie multiplicative de R

(0 ^M). Supposons que <o(M) associe dans A» Soient L' un idéal large de R^ ,

et h le quasi-morphisme R -* R « Alors L' est la réunion et la somme de

il'enveloppe large de h (L '«»{o} ) et de 0 q. , les q. étant les composantes
J j J

primaires de (o) qui ne rencontrent pas M»

On complète (lll, § 5, lemme 5) grâce au théorème précédent.

Fractions relatives à un idéal premier» Soient R un annéîde et p

un idéal premier propre de R. Pour M = R..p, R., est dit annéîde de fractions

relatif à p et noté R . On considère l'extension par h : R -» R . Rappelons

les résultats pour ce cas particulier :

Théorème 4. Soit p un idéal premier d'un annéîde Ro Si Q est un

idéal de R, p contient a si et seulement si o est différent de R •
eL'application a -» 0 est une bijection entre l'ensemble des idéaux premiers

(resp, primaires) contenus dans p, et celui des idéaux premiers (resp.

primaires) de R e La condition —— ç p équivaut à o ç p. L'idéal p est

l'ensemble des éléments non inversibles de R. et est l'unique idéal maximal.
^ ec

Si l'idéal a de R admet une décomposition primaire réduite, Q est l'inter-

section des composantes primaires de o qui sont contenues dans po Si R est

unitaire et noethérien fort (resp. et si R est noethérien), le noyau de h est

l'intersection des composantes primaires de (o)(respo des idéaux primaires de R)

qui sont contenues dans p.
Théorème 5. Soient un annéîde unitaire R noethérien fort (resp, dont

R est noethérien) et p un idéal premier propre de R. L'intersection H des
oo ^ c

idéaux p-primaires est égale à [ D ( p ) ] •
n=1
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Les idéaux (p ) sont ^-primaires (lll, § 3, corollaire 2 du th 5) ;

puis, R étant noethérien, tout idéal ^-primaire contient l'un des (p^

(Iv» § I» th. l). Donc, l'intersection dans R des idéaux ^-primaires est
<» / e^
n ^p ) « L a contraction commute avec une intersection quelconque. Comme il y a

n=1
bijection entre l'ensemble des idéaux p-primaires et l'ensemble des idéaux

p -primaires (lll, § 3, corollaire 2 du th. 4), on en déduit que l'intersection

H des idéaux p-primaires est la contraction de l'intersection des idéaux
e

p -primaires.

Corollaire 1. Avec les hypothèses et les notations du théorème 5,

supposons que 0)(R..p) associe dans A. Alors, H est contenu dans (p )ec. En

particulier, si p est étroit, H est l'intersection Ker h des composantes

primaires de (o) contenues dans p.

Grâce à (V, § 2, corollaire 2 du th. 3), on majore H ( p6) par
n

(P )^ = (P],)6 (II]:» § 5, lemme 8). Si p est étroit, on a donc H (p6)11 = (o),
d'où H = Ker h par contraction, n

Appelons idéal pseudo-zéroîde de t) le plus grand idéal large p

contenu dans p D P, ou, ce qui est équivalent, dans p n W. On a

PW = (P n ̂ L = PL n w* Notons W l^déal pseudo-zéroîde de R ; il est contenu
dans p e ,

Corollaire 2. Avec les hypothèses et les notations du.théorème 5,

^supposons A associative. Alors,H est contenu dans (py)60» En particulier, si

^ p H W est étroit, H est l'intersection Ker h des composantes primaires de (o)

contenues dans p.

La remarque ( 10 ) (V, § 2) entraîne 0 (p^C w', et le lemme 4

montre que W = [(p n W)^]6 = (p^)6 , d'où le îésultat.

Corollaire 3. Avec les hypothèses et les notations du théorème 5,

^supposons A associative. Soit G l^déal large 1-irrégulier (V, § 2, remarque(2)).

|L'intersection des idéaux p-primaires contenant G n p est égale à l'intersection

des composantes primaires de G H p contenues dans p. En particulier, si

G F! p = (0), H est l'intersection des composantes primaires de (o) contenues

dans p.

Posons b - G n p, S = R^ et TT = py ; ce dernier est évidemment

un idéal premier. Les éléments de l'annéîde de fractions S sont 1-réguliers :

ceux de l'idéal maximal n6 = T^ par définition de n, et ceux hors de n6 comme

inversibles. Enfin, 1 - n6 est sans diviseur de zéro. On a donc

n0! ^TTe)n = (°)» et l'intersection des idéaux n-primaires de S est l'intersection

des idéaux primaires de (o) dans S contenus dans rr (théorèmes 5 et 4). Enfin
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(III, § 4, th. 7) appliqué à l'homomorphisme surjectif R -* R/. = S, achève

la démonstration»
Théorème 6. Soit un annéîde unitaire R noethérien fort (respe dont

R est noethérien), et dont la graduation A est associative. Soient p ,...,p

des idéaux premiers de R dont aucun n'est idéal premier isolé de (o)« Supposons

vérifiée l'une des conditions suivantes : ( 1 ) pour tout i, l'idéal pseudo-

zéroîde de chaque p. est (o) ; (2) l'idéal pseudo-zéroîde W de R est (o) ;

(3) chaque p. est étroit ; (4) l'idéal de 1-irrégularité G de R est (o).

Alors, il existe un idéal dont les idéaux premiers associés sont

exactement p , • • • • ,? •

Les corollaires du théorème 5 montrent que, dans chacun des cas

(1,2,3,4) envisagés, et pour tout i = 1,«.»,n, l'intersection des idéaux

p.-primaires de R est l'intersection des idéaux primaires de (o) contenus dans

pi.
Procédons par récurrence sur n (pour n = 1 , prendre p.). Pour n ̂  2,

on peut supposer que p est maximal parmi les p. donnés, et que
n-1 n

b = H û. est une représentation réduite, les q. étant p.-primaires* Si b était
i=1 1 1

contenu dans tout idéal p -primaire, il le serait dans leur intersection, donc

en particulier dans une composante primaire isolée q de (o), donc enfin dans

p = \fc^ Par suite (V, § 1 , remarque 2), p contiendrait l'un des idéaux

? , « • • , ? .et lui serait égal, en contradiction avec les hypothèses. Donc il

existe un idéal p -primaire û ne contenant pas b,

Posons a = b 0 û = n q. . Si cette décomposition n'était pas
i= 1

réduite, puisque û " j ^ b, l'un des autres idéaux primaires, q. par exemple,
n

contiendrait n q, , Mais q, ne contient pas Q (sinon p ^ p et p ne serait
i=2 n-1

pas maximal dans les p. distincts) ; il en résulte que q contiendrait fl q_ ,
1 i=2et la décomposition de b ne serait pas réduite, une contradiction,

Définition 1. Dans un monoîde A» un A-idéal H est dit premier si et

seulement si pour tous o ^ P ^ H o n a c y j B ^ H .

Définition 2. Un idéal g dlun annéîde R est dit quasi-premier si et

seulement si pour tous a, b ^3, la relation ab ç. 3 implique ab = 0-.

Lemme 6. Soient un annéîde R de graduation associative A, et ses

idéaux zéroîde Z et pseudo-zéroîde W, Alors, d)(z) et o)(v) sont des A-idéaux

premiers, et les idéaux Z et W sont quasi-premiers.

Soient deux grades a, (3 € A<.œ(v). Par définition de W, il existe

des multiples X a (ou a) et p, (3 (ou p) respectivement de a et (3, et il existe
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des éléments a ç R et b ç R tels que a, b ^P. On voit aisément que R..PA a ^ p
est une partie stable du monoîde R, Cela entraîne ab ^P ; comme

0)(ab) = œ(a)(ju(b) --= (\ a)(M. @) = (\ (l) (a @) , on obtient a @ ^(w). Par suite,

œ(v) est premier. Si c Ç^W, d ç^V et si cd 7^0, on a o)(cd) = o)(c) o)(d). Puisque

u>(v) est premier, on a o)(cd) ^ou(v), donc cd Ç^V, et l'idéal W est presque

premier. La démonstration pour D et Z est similaire.

Lemme 7• Soient R un annéîde, L un idéal large quasi-premier, p un

idéal premier, et q un idéal p-primaire. Alors q U L = q + L est un idéal

primaire, et p U L = p + L est son idéal premier,

Utilisons (lll, §3, th.5)» Pour tout b ç (p U L)o«L c: p, il existe

m ̂  1 tel que b ç. q c q U Le Soient a et b tels que ab ç. q U L et a ^ q U L. On

a ou bien ab ç q et par suite b ç. p puisque q est primaire ; ou bien ab ^ q,

donc ab ç. L.»(o}, et enfin L presque premier implique b ç L,

Lemme 8, Soient un annéîde unitaire R noethérien fort (resp. dont R
n

lest noethérien), W son idéal zéroîde, et (o) = Cl q_ une décomposition primaire
1 i= 1

iréduite de (o), d'idéaux premiers associés p.(i = 1 ,o . . ,n )« Alors

l n 1

iV = H (q_ U V) est une décomposition primaire de W, dont les idéaux premiers
| i=1 •L

[sont les p. U W.

On a le même résultat en remplaçant W par Z.

En effet, chaque q. U V est un idéal primaire pour p. U W, et on a :

n(q. u w) = (n o.) u v = (o) u w = v.
i •L i -1

; Théorème 7« Soit un annéîde unitaire R noethérien fort (resp. dont 'R

est noethérien) et dont la graduation A est associative. Soient p ,«..,p des

idéaux premiers distincts, contenant l'idéal pseudo-zéroîde V, et dont aucun

n'est idéal premier isolé de Wo Alors il existe un idéal dont les idéaux

premiers associés sont exactement p ,...,?,

Que p. ne soit pas idéal premier isolé de V, équivaut à ce que, pour

tout idéal premier isolé TT de (o), p. ne soit pas contenu dans W U no

Pour tout idéal premier p. , l'intersection de ses idéaux

p^-primaires est (corollaire 2 du th.5) contenu dans (p. )ec = ^ec (extension

par R -» R ), qui est égal (th. 4) à l'intersection des composantes primaires
•i

de V qui sont contenues dans p.. Ceci étant, la démonstration est identique à

celle du théorème 6, en remplaçant (o) par W»

Remarquons que si û est un idéal quasi-premier d'un annéîde R, et si

a ç / est un diviseur de zéro, tout élément a de la classe a est un diviseur

de zéro dans R. En effet, a ^ c et il existe b ^ o tel que (a + a)(b + a) c o,

donc que ab ç Q. On a donc ab = 0, puisque Q est quasi-premier.
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