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Analyse non convexe [1977. Pau'}
Bull. Soc. math. France,
Mémoire 60, 1979, p. 125 -127 .

COMPACITE PAR COMPENSATION

François WRAT

Soient Cl un ouvert (borné ou non) de (R et A. (i = 1 ,2 ,... N)

des matrices appartenant à £(1f, € ). Définissons A par :

N
A =, {x e c111! ] ç e ̂  , ( ^ ^ A? x = o , ç ^ 0}

Le résultat principal de cet exposé,qui présente des résultats obtenus

en collaboration avec Luc Tartar, est le suivant :

THEOREME.

SA, une. matrice. M appartenant à ^Ç^,^) vé^-ce.

( î ) V À e A Re(MÀ,X) > 0

(jJLon& ROUA touJLç, ^unte. tatto, qwL :

ù —^ û  ctou L2(t2 ; û;1311) ^6^

N 8u N 9u
(2) < I ^ ^ -^ I A^ -^ dan& L2^ ; C111 ) ^bU

i=l i i»l i

. (M u ,u ) —^ y dûUZA 5) * (t2 ; C)n n °°

on a.

(3) Re 4^ > Re(Mu^,u^) •
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II s'agit là d'un résultat de semi-continuité inférieure faible de la
forme bilinéaire u —>• ( M u , u ) .

Ce théorème a une réciproque (Condition de Legendre-Hadamard) : -

Si une matrice M est telle que pour toute suite vérifiant ( 2 ) ,

on ait la propriété ( 3 ) , alors la matrice M vérifie ( 1 ) .

Du théorème on déduit comme cas particuliers les propriétés suivantes :

PROPOSITION 7 ,

SoAjt n un ouve.nt [bonne, ou. non] de. ^ ^ u at v deux. ^u^ute^
n- n

teJUie^ que. :

\ ~^ "oo dayu> L2 (" ; CN) ^OJUOt^
v —^ v^ dan& L2^ ; û^) ^oJUote,

div u <it rot v boAnê4 dan& L2(î2 ; Œ) e/t L2(îî ; ̂  ) ^ ^

N
o£o^& <ee^ p^dm^ô ^c.aJtcLUe^> (u ,v ) = ^ (u ). (v ). vé/î .̂ i;t :

^unïvn) '-A> ^œ»^) dans ^'(Sî ; 0 •

PROPOSITION 2.

So^t îî on ouve,^t bonne, de, (R2 , e :̂ u e-t v dzax 4u^te^ teJUie^ que.

"n —^•u«• dan4 L2^ ; c^

v^ -^ v^ dan& L2(^ ; Œ)

9u 3v
—— e/£ -r-"- foo/inê4 don-ô L2^ ; Œ)
^l ^

û^o>Zô ^e4 pnDdi.u.t^ u v vê.u^n;£ ;n n
u^ v^ -— u^v^ don4 ^ • (îî ; c) . •

(1 ) si ^> C (-S)' (îî))1^ , on définit rot <^ e (.û^^))^ par :

^_ 9<p.

^^^ij =^ - ̂  l < i^ <N



APPLICATION
La proposition 1 a d'importantes applications en théorie de

l'homogénéisation (cf. par exemple [3 ] ) .

D'autre part ce type de résultats permet d'obtenir des théorèmes

d'existence de solutions pour certains problèmes d'équations aux

dérivées partielles non linéaires. Ainsi, on déduit de la proposition 2

que si ^ G o2)(î2) , où Sî = ) a ,b. ( x ) a ,b ( C pZ ^ le système

9^ .
^7- + u^ + ( ^ "i^^ = f! dans ^

3^ r
T-Z- + u - ( ^ u u )u = f dans Î2

2 •'Î2 1 ^ 1 ^

3u.
^ -=0 si x^ = a ^ ou b^ , a^ < x^ < b^

^2^ç = 0 si x^ = a^ ou b^ , a^ < x^ < b^

8u. 8u^
a une solution unique telle que u, , -r— , u_ , -— appartiennent

1 dX. Z dX-

à L^îî) .

Enfin, ce type de résultats permet de montrer que l 'infimum de

certaines fonctionnelles non convexes est atteint. On trouvera un exemple

relatif à un problème d'élasticité non linéaire dans [ 1 ] .
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