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INTRODUCTION

Aprés les travaux de Hasse sur 1l'arithmétique des formes quadratiques
sur les corps de nombres algébriques, c'est B. Wittt qui a fondé la théorie algé-
briques des formes quadratiques sur un corps gquelconque, le cas particulier de 1la
caractéristique 2 étant étudié par C. APf quelques années plus tard. Le discrimi-
nant et 1'algeébre de Clifford sont des invariants des formes quadratiques ;

C.T.C. Wall combine ces deux invariants en un seul en introduisant, pour un corps,
le groupe de Brauer gradué. Pour suivre le développement de la théorie algébrique
des f ormes quadratiques sur un corps, le lecteur peut consulter les livres de

T.Y. Lam et F. Lorenz cités dans la bibliographie.

En ce qui concerne la théorie des formes quadratiques sur un anneau quel-
conque, elle a été développée d'une part par H. Bass, d'autre part par A. Micali
et 0.E. Villamayor. Le premier, dans des notes du Tata Institute de 1967, a généra-
lisé les constructions de C.T.C. Wall au cas des anneaux & l'aide des suites exactes
de la K-théorie algébrique. Utilisant la notion de foncteur cofinal pour les espaces
hyperboliques et les algébres d'endomorphismes de modules projectifs 27(2)-gradués
il construit ainsi un homomorphisme du groupe de Witt d'un anneau A <dans le groupe

de Brauer-Wall (ou groupe de Brauer gradué) de A.

Dans le méme temps, A. Micali et 0.E. Villamayor étudien$ 1les algébres
de Clifford des modules quadratiques sur un anneau et construisent 1'image du groupe
de Witt de A dans le groupe de Brauer-Wall. Dans un article ultérieur, H. Bass
étudie les liens entre algdbres de Clifford et norme spinorielle (K-théorie du groupe

orthogonal développée aussi par A. Bak).

Dans ce fascicule, les deux premiers chapitres sont consacrés & la cons-
truction explicite des deux invariants d'une forme quadratique : discriminant et
algébre de Clifford. Les chapitres 3 et 4 concernent des problémes algébriques liés

4 des questions classiques de géométrie sur les espaces euclidiens et les sphéres.

Plus précisément le but du premier chapitre est d'étudier la catégorie
des modules quadratiqueé sur un anneau commutatif arbitraire, d'introduire le
groupe de Witt-Grothendieck et le groupe de Witt et de donner quelques illustrations

4 1'aide de cas simples pris parmi les corps ou certains anneaux, par exemple aux

paragraphes 11, 13, 14 et 15,

Dans le chapitre 2, nous définissons l'algébre de Clifford et montrons

que l'algeébre de Clifford d'une somme orthogonale est le produit tensoriel gradué



des algebres de Clifford de chaque facteur. Ensuite nous étudions en détail la
structure de module de cette algébre. Les paragraphes 2.4 et 2.5 décrivent le
groupe des extensions quadratiques de A dans les cas gradué et non gradué ,
groupe qui sert & définir le discriminant. La présentation s'inspire directement
des travaux de 0.E. Villamayor et A. Micali et de l'article de C. Small cité dans
la bibliographie. Les paragraphes suivant commencent par des rappels, réduits au
minimum, sur les algebres d'Azumaya (ou centrales séparables). Ensuite, nous étu-
dions le centre et la séparabilité de l'algdbre de Clifford et de sa composante
homogéne de degré 0, suivant le rang modulo 2 du module quadratique. Ensuite on
étudie particuliérement les algébres de quaternions qui permettent au dernier para-
graphe de décrire, de fagon trés précise, la loi de groupe dans le groupe de
Brauer-Wall, c'est & dire la relation entre 1'algdbre de Clifford d'une somme or-
thogonale et celle de chaque facteur. Le groupe < H(A) est 1'image fn oroupe ce

Witt de A dans le groupe de Brauer-Wall de A.

Dans le chapitre 3, nous rappelons les résultats de Eckmann et Whitehead
sur les r-produits vectoriels dans 1l'espace euclidien Bn et cherchons les modules
quadratiques sur un anneau dans lequel 2 est inversible qui possédent un r-produit
vectoriel, la réponse étant pratiquement compléte. Ensuite nous construisons les
variétés de Stiefel algébriques et étudions la factorialité de l'anneau de la
sphére sur un corps. Nous donnons ainsi une solution simple & un probléme de R.
Fossum (résolu de fagon indépendante et compliqué par Qgama). Ensuite nous faisons
des remarques sur un analogue algébrique de la parallélisabilité des sphéres topo-
logiques.

Le quatriéme chapitre est consacré aux invariants de Steifel-Whitney
des modules quadratiques sur un anneau semi-local (cf. [44]). Le cas des corps est
a8t & A. Delzant et Scharlau et celui des anneaux locaux a E. Hornix. Nous en donnons

ici une construction plus simple & plusieurs égards.

Tout au long de ce travail, nous nous sommes efforcés d'utiliser des
méthodes élémentaires dans la résolution des problémes abordés. De plus, nous

avons utilisé, de facon systématique, les méthodes d'algébre commutative.

Qu'il nous soit ici permis de remercier tous ceux qui ont collaborés a
la bonne mise en forhe de ce travail. Nous remercions également Madame J. CELLIER
et Monsieur J. MEYRAN, du secrétariat Mathématique de 1'Université de Montpellier II,

pour tout le travail matériel fourni en vue de la préparation de ce fascicule.

A. MICALI - Ph. REVOY
Montpellier, le 23 Novembre 1979.



1. LE GROUPE DE WITT

.

Tout anneau est commutatif & é1lément unité, tout morphisme d'anneaux est
unitaire et tout module est unitaire. Désignons par Ann la catégorie des anneaux,
par Mod celle des modules et par Mod(A) celle des A-modules, ou A est un

anneau fixé.

1.1. APPLICATIONS QUADRATIQUES.

Soient A un anneau et M et N deux A-modules. On dira que q : M = N
est une application A-quadratique si les conditions suivantes sont vérifiées :
A Q1) pour tout (a,x) €A xM, q(a x) = a® a(x) ; A Q 2) 1l'application
@ : MxM->N définie par (x,y) + a(x+y) - a(x) - a(y) est A-bilinéaire, néces-

sairement symétrique. On dira que ¢ est l'application A-bilinéaire symétrique

associée & q.

Si g : M= A est une application A-quadratique, on dira aussi que gq
est une forme A-quadratique et que ¢ : M x M > A est la forme A-bilinéaire symétri-
que associée & q.

Considérons la catégorie C dont les objets sont les quadruplets (A,M,q,N),
ou (4,M) et (A,N) sont des objets de Mod et g : M- N est une application
A-quadratique ; les morphismes sont les triplets (f,g,h) : (4,M,q,N) - (4',M',q',N'),
on (f,g) : (A,M) > (A',M') et (f,h) : (A,N) > (A',N') sont des morphismes de Mod

rendant commutatif le diagramme :

Q
My -

=

h

£
v 1 v
v —ad——

I1 est clair que si (f,g,h) : (A,M,q,N) -+ (A’,M‘,q',N') est un morphisme
de C 1le diagramme

Wt —F—— §

est commutatif, ou ¢ (réép. ©') est l'application A-bilinéaire (resp. A'-biliné-

aire) symétrique associée & q (resp. q').
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Réciproquement, la commutativité de ce dernier diagramme n'entraine pas,
en général, que (f,g,h) : (A,M,q,N) » (4',M',q',N') soit un morphisme de C. Par
contre, il en est bien ainsi si 1l'homothétie définie par 2 dans N' est injective.

Ceci nous dit que, engénéral, on a

Homy ((&,M,q,N), (A',M',q',N")) € Hom, ~ (4,A") x Hom, (i,M') x Hom, (N,N').

Si 1'on fixe 1l'anneau A, on notera C(A) la sous-catégorie de C dont
les morphismes sont de la forme (idA,g,h) : (A,M,q,N) > (&,M',q,N'), ob g et h

sont des applications A-linéaires rendant commutatif le diagramme :
M —> N

g h
Y q' N
N N
Si de plus, on fixe aussi le A-module N, on notera C(A,N) 1la sous-caté-
gorie de C(A) dont les morphismes sont de la forme (idA, g, idN) : (A,M,q,N) -

(A,M',q,N), i.e., g est une application A-linéaire rendant commutatif le diagramme:

M —& S w
MY
N

En vue de simplifier 1'écriture, on notera (f,g) = (f,g,idN), g =
= (idA’ g, idN) et (M,q) = (A,M,q,N) € b C(A,N) si aucune confusion n'est &
craindre. )
Soient (M,q) et (M',q') deux objets de C(A,N). On définit
M) L (M',q") = (MO®M', D q'), ot g®q' : MSM' >N est l'application
A-quadratique définie par (x,x') = q(x) + q'(x'). Les injections canoniques
j i MoMOMN et j' : M'< MO®M' nous fournissent des morphismes de c(a,N)
rendant commutatif le diagramme

Jx3*
MxM —> (MOM') x (MdM)

ol " est l'application A-bilinéaire symétrique associée i l'application A-quadra-

tique q ®q', i.e.,9"((x,x'), (y,5")) = o(x,y) + ®'(x',y'), quels que soient



%y, €M et x',y' €M' ou ¢ (resp. ') est 1'application A-bilindaire symétri-
que associée & q (resp. g'). De plus, quels que soient g : (M,q) - (M",q") et
g' s (M',q') » (M",q"), morphisme de C(A,N) rendant commutatif le’ diagramme

gxg'
Mx M —>N" x N
AN
N
0N "
N
AY
N 4
N

N

ol @" est l'application A-bilinéaire symétrique associde & q", il existe un
unique morphisme g" : (M,q)_l_ (M',q') - (M",q“) de C(A,N) rendant commutatifs

les diagrammes :

On dira que (M,q)L (M',q') = (M ®M', ¢ ® q') est la somme orthogonale
des objets (M,q) et (M',q'). Nous venons de démontrer que la somme orthogonale
(M,q) L (M',q') est un objet initial, donc 1l'objet initial (& isomorphisme prés)
de la catégorie suivante : les objets sont les couples de morphismes de C(A,N),

1]
((M,q) —E= (M",q"), (M',q") S (M",q")), rendant commutatif le diagramme

gxg'
wall —> M"XM"

ou " est l'application A-bilinéaire symétrique associée & q" &b ol les morphismes
h: (g,g') » (g1,g1') sont les morphismes h : (i',q") = (M;‘,q%‘) de C(A,N) tels

que hog:g1 et hog':g1

Proposition 1.1.1. La somme orthogonale munit C(A,N) d'une structure naturelle

de catérogie monoidale & objet nul.

En effet, définissons les foncteurs L : C(A4,N) x C(4,N) = C(a,N),
((1,Q),(M',q")) » (M,0) L (',q") et T : €(4,N) x C(4,N) - C(4,N) x C(4,N),



((M,q),(M',q')))» ((m',q'),(M,q)) (foncteur transposition). I} est trivial de véri-

fier qu'il existe des isomorphismes naturels | o (L x Idc) ~1 O(Idc x]) et
yofl ~ L. De plus, si 1'on considére le foncteur F : C(A,N) - C(a,N) x C(a,N),
(M,q) [ ((M,q),O), ou O est 1l'objet nul de C(A,N), alors il existe un isomorphis-

me naturel L oF = Idc. La proposition est donc démontrée.

1.2. APPLICATIONS QUADRATIQUES ET PUISSANCES DIVISEES

Pour tout A-module M, désignons par I'_ (M) 1le sous-A-module des éléments

2(
homogenes de degré 2 de l'algébre I'(M) des puissances divisées . Cet

A-module est solution du probléme universel suivant : il existe une application

A-quadratique vy : M - FZ(M) telle que pour toute application A-quadratique
g : M~ N, il existe une application A-linéaire et une seule a : F2(M) - N rendant

commutatif le diagramme :

Pour le construire, on procéde comme suit. Soient M un A-module, TZ(M) =M Qk M,
(ex) €n la base canonique du A-module libre A(M) et R 1le sous-A-module de

X
A(M) X TZ(M) engendré par les éléments de la forme

(eX+y -e ey - X ® y)

2
(e, — 8% €0 0)

ou x,y €M et a € A. Notons T (M) = A(M) x T.(M)/R 1le A-module quotient et

M) c 2 2(
Y : M= A X T2(M) —_—> FZ(M) 1l'application (évidente) composée., Montrons
que Yy : M = FZ(M) est une application A-quadratique. En effet, y(ax) = c(ea x,O) =
= c((ea <~ a2 ey 0) + (a2 ey 0)) = a2 y(x), quels que soient a € A et x € M.

De plus, Y(x+y) - v(x) - v(y)= C(ex+y - ey ey 0) = C((ex+y me e, ~x® y) +
+ (0, x®y)) =c(0, x®y), quels que soient x,y € M. Ceci nous dit que 1'appli-

cation MxM - ' (M) définie par (x,y) P v(x+y) - v(x) - v(y) est A-bilinéaire.

A
Soient maintenant q : M - N une application A-quadratique et
® : XM -» N 1l'application A-bilinéaire symétrique associée & q. Il existe une

unique application A-linéaire g : T M) - N qui rend commutatif le diagramme

A



v 4
7
TZ(M)

ou la fléche verticale est canonique. D'autre part, il existe une application

A-linéaire f : A(M) = N donnée par LI a e m £ a_ q(x), donc une unique
x€m * ¥ x €M *

application A-linéaire fxg : A(M) X TZ(M> - N vérifiant (fxg) (ex, y® Z),=

= q(x) + 9(y,2), quels que soient x,y,z € M. Comme (fxg) (R) = 0, il existe une

unique -application A-lindaire gq : F2(M) - N telle que le diagramme

(M) fxg
A X T2(M) —_—> N
A
7
] {j
.7 q
v ,/
r (m)

soit commutatif. Donc, le diagramme

q
M —>N
1
//
’
Y o=
. q
V] ’

rz(M)/

est commutatif. Pour montrer 1l'unicité de q vérifiant q o vy = q, il suffira de

démontrer que 1'ensemble {Y(x)}xeM engendre FZ(M) en tant que A-module et pour

ce faire, il suffit de voir que guels que soient x,y,z € M, on a c(ex,y ® z) =
= v(x) + v(y+z) - v(y) - v(2).

Une autre construction de F2(M) consiste & passer par les puissances
symétriques. En effet, désignons par R 1le sous-A-module de A(M) X SZ(M) engen-

dré par les éléments de la forme
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o x,y €M et a €A, par F2(M) = A(M) x Sz(M)/R le A-module quotient et

Y: MoA 1) X SZ(M) - T2(M) 1'application (évidente) composée o S,(M) désigne

2
la deuxidme puissance symétrique du A-module M et V le produit symétrique. Il
est clair que Yy : M = F2(M) est une application A-quadratique et que F2(M) est

encore solution du probléme universel posé au début.

1.3. EXTENSION DES SCALAIRES

Soient A un anneau, q : M - N une application A-quadratique,
@ : MXN -+ N 1l'application A-bilinéaire symétrique associée & q@ et R un sous-
A-module de M. On dira que q est constante modulo R si la relation x =y
(mod R), avec x,y € M, entraine q(x) = q(y). Les assertions suivantes sont de
vérification immédiate : (i) q est constante modulo R si et seulement si quels
que soient x €M et y €R ona q(x+y) =a(x) ; (ii) si q est constante
modulo R, alors q(y) =0 pour tout y €R ; (iii) si q est constante modulo
R ona ¢(x,y) =0, quels que soient x €M et y €R ; (iv) si o(x,y) = 0
quels que soient x €M et y € R et si 1'homothétie définie par 2 dans N est

injective, alors q est constante modulo R.

Soit donc q : M - N constante modulo R et définissons q : M/R -» N
par X m q(x), ou % € M/R désigne la classe de x € M modulo R. Il est clair
que q est bien définie et est une application A-quadratique ; q est 1'unique

application A-quadratique rendant commutatif le diagramme

M/R”

ol la fldche verticale est l'application A-linéaire canonique. Si @ : (M/R) x
x (M/R) » N est l'application A-bilinéaire symétrique associée & g, alors
&(%,¥) = o(x,y), quels que soient X,y € M/R.

Pour toute application A-quadratique q : M - N, on définit le noyau de
q comme étant le sous-A-module de M défini par Ker(d) = {x | x €M, q(x) =0
et o(x,y) =0, Vy €M}, oi ¢ est l'application A-bilinéaire symétrique associde

4 q. Pour chaque y € M, considérons l'application A-linéaire o : M - N définie

y
par x b @(x,y). Il est clair que Ker(q) = {x | x €M, q(x) =0} N (/\ Ker(wy) .
y €M

Si 1'homothétie définie par 2 dans N est injective, 1'équation 2q(x) = wx(x) =0

entratne q(x) =0, i.e., Ker(q) = {F\ Ker(e_ ).
y €M ¥



Les assertions suivantes sont encore faciles & établir : (v) q : M » N
est constante modulo R si et seulement si R C Ker(q) ; (vi) si g : M- N est
constante modulo R et si q : M/R = N est l'application A-quadratique obtenue

par passage au quotient, alors Ker(a) = Ker(q)/R.

Lemme 1.3.1. Soient q : M= N une application A-guadratigue'et @ : MxN =» N
l'application A-bilinéaire symétrigue associée & q. Pour toute famille (xi)iEI

d'éléments de M et pour toute famille (ai)iel 3 support fini d'éléments de A,

2 ]
ona q( & a, x,)= % aSq(x,)+ £ a, a,o(x,x.), o L  désigne la
i€r * Y oser Yt g,y 24 M {i,3}

somme étendue aux sous-ensembles {i,j} de I & deux éléments.

On peut supposer, dans la démonstration, que I est un ensemble fini et,
par récurrence sur le nombre d'éléments de I, que I a deux éléments. Mais dans
ce cas, on a trivialement q(a, x, + a, x,) = a° alx, ) + a° a(x.) + a, a, olx,,x.)

’ 1M 2 "2 1 1 2 2 1 72 17727
Lemme 1.3.2. Soient L un A-module libre, (ei)iEI une base de L sur A et
N un A-module. Pour toute famille (
yij
que q : L -» N vérifiant les conditions q(ei) =y,; bour tout i €1 et w(ei,ej)=

d'éléments de N telle que

: yij)(i,j) € IxI
= yji guels que soient i,j € I, il existe une unique application A-guadrati-

=y, Dour tout (i,j) € IXI, oi @ : L x L » N est l'application A-bilindaire

symétrique associée & q.

En effet, pour tout x = £ a, e, €L ona q(x)= S a2 qle,) +
. ii . i i
i€I i€I

Z a, a, w(eA,e.) = z a. a,y.., d'ou 1l'unicité de q.
Lt 9 Y ()€ ma P00

Ence qui concerne l'existence de q, on commence par munir I d'une struc-

+

ture d'ensemble totalement ordonné. Pour toute famille (yi.) d'éléments de N

telle que yij = yji

ments de N vérifiant les conditions y!. = y.. pour tout i €I et y'!'. + y', =
ii ii ij Ji

yyj Pour tout (i,j) € IxI, i # j. BEn effet, il suffit de choisir yij =5 si

o s '

1 Js yi,j

pour tout (i,3) € IxI, il existe une famille (yij) aré1é-

= 3 3 3 1 -

=0 si 1i>3 et yii yii'
Considérons maintenant 1l'application A-bilinéaire V¢ : LxL - N définie

par (ei,ej) hoyij et soit q : L » N 1'application A-quadratique définie par

x m» U(x,x). I1 est évident que q(ei) = W(ei,ei) = yii =y pour tout i € I et

ii
que w(ei,ej) = q(ei+ej) - ale,) - q(ej) = w(ei,ej) + W(ej,ei) =y}
pour tout (i,j) € IxI, i # Je

+ y'

3TV T

,j,

Théoréme 1.3.3. Soient f : A - A' un morphisme de Ann et q : M » N une appli-
cation A-quadratique. Il existe une unique application A'-quadratique

q' : A' Sk M = A' 8k N rendant commutatif le diagramme :




M = > N
f®1dM f®1dN
2 q' v
T R M e e 1

A ®AM > A ®AN

L'unicité de q' est triviale. En ce qui concerne l'existence, la démons-

tration sera faite en deux étapes, ol l'on examinera d'abord le cas libre.

Supposons donc que M soit un A-module libre de base (ei)iel et posons
Vi = q(ei) pour tout i €1 et Vi = cp(ei,ej) pour tout (i,j) € IxI, i # J,
ol ¢ est l'application A-bilinéaire symétrique associée & q. D'aprés le lemme
1.3.2.,, i1 existe une unique application A-quadratique q' : A' ®A M= A' ®A N
vérifiant les conditions q'(1' ® ei) =1'® y;; pour tout i €I et o'(1'® ei;
1I'® ej) =1'Q® yij Pour tout (i,j) € IxI, i # j, ou ®' est l'application

A-bilinéaire symétrique associde & q'. Si x = I a; e €M, ona 1'®x =
i€l
= % fla.) 1" ®e.), donc q'(1' ® x) = b fla,) fla.)(1"®y..) =
i€er  * * (i,5) €1 * Y i3
=1'Q® N aia‘yi.=1'®q(x), ie., ¢'(1' ®x) =1' ® q(x) pour tout
(i,3) € IxI 47
x €M,

Le A-module M est maintenant quelconque et écrivons-le comme quotient

d'un A-module libre L :

D'aprés le cas libre, il existe une unique application A'-quadratique

q(’) : A! ®A L =A' ®A N rendant commutatif le diagramme ;

q
L = >N
f ®id i
lL f®1dN
- q(') V)
1 ® T e > A
A®AL 'A ®AN

1 .
Si maintenant on note R' = Ker (A" ®A L 1—@8 A’ ®A M), il est clair que q(') est

constante modulo R', ou encore, R' C Ker (q(')). Par passage au quotient, il existe



une unique application A'-quadratique q' : A' ®A M- A ®A N rendant commutatif

le diagramme :

idA|®g
0 —/>R!' >A'®AL _‘_>A'®AM'——>O
ql f/"
o PR
N L‘//
1
A ®AN

I1 s'ensuit que pour tout x €M, g¢'(1' ® x) =1' ® q(x).

1.4. FORMES ET APPLICATIONS QUADRATIQUES NON DEGENEREES

Soient g : M = N une application A-quadratique, @ : MxN -» N 1'applica-
tion A-bilinéaire symétrique associde 3 q et d_ : M =~ HomA(M,N) l'application
A-linéaire définie par x m (y v @(x,y)). On dira que 1'application A-quadratique
q : M =N est non dégénérée si 1l'application A-lindaire dtp : M - Hom, (M,N) est

~ A
injective et que q est strictement non dégénérée si d‘P HB Ut -rHomA(M,N) est un

isomorphisme de A-modules.

I1 est clair que toute application quadratique strictement non dégénérée
est non dégénérée, mais la réciproque est, en général, fausse. En effet, il suffit
de considérer le cas ou A est un corps, M un A-espace vectoriel de dimension in-
finie et q : M » A une forme quadratique non de’gézérée. L'application dcp t M- M*
est injective mais, toujours, non surjective car M est beaucoup "plus gros" que
M.

Une autre remarque est la suivante : si M est un A-module projectif de
type fini et fidéle et q : M - N une application A-quadratique strictement non
dégénérée, en tout point Pp € Spec(A), on a rN(p\ =1, i.e., N est nécessairement
de rang 1. Si 1'on impose tout simplement que M est projectif de type fini (non

nécessairement fidéle), alors on a rN(p) <1 pour tout P € Spec(a).

Proposition 1.4.1. Soit q : M = N wune application A-guadratique, ol M est un
A-module de présentation finie. Les conditions suivantes sont équivalentes : (i)
l'application A-quadratique q : M = N est non dégénérée (resp. strictement non
dégénérée) ; (ii) pour tout idéal premier p de A, l'application A -quadratigue
q. : M- N est non dégénérée (resp. strictement non dégénérée) ; (iii) pour tout
igéal gaximgl m de A, l'application Am—guadratigue . ¢ Mm - Nm est non

dégénérée (resp. strictement non dégénérée).

On note @ : MxM = N 1l'application A-bilinéaire symétrique as@ocide 2

q et d‘p : M aHomA(M,N) l'application A-linéaire définie par x i+ (y P o(x,y)).
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d
La suite exacte de A-modules O - Ker (d¢) e HomA(M,N) - Coker (dw) -

>0 et le fait que M soit de présentation finie, nous donnent la suite exacte de
Pm
= Cok d i i.e., Ker(d =
- Mm g HomA (Mm,Nm) Co. er( W)m 0, i.e e ( w?m

A -modules 0 - Ker(
m m

d
w)m
= Ker(d ) et Coker(d ) = Coker(dw ). Ceci étant vrai, quel que soit m idéal

L ®'m n
maximal de A, on endéduit que (iii) = (i). L'implication (ii) = (iii) est trivia-

le et (i) = (ii) est facile & établir.

Proposition 1.4.2. Soit q : P - N une application A-quadratique, ot P est un

A-podule projectif de type fini et HomA(P,N) est plat. Les conditions suivantes
sont équivalentes : (i) l'application A-guadratique q : P - N est strictement

non dégénérée ; (ii) pour tout idéal premier P de A, l'application (4/p)-

guadratique %/P : P/p P> N/p N est strictement non Egénérée ; (1i1) pour tout

idéal maximal ¢ de A, l'application (A/ﬁﬂ-guadratigue q/m : P/m P> N/m N est

12z

strictement non dégénérée.

Il suffit de remarquer que, comme P est projectif de type fini, pour
tout idéal premier p de A, il existe un isomorphisme de (A//W—modules
v(A/») ®, Hom, (P,N) ~ Hom, (B/p B, n/PY).

on rouwarque que si P est projectif de type fini et fiddle et si
HomA(P,N) est plat, alors N est lui-m8me plat. En effet, comme P est projectif
de type fini et fidele, il existe un A-module projectif de type fini Q tel que

*
P@i Q =L soit libre (cf. [5]). Comme HomA(P,N) ~ P Qh N est plat, il en est

d * o P ; (1) (1)
e méme de Q @k P 8h N, donc si L =A , alors N est un A-module plat et,
par suite, N est lui-méme plat. Ainsi, dans la proposition 1.4.2., si 1l'on suppose

P fidéle, il suffira de supposer que N soit plat.

1.5. PRODUIT TENSORIEL D'APPLICATIONS QUADRATIQUES

Théoréme 1.5.1. Soient qi H Mi - Ni (i =1,2) deux application A-guadratiques

et ?, (resp. ¢2) 1'application A-bilinéaire symétrique associde & a4 (resp. q2).

Il existe une unique application A-quadratique q : M1 & M2 - N1 @k N2 vérifiant

les conditions q(x1 ® x2) =2 q1(x1) ® q2(x2 et cp(x1 ®x,, ¥, ® y2) =
= guels que soient et € t
@1(x1,y1) ® w2(x2,y2), uels que soient x1,y1 € M1 et x2,y2 M2, ou ¢ est

l'application A-bilinéaire symétrigque associde & q.

L'unicité d'une telle application quadratique vérifiant les conditions



imposées, est triviale. En ce qui concerne l'existence, on commence par étudier

le cas ou M1 et M2 sont libres et aprés, on passe au cas général.

Supposons donc que M1 et M2 soient des A-modules libres et soient
t (f b . éfini i
(ei)iél une base de M1 e ( j)jEJ une base de M2 On définit une famille

(y/. . d'éléments de N, & N_, de la facon suivante : . =
(1,9, (, 0)) 276168 1 ST de da fagon suivante 1y, ) (1 )

=9, (e e)) ®w2(fj,fz) si (i,3) £ (k,8) et Y(5,3), 0k, 8) = 2 q,(e;) ® q2(fj)
si (4,3) = (kx,4), ob (i,3j) € IxJ et (k,2) € IxJ. D'aprés le lemme 1.3.2., il

existe une unique application A-quadratique q : M,‘ ®A M2 B N1 8A N2 vérifiant

les conditions q(ei ®f,) = Y(1,3),(i,35) PO tout (i,j) € IxJ et :p(ei ®f, ,

J J
e, ® ft) = Y(1,3),(x, 2) quels que soient (i,j),(k,2) € 1xJ, (i,3) # (x,4), ou

¢ est l'application A-bilinéaire symétrique associée & q. Il est facile de vérifier
que l'application A-quadratique q satisfait les conditions du théoréme.

Supposons maintenant que M1 et M2 soient quelconques et écrivons les

comme quotients de modules libres L, et L, respectivement :

1 2
& &2
- _— -

0 - R, L, >u, > 0, 0 R, = L, —>M, > 0

< IS

l\ '\\
9 . %4 G2 s K
Y Yy
N %

D'aprés le cas libre, il existe une unique application A-quadratique q' :

L1 ®A L.2 - N1 (XA N2 vérifiant les conditions du théoréme. Or, si 1l'on désigne
par R = Im(R @ L, + L

1 . ®A R, =L & L2), il est clair que R < Ker(q'), donc par

passage au quotient, il existe une unique application A-quadratique q : M1 ®A M2 -

>N, & N rendant commutatif le diagramme

1S N
! 8 %8
i _—>
0 2R = L &L M @M, -0
1 //
q - q
v ,’/
L
N &N,

Ceci achéve la démonstration du théoréme.

On notera q = 9 ® 4 et on dira que q est le produit tensoriel










