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COURBURES ET BASCULEMENTS
DES SOUS-VARIETES RIEMANNIENNES

par
MAILLOT Henry

A MES PARENTS

Résumeé.

Dans ce travail, aprés avoir rappelé les définitions et résultats de l'article
[Ma.1] nous poursuivons notre étude des relations entre le tenseur de courbure
de Riemann-Christoffel d'une sous-variété V et les variations angulaires de

I'espace tangent a V.

En chaque point de V nous avons défini un endomorphisme g qui mesure
les variations angulaires de l'espace tangent a V. Lorsque V est une sous-variété
compacte de R", I'intégrale du déterminant de g est liée aux nombres de Betti
de V.

Nous définissons la notion de roulis de V suivant un vecteur tangent a V.
Ceci conduit en particulier a des définitions en codimension quelconque des

directions et des lignes de courbure.
Un "théoreme de Joachimsthal" est démontré.

Nous définissons et étudions les directions principales "longitudinales" des
tubes autour de V. Des relations avec la courbure de la connexion normale

sont établies.

Abstract.
In this work, after recalling the results of the article [Ma.l] we continue
our study of the relationship between the Riemann-Christoffel curvature tensor
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of a submanifold V and the angular variations of the tangent space to V.

At each point of V we have defined an endomorphism B which measures
the angular variations of the tangent space to V.

If V is a compact submanifold of R" then the integral of the determinant
of B is linked to the Betti numbers of V.

We define the notion of roll of V with respect to a tangent vector to V.
This leads in particular to definitions, for any dimension, of directions and
lines of curvature.

A "Joachimsthal theorem" is proved.
We define and study the "longitudinal" principal directions of the tube over V.

Relations with the curvature of the normal connection are established.
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Introduction

Depuis Gauss, les Géometres se sont attachés a distinguer les propriétés

géométriques intrinséques des surfaces de leurs propriétés extrinseques.

La courbure, dite de Gauss, généralisée en le tenseur de Riemann-Christoffel

est devenue le pilier central de la théorie intrinséque des variétés riemanniennes.

Il n'en reste pas moins que la notion de courbure est a l'origine purement
extrinséque : la courbure intrinséque des variétés de dimension | sur R est
toujours nulle. Le probleme de la généralisation des notions de courbures extrin-
seques au cas des sous-variétés de dimension quelconque a été traité par de

nombreux auteurs (pour une étude récente, voir J.M. MORVAN [Mo]).

Historiquement 'étude locale de la courbure des surfaces dans lR"s'est
faite par l'intermédiaire des "sections normales". A chaque droite D tangente
en un point x_ de la surface est associé une "courbure normale" f(D) dont
on étudie la variation en fonction de D. On en deduit la definition des directions

principales (points stationnaires de f), de la courbure de Gauss, etc. .

Pour une hypersurface de dimension p d'une variété riemannienne V les
choses sont analogues, il y a en général p directions stationnaires pour la cour-
bure de la section normale, a savoir les directions principales. La situation
est beaucoup plus compliquée lorsque V est une sous-variété de codimension
q > 1. Dans ce dernier cas, on peut encore associer a chaque droite D tangente
en x, a V une "courbure normale", mais celle-ci n'a pas un comportement
simple quand D varie ; en particulier il peut y avoir plus de p directions sta-

tionnaires.

Ceci incite a penser que pour une sous-variété de dimension p et de codimen-
sion ¢ > 1 de V il n'y a pas en général p droites privilégiées jouant le rdle

des directions principales d'une hypersurface.

Dans [Ma.l] nous avons montré qu'en fait il existe quand méme de telles

droites, que nous avons appelées directions de basculement principal.

Nous avons défini un endomorphisme symétrique B de TV caractérisé

par la propriété suivante :
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Soient y une courbe paramétrée de V, Xo = Y(to), u = Y'(to), 6 (t) I'angle
m ~ N .o N
0s 6 < 2) de TXOV avec pto,t(Ty(t)V)’ ou Ptb,t désigne le transport parallele

relatif 3 V, le long de y, deta to.

Alors X tend vers |8 (W] quand t —> t .
t-to t >t [¢]

Nous appelons B I'endomorphisme de bascule de V au point x. Les directions
de basculement principal sont, par définition, les directions propres de B .

Ceci nous a conduit naturellement a la définition suivante : une sous-variété V
de V est dite isobasculante lorsque, pour tout x € V, | B(u)| reste constant
quand u varie dans la sphére unité de TXV. Pour cela, il faut et il suffit qu'en
tout point de V l'endomorphisme B soit une homothétie.

Dans le présent travail, constitué de cinq chapitres que nous allons décrire
briévement, nous poursuivons notre étude des propriétés géométriques li€es
aux notions de courbures intrinséques ou extrinséques d'une sous-variété d'une

variété riemannienne.

Les chapitres sont numerotés en chiffres romains, et une référence a (IIl.5.2)
par exemple, renvoie au n° (5.2) de III.

0. Le chapitre 0 contient les notations générales et un résumé de I'article
[Ma.1] auquel le présent travail fait suite.

I. Le chapitre I commence par une interprétation de la forme bilinéaire associée
a B? comme différence de deux métriques.

Ceci nous permet de caractériser les sous-variétés isobasculantes comme
étant celles pour lesquelles l'application canonique de V dans le fibré en

grassmanniennes d'indice p sur V est une application conforme.

Puis nous donnons une interprétation géométrique de l'indice de nullité
relative introduit par Chern et Kuiper : cet indice au point x n'est autre
que le nombre maximum de directions linéairement indépendantes en x,
suivant lesquelles le basculement de V est nul (cf. 1.1.7).

Nous étudions ensuite plus avant les sous-variétés isobasculantes. Nous
avons vu dans [Ma.l] qu'il en existe de nombreux exemples.
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Les sous-variétés ombilicales sont automatiquement isobasclantes, mais la
réciproque est tres loin d'étre vraie. C'est dans le cas de la codimension |
que les deux notions sont les plus proches.

Nous établissons en (I.1.18) qu'une hypersurface isobasculante compacte ,
connexe, de dimension 32, d'un espace euclidien E est nécessairement une
hypersphére de E. Toutefois une hypersurface isobasculante d'une sphére
n'est pas forcément ombilicale (cf. I.1.11 et 1.14).

Lorsqu'on étudie les rapports entre les deux notions d'hypersurfaces isobascu-
lantes et d'hypersurfaces ombilicales on rencontre la question suivante :
A quelles conditions, dans une variété V, toute hypersurface compacte possé-
de-t-elle au moins un point de convexité ? Nous avons cherché a voir dans
quelle mesure le raisonnement classique dans an, consistant a enserrer V

dans des spheres, se généralisait (cf. 1.2.7 et 2.9).

Ensuite, ayant défini le tangage de V suivant un vecteur de fagon naturelle,
nous avons étudié les rapports entre courbures, tangages, basculements
et diameétres extrinséques. L'outil de base est le lemme (I.3.1) et son complé-
ment (I.3.7).

Mentionnons I'application aux sous-variétés minimales de R" (I.3.3) et la

caractérisation d'une sphere (1.3.8).

L'étude des rapports -entre basculements et transport parallele nous permet
d'énoncer en particulier une propriété des surfaces minimales a bord de
Rn, qui relie l'intégrale de la racine carrée du module de la courbure de

Gauss sur le bord a !'intégrale de la courbure de Gauss sur la variété (cf.I.4.8).

Le chapitre 1 se termine par une comparaison de la courbure de Gauss-

s . . . n .
Bonnet d'une sous-variete de dimension paire de R avec sa courbure areo-
laire det B, (cf. L.5.4).

L'intégrale de la courbure aréolaire dépend de la topologie de V : a un
facteur prés ne dépendant que de la dimension et de la codimension de V,

elle est minorée par la somme des nombres de Betti de V (cf. 1.5.5).

Dans le chapitre II la notion de roulis d'une sous-vari€été V suivant un vecteur

tangent a V est définie et étudiée. Le roulis est un invariant conforme.
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Si V est une hypersurface de V, et si x € V et u € (TxV) \ {0}, pour que
Ru soit une direction principale de V il faut et il suffit que le roulis de V sui-

vant u soit nul.

Ceci, ainsi que d'autres raisons, conduit a appeler direction de courbure
d'une sous-variété V de V toute droite IRu, u € (TXV) \ {0}, telle que le
roulis de V suivant u soit nul, et ligne de courbure de V toute courbe de
V dont toutes les tangentes sont des directions de courbure de V. Une direc-

tion de courbure est nécessairement une direction de basculement principal.

La définition ci-dessus des lignes de courbure permet d'énoncer un "théoréme
de Joachimsthal" général (cf. I1.3.7). Le fibré normal relativement & V de
la ligne de courbure, et sa connexion canonique interviennent de fagon

essentielle.

Pour qu'une sous-variété V de V soit ombilicale il faut et il suffit que tous
les roulis de V soient nuls. (Cet énoncé est a rapprocher du suivant : pour
qu'une sous-variété V de V soit totalement géodésique il faut et il suffit

que tous ses basculements soient nuls.)

Il en résulte en particulier que si Vl et V2 sont deux sous-variétés ombili-
cales de V telles que :

i) dim V| + dim V, > dim V,

ii) Vl n V2 est connexe,

iii) Vl et V2 sont transverses en un point X € \

anZ,

alors V|, n V, est une sous-variété ombilicale et de plus V, et V, se coupent

2
suivant un angle constant (cf. I1.3.8 et 3.9).

Des formules relatives aux roulis ou aux basculements d'une intersection

sont établies.

On montre que le basculement | B(u) | n'est autre que la norme euclidienne
d'une "rotation instantanée" 8, (cf. IL.4.5). L'endomorphisme § se décompose
canoniquement en une somme de deux éléments orthogonaux dont les normes
euclidiennes ne sont autres que le tangange de V suivant u et le roulis de V

suivant u.

Lorsque V est conformément plate, pour qu'une sous-variété V de dimension p
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de V ait une connexion normale plate, il faut et il suffit qu'en chaque point
de V il existe p directions linéairement indépendantes suivant lesquelles
le roulis de V est nul (cf. 11.6.6).

Le carré du basculement est égal & la somme du carré du tangage et
du carré du roulis, mais tangage et roulis ne sont pas indépendants et ne
se comportent pas de fagcon symétrique. Par exemple, d'une majoration
au point X, des tangages suivant les vecteurs unitaires, on déduit une majora-
tion des roulis suivant ces mémes vecteurs (cf. I.7.1), mais la réciproque

est fausse, comme le montre le cas d'une sphére euclidienne dans R".

Cette réciproque devient vraie quand on se limite aux sous-variétés minimales
(cf. I.7.3).

Il. Dans le chapitre III, nous définissons et étudions pour les sous-variétés
de R" des objets qui, lorsque V est une courbe, sont les axes et les centres

de courbure de V.

Si V est une sous-variété de R" et ue TV, on définit un champ de Killing X,
sur R" qui donne naissance a un sous-espace affine ‘€u, appelé espace

central et A un vecteur de R", T, la translation instantanée.

Un point privilégié est aussi considéré : la projection orthogonale H, de x

sur €. 1l s'avere que H -x est orthogonal a Vv (cf. 11.2.2).

Nous sommes conduits de fagon naturelle a la définition de la non-dégénéres-
cence d'un élément u de TV (cf. I1.3.3). La non-dégénérescence est le cas
général. Par exemple lorsque V est une courbe, pour que u € TV soit non
dégénéré il faut et il suffit que u et la courbure de V au point x soient

non nuls.

Les cas particuliers des courbes et hypersurfaces réelles ou complexes sont
examinés (II1.3.7 et 3.8).

Les vecteurs u pour lesquels la rotation instantanée g, est nulle sont évidem-

ment dégénérés.
Diverses caractérisations de ces vecteurs sont données.

Nous étudions ensuite les vecteurs u pour lesquels la translation instantanée
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T, est nulle. Ceci nous conduit a une interprétation cinématique des points
focaux (II.4.5).

Dans le cas ou dim V ¢ codim V, si u € TV est non dégénéré et si y est
une courbe paramétrée de V telle que y'(0) = u, alors dés que |t| est assez
petit, l'espace affine normal a V au point vy(t) est transverse a l'espace
affine normal a V au point y(0) et l'intersection de ces deux espaces affines
normaux tend vers l'espace central @u quand t —>0 (cf. 111.5.2).

Une interprétation analogue est donnée dans le cas ou dim V > codim V,
I'intersection des espaces affines normaux est alors remplacée par "l'espace
affine perpendiculaire commun" (cf. II1.5.3).

IV. Le chapitre IV est relatif aux tubes autour de V.

Dans (IV.1) on considére le cas ou la variété ambiante V est un espace
euclidien. Les géométries de V et des tubes autour de V sont alors étroite-
ment liées.

Nous nous intéressons particulierement aux phénoménes que I'on observe
lorsqu'on suit par continuité une direction principale longitudinale de Tub V
depuis un point Yo jusqu'a son antipode Yy (cf. IV.1.5, 1.8 et 1.10).

Dans (IV.2) la variété V est quelconque. On définit d'abord en tout point y
de V pas trop éloigné de V, des sous-espaces (9y, P, Jy de TyV qui

y
ont tous la dimension p et un caractere longitudinal.

Les définitions de @ et & sont toutes naturelles. Celle de F est un peu
plus cachée. Elle se justifie par le fait que ‘7 est localement intégrable
si et seulement si la connexion normale de V est plate (cf. IV.2.7).

Lorsque V a une courbure sectionnelle (resp. sectionnelle holomorphe) cons-
tante, les espaces (, '@y et } sont confondus, et ils sont stables par
I'endomorphisme fondamental £ du tube autour de V passant par y.

Si V a une courbure sectionnelle constante et si la connexion normale de V
est plate, alors (0 est localement intégrable et la connexion normale de

chaque sous-variété intégrale est plate (cf. IV.3.5).

Lorsque V est quelconque, les espaces (Dy, 9),, J’y ne sont pas nécessai-

10
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rement €gaux et ne sont pas nécessairement stables par .
Des lors existe-t-il une notion de directions propres longitudinales ?

La' réponse est oui ; ce sont les directions principales qui appartiennent
a un certain sous-espace .?y stable par R.

Grosso modo % est défini de la fagon suivante : quand y approche de
V, l'endomorphisme fondamental £ au point y du tube passant par y a
des valeurs propres qui tendent vers l'infini et d'autres qui ont des limites
finies ; la somme des sous-espaces propres de & relatifs a ces derniéres
est z/y. De fagon plus précise, si n désigne le champ des vecteurs unitaires
normaux sortant des tubes autour de V, on sait que & est l'endomorphisme
induit par - Vn dans Ty(Tub V).

cpge . g soe . . . .
La difficulte est que n n'estpas defini sur V. On se tire d'affaire en consi-
. > . g . . N
dérant le champ on produit de n par la fonction distance a V.

on n'est autre que l'image du champ de Liouville du fibré normal NV par
la restriction & NV de l'exponentielle de V(cf. IV.4.1).

La proposition (IV.4.5.2) précise ce que devient !Z,y quand y se rapproche
de V, en restant sur une géodésique fixe de V rencontrant V orthogonalement.

Aprés avoir établi les propriétés ci-dessus, on étend au cas d'une variété V
quelconque certains résultats démontrés en (IV.1).

On procéde de la fagon suivante. Si § est un vecteur unitaire normal en X,
aVet y:[0r]+V lagéodésique de V telle que y'0) = g, on suit par
continuité les directions propres longitudinales le long de Yy ; on est ainsi
ramené & l'étude faite en (IV.l) du comportement des vecteurs propres
de h, lorsque & varie dans la sphére unité de l'espace normal en X, a
V (cf. IV.4.8).

On démontre que si & est localement intégrable alors la connexion normale
de V est plate (cf. IV.4.9).

11
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CHAPITRE 0

NOTATIONS GENERALES ET RESUME DE L'ARTICLE [Ma.l1]

Nous fixons dans ce chapitre 0 des notations générales et nous rassemblons
les définitions et résultats de l'article [Ma.l] auquel le présent travail fait
suite.

1. Notations et conventions générales.
. , s, s ©
Pour alleger l'expose nous supposons toutes les variéteés données de classe C

et de dimensions finies.

La lettre V désigne une sous-vari€té d'une variété riemannienne V. La deuxie-

me forme vectorielle de V relativement a V est notée a.
Pour tout x € V, T V=TV @&N_V ol N_V est I'orthogonal dans T V de T_V.
X X X X X X

Pour tout £ € NXV, a est la forme bilinéaire symétrique sur TxV défi-
nie par :

ag (u,v) = (@(u,v)|E)

pour tous u,v €léments de TXV, et hE est I'endomorphisme (dit fondamental)

associé a a, .

g
Sauf mention du contraire, dim V= n, dim V = p, q = n-p, (1 l,...,TP) (resp.

(V 5eees \)q)) sont des bases orthonormées de TV (resp. NXV).

Les endomorphismes h ~sont parfois notés h; pour alléger I'écriture.
i

Siue T Vetut#0 lacourbure relativement a V de la géodésique de V
issue de u est “—av(—ui‘ili . Il est donc naturel (et ce sera commode dans la

suite) d'appeler tangage de V suivant le vecteur u, le nombre t, = Mﬁf—“.

13
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Nous posons t, = 0 pour u = 0. Ainsi tAu = |A Itu pour tout A€R.

Si u est un élément non nul de TV nous disons en suivant Chern ([Ch.D)
que Ru est une direction asymptotique lorsque o (u,u) = 0, i.e. lorsque le
tangage t  est nul.

Pour toute vari€té riemannienne M, lorsque aucune confusion n'est a crain-
dre, V est la dérivation covariante de M, R est la courbure de M et p l'opérateur

de courbure correspondant : pour tous champs de vecteurs X,Y,Z sur M

R(X,Y)Z =V v, V

x Yy = % Yx - Vix,v)
(p(X AY)|(Z A W) = <((R(X,Y)Z)| W),

Q est la courbure de Ricci de M : pour tout x € M, tout u € TxM et toute

base orthonormée (al,...,an’) de TXM,

Qlu) = I R(u,ai)ai.
l<ign
Si A est un champ de tenseurs sur M, VA est le champ d'applications linéaires
défini par (VA).u = VA pour tout ue TM.
On pose viA - vA et viA - v(vlA) pour tout entier i > 2.

Les objets relatifs a V sont généralement notés par une lettre munie d'un ~ ,
exemple : R,p, V, etc. .

Nous appelons géodésique unitaire toute géodésique vy telle que || y'(t)]| =1

pour tout t.
Si k € IN, Sk est la sphere euclidienne de centre 0 et de rayon 1 dans ]Rk+l.

Le plus souvent I désigne un intervalle de R.
2. Rappels d'algebre euclidienne. p
Soit E un espace euclidien de dimension n. Pour tout entier p > 0, AE est

canoniquement muni d'une structure d'espace euclidien telle que :

(xl A Axp| Y Aot yp) = det((xi| yj)).

14
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Soit X un sous-espace vectoriel de dimension k de E. Si (xl,...,xk) est une
k
base orthonormée de X, alors I'élément XA e A Xy de AE est défini au signe

pres, il est dit multivecteur unitaire associé a X.

Si X et Y sont des sous-espaces vectoriels de E ayant pour dimension com-
mune k, on définit l'angle (¢ T /2) de X et de Y comme étant le réel 6 qui
P < - N .
vérifie 0 < 6 < /2 et [(ay[ay)| = cos® ola, eta, sont des multivecteurs
unitaires respectivement associes a X et Y.

3. Définition et signification géométrique de I'endomorphisme de bascule.
Soit V une sous-variété de dimension p d'une vari€été riemannienne V. Les

dérivations covariantes relatives a V et V seront notées V et Vrespectivement.

Soit X, € Vetuc€ Tx V : on va définir un coefficient de basculement au
point Xy suivant u, de l'espoace tangent a V.

Soit y : I + V une application deux fois dérivable, définie sur un intervalle
ouvert de IR contenant 0, telle que Y(0) = x, et v¥'(0) = u.

P_- ,
Enfin, soit T : U(xo) + ATV une application definie sur un voisinage de Xy
dans V, telle que t(x) soit l'un des deux multivecteurs unitaires associés au

sous-espace TXV et telle que T soit continue.

Posons f = Toy et soit g : I+ KTV le champ paralléle le long de vy défini
par la condition initiale g(0) =T(x ). lil'otons 6(t) I'angle (< 7/2) de Ty(t)v avec
le transporté par parallélisme dans V, le long de vy, jusqu'au point y(t), de
I'espace tangent en x_ a V. Posons S(t) = (f(t)| g(t)) 5 on a donc S(t) = cos6(t),
au voisinage de t = 0. On a alors la :

(3.1) Proposition.
® 20 tend vers |50)]

(i $0) = (T Dx )-w)] (T D ).

12 quand t tend vers 0O par valeurs > 0.

(3.2) Définitions. D'aprés la proposition (3.1) la limite de ne dépend

que de X, et u ; nous l'appellerons le basculement au point X, suivant

6 (t)
t
le vecteur u, de l'espace tangent a V.

Posons o (u,v) = (VT )(xo).u)(ar)(xo).v) pouru,v € Tx V (le changement de T
o . o

15
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en - T n'affecte pas cette définition).

¢, est une forme bilinéaire symétrique positive. Nous noterons Pex
[o) ’

l'endomorphisme associé et nous appellerons endomorphisme de bascule Bx

(o]
au point X la racine carrée positive de Pex *
9
o
D'aprés la proposition (3.1) si |u| =1 et si u est vecteur propre de
Bx alors la valeur propre associée n'est autre que le basculement au
[0

point X, suivant u . Nous appellerons donc basculements principaux au
point X, les valeurs propres de l'endomorphisme de bascule.

Exemples.
(3.2.1) Si V est une courbe dans V, l'endomorphisme de bascule n'est autre
que I'homothétie ayant pour rapport la courbure géodésique deV.

(3.2.2) Si V est une hypersurface de V, I'endomorphisme de bascule est la valeur
absolue de l'endomorphisme associé a la deuxiéme forme fondamentale (cf. (3.4)

plus bas).

(3.3) Proposition. Soient x €V et (1 l""’Tp) une base orthonormée de T.V.
L'endomorphisme de bascule B de V s'exprime en fonction
de la deuxiéme forme vectorielle a de V par la formule :

(B¥(w|v) = I (a(u,Ti)la(v, Ti))
I<igp

pour tous u,v € Txv.

On a donc Tr B2 = (a | a) et par conséquent l'interprétation géométrique

suivante :

(3.3.1) Corollaire. Le carré scalaire de la deuxieme forme fondamentale vecto-
rielle au point x est égal a la somme des carrés des basculements principaux.
(Ces derniers sont comptés avec leurs ordres de multiplicité.)

(3.3.2) Corollaire. Le tangage suivant un vecteur est inférieur ou égal au bascule-

ment suivant ce vecteur :

t, < 18I  pour tout ueT V.
o

16
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Cette inégalité est évidente pour u = 0, et pour u # 0, elle découle de la

formule (W[ () = I (aly1)|aly,1;) appliquée & une base orthonormée
l<ig<p
u
(Tl""’Tp) telle que T, = InE

(3.4) Proposition. Soient v IR des champs de vecteurs normaux Sur
V, tels que pour tout x de V, (v l(X)’ vy \)q(x)) soit une base orthonormée
de NXV . Pour X,Y e Txv posons

a(X,Y) = I 0, (XY)v,
l<kggq

et soit hk l'endomorphisme associé a ak Alors l'endomorphisme de bascule
est donné par :

1/2
B=( = hkohk) .

l<kgq
(3.4.1) Corollaire. Soient V une hypersurface et v un champ sur V de vecteurs
normaux unitaires. Désignons par h l'endomorphisme associé G la deuxiéme
forme fondamentale scalaire relative @ v . Alors B = |h| . Par conséquent,
les basculements principaux sont les valeurs absolues des courbures principales.

Dans le cas d'une sous-vari€été quelconque, lorsque les valeurs propres de
I'endomorphisme de bascule au point Xy sont toutes simples, on a, au point Xy

n directions privilégiées que nous appellerons directions de basculement principal.

(3.4.2) Corollaire. Soit V une sous-variété complexe d'une variété kahlérienne V.
Alors en tout point x de V l'endomorphisme de bascule B de V est C-
linéaire.

Preuve. Soit # l'opérateur de multiplication par i dans TXV. On sait que les hk
anticommutent avec £, donc, d'aprés (3.4), B? commute avec £ . Il résulte
alors d'une propriété connue des racines carrées positives que B commute
avec £, d'ou la C-linéarité de B.

4. Courbure aréolaire d'une sous-variété.

Supposons que V est un espace euclidien E.

L'application T considérée dans la section 3 s'identifie alors a une applica-
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P
tion de U(x ) dans la sphére unité de AE.

Soit do  l'aire balayée par T(x) quand x décrit I'élément d'aire dS autour
du point X, sur V. On a alors la

(4.1) Proposition. Le rapport % tend vers le déterminant de l'endomorphisme

de bascule Bx lorsque dS tend vers zéro.
o
Sous les hypotheses de la proposition (4.1) il est naturel d'appeler courbure
aréolaire de V au point X, la limite de %CS-’ quand dS tend vers zéro. La proposi-

tion (4.1) peut alors s'énoncer :

Pour une sous-variété V d'un espace euclidien E, la courbure aréolaire de
V en un point Xy de V est égale au produit des basculements principaux en Xy
(comptés avec leurs ordres de multiplicité).
(#.2) Définition. Plus généralement, pour V  quelconque, nous appellerons
courbure aréolaire de V , en un point Xs de V, le déterminant de l'endo-

morphisme de bascule en ce point.

5. Sous-variétés minimales et sous-vari€tés isobasculantes.

(5.1) Définition. Soit x,€V. La sous-variété \% est dite isobasculante
au point X,s par rapport @ V, lorsque l'endomorphisme de bascule au point Xy
de V relativement @ V est une homothétie.

V est dite isobasculante lorsqu'elle est isobasculante en tout point.

Ainsi une sous-variété isobasculante est une sous-variété telle que la variation
angulaire de I'espace vectoriel tangent est la méme dans toutes les directions.

(5.2) Proposition. Toute sous-variété minimale V de dimension deux, d'une
wariété riemannienne quelconque V est isobasculante.

Ceci résulte de la proposition (3.4) les h, o h, étant alors des homothéties.

(5.3) Proposition. Soit x,€ V. Supposons que (Tra)(xo) =0 et que '5(x°) est
une homothétie de rapport a . Alors, au point Xy la courbure de Ricci
Q de V et l'endomorphisme de bascule B sont liés par la relation
B2+Q = (p-1)aid.

18
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Lorsque a = 0, on a Q = -B2 et par conséquent une interprétation géométrique
de Q dans ce cas.

(5.3.1) Corollaire. Soient V une variété @ courbure sectionnelle constante
et V une sous-variété minimale de V . Alors pour que V soit une variété
d'Einstein il faut et il suffit que V soit isobasculante dans V.

(5.3.2) Corollaire. Soit x, € V. Supposons que (Tr a)(x o) = 0 et que '5(xo) est
une homothétie de rapport a , alors :
(i) la courbure aréolaire de 'V en x, est égale @ la racine carrée de la
valeurs sur (p-l1)a du polynéme caractéristique de la courbure de Ricci.
(ii) Si a = 0, la courbure scalaire de V en x, est égale a l'opposé de la
somme des carrés des basculements principaux.

Remargque.

Le cas p = 2 et a = 0 du corollaire (i) s'énonce :
Soient V une surface (p=2) et X, € V.

Supposons (Tr ot)(xo) = 0 et S(xo) = 0, alors la courbure aréolaire & (x o)
et la courbure de Gauss c(x o) de V au point x  sont liés par

Ax ) = Ic(xo) .

Ainsi la courbure aréolaire d'une sous-variété minimale de dimension deux
dans une variété a courbure nulle est égale, en tout point, a la valeur absolue
de sa courbure de Gauss.

(5.3.3) Exemples. Soient E un espace euclidien de dimension n et ¥ E I'ensemble
k
des p-vecteurs purs de norme | dans A E. La variété g{: est une sous-variété
k k
minimale et isobasculante de la sphere unité S(AE) de AE.

k
La courbure aréolaire de ¥ r‘: relativement a la sphére unité de AE est

constante et égale a ((k-l)(n-k-l))(n°k)k/ 2,

k
La varieté g"l n'est pas minimale dans AE, mais elle est isobasculante

k
dans AE.

Revenons au cas général de V sous-variété de V et a deuxiéme forme fonda-
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mentale de V.

Soit & la linéarisée symétrique de o , i.e., EX est l'application lin€aire
de (T V) © (T,V) dans T,V définie par A(X @ Y) = a(X,Y).

(5.4) Définition.  Soit x,€ V. V est dite sous-variété véronésienne au
point Xy lorsque 1'application ax est une similitude, i.e., lorsqu'il existe
A € IR tel que °

(5.4.1) (ax (&)] -&x (n) = A(&|n)) pour tous &,n dans (Tx V) O(TX V).
o o o o
V est dite sous-variété véronésienne de v lorsqu'elle est véronésienne
en chacun de ses points.

(5.4.2) Exemples : (cf. [4] et [5])
Soient E euclidien de dimension n et k € IN*.

L'image de la sphére unité de E par l'application x » 1/ Vk!x ©... © x de E
k k
dans OE est une sous-variété véronésienne Vﬁ de la sphére unite de OE.
k
(Le produit scalaire de OE est défini par

& eoxly ooy - oe% O lyg 1y - Ol s
k
ou &  est l'ensemble des permutations de {1,2,...,k}.)

La variété de Véronése classique correspond au cas n = 3 et k = 2.

(5.4.3) 1l résulte aussitdt de la formule (5.4.1) et de la proposition (3.3) que

pour toute sous-vari€té véronésienne V de dimension p de V :

(B2(u)|v) = A(p+1)u]|v)

Par conséquent V est isobasculante dans V et la courbure aréolaire de V
dans V est égale a ()\(p+l))P/2.

En particulier ‘VE est une sous-variété isobasculante de la sphére unité
n-1

k n . , . Ak-Dn , 2
S(©E) et ‘Vk a une courbure aréolaire constante égale a (T )

k
Pour k > 2, les variétés ‘VE ne sont pas minimales dans S( QE).
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(5.5) Cas des variétés complexes. Soient V une variété k&hilérienne a courbure
sectionnelle holomorphe constante c et V une sous-variété complexe de dimen-
sion complexe p de V. Alors la courbure de Ricci Q de V et l'endomorphisme
de bascule B de V relativement a V sont liés par : Q =i2 c(p+1)id - B2,

Ceci découle directement de la proposition (3.3) et de [3] volume II, p. 177.

Ainsi pour que V soit une wvariété d'Einstein il faut et il suffit qu'elle
soit isobasculante dans V. Notons que V est minimale dans v puisque c'est

une sous-variété complexe d'une variété kihlérienne.

6. Relations entre l'opérateur de courbure de V et l'endomorphisme de bascule

dans le cas ou V a une courbure nulle.

(6.1) Proposition. Supposons que la courbure de V est nulle au point x, de V.
Soient "Gl yosey T’p les carrés des basculements principaux de V au point Xy
Alors le carré scalaire de l'opérateur de courbure p de V au point X
vérifie

(plp) <z T T.
I<i<j<p

(6.1.1) Corollaire. Sous les hypothéses de la proposition (6.1) on a :
(i) Soient (ai) une base orthonormée de T, V, et
o
= p(ai :\aj)|(ai Aaj) la courbure sectionnelle relative au plan

lgigp
UU
!Rai + lRaj . Alors :

I oiz. < L ’Gi"G.
lcizjsp Y 1<i<jsp ')
au point Xy

(i) 2p|lp)s( L ”Gi)’ = (a]@)? au point X
I<i<p

(6.1.2) Corollaire. Supposons que V est de dimension deux et que la courbure
de V est nulle au point Xo de V. Alors la courbure de Gauss c(xo) de V
en x et la courbure aréolaire A (x ) vérifient |c(x0)| sol(x ).

(On rappelle qu'on a vu en (5.3.2) que cette inégalité est une égalité lorsque
(Tr a)(xo) = 0-)
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L'inégalité de la proposition (6.1) est une égalité lorsque V est une hypersur-
face. En dehors de ce cas 1'égalité n'a lieu que dans des circonstances particu-
lieres. Plus précisément :

(6.2) Proposition. Sous les hypothéses de la proposition (6.1) supposons qu'on
a, au point Xy

(plp)= & OB,
lgi<jsp
et qu'il existe une deuxiéme forme fondamentale scalaire ne possédant
pas de valeurs propres opposées. Alors la deuxiéme forme fondamentale
vectorielle au point X, prend ses wvaleurs dans une droite (i.e., toutes les
deuxiémes formes scalaires sont proportionnelles).

Corollaire. Soient V une surface (p=2) et x € V. Supposons que

0(x o) =0 et & (xo) = 0, mais que la courbure moyenne vectorielle (Tr a)(xo)
soit non nulle. Alors la seconde forine fondamentale vectorielle a(xo) prend
ses valeurs dans une droite.

7. Endomorphismes de bascule et courbures aréolaires d'un produit de sous-
variétés.

Soient V, et V, des sous-variétés respectivement de V, etV variétés

1

riemanniennes quelconques. Posons V = Vl X V2 etV = Vl X VZ'

27

V est une sous-vari€té de V.

Soient Bl, Bz, B les endomorphismes de bascule respectifs des sous-va-
riétés VYoV,
Pour tout x = (x,,x,) €V on vérifie aisément que B_ = B_ x B
1’72 X X, X,
Il en résulte pour les courbures aréolaires dl"dz’ & correspondantes
la relation (x) = ﬂl(xl)ﬂz(xz). Ceci permet de donner un exemple simple

de sous-variété de dimension deux dont la courbure aréolaire differe de la
courbure de Gauss :

Considérons \71 = VZ = R? et, pour i = 1,2, soit Vi le cercle S(O,ri) de rayon
fp 1 2 0. Alors la courbure de Gauss de Vl X Vzvest nulle mais la courbure aréo-
laire de'Vl x V, dans R* x R? est constante et €gale a l/(rl r2).
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CHAPITRE 1
BASCULEMENTS, TANGAGES, DIAMETRES ET COURBURES

1. Compléments sur les endomorphismes de bascule et les sous-variétés iso-
basculantes.

En (0;3) nous avons défini, en chaque point x d'une sous-variété V d'une
variété riemannienne V, un endomorphisme symétrique B , dit de bascule,
de TxV.

Nous allons interpréter la forme bilinéaire associée a B? comme différence

de deux métriques riemanniennes sur V.

Appelons V -fibré vectoriel riemannien tout fibré vectoriel T : F + B, muni
’ . * RT3
d'une connexion V et d'une section différentiable g de (F ® F) vérifiant
les propriétés suivantes :

i) Pour tout x € B, 8y est un produit scalaire sur la fibre Fx en x ;

ii) vg = 0.

Pour un tel fibré, on a en chaque point z € Fx une application canonique v
de TZF dans Fx qui est la composée de la projection sur l'espace vertical
- LM H H
1; = TZ(FX) et de l'isomorphisme canonique de TZ(FX) sur FX.

Posons pour tous A,B e TZF y
(L.1) Z(A,B) = g(V(A),V(B)) + gln [(A), 7 1(B).

Ceci définit canoniquement un produit scalaire sur TZF pour lequel les
espaces horizontaux et verticaux sont orthogonaux.

La variété F munie de g est une variété riemannienne.
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P
Le fibré ATV est canoniquement un V-fibré vectoriel riemannien, et par

b
suite canoniquement une varieté riemannienne. Dans la suite, lorsque A TV sera
considéré comme variété riemannienne, il s'agira toujours de cette structure
canonique.

P
L'ensemble des éléments purs de norme | dans ATV s'identifie au fibré
des sous-espaces vectoriels orientés de dimension p, lequel est un revétement
a deux feuillets du fibré des sous-espaces de dimension p. Ce dernier, aussi

appelé fibré en grassmanniennes d'indice p sur V, sera noté %(p,V).
~ , P
Nous munirons % (p,V) de la métrique induite par celle de A TV.

Comme V est une sous-variété de dimension p de V, il existe un plongement
différentiable canonique :

f: V2@V
X — T V
X

Localement f correspond a une application différentiable x +— T (x), définie

au signe prés, telle que, pour tout x, T(x) soit l'un des deux éléments unitaires
de ?\TXV associés a T V.
Avec les notations précédentes :
(1.2) (T, (TT)V) = (VO)u|(V1)v) + (u]v)
pour tous u,v é€léments de TxV. Or
(1.3) B[V = (VD] (V1)v),  (cf. 0.3.2)
dou la :

(1.4) Proposition. La forme bilinéaire associée a B? est égale a la différence
entre la métrique induite par f et la métrique de V.

(1.5) Corollaire. La sous-variété V est isobasculante si et seulement si l'appli-
cation canonique f de V dans g(p,V) est une application conforme.

Je suis redevable a J.P. Bourguignon de m'avoir signalé cette équivalence.
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(1.6) Proposition. Soient xeVc V et ue T\V. Les propriétés suivantes sont
équivalentes :

D (Tl = ful 5

ii) B(u) =03

iii) o (u,v) = 0 pour tout ve€ TXV 3

iv) u € nKer hg ou l'intersection est étendue a tous les § € N, V.

Preuve. Compte tenu de (1.2) et (1.3), i) équivaut a (B%u) |u) = 0, i.e. &

B (u) = 0, puisque B est symétrique.
D'apres (0.3.3)
le@l* - = Jawol
I<igp
d'ou I'équivalence de ii) et iii).
L'équivalence de iii) et iv) découle de la définition des h £ ]

L'indice de nullité relative de V au point x (cf. [Ch., Ku.]) est la dimension
de l'espace vectoriel des u € T V tels que a(u,.) = 0.

On a donc I'interprétation géométrique suivante :

(1.7) Théoréme. L'indice de nullité relative de V au point x est le nombre
maximum de directions linéairement indépendantes suivant lesquelles le
basculement de V est nul.

Rappelons que V est dite ombilicale relativement a V au point x € V lorsqu'il
existe £ € N V tel que a(uyv) = (ulv)};0 pour tous u,v éléments de T, V. Pour
que V soit ombilicale au point x, il faut et il suffit que hE soit une homothétie
pour tout & ENXV.

V est dite ombilicale lorsqu'elle l'est en chacun de ses points.

(1.8) Proposition. Si V est ombilicale relativement @ V au point x € V ,
alors l'endomorphisme de bascule de V au point x est l'homothétie de

} .

Ceci se voit aisément a partir de (0.3.3).

rapport " %
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(1.9) Corollaire. Toute sous-variété ombilicale est isobasculante. 3
Rappelons que (cf. [Ch. B]) :

(1.10) Les sous-variétés ombilicales connexes d'un espace euclidien E sont :

* les sous-variétés connexes de dimension | de E,
* les ouverts connexes des sous-espaces affines de E,

* les ouverts connexes des hypersphéres des sous-espaces affines de E.

(1.11) Les sous-variétés ombilicales connexes d'une hypersphére S d'un espace
euclidien E sont :

* les sous-variétés connexes de dimension 1 de S,

* les ouverts connexes des sections de S par les sous-espaces affines de E.

Les sous-variétés considérées en (1.10) et (1.11) sont donc a fortiori isobascu-
lantes relativement a E et a S respectivement, mais il y en a beaucoup d'autres.
Nous avons vu par exemple (cf. 0.5.2) que :

(1.12) Toute sous-variété minimale de dimension deux d'une variété riemannienne
quelconque est isobasculante.

Remarque.

Une sous-variété minimale de dimension > 2 n'est pas nécessairement isobas-
culante. Par exemple, soit M une caténoide dans R’. Alors M x M est une
sous-variété minimale de codimension 2 de R® (comme produit de sous-variétés
minimales), mais M x M n'est pas isobasculante dans IR®. Ceci résulte du fait
que la caténoide est une surface isobasculante dans IR’ (d'apres (1.12)) mais
les basculements suivant des vecteurs unitaires en deux points différents sont
en général distincts.

Autres exemples :

(1.13) V = Sk x §, est une sous-variété isobasculante compacte de codimension 2

de RK*2*2 (g - id, B, =idet B, = Bc x Bc ). Mais V n'est pas ombili-
Sk 5 ) \ Sk ) )

k+ 4+2

licale relativement a R d'aprés le rappel (1.10).

(1.18) V = Sk(O,r) x Sk(O,r) est une hypersurface isobasculante dans
V= S e 1O v?) (cf. lemme (1.15) ci-dessous) et V est aussi une hypersurface
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minimale dans V (cf. [Si.3.]).

On notera que V n'est pas minimale relativement a Rk+ &+2 (puisque Rk+ 242

ne possede aucune sous-variété minimale compacte), mais elle est isobasculante

relativement a IRk+9‘+2.

(1.15) Lemme. Soient VsV,V, des variétés riemanniennes telles que V; soit
une sous-variété de Vi+l pour i = 1,2 . Supposons V2 ombilicale relative-
ment a V3 . Alors Vv | est isobasculante par rapport a V2 si et seulement
si elle l'est par rapport a V3.

Preuve. Soit aij’ pour i < j, la deuxiéme forme vectorielle de Vi relativement

av.
)

Pour tous u,v €léments de TV, ona:

Otl,3(u,v) = Otl’z(u,v) + a2’3(u,v).

D'aprés I'hypothése il existe £,€ NV, tel que
a2’3(u,v) = (u] v)&;o pour tous u,v €éléments de TXVZ.

Il en résulte en désignant par (Tl”"’Tp) une base orthonormée de TV, que

I (o 5(ut)a, v, T= I (@ (uTt)|a, (v,T )+ I (u|tXv[T)|E |2

1<i<p 1,3 i'71,3 i l<i<p 12 i"12 i 1<i<p i i 2ol 2

donc en désignant par Bi" pour i < j, I'endomorphisme de bascule de Vi relative-

ment a Vj’ on obtient d'apres(0.3.3) B{ j(W|v = B ,(W|v + (W] E _|J? dou
’ b

le résultat.

(1.16) Définitions. Soient V une hypersurface de T/ et x €V.
i) V est dite *-convexe (resp. fortement *-convexe) au point X, lorsque
pour un choix convenable du vecteur unitaire normal § , cxg est 20
(resp. définie positive).

ii) V est dite e-convexe au point x o lorsque, au voisinage de X, dans V,

V  se trouve d'un méme c6té, au sens large, de l'hypersurface exp (Tx V).
V,x o
ili) Vv est dite *-convexe (resp. fortement *-convexe, resp. e -°convexe)
lorsqu'elle l'est en tout point.

iv) Le point x  est dit méplat lorsque ag = 0.
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On trouvera en (2.3) des justifications de la terminologie.

~
Notons que si V est minimale dans V, V n'est fortement *-convexe en aucun
point.

(1.17) Proposition. Soit V une hypersurface connexe de \7 . Supposons que :
i) V est isobasculante dans V,

07
iii) La courbure aréolaire de V par rapport a V est non nulle en tout

ii) V est fortement *-convexe en au moins un point x

point de V . Alors V est une hypersurface ombilicale fortement convexe
de V.

Preuve. La courbure aréolaire est, par définition, le déterminant de B (cf. 0.4).
Soit x; € V.V étant connexe il existe un chemin vy : [0,1] + V tel que
Y (0) = x, et y(1) = X Soit t »> -r;(t) un champ continu de vecteurs normaux

unitaires le long de vy tel que hﬁ(o) soit defini positif. det BY(t) = Idet h’r:(t)l’

donc det hﬁ(t) # 0 pour tout t € [0,1]. Il en résulte que l'indice de hﬁ(t) est
fonction continue de t ; il est donc constant et comme il vaut 0 pour t = 0,
il est partout nul sur [0,1] , donc h'ﬁ(l) = Bxl, donc V est ombilicale et forte-
ment *-convexe.
(1.18) Proposition. Soient E un espace euclidien et V une hypersurface isobascu-
lante de E.
Supposons V compacte, connexe, et dim V > 2. Alors V est une hypersphere
de E.

Preuve. i) Par hypothése, pour tout élément x de V, B, est I'hnomothétie de
rapport Ax‘ V étant une hypersurface compacte d'un espace euclidien, V est
fortement *-convexe en au moins un point x_ de V (cf. [K.N.]). Il en résulte
que, au voisinage de Xy il existe un champ local différentiable de vecteurs

£ ° A id. On déduit alors de (1.10) que hg
X
est I'homothétie de rapport constant }‘x au voisinage de X
o
ii) Soit x, € V. V étant connexe il existe un chemin continu vy : [0,1] >V

unitaires normaux § tel que h

tel que y(0) = x, et Yl(l) = Xp. Soit t + n(t) un champ continu de vecteurs
unitaires normaux le long de Yy . Notons A l'ensemble des t € [0,1] tels que,
pour tout s € [0,t], has) soit I'homothétie de rapport A,- Soit a = sup A. Par
continuité, on a a € A. Si a < I, alors en raisonnant comme au i) avec Y(a)

au lieu de X, on voit qu'il existe un champ local n au voisinage de y(a) de
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vecteurs normaux unitaires, vérifiant ny(a) = ?l(a), et tel que hn soit 1'homothé-
tie de rapport )‘o' Il existe donc des points de A strictement plus grands
que a : contradiction. Donc a = 1 et hrT(l) est l'homothétie de rapport )\0.
Finalement V est ombilicale, donc V est d'aprés (1.10) un ouvert d'une hyper-
sphere S de E et puisque S est connexe et V fermée, ona V = S.

(1.19) Dans la suite nous appellerons "p-sphére" d'un espace euclidien E toute
hypersphére d'un sous-espace affine de dimension p+1 de E.

Remarque.

L'exemple (1.13) montre qu'une sous-variété isobasculante compacte connexe
de codimension 2 dans un espace euclidien n'est pas nécessairement une p-sphére
de E.

(1.20) Proposition. Soit S une hypersphére d'un espace euclidien E et V une
hypersurface compacte connexe de S , isobasculante relativement a S,
telle que V soit incluse dans un hémisphére ouvert de S et telle que

dimV 22 . Alors V est la section de S par un hyperplan affine de E.

Preuve. Du fait que S est compacte et incluse dans un hémisphére ouvert
de S on déduit (cf. [Spi.] ou section 2 ci-dessous) que V est fortement *-convexe
en au moins un point Xy relativement a S. Et on peut alors décalquer la preuve

de la proposition (1.18) en s'appuyant sur (1.11) au lieu de (1.10).

2. Existence de points d'*-convexité.
(2.1) Définitions. Soient A une sous-variété a bord de V telle que dimA =dim V,
et x € 3A.

i) A est dite convexolde (resp. fortement convexoide) au point x lorsque,
en désignant par & € TXA le vecteur unitgire normal rentrant et par o
la deuxiéme forme de A relativementa V on a o >0 (resp. ap deé-
fini positif).

ii) A est dite e -convexoide au point x iorsque A se trouve, au voisinage

de x dans V d'un méme coté, au sens large, de l'hypersurface %xp (TXV).
,X
iii) A est dite convexolde (resp. fortement convexoide, resp. e -convexoide)

lorsqu'elle l'est en tout point. Nous dirons alors que A est un convexoide
(resp. un convexoide fort, resp. un e -convexoide) de V.
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Le bord d'un convexoide (resp. convexoide fort, resp. e-convexoide) est

donc une hypersurface *-convexe (resp. fortement *-convexe, resp. e-convexe)
de V.

Nous aurons besoin dans la suite du lemme suivant :

(2.2) Lemme.
i) Soient I un intervalle ouvert de R, 0€ [, et Y :1 + TV une application
différentiable. Soit c(t) l'origine de Y(t) . Posons X, = c(0) , f=-exp ,

1x°

c l(t) = f'l(c(t)) et Yl(t) = (Tf'l).Y(t) pour t voisin de 0. Alors
~ 1

vY dY

Ty (0) = a0 (0).

ii) Soient Vl, VZ’ V3 des variétés riemanniennes telles que pour i <j , Vi
soit une sous-variété de Vj . Notons aij la deuxiéme forme de Vi

relativement a Vj - Soient x_ €V, et f= exp. Posons V: = f-l(V.l) et

1 X 1 V3,Xo_
soit aij la deuxieme forme de Vi relativement a Vj .

Alors pour tous éléments u,v de Tx V, ona:
o

1
aij(u,v) = aij(u,V) .

Preuve de i) : i) découle du fait que Tf=id T Vet que les " I“i(j" relatifs
o
a la carte f sont nuls au point Xy

Preuve de ii) : Pour i < j notons Nij(xo) I'orthogonal de T V, dans T V..
o o
On a Nl,B(Xo) = Nl,Z(xo) e N2,3(xo) ou la somme directe est orthogonale.

i ’ 1 o .
ConmeTof = id TXOV3 on a Txovi = Tovi pour i = 1,2,3. Il en resulte que pour
i< j l'espace normal en x Vil relativement a le est égal a Nij(xo)‘

D'apres i) appliqué a V3 on a, par projection orthogonale sur N, 3(xo),
’

a. ,(u,v) = al (u,v), pour tous u,v €éléments de T_ V. et i = 1,2.
i,3 i,3 X0 i

Comme, pour tous u,v éléments de Tx Vl’
o

ul,B(u,v) = “I,Z(U’V) + a2’3(u,v)

et ai’B(u,v) = “i,z(“"’) + aé’B(u,v), il en résulte a5y = a i,z(u,V), pour tous

u,v éléments de Tx Vl.
o
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(2.3) Corollaire. Soient V une hypersurface de Vet X, < V.
i) Si V est fortement *-convexe en X, alors V est e-convexe en X,
ii) Si V est e-convexe en Xy alors V est *-convexe en X

Preuve. Posons f = _exp et V, = f-l(V)-

1
V,x0

Par définition de la *-convexité au point Xy Vl se trouve au voisinage

de 0x dans Tx V, d'un méme cété, au sens large, de 'l'x V.
o o o

Soit & € Nx V. Notons o la deuxieme forme de Vl relativement a Tx V.
o o

Alors d'apres (2.2) )= %) d'ou i) et ii) d'aprés des théorémes classiques
o
liqués a o, ;.
appliqués & a; ¢

(2.4) De méme si A est un convexoide fort de V alors A est un e-convexoide ;
et si A est un e-convexoide, alors A est un convexoide.

(2.5) Proposition. Soient V, une variété riemannienne, V une hypersurface
connexe de Vl x R, pry et pr, les projections de Vl x R sur Vl et R
respectivement et S = przv. Supposons que pour tout z € % lZlypersurface
V) x {z} coupe V transversalement et soit S, = (le {z})n V pour tout
z € 4.

Supposons qu'il existe une famille (Cz), z €4, de e-convexoldes de V, tels
que :

i) prl(SZ) =3C, pour tout z € S ;

i) z,<z, entraine CZIC CZZ.

Alors, pour tout z_€ {, l'ensemble Azo des points (x,z) de V tels que z<z
est un convexolde de V dont le bord est SZo

Soit 6(m) l'angle de Vi x{z )} etde V au point me S, -

o ~
Si 6(m) = "7 alors m est un point méplat de SZ relativement a V.
()
Si 6(m) # % et si Cz est fortement convexolde au point m, alors
o ~
Az est fortement convexolde en m, relativement a V.
o

Preuve. On a pour tout (x,z) €V, x R

Tx,z(vl x R) = (Tle) x R.
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Nous dirons que z est la cote du point (x,2z).

Si (u,A) € (Txvl) x R, nous dirons que (u,A) est vertical (resp. horizontal)
lorsque u = 0 (resp. A =0) et que (u,A) est tourné vers le haut (resp. vers le
bas) lorsque A >0 (resp. A < 0).

Pour tout m € V notons vl(m) le vecteur unitaire tangent a V, orthogonal

a Sz et tourné vers le bas. Soit a la deuxiéme forme de Sz relativement
o
l est >0 au point m_ = (xo,zo) de SZO.

a V. Il s'agit de prouver que a,

Soit UI(O) un ouvert de Tx Vl contenant 0, tel que exp induise un difféo-

V.,x
morphisme f de Ul(O) sur un ouvert U(xo) contenant x . "o

La restriction de exp a U, (0) x IR verifie f(u,A) = (u), z +1)
1 1 o
V, x Ry(x ,z)
1 0’7o
pour tous u€ Ul(O) et z€ R.

Soit g : U(xo) x R ->Ul(0) x R définie par g(x,z) = (f_ll(x),z). g est une carte
de Vl x IR et g est la fonction composée (x,z) + (u,A) + (u,zo+}\). On a donc

T, , 8= id
(o1 ¢]

L'application g conserve 1' "altitude" z. Il résulte alors du lemme (2.2)

et du fait que l'application (u,A) + (u,zo+>\) est une isométrie de Tx Vl x R
o
sur lui-méme que, pour prouver que o, est > 0, on peut supposer que Vl
1
est un ouvert d'un espace euclidien El’ ce que nous faisons dans la suite de

la démonstration.

Toutefois, sous les hypothéses initiales, Sz était le bord d'un e-convexoide
o

CZO = Czox {zo} de V1 x {zo} , (car x +— (x,zo) est une isométrie de V, sur

Vl X {zo} ). Nous pouvons maintenant seulement affirmer que 62 est dans
o

E, x {zo} e-convexoide au point m .

PosonsE:ElxIR, H = E
(x,z) — (x,zo) de E sur H.

e {Zo} et notons P la projection orthogonale

Soit Eo € Tm (éz ) le vecteur unitaire normal a SZ , de sens rentrant,
() o
E € E % {0}.
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Posons T = T (Sz ). Soit t +— vy (t) une courbe paramétrée de S, telle
o ‘o )

que y(0) = m_ et y'(0) = u.

Notons o4 (resp. @) la deuxiéme forme vectorielle de S, relativement
a H (resp. V) °

a H,EO(“’”) = (y"(0]&€)
Evl(u,u) = (y"(1)] \)l),
et y"(t) = (aH £ (u,u))E0 +w, avecw € I'.
’ 2o

Le vecteur v, est orthogonal a T, donc :

(2.5.1) avl(U,u) = (aH,Eo(U,u))(EOI v

Montrons que (g _| v|) > 0 au point m .

Soit A +— () la ligne intégrale du champ vy (ligne de plus grande pente
de V) telle que ¢(0) = m . Supposons (EOI \)l) # 0.

Posons @ (}) = (¢,(A),z,)
et 9, (A) = P(e())) = (“’10‘)’ zo).

(2.52) On a  ¢'0) =v et v, est tourné vers le bas (le difféomorphisme g

d
a conservé cette propri€té) donc —z)‘ (0) < 0. Il existe donc n > 0 tel que 0 < A<n

dx
implique z, < 0.0On a (pl()\) € Cz)\ donc cpl(l) € Czo, i.e. cpH(l) € CZO.
(PH()‘)-mo
Par suite (—T—igo) > 0 pour tout A€ 10,n[,

(2.5.3) donc, a la limite, (cp'H(O)] £) 20

(F,olvl) = (Eolcp‘(o))
= (g lo'yon >0

La proposition résulte alors de (2.5.1).
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(2.6) Lemme. Soit A une sous-wariété & bord de V telle que dim A = dim V.
Supposons que A est convexoide (resp. fortement convexolde, resp. e-con-
vexoide) au point m, € 3A . Soient V une sous-variété de V telle que
Vc A et m € V n dA. Soient £, € TmoA le vecteur unitaire normal rentrant,
o (resp. o ) la deuxiéme forme de V (resp. 3A) relativement a V. Alors

pour tout ueT_ V:
My

(2.6.1) (u,u) ¢ o, (u,u).

Q
%o %
Preuve. D'aprés le lemme (2.2) on peut supposer que V est un espace euclidien E

et que x_ = 0. Faisons-le et posons H = Tmo(aA), H = TmOV.

Les hypothéses x, € V ndA et V c A entrainent Hl c H.

Soit z = ¢(x), x€ H, || x| < n(resp. z = ¢,(x), x€H,, | x|l < n) des équations
locales de 3A et V respectivement dans le repere (H, go).

Comme V c A il en résulte que V est d'un méme cdté au sens large de
I'hnypersurface 3 A au voisinage de x,- Donc ¢ (x) < cpl(x) pour x € Hl et
x| < n, et la formule de Taylor a l'ordre deux appliquée a ¢ et ¢, donne

[4
(2.6.1).

(2.7) Corollaires.
(2.7.1) Sous les hypothéses de la proposition (2.5), pour toute sous-variété
compacte V de V il existe x €V et E €N Vtelsque € || =1 et
(o]

o > 0.
o

Preuve. Soit f : V + IR définie par f(x,z) = z. f étant continue sur le compact
V est majorée et atteint sa borne supérieure en un point m, = (xo,zo). On

aVec A, (notations de la proposition 2.5) et m_ €V n S .1l suffit alors d'ap-
o )
pliquer le lemme 2.6 a A, etV.
)

On obtient de méme les €noncés (2.7.2) et (2.7.3) :

(2.7.2) Sous les hypothéses de la proposition (2.5), si 6(m) f% pour tout
meV etsi Cz est un convexoide fort pour tout z € .#, alors pour toute
sous-variété compacte V de V il existe x,€V et g eN V tel que

[o]

I g°|[ =1 et que aEO soit définie positive.
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En particulier V ne posséde pas de sous-variété minimale compacte de
dimension > 0 , et toute hypersurface compacte de V posséde un point
ou elle fortement *-convexe.

(2.7.3) Sous les hypothéses de la proposition (2.5) supposons que 6 (m) £ 12 pour
tout meV et que prl(Sz) ne posséde aucun point méplat relativement

a V 1 Alors pour toute hypersurface compacte V de V il existe xoe \'
et § < NXthels que | £l =1 a%z 0 et o £ 0.

(o]
En particulier V ne posseéde pas d'hypersurface minimale compacte.

(2.8) Exemples.

(2.8.1) Soit Q une forme quadratique définie positive sur IR". Alors le graphe G
de Q : R" » R est une variété riemannienne de dimension n (paraboloide ellip-
tique) qui ne posséde aucune sous-variété minimale compacte de dimension >0
et dans laquelle toute hypersurface compacte posséde un point ou elle est
fortement *-convexe. (En fait dans cet exemple R" x {0} ne coupe pas transver-
salement G mais il est clair que la preuve ci-dessus est encore valable ; on
suppose dim V > 0 !).

(2.8.2) Soit ¢ : le + R une application c” telle que ¢'(r) > 0 pour tout
re IRt .

Soit G le graphe de I'application f : R" \ {0} + R définie par f(x) = ¢ (| x| )
(hypersurface de révolution). Alors G ne posséde aucune sous-variété minimale

compacte de dimension > 0 et toute hypersurface compacte de G._possede

un point ou elle est fortement *-convexe.

En effet, les prl(SZ) sont alors des sphéres de R", elles sont donc les bords
des boules fermées correspondantes qui sont des convexoides forts de R".
De plus G étant le graphe d'une fonction différentiable, l'angle de R" x {z}
avec G est toujours ;é% ; d'ou le résultat d'aprés (2.7.2).

Pour tout m e G soit v, le vecteur unitaire tangent a la méridienne et
tourné vers le bas :

.82, S W X Y D
aegx) Ixl i+ (x])

ot k est I'éiément (0.1) de R"x R.
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On vérifie aisément que, au point m = (x,2) ou z = ¢ (| x| ), la deuxieme

forme o de S, relativement a G vérifie :

= (u]u)
(2.8.2.2) a . (uu) = ——— , pour tout ue T_(S)).
Y1 ||x|[/l+q)"(“x") m-z

En particulier si ¢ (r) = - /R?r% 0 < r < R, (hémisphére ouvert) on a,
en posant 6 = Arctg{2 ,

— __cos 6
(2.8.2.3) avl(u,u) = mﬂu), pour tout z € ]-R,0[ et tout u€ T_(S ).

La proposition suivante généralise le principe de démonstration classique
de I'existence d'un point *-convexe sur toute hypersurface compacte V de

R" par enserrement de V au moyen d'une famille de spheres.

(2.9) Proposition. _Soit (At)’ te IRt une famille de convexoides d'une variété
riemannifnne V. Posons Wt = E)At et pour tout € >0, soit W t(e) l'ensemble
des x€ V tels que d(x,Wt) € € . Supposons que t+> At vérifie la condition
de continuité suivante (ot A désigne la différence symétrique :

XAY =(X\Y)u(Y\X):

(2.9.%) Pour tout t> 0, tout compact K de V et tout €> 0, il existe n> 0 tel
que |t-t0| < n implique (At AA, )nKc W, (€).
o o

Soit V une sous-variété compacte de V telle que :

(29.1) i) V& n A3
t>o

(2.9.2) ii) il existe p >0 telque V c A‘1 .

Alors l'ensemble T des te]0,p] tels que pour tout s<[t,p] on ait
Ve A_a un plus petit élément t,>0.0na VcA et VnW, ED.
0 o
Preuve.
i) Posons t =Inf T.
Comme V ¢ n A_ il existe A > 0 tel que V £ A)‘. A est un minorant

t
t>o0
de T (sinon il existerait t € T tel que t < A et on aurait V ¢ A)\), donc

t0>0.
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ii) Prouvons que V ¢ A, -
o
Par l'absurde, supposons V ¢ At . Alors il existe x, € V tel que Xy ¢ A
o o
Comme A, est fermé on a d(x,,A, ) > 0. Posons €, = 1 d(x,,A, ).
ty 1 t 172 L ty

(29.3) On a x, ¢ W, (g)) et d'aprés I'hypothése il existe n > 0 tel que
o

|t-t°|\< n, entraine :

(AtAAt )nVCWt (el).
o o

Supposons n < u—to et posons tl = to Ny
OnaVCAt donc x GAt .

1 Ly

Comme x, ¢ Ato onax € Atl\ Ay s

donc xle(AtAAto)nV
donc xlewto(sl),

ce qui contredit (2.9.3).

Donc Vc A t
()
Comme T est un intervalle il en résulte que V © As pour tout s € [t ,ul,
i.e.t €T,
o

iii) Prouvons que V n Wt # 0.

Par l'absurde, supposons V n Wt = §. V étant compact et W, étant fermé,
d(V,Wt ) > 0. Posons = —2 d(v, W, ), alors W, (e ) nv =0 Yo
o % %
D'apres I'hypothese il existen, > 0 tel que [t-t_| < n, entraine

(At A Ato) nKc Wto(ez). Supposons n, < t_. Soit s & [to-nz,to], alors |s-to| <N,
donc :

(AAA ) nKcW ()
o o
Prouvons que V © As' Soit x € V.

Comme d(V,Wt ) = 2e,5 0n a d(x,Wt )> 2¢,, donc x ¢ W, (e), donc
o o
x¢ (AsAAt ) nV, donc xtAsAAt
o o
Or xe€V, doncxeAt
o
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Il en résulte que x € AS n At , donc x € As'
()

Donc V c As. Comme t, € T on a aussi V © A$ pour tout s € [to,p] . Finale-
ment V c As pour tout s € [to- nz,u], donc to- n, € T, ce qui contredit to =Inf T.

Donc V n W, #0.
o

(2.10) Corollaire. Sous les hypothéses de la proposition (2.9) :

i) Il existe x eV et g e Nxov tels que | g | =1et ongo > 0.

i) Si At est un convexoide fort pour tout te lRt , alors il existe x0<-: \'

et g e NV tels que I g°|| =1, et que ap soit définie positive.
o o

*
iii) Si pour tout te R _, dA, ne possede aucun point méplat et si V est
une hypersurface, alors il existe x &V et E €NV tels que ||€°|| =
)

>0 et a, £O.

aEO E0

Preuve. Application immédiate du lemme (2.6).

(2.11) Remarques.
(2.11.1) La condition (2.9.1) est automatiquement vérifiée pour toute sous-va-

riété V de dimension p lorsque A, est inclus dans une sous-yariété a bord I,

n

t>o0

de dimension k < p telle que 3 [_ soit non vide et Io connexe (car VS N A
t>o0

entraine V C Io, donc dim V = dim lo’ V est donc ouverte relativement a Io,

(o]

V étant de plus fermée non vide on a donc V = I» ce qui est impossible puisque
V=0et 31 79

(2.11.2) La condition (2.9.2) est automatiquement vérifiée pour toute sous-vari€té
compacte de dimension p lorsque la famille t +— At est croissante et que la

réunion des intérieurs des A, pour t > 0, est égale a V.
L'exemple simple suivant illustre les deux remarques précédentes.

Soient V = E un espace euclidien et X%, des éléments de E. Posons
d(xl,xz) = 2c.

Pour tout t > 0, soit At I'ensemble des x € V tels que d(x,xl)+d(x,x2)s 2c+t.

(Ellipsoide de révolution). n A, est alors le segment fermé I = [x,,x,].
t > o0 ° 1”2
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(2.11.3) On peut démontrer que la famille z — AZ de convexoides de la proposi-
tion (2.5) vérifie la propriété de continuité (2.9.%).

Nous omettons la preuve de ce fait que nous n'utilisons pas.

3. Courbures, tangages et diameétres.

Lorsque A est une partie d'une variété riemannienne M, on note 6M(A) le

diametre de A dans l'espace métrique M.

Le lemme suivant est a la base de la présente section.

(3.1) Lemme de comparaison. Soient E un espace euclidien, € >0, vy : [a,b]+E
une application de classe C? telle que |y's)] =1 et |y"(s)| <« € pour

1
tout s e<[a,b]. Posons RO =c Alors : b-a

°|

i
5

i) Si b-a<2mR,ona [yb)-y@)| >R |I-e
i) Si TR <b-a, ona Sg(Im y) > 2R ;

iii) Si y(a) = y(b) ,ona long y > 2R et GE(lm Y) 22R .

Preuve.
i) Soit & = b-a. On peut supposer E vectoriel a = -% » b :% et y(0) = 0.
> >
Posons kK = v'(0), z(s) = (y(s)|k) et soit ¢(s) défini par (y'(s)|k) = cos @,

Ocopgm.

Dans € = R?, désignons par (el,ez) la base canonique, posons

i(n-Ts{—)
- o - - in3-
Y () =R +R_e ¥, (8) = (Yl(s)|e2) = R sin R,
et soit y(s) défini par Y'1(5)|ez =cos Y, 0gPgm. Ona yls) = % ,%z = Cos @,
dy °
g5 ° cos ¢ .
>
Posons T(s) = y'(s). Comme @(s) est la distance géodésique de k a t(s)

sur la sphere unité :

S, dt 2
o(s) < J I gt || dt, pour tout se [0,51.
o

R

> 1
Donc q)(s)sj + dt,
oo
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(3.1.1) i.e. ¢ (s) s ¥(s), pour tout s € [0, %], donc cos Y (s) g cos g(s), i.e.

dy
?s—l \<-<é—zs . Comme yl(O) = z(0), il en résulte yl(s) < z(s), pour tout s € [0,%].

En particulier yl(—zg') < z(—%) .
De méme on obtient :
2 Ly 2
z(—2)< yl(-z) = —yl(z) ,

L L L 2 L
donc 2y1(-2-) < Z(i) - Z(_f) < | Y(-i) - Y(‘§)|| .
.2
i X
L Ro . .
Comme 2y(3) = R0|l-e | » i) est démontré.

ii) Si TR < b-a alors a+mR e [a,b], donc d'aprés i) | y(a + R) - vy@] > 2R,
donc &(Imvy) > 2R .

iii) Si y(@) = vy(b) alors long v > 2m R (car si on avait longy < 2w R
on aurait || y(a) - y(b)|] > 0 d'aprés i)). Ainsi b-a > 27 R, donc d'apres ii),
8 (Imy) > 2R .

(3.2) Théoreme. Soient V une sous-variété d'un espace euclidien E et €>0.
Supposons que pour tout x€ V et tout ueTV tel que [ull =1 on ait
tu < €. Alors ¢

i) Si V possede au moins une géodésique définie sur tout IR, le diametre

extrinséque de V dans E est minoré : 6EV >-§- 3

i) Si vy :[apb] *» V, a £.b, est une géodésique de V telle que vy (a) =y (b),

alors :
long v > 2w 1 et s_(m Y)k«z
g g € E €’

Preuve. Si c est une géodésique unitaire de V, en désignant par o la deuxieme
forme vectorielle de V relativement a E, on a c"(t) = a (c'(t), c'(t)). Donc
| c"(t)| € € pour tout t. Il suffit alors d'appliquer le lemme (3.1).

(3.3) Corollaire. Soient V une sous-variété minimale d'un espace euclidien E
et k°> 0 . Supposons que la courbure de Ricci Q de V vérifie -kos (Qu)|u)
pour tout ue TV tel que |[u| = L. Soit v :[a,b] +V une géodésique de V
telle que y(a) = y(b) . Alors :
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. 2m .
i) long y 2 7§ 5
.. 2n
ii) SE(Im ’Y) > 7'E—8 .
Preuve. V étant minimale, on a Q = - B2 Il suffit alors d'appliquer (3.2)
avec € = /k .
o
(3.4) Lemme. Soient V une sous-variété d'un espace euclidien E et
Rl >0 . Notons o la deuxiéme forme vectorielle de V relativement
@ E et supposons que | & (u,u)] < il— pour tout u €TV tel que |uf = 1.
~ 1 ~
Soit vy : [a,b] > V  une courbe paramétrée de V telle que [ Y'G)|| =1,
pour tout s €[a,b], et dont la courbure relativement a V est partout < €
Alors :
o s Rl 2Rl
i) Si b-a}w, on a GE(Im Y) 2—/1—-4-—R—-f__é_2; H
2TR

1

v 1+Rzl 621

ii) Si y(a) = y(b) , ona long vy >

Preuve. v"(s) = (Vjsl (s) + a(y'(s),y'(s)) pour tout s € [a,b], et les deux termes

du deuxiéeme membre sont orthogonaux. Donc

I @1 = 1R @1 FEGO, O dob Iy 0] < /e« gr et
;.

il suffit d'appliquer le lemme (3.1) avec € = el *+R7 -
1
Remarque. Si V est unesphére S de rayon Rl et vy une géodésique de S alors le

lemme (3.4) s'applique avec € = 0etse réduit a des propriétés bien connues.

(3.5) Proposition. Soient V une sous-variété fermée d'un espace euclidien E
et V une sous-wvariété fermée de V . Notons o (resp. a) la deuxieme
forme vectorielle de V (resp. V) relativement @ V (resp. E).

Supposons que pour tout u €TV (resp. TV ) tel que |ul =1 on ait
latuuw| s e, (resp. Jatuu) < le"
1

2Rl

EV > — .
2 2
./l+Rl el

Alors §

Preuve. V étant fermée relativement a V et V étant fermée dans E, V est
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fermée dans E, donc V est compléte. La proposition découle alors du lemme (3.4)

appliqué aux géodésiques de V.

(3.5.1) Remarque. Si on remplace dans (3.5 les hypothéses [ a(uu)| < €,

et |a(uu | < {? par B < e et [BW] < -1%— , la proposition s'appli-
1 1

que (cf. 0 ; 3.3.2).

(3.6) Théoréme. Soient S une sphére de rayon R, dans un espace euclidien E,
V  une sous-wariété fermée de S, et €, > 0. Notons o la deuxieme
forme vectorielle de V relativement d@ S et supposons | a(uu)| < e, pour
tout ue TV tel que |ul =1. Alors le diamétre extrinséque de V dans S
est minoré :

1
(3.6.1) 2R1 Al"Ctg—R—l—e—l < GSV.
Preuve. D'aprés la proposition (3.5) :
ZRI
§pV > ———.
v 1+Ri ezlv

V étant compacte il existe x| et x, éléments de V tels que

2Rl

2 .2
1+Rl€l

(3.6.2) Ix, %, =

Posons dS(xl’XZ) =2¢ Ry.
2R

v 1+Ri ei

(3.6.2) s'écrit : 2Rl sin ¢ = ,dou | =sin?¢ + ei R’l sin? @

1
elR

:tg(p
1

. _ 1 s [
i.e. @ = Arctg _—elRl , d'ou le resultat.

D'aprés (3.6.1), si une sous-variété de S a, relativement @ S , tous ses
basculements, suivant des vecteurs unitaires, majorés par € trés petit, alors

6SV est tres voisin de GSS = "Rl’

Le lemme suivant compléte le lemme de comparaison (3.1).
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(3.7) Lemme. Avec les hypothéses et notations du lemme (3.1), supposons

b-a < 21rRo et
ib_°a

R
(3.7.1) I y®) -y@]| =R, 'l -e °

Alors l'image de vy est un arc de cercle de rayon Ro.

Preuve. Conservons les notations de la preuve de (3.1). Posons A = y(- &2),

" -y (X =y (X
B=y&)h A =v,(-3)B =y ,G
(3.7.1) s'écrit : | B-A| = [|B}-A|.

Soient H I'hyperplan vectoriel orthogonal a k, P (resp. Q) la projection
orthogonale de A (resp. B) sur H.

D'apreés la preuve de (3.1) on a (A|k) > 0 et (B|k)< 0.

. A L 3 P

Supposons que |B-Q| < |A-P|, et soit ¥ :[- %1 + 3] > E défini par
les conditions suivantes :

S L4

i) ¥]00, %] = y[0,31,

ii) Pour tout s € [- %,0], y(s) est le symétrique par rapport a H de Y(-s).
(3.7.2) Posons B' = (- %) . Alors |B-B'|| < ||I31-Al |. On vérifie sans . peine

que Y est de classe C?. Comme | Y"(s)|| € € pour tout s, on peut appliquer
a y le lemme (3.1), d'ou :

(3.7.3) IB-B'|l > [B-A, Il -

On a donc ||B-B'| = ||B-A| .

Comme (A|k) <(B'|k) ceci exige A = B'.

(3.7.4) Ainsi ||B-Q| = |A-P|.
Nous allons montrer que v ([0, 8’2-]) est un arc de cercle de rayon Ro’ De
méme en échangeant les rdles de [0, %] et de [- %,O], ce qui est possible

d'aprés (3.7.4) on saura que vy([- %,O]) est un arc de cercle de rayon R .
Comme ces deux arcs de cercle auront méme tangente en 0 et méme normale

principale, la proposition sera démontrée.
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d(z(s)-y  (s))
ds
pour tout s e [- % , %] ; l'application s +— z(s) -yl(s) est donc croissante.

Comme [|B-Q || :—; IB,-A, |, on a z(%‘) = yl(%) .Or 0«

Comme elle s'annule pour s = 0 et s =% , il en résulte qu'elle est constante

sur [0,—%] .

Par suite @(s) = y(s) pour tout se [0,%], donc %Sq?: —é— .
o

Soit ¥ le cylindre engendré par les droites y(s) + Rk, s € ]O,%].

Notons A(s) (resp. )\g(s)) la courbure de y au point s relativement a E
(resp.a € ).

Comme )\g(s) = %f—, on a:

o L
r—)\gS)\SR .
(o] (¢}

(3.7.5) Donc A = )\g.
Montrons que ceci entraine que ¥ est plan. Soit a la deuxiéme forme
vectorielle de € , u = y'(s), (ul,uz) une base orthonormée de TY(S)‘@ telle que

u2:k.

(3.7.5) se traduit par a(u,u) = 0.

Posons u = x U} + X,U,. Comme a(ul,uz) =0 et a(uz,uz) =0 ona
2 -
x1 a(ul,ul) = 0.
Comme s >0, on a x| # 0, donc a(ul,ul) = 0. a est donc nulle en tout

point y(s), s € ]0, %] . Il en résulte que a est nulle en tout point de 4.

Par conséquent € est plan. Comme une courbe plane dont la courbure

est % est un arc de cercle de rayon R, le lemme (3.7) est démontré.
o

(3.8) Théoreme. Soit V une hypersurface fermée d'un espace euclidien E

et € >0 . Supposons que:

i) Pour tout xe€ V et tout ue TV telque [ufl=1 ona [aluu] <e ;

ii) Le diamétre extrinséque de V dans E est égal a 7.

Alors V est une sphére.

|

Preuve. Posons R =
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V étant fermée bornée est compléte. Soit X, € V. Pour tout u € T V tel

que JJu]] =1 soit Y,:R*>Vla géodésique issue de u. °
m m
Posons A | = Yu(— ER)’ B, = v, 3R).

D'aprés le lemme (3.1) on a :

IB, - Al > 2R,
et d'apres ii), IB, - Al < 2R
Donc IB, - Al = 2R.

Donc, d'apres le lemme (3.7), Yu([~ T-;—R, %R]) est un demi-cercle de rayon R.
En répétant le raisonnement aux points Au et Bu au lieu de X, on voit que
Im Y, est un cercle de rayon R.

Soit v & N,V tel que ||v] = 1.
o

On a Y'l',(O)=i %v.

Comme: Y'l'J(O) est fonction continue de u quand u varie dans la sphere

unité de T, V, on peut supposer, en remplagant au besoin V par son opposé,

o

que Y'L'l(O) = %1 vV . Im y, est donc le cercle de diametre (xo,x0+2R V) dans
le plan affine X, * Ru+Rv. Il en résulte que V est la sphére de centre X, + Rv
et de rayon R.

(3.9) Proposition. Soient E un espace euclidien et R réel >0, y : [0,mTR] + E
une application de classe C? telle que | y'(s)] =1 et | y"()] < Tll pour
tout se<[0,TR].

Soit S une sphére de centre 1 et de rayon R. Supposons que y(0)€ S et que
Y'0) € TS. Alors :

i) Im vy est incluse dans le complémentaire de la boule ouverte de centre
I etderayon R ;

ii) Si t e [0, TR] est tel que Y(tl) € S, alors Y([O,tl]) est un arc
de grand cercle de la sphere S.

Preuve. Reprenons les notations de la preuve du lemme (3.1) (avec ¢ = 2TR):
¥(0) = 0, y'(0) = k. Soit H I'hyperplan vectorie! orthogonal a k. Posons

g = -“—}-“ et identifions la base canonique (el,ez) de R? avec (&,k), de sorte
que Y, devient une courbe paramétrée dans le plan RE @ Rk telle que YI(O) =0
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et y'l(o) = k. Posons y(s) = M(s), Yl(s) = Ml(s), et soit P(s) (resp. Pl(s» la
projection orthogonale de M(s) (resp. Ml(s)) sur H.

1° Prouvons que pour tout s € [O,% R]lon a ||M(s)-I| > R.

Puisque ¢ = ang(k,Y'(s)), on a | %—“ = sin ¢ , donc IQL?P" < sin Y
dx
D'autre part, en posant yl(s) = xl(s)g + yl(s)k, on a T: = sin @.

dx
Comme 0 < ¢ < ¥ < % , on a donc Iiu(%lu 6——(%— , et ceci pour tout
sel0, 3 RI].

Par suite [|P(s)] < x(s), i.e. |P()] < IP, )] pour tout se [O,%R].

Il en résulte que | I-P || < | I-P| .

De plus, d'aprés la preuve du lemme (3.1) : |M-P, | < [M-P| . I résulte
alors du théoréme de Pythagore que M -I| < M-I, ie. R < [MG)-I],
ceci pour tout se [0, %R].

2° Soit T l'ensemble des t € [0,mR] tels que pour tout s € [0,t] on ait
| Y(s)-I|] > R. T est un intervalle contenant [O,% R].

Posons u = Sup T et B = y(u). Par continuité on a
lyw-1|] >R et pueT.
Supposons que p < TR.

Alors nécessairement |y (u)-I| = R.

(Sinon par continuité il existerait des points de T strictement plus grands

que p).
Y(s)-1
Pour tout s€ [0, TR] posons Ys(s) =T+R -

Soit Y, ¢ [0, "R] + S la paramétrisation par l'abscisse curviligne d'un

demi-grand cercle de S telle que YI(O) =0etBeIm Y

Soit t, & [0,7mR] tel que Yl(tz) =B.Ona:
(3.9.1) long yg|[Ou] < p
donc, a fortiori, t2 < M.

Posons B = yl(u). D'aprés le lemme (3.1) appliqué a y|[0,u], on a
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IB-0 > |[B;-0l . Comme 0 <t, < p<m, ceci exige B = B,, ie. t, = p. Donc
d'apres (3.9.1),

long yg J0,u] ¢ dS(O,B) ,

(ou dg désigne la distance de la variété riemannienne S), donc ys([O,u]) est
un arc de grand cercle de la sphere S, de longueur p.

Ainsi long Ysl[o,u] = long(y|[0,u D).

Ceci exige ysl[O,p] = y|lO,u].

Donc vy |[0,u] est un arc de grand cercle de la sphére S. On peut alors
reprendre le raisonnement précédent au point y(u) au lieu de y(0), ce qui
montre l'existence de points de T strictement plus grands que p : contradiction.

Donc p = mR.

Donc | y(s)-1I] 3 R pour tout se [0,7R].

3° Prouvons le ii) de la proposition (3.9).
Soit t e [0, 7R] tel que Y(tl) eSs.

Puisque, pour tout s € [0,t l]’ on a | y(s)-1|] > R, on prouve comme dans
la partie 2°), en remplagant p par t;, que y([O,tl]) est un arc de grand
cercle de S.

4. Basculements et transports paralleles.

(%.1) Proposition. Soient V une sous-variété de V, vy : [a,b] >V une courbe
paramétrée de V et X :[a,b] » TV un champ V-paralléle le long de y
tel que | X(t)]| =1 pour tout te [a,b].

aors | LX< | sy

Preuve. Soient Toseery T des champs de vecteurs unitaires le long de vy tels
que, en posant 'tl(t) = X(v), Tl(t),...,'l' p(t) soit une base orthonormée de Ty(t)v
pour tout t € [a,b], et tels que les T soient V-paralléles.

Posons 1(t) = Tl(t) AwenT (1)
et B(t) = T(t) o X(t)
i.e. B(t) = Tz(t) A eee A 'rp(t).

47



Henry MAILLOT

~ ~

On a X:(-I)P-ITL_B, donc vd —(l)pl(—L_B -—Z&-).

~
~

vt .
Or —Z—? (t) = , z -rz(t) Ao A Tl (t) Aeee Tp(t), et d'apres I'hypothese
<icg

~

V'ri
T(t) € NV.

. VB _
Il en resulte que T i 0.
Donc —Vd—— = (- l)p-l ﬁ L B, et comme B est pur :
v
II X< | —TII Bl
ie. | g II || £
i.e. || || | By )] (ct. 0; 3.2).

(#.2) Pour tous vecteurs u,v non nuls dans un espace euclidien nous noterons

ang(u,v) le réel 6 défini par (u|v) = ||ufl |[v|] cos® et0 <8 <.

(#.3) Proposition. Soient V une sous-variété d'un espace euclidien E ,
y :la,b] » V une courbe paramétrée de V, X: [a,b] »TV un champ paral-
lele le long de Y . Alors :

b
ang(X(a), Xb) < | | 8(y @] dt.

a

Preuve. On peut supposer que | X(t)| = 1 pour tout t €[a,b]. Faisons-le.
ang(X(a), X(b)) est alors la distance géodésique de X(a) a X(b) sur la sphere

unité. Donc :

ang(X(a), Xb) < j 19X at,
et il suffit d'appliquer la proposition (4.1);

(4.4) Corollaire. Sous les hypothéses de la proposition (4.3), soit C > 0. Sup-

posons que | B(u)| € C pour tout ueTV tel que [ul =1. Alors:

ang(X(a), X(b)) ¢« C long Y .
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(4.5) Corollaire. Soient V une sous-wariété minimale d'un espace euclidien E
et v :[ab] + V une géodésique unitaire de V.

Suppsons que k0 est un réel > 0 tel que la courbure de Ricci Q deV
vérifie -k < (Q y'(t)| ¥'(t)) pour tout t e [a,b]. Alors :

ang(y'@@), y'(b)) < /k—(; long v .

Preuve. Immédiate a partir de B? = -Q et du corollaire (4.3).

(4.6) Corollaire. Soient V une sous-variété d'un espace euclidien E et
Y :[ab] += V une courbe paramétrée de V telle que vy(a) = y(b) = X
Soit L: Tx V> T V lapplication linéaire définie par le transport

[ o
parallele le long de vy . Alors::

b
sup | (g < | 1Bty ]t
I =1 a

lull =

Preuve. Lorsque [Ju| =1, on a ||[L(u)-ul| < ang(L(u),u), et il suffit d'appliquer
(4.3). '

Remarque.

La définition et les principales propriétés de l'endomorphisme de bascule
s'étendent sans probléme aux sous-variétés a bord.

Dans la proposition suivante, pour tout réel x nous posons
%= ()" = ang(e'®e™).

(4.7) Proposition. Soit V une sous-wariété a bord d'un espace euclidien.
Supposans que V est compacte et de dimension 2.

Pour tout x €V soit G(x) la courbure de Gauss de V au point x. Pour
tout x € 3V soit PB(x) le basculement de V suivant un vecteur unitaire
tangent en x a V. Alors :

Preuve. On peut supposer f B
Y

En désignant par )‘g la courbure géodésique de 9V dans V, relative au
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vecteur unitaire normal a 3V et de sens rentrant, on a, d'aprés le théoréme
de Gauss-Bonnet :

G:-I A 21 X
JIV v g+"V’

ou Xv est la caractéristique d'Euler-Poincaré de V.

Donc (f [VG)‘ = ([ v xg)‘ .

Notons I’l,..., I'n les composantes connexes du bord 3V de V. Soit T I'un
. o
quelconque des T, et vy : [a,b] + V telle que I ys)] = 1 pour tout s € [a;b],
y(@) = y(b), vy|la,b] soit injective et Im y = T.

Soit X : [a,b] + TV un champ de vecteurs unitaires le long de vy, V-paralléle.
Notons v(s) le vecteur unitaire tangent a V au point y(s), normal a T et de
sens rentrant. Orientons T (s)V Par la base (y'(s), v(s)) et soit ¢(s) un angle
polaire de X(s) par rapport a vy '(s), que I'on suit par continuité. On a )‘g = -%;ﬁ
donc :

b
[ A _ds = olb) - o(a).
a 8

@(b) - @(a) est une détermination de l'angle orienté a 2kn pres de (X(a),X(b)),

donc :

b
J X _ds = € ang(X(a),X(b)) + k2w
a 8

avec e = +* l etk €Z.

Ainsi Iavkg = lsfsn (e;ang(X (@), X, (b)) + k;2m)
o]
donc (| A" =( T e ang(xa) X6y . Or diaprés (.3,
v 8 leign i

ang(X,(a),X;(b,) < JI‘.E’ donc l)i eiang(Xi(ai),Xi(bi))l < Jav—é <,

1
donc (;‘.eiang(Xi(ai),Xi(bi)))A = |Z ¢;ang(X,(@), X (b))],
i i

. (”VG)* - Iz¢;ang(X;(a), X)) donc (”vcys javs.
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(4.8) Corollaire. Avec les mémes hypothéses qu'a la proposition (4.7), sup-
posons que V soit minimale. Alors :

(”vc)“s [BV/ET.

En particulier, si IJ |G|¢« T, ona:
V'

”V|c| s]av/TdT.

Preuve. V étant minimale dans l'espace euclidien E, on a B? = -Q ; et comme
dim V = 2, Q est I'nomothétie de rapport G, d'ou le résultat.

(4.9) Théoréme. Soit t r—->Vt, t décrivant [0,1], une déformation continue
d'une surface compacte a bord dans un espace euclidien de fagon que :

i) V0 est plane et V_ est minimale pour tout t ,

t

i) J /|G| <7 pour tout t.
BVt
Alors ” |G| < J /|G| pour tout t.
\ v
t t
Preuve. Notons A Il'ensemble des t € [0,1] tels que pour tout s € [0,t] on ait

Hv G| < [av /IGT.

s s
Par un raisonnement de type classique on démontre que sup A est un élément

de A nécessairement égal a 1.

Exemple concret d'une telle déformation :

Dans l'espace ou nous vivons, considérer une membrane savonneuse plane
limitée par un ou plusieurs cycles en fil de fer, et déformer un peu les fils

de fer.

Remarque.
Les énoncés (4.7), (4.8), (4.9) sont encore valables pour des immersions

isométriques.

(4.8) et (4.9) montrent que, dans une certaine mesure, un contrdle de la
courbure de Gauss sur le bord d'une surface minimale donne une majoration
de ” G|

v
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De tels résultats ne sont pas valables pour des sous-variétés quelconques.
Par exemple, on peut, dans IR’, déformer un disque plan par une famille de
cénes dont on a arrondi le sommet. On a alors V|G| = 0, puisque G

v

est nul sur BVt, mais Sf G=-[ }‘g #0. t

Vt BVt

5. Courbure aréolaire et nombres de Betti.

(5.1) Rappels. Soient Xk et Y des K-espaces vectoriels de dimensions finies,

k k L 2
ke N, €N, 9 P(AX, AY), e, AY). On note ¢ OV, (cf. [G.H.V.])

k+2 k+%
I'élément ZL( A X, A Y) défini par :
(5.1.1)

(¢ Dwxxl”"'Axk+£) = I g (p(xo(l)A"'Axo(k))'\w(xc(kﬂ)A"' nX (k+!l,))
0y,

ou les x; appartiennent aXetou G K. 2 désigne l'ensemble des permutations
’

de {1,2,...,k+2} telles que o (1) <... < (k) et olk+l) < ... <olk+2).
k K k ko,
Z(AX, AY) s'identifie canoniquement a (AY)® A (X'). Pour ¢ = AQU avec
k

k L Loy
A€ AYetUe AX ,et Y =B®V avec Be AY et Ve AX ,o0n a:

(5.1.2) OV =(AAB®(U AV).
Il en résulte que l'opération [0 est commutative et associative.

Pour tout espace vectoriel euclidien Z notons .?S(Z) (resp. ,S,Pa(Z)) I'espace

vectoriel des endomorphismes de Z qui sont symétriques (resp. antisymétriques).

k L k+ %
(5.1.3) Si g€ -?;(AX) et Ve -?S(AX) alors ¢ O ye LA X). De plus si
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@ >0 et ¢ > 0alors ¢ OV > 0;si o et Y sont définis positifs et
si k+2 < dim X, alors ¢ O ¥ est défini positif. Toutes ces propriétés s'obtien-
nent par diagonalisation et en utilisant la formule (5.1.2).

k
Si cpe."f(AX)etpEN*, on pose tp[Elz o O¢ O ..0O9@,o0u ¢ figure
p fois.

n | [n]
(5.1.4) Si f €#(X) et n = dim X on a Af =i

Lorsque f € .?’S(X) etg €$5(X) sont tels que 0 < f et O<gona
det(f+g) > det f + det g. (Ceci découle aussitét de la formule du binéme appli-

|
quée a (f+g) et de (5.1.3).)
(5.1.5) Plus généralement si f)e.0f, sont des €léments >0 de L(X) on a

det(f1+ +fr) 2 det fl + oo + det fr' On voit en particulier que la fonction
det est croissante sur l'ensemble des endomorphismes > 0 de X.

2 2
(5.1.6) Soient V une variété riemannienne, X, €V, o AT V> AT V 'opé-
o o o
rateur de courbure de V au point X défini par :

(p(u 2 V) |(W x 2) = <(R(u,v)W)| 2,

(ou R(X,Y) = VX v, - VY VX - V[X,Y])'

Supposons que V a une dimension paire p = 2k. La courbure de Gauss-Bonnet
de V au point x  est le réel G, défini par :

[¢]
Lk .
WZ Ox =Gx . id

[} o

(5.1.7) Rappelons enfin (cf. 0;4) que lorsque V est une sous-variété riemannienne
de V la courbure aréolaire de V relativement a V au point x de V est le détermi-

nant de l'endomorphisme de bascule Bx de V par rapport a V, au point x.

La proposition suivante a €té établie a l'instigation de R. Langevin.
(5.2) Proposition. Soit V une sous-variété de dimension p = 2k d'un espace

euclidien E de dimension n = p+q . Alors la courbure G de Gauss-Bonnet
et la courbure -aréolaire &/ de V Vérifient :
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w_ w
|G| « 2L o,
an_l

ou w; désigne le volume de la sphére unité de dimension i dans ri*L

Preuve. G, est donné par :

G _wL

x - 20 J
n-1 £€S<1>Nx v
(<)

det hg’ (cf. [Ch. La.]) .

(La normalisation de G utilisée est telle que X (V) = -‘%J G, ou X(V) est
p’v
la caractéristique d'Euler-Poincaré de V ).

Soient E€N,_ V tel que el =1et Vl""’\’q une base orthonormée de N,V
o

(o]

telle que v, = £ .Ona B2 = h:’l + e +h’vq, donc h’v < B?, donc |h5|\< B,
donc d'aprés (5.1.6), det]hgl < det B, d'ou le résultat.

(5.3) Théoreme. Soit une sous-variété compacte V de dimension p d'un
espace euclidien de dimension n . La somme des nombres de Betti de V
est majorée a un facteur constant universel prés par l'intégrale de la courbure
aréolaire :

w
-1
b +b, +..+Db SLJ o
[¢) 1 p Wiy

Preuve. D'aprés un théoreme de Chern et Lashof (cf. [Ch. La.]) on a :

1
b +b, + . + b_ € I ( J
ol P Yhyly Jge 5<‘>Nx v

(o]

|det h.|)

g

On procede alors comme dans la preuve de (5.2).

L'inégalité de la proposition (5.2) peut étre affinéde dans certains cas. Par

exemple on a l'énoncé suivant :

(5.4) Proposition. Supposons que V  a une courbure sectionnelle constante
a > 0 , que V a une dimension paire et que la connexion normale de V est
plate. Alors G? < det(a id + B?) . En particulier, si a = 0, ona |G| < & .
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Preuve. Comme V a une courbure sectionnelle constante a :

P =aid+ z Ahj'

l<j<q
2
Posons ho =/ a id('!'x V),alors p= I Ah.
o 0<j<q
Soit B' I'endomorphisme positif dont le carré est £ h?.
0<jgq )
Ona B'*= I h%,
0<j<q !
i.e. B'?=aid+ B
Supposons p = 2k (p = dim V).
2k
Soit H I'endomorphisme de A T V défini par :
(5.4.1)
__1
Hupa e nug) = 3507 el o P LG (1)~ g (2)) * -+ AP Mg (ai-1)* Yo (2k))
2k
pour tous u. € T V.
i x
2k

ATXV étant un espace vectoriel de dimension 1, H est une homothétie,
et le rapport d'homorhétie est la courbure de Gauss-Bonnet G.

4 . >

Comme V est V™ -plate et que la courbure sectionnelle de V est constante,
hl""’hq commutent ; a fortiori ho’hl""’hq commutent ; on peut donc les
diagonaliser sur une méme base A w8y de TXV.

Posons hj(ai) = )‘j,iai‘

Alors pla,ra ) = Z h.a,)ahfa ),
27 "m 0<j<q L jm
i.e. pla,na )= I A, A, Ja, ~a_.
2" "m 0<j<q js% " j,mTR m
Posons % m = ongq }‘j,l )‘j,m , alors D(a,' Aam) =@y mdg A3y et

d'apreés l'inégalité de Schwarz :

(5.4.2) | @ sV T AT,/ T AT _.
&,m ocicg "' ogjeq MM
D'autre part B'*(a)) = I hia),
O<j<q '

B'(@)=( I r?%)a, .
7 ogjeq b
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Posons B! = v L A?.,alors B'a) = B!a. et dapres (5.4.2)
i 0<j<q I i i

(5.4.3) |a2,m| < By BL-

D'aprés (5.4.1) :

, 1
Hia nwenag) =Gy I €5 05(1),6(2) %o (2k-1), 0(2K)30(1)* 20(2)®

z
o€ Q.'Zk

1
- W'( Z}» ao(l),o 2 a0(2k_1),0 (Zk))al Aoy

g e’\':,‘Zk

1
donc G = - z oy, e O y
(2k)! OEQZk o (1),0(2) o (2k-1), o(2k}

donc, d'apres (5.4.3) :

l 1 ' ! !
|G < Gt s Bwb@  Bo k-1 Poan
2%

ie. |G| g det B

d'ol G? < det(a id + B?).
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CHAPITRE 1

ROULIS ET ROTATIONS INSTANTANEES

1. Notations et rappels.

(1.1) Soient M une variété riemanniénne, y : I > M une courbe paramétrée

de M, t_ et t, des éléments de I. PM
o 1 tl’to

cation lineaire de TY(to)M dans Ty(tl)M definie par le transport parallele le

ou simplement P désigne I'appli-

tl,to

long .de yl[to,tl]. Nous notons de la méme facon l'extension de P, aux espa -
e - I’o

ces de tenseurs. Lorsque M = V nous posons P\{ ¢ 7 Pt t

9’ b

o I’ o

(1.2) Soient E un espace vectoriel euclidien, F | et F2 deux sous-espaces de
dimension k de E, k > 0, W) et w, deux multivecteurs unitaires associés respec-
tivement a Fl et F2' Nous appelons angle de Fl et F2 et nous notons ang(Fl,Fz)

le réel @ défini par |(w1[cu2)| =cos® et0g g le (ct. 0;2).

Nous aurons besoin dans la suite du résultat suivant :

k k
(1.3) Lemme. Soient E un espace vectoriel euclidien, k € IN*, A€ ANE,BEAE,
ueE, ve E. Alors :

(1.3.1) (AAW| (B av) = (A| B)u| V) - (AL V)| (B Lu).

DMANW[ (v AB) = (DXIA Cv)au + (DX AU V]| B
= «(B] (ua(A =) + (A]| B)u| V)
-BLu|(Av)+ (A]BXu|v).

Preuve. (A au)| (B av)

Remarque.
Pour A = B et u = v la formule (1.3.1) se réduit a l'identité de Lagrange,

mais ne s'obtient pas par polarisation de celle-ci.
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2. Un invariant conforme : le roulis.

(2.1) Théoréme et définition. Soient une sous-variété V d'une variété rieman-
nienne v , un vecteur u non nul tangent @ V en Xqy Une courbe paramé-
]
trée y:1+V et t <l tels que Y’(to)= u et yd_}(to) = 0 . Notons

8(t) l'angle de NXOV ® Ru avec Pto,t(Ny(t)v ®RY'() .

% a une limite quand t tend vers t, par valeurs > ty - Cette
- to

Alors
limite ne dépend que de u , nous l'appellerons le roulis de la variété V

suivant u et nous le noterons ry*

Ce théoréme résulte du lemme suivant :

(2.1.1) Lemme. Sous les hypotheses du théoréme a l'exception de ldYt'—(t 0) = 0,

6 (t)

t-t, tend vers

8] 2 -M{Fﬁﬁzju W || —(t A’

quand t tend vers to par valeurs >to.

Preuve du lemme. Soit t > s(t) une abscisse curviligne le long de vy telle

ds
que “3 > 0.

% alireradt t—_to , il suffit de prouver la proposition avec I'hypo-
o o

Comme

these bupplementalre que —— d est constante. Faisons cette hypotheése.

t

Soit V(t) un multivecteur unitaire associé a Ny(t)v tel que v soit continue,

et posons z(t) = v(t) A “_YYW'%)“» .

kY ~ ~ g+l o
Onal %(to)": “'c'igt P, ()], et pour tout te I, P ,zte s'Ca T V),

tort o’ ()

sphere unité de I'espace euclidien T, V.
o
8(t) ~ | Pto,t(z(t» - zt) || » quand t tend vers to-

~

Donc tend vers “%(to) | quand t tend vers t_ par valeurs >t .

0
t-t
o

Posons H = || (to) I
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= 5 <v<mﬁ—§3]r)u donc H2[|Y'(®)]? = nd—w (t) +
£ V() A (——' + aly (0, Y] =

Comme a(u,u) € N, Vsona v (to)A a(u,u) = 0, donc
o

H*|jul ? = “ Al )Au+\>(t)A s "t NI RS
De plus, d'apres le lemme (1.3) :
(e ) ru)| (v ) TX '@ ) = o.

(Car -%%’—(to)l\?(to) =0 et v(t)-u=0). Donc :
A
HAul® = tenul * + vt n S Gl
donc, en calculant les deux termes par l'identité de Lagrange :

H2“u|| 2 _ “.Z_}:.(to)“ |2 - "Xa%(to)Lu“ 2
I - v T @)l

Yy 2
On a v(to)t—— at (to) = 0.

De plus, pour tout t €1, v(t) L y'(t) = 0, donc (t)\—Y'(t) + v L at Y1) = o,
- ___Y_
v(0) — - ()

donc—(t ) u

"

- v(0) —a(u,u). Ainsi :
H*fu|| ? = ll el ® - v eawu]? « Il (to)ll :
Rl = 1Rl hul 7 - ] + 15l

Or “%\{)'(to)u = | B8], (cf. 0;3.2), d'ou le résultat.

Comme, par définition, t, = a(l:l u) , on a d'aprés le lemme précédent

B2 =12 +r} . Ceci s'énonce :

(2.2) Théoréeme. Le carré du basculement est égal & la somme du carré du
tangage et du carré du roulis.
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Remarque.
oy = [X]r, pour tout réel X £0 .

Ceci nous conduit a poser ry = 0 lorsque u = 0.

(2.3) Théoreme. Soient V une sous-variété de la variété riemannienne V, X, €V,

ue Tx V, u#0. Alors ry est un invariant conforme donné par :
o

1
(2.3.1) r? = 2 I |h, (Waul 2
VT e Y

Preuve. Posons h = hj pour alléger les notations. D'apres (2.1) et (2.1.1)
j

lall2el = I8 @i 2lal? - ot

I8 W] 2= (B*u)]|u)
=(( £ hXu)|u

l<j<q )
= I (h(u]h.().
1<j<q )
(2.3.2) |ewz= 2z |h)]|?
I<j<gq )
latuuw]? = £ (h.(u)]uw? donc :
I<j<q )
Bull?ed =2 i@l 2l - Gww)

Igj<q

= L | h(uwauf
I<j<q )
Dans un changement conforme de métrique sur V, h, est remplacé par
lui-méme plus une homothétie (cf. [Ch. B.2])et le rapport de deux normes

ne change pas, par suite r, estun invariant conforme.

(2.4) Corollaire. Sous les mémes hypothéses qu'au théoreme (2.3) les conditions
suivantes sont équivalentes :

i) r, = 0;
ii) u est vecteur propre de h?, pour tout § € Nx \.
o

Lorsque ces conditions sont remplies, u est vecteur propre de B.
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N

Preuve. Immédiate a partir de (2.3.1) et du fait que tout vecteur unitaire §
peut étre considéré comme faisant partie d'une base orthonormée de Nx V.
o
(2.4.1) En particulier, lorsque V est une hypersurface un élément non nul u
de TV vérifie = 0 si et seulement si IRu est une direction principale de V.

(2.5) Corollaire. Soient V une sous-variété de la variété riemannienne \Nl
et X € V. Les conditions suivantes sont équivalentes :
i) Xy est un ombilic ;
ii) ry = 0, pour tout u eTx V.
(o}

Preuve. D'apreés le corollaire (2.4), ii) équivaut a :

Vu e Tx V,(vEe NXOV, ED‘U,E’ hg(u) = )‘u,E u)

o
i.e. VE GTXOV, (vue TXOV , ED‘u,E , hg (u) = Au,E u)
lLe. VEET V, hE est une homothétie,

)
(d'aprés une caractérisation classique des homothéties parmi les endomorphismes),

i.e. X, est un ombilic.

(2.5.1) En particulier V est une sous-variété ombilicale de V si et seulement
si tous les roulis de V sont nuls. Cette propri€été est a rapprocher du fait que
V est une sous-variété totalement géodésique de V si et seulement si tous les

basculements de V sont nuls.

3. Roulis et intersections de sous-variétés, théoréme de Joachimsthal.
(3.1) Notations. Soit V une sous-variété de la variété riemannienne V. Nous
notons V% la connexion canonique du fibré normal NV de V. Si & est une

. L . 1
section locale de NV au voisinage de X, € Vetsiue Tx v, vug n'est autre
~ o
que la projection orthogonale de Vu g sur Nx V. Nous noterons aussi V' l'exten-
o
sion aux fibrés de tenseurs. Soit maintenant une courbe C de V passant par

X Nous désignerons par V la connexion canonique du fibré normal a C relative-

~

ment a V.
(3.2) Proposition. Soient V une sous-variété de la variété riemannienne V,

X, € V, ueT VvV, ut0, y:1 +V une courbe paramétrée de V et
o
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- ' -
t el tels que y (to) =x.et Y (to) =u.

Soit t — V(t) une application continue telle que Wt) soit un multivecteur
unitaire associé a N (t) pour tout t€1 . Alors, en désignant par v
la connexion canonique du fibré normal de Y relativement a V ona:

(3.2.1) ro = 1vyvl-

Preuve. Soit, pour tout t € I une base orthonormée vl(t),..., \)q(t) de NY (t)V
telle que les v, soient Cc®et v(t) = \)l(t)A ...A\)q(t)

. o, v
Vi vineeav)= I IV v)AV AV aen av .
ul l1<j<q (VR MR | ] q

Supposons que |u|l = L. Alors :

vi= ¥, v —((ﬁ'uvj)lu)u, Vv =V o+ I (-l)’((Vuvj)Iu)uAle...wiA...Avq.

uVj U eq
Posons A = I (-1)’((‘7u\’j)|U)U AV A ...A\V)ja weaVg et S = ((VUV)IA).
I<j<q
(3.2.2) Alors | 7 o] 2= |V v]?+ [A]*
Comme (u, Vyseees vq) est orthonormée :
[Al2= = (Vuv)|u)‘
l<jgq )
= I (h, W
l<jsq 7j
(3.2.3) .. A2 = || atuu)| 2
S=( % (-l)k-l(hﬁu \)k)/\\)l;\ .--A{)k A e AV )|(u A I (- I)J(V V. )|u)\) A. AV AeeatV )
l<kgq q 1<j<q j

_ k-1,"5 N 2
S=-1| <Z (-1 ((Vu Vk)lu) ViA e AV A A\)q“

—
x

A

O

S=- «v SV’

z
lg<kggq

(3.2.4) S = -|| alu,u) 2.
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(3.2.5) Finalement || ﬁu\)“ 2= Vuvll 2 - a(u,u)| ? et ceci lorsque [Ju] = 1. On
adonc, pour u quelconque :

I \7uv|| 2. | B2 _JLQL(uu“_L‘]J‘)_!Lz

(Rappel : || Vuv|| = || BW)]| , (cf. [Ma. 1]).

(3.3) Remarque. | 6‘1\)" ne dépend que de V et de u. La courbe y est seulement
astreinte a étre tracée sur V et a vérifier Y‘(to) = u.

(3.4) Cas d'une hypersurface. Supposons que V est une hypersurface de V,
que Y est paramétrée par l'abscisse curviligne et posons e(s) = y'(s). Par défini-

‘tion, la courbure A(s) de y au point s relativement a V est égale a || ——Vf(s) .

Supposons A (so) # 0. Alors la torsion de vy au point X, est définie (cf.
par ex. [Dil, tome 4). Si n(s) est le vecteur unitaire défini par %(s) = As)n(s),

>
la torsion de y au point s_ n'est autre que I %(so)l

.

Il en résulte que si u € Tx V est un vecieur unitaire tel que a(u,u) # 0,

o
le roulis r est égal a la torsion de la géodésique de V issue de u.

(3.5) Définitions. Soient V c V et D une droite vectorielle de TXo v.D
est dite direction de courbure de V au point x o lorsque pour tout ue€ D
ona r, = 0.

Une courbe C tracée sur V est dite ligne de courbure de V lorsque TxC
est une direction de courbure de V pour tout x € C.

Ainsi une sous-vari€té V est ombilicale si et seulement si toute courbe

tracée sur V est ligne de courbure de V.
(3.6) Proposition. Soient V (resp. W) une sous-variété d'une variété riemannienne
V (resp. W), et f:V+W une transformation conforme.

Alors les images par Tf des directions de courbure de V sont les directions
de courbure de (V) et par conséquent les lignes de courbure de f(V)
sont les images par f des lignes de courbure de V .
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Preuve. Ceci résulte de I'invariance conforme du roulis.

(3.7) Théoreme de Joachimsthal. Soient V, et V, deux sous-variétés de V,

letI‘CVZ.

Supposons que T est connexe et que T est ligne de courbure a la fois
de Vl et de V2. Alors 1' "angle" de TXV1 et TxV2 est constant le
long de T.

T une courbe de V telle que T cV

Preuve. On verra a la fin de la preuve la signification qu'il faut donner au
mot "angle" dans cet énoncé. Soient t ——> vy (t) une paramétrisation de T,
Bl(t) (resp. Bz(t)) un multivecteur unijtaire associé a Ny(t)vl (resp. N )Vz),

y(t
variant continiiment.

D'apres I'hypothése et compte tenu de la proposition (3.2) :
VB, 1

—a—t—zo et

2

@ <O

Donc B, et B, sont paralléles dans le fibré normal de T relativement a V.

Il en résulte que N‘{(t)Vl (resp. Ny(t)vz) est le transporté par V -parallé-
lisme dans le fibré normal a T de NY(to)vl (resp. Ny(t(}VZ)‘

Comme ce transport est une isométrie il en résulte que le théoréme de
Joachimsthal est vrai pour toutes les définitions imaginables, invariantes par
isométries, de I' "angle" de deux sous-espaces.

(3.8) Corollaire. Soient V |
Supposons que \' PN V2 est connexe par arcs deux fois différentiables.
Alors 1! "angle" de TxV et thZ est constant quand x parcourt V L n V2'

et V2 deux sous-variétés ombilicales de V.

(3.9) Théoréme. Soient V
que dim Vl + dim V2 > dim V . Supposons que V1 n V2 est connexe et

, et Vv, deux sous-variétés ombilicales de V telles

que Vl et V2 8e coupent transversalement en un point xoe Vlnvz.
Alors V1 et V2 sont transverses, elles se coupent suivant un angle cons-

tant, et V, nV, est une sous-variété ombilicale de V.

1

Preuve. Pour tout x & V, n V, soit Bl(x) (resp. Bz(x)) un multivecteur unitaire
associé a NV, (resp. N V,).Posons f(x) = ||Bl(x) A By(x) | ot la norme est
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la norme euclidienne. f(x) ne dépend pas du choix des multivecteurs unitaires
et £ est une fonction continue sur Vl n VZ' On a f(x) # 0 si et seulement si

V| et V, se coupent transversalement au point x. Ainsi, par hypothese, f(xo) # 0.

Soit A l'ensemble des x € V, n V., tels que f(x) = f(xo).

Comme f est continue, A est fermé relativement a Vl n VZ. Soit X, € A
alors f(x1 # 0, donc VynV,est une sous-variété au voisinage de Xy dans V,

donc d'apreés le corollaire (3.8) on a (x) = f(xl) pour tout x de V; n V, suffisam-

2
ment voisin de X Donc A est ouvert dans V1 n VZ. Il résulte alors de la con-
nexité de Vi nV,queV, nV, = A Ainsi f(x) est non nul pour tout x € Vinv,

ce qui traduit le fait que Vl et V2 se coupent transversalement en tout point
de V| n V, . En particulier V, n V, est une sous-variété de V.

Soit I' une courbe tracée sur Vl n Vz, et reprenons les notations de la
preuve du théoreme (3.7). D'aprés ce qui précéde ||B1(t) ~ By | est une
constante. Par suite

R el S W PN
dt IIB1 A lel "BIA B2|| dt 2 17 dt
= 0.
Bj»B . o s
Or m est un multivecteur unitaire associé a l'orthogonal de
B aAB
Tle n TxVZ’ i.e. -"B_lﬁ;" est un multivecteur unitaire associé a NX(V1 n V2).

Donc, d'apres la proposition (3.2) le roulis de VinVv, suivant y'(t) relative-
ment 3 V est nul. Comme T est une courbe quelconque de Vi nV,ilen résulte

que Vl n V2 est ombilicale par rapport a V.

(3.10) Proposition. Soient V, et vV, deux sous-variétés de V  telles que
dim Vl + dim V2 > dim V . Supposons que Vl et V2 se coupent transversa-
lement. Pour tout x €V, nV,, soit Bl(x) (resp. Bz(x) ) un multivecteur
unitaire associé a NV, (resp. NXVZ). Alors :

r,(V N V) < ]]B—l&)_ia‘z(mr(ru‘vl) + (V)

pour tout u € TX(Vl n Vz) . (Les trois roulis considérés sont des roulis par rapport
av.
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Preuve. V, et V, étant transverses par hypothése, on a B (x) A B,(x) # 0 pour
Bja B2
tout x € Vl n V Comme plus haut B = -"—,T“ est un multivecteur unitaire
associé¢ a N (V n V) Pour tout u € T (V nv ), V(B) =V (]T—\—B_ll B AB ),
VB
u®

= - ((V (B, A B.)|B)B V (B, ~ B.). Il en résulte que:
|]Bl,\52[ u(By ~ B +|131A|32| ul P2 uite qu

3 1 . .

||Vu(B) I < -“-———"Bl "5, I Vu(Bl A BZ)" . Par suite :

1 . .
FOTAPRS e KUCARIN R LRSS

Donc, puisque Bl et B2 sont des multivecteurs purs et unitaires :

l - . < ’
r vV nv,) ¢ B, ~ 5, VB, I+ 1 VB, )5 d'ol le résultat.

(3.10.1) Exemple. Soit V une variété kihlérienne dont la courbure sectionnelle
holomorphe est constante. Si V est une sphére géodésique de rayon pas trop
grand, V est une hypersurface, et en désignant par V| un vecteur unitaire normal
a Vv, on sait (cf. [Ch. Val) que la restriction de h, a l'orthogonal de IV
est une homothétie. Par suite le roulis de V est nul sui&ant tout vecteur orthogo-
nal a f\)l. Il résulte alors de la proposition (3.10) que si Vl et V2 sont deux
sphéres géodésiques de rayons pas trop grands et transverses, il existe pour
tout x € Vl n V2 un sous-espace vectoriel F de Tx(vl n Vz) de codimension <2

tel que, pour tout u€ F, le roulis de Vl n V2 suivant u, relativement a V, est nul.

Les basculements d'une intersection vérifient une formule analogue a celle
de la proposition (3.10) :

(3.11) Proposition. Sous les hypothéses de la proposition (3.10), en notant B (resp.
Bi) l'endomorphisme de bascule de Vl n V2 (resp. Vi) par rapport a V
ona:

IR m(u B LW + I 8]

pour tout u € Tx(vl n VZ)'

Preuve. Comme || B(u)|| = || V (Bl Cesp. [ B, ] = | '5 Bl ), il suffit de décal-
quer la preuve précédente en mettant partout V au lleu de V.
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(3.12) Corollaire. Soient V une variété riemannienne dont la courbure est nulle,
\"

dim Vl + dim V2 > dim V. Supposons que Vl et V2 se coupent transversale-

| et V, deux sous-variétés minimales de V telles que

ment au point x€ Vl n V2.

Soient BI(X) (resp. Bz(x) ) un multivecteur unitaire associé a NV, (resp.
Nx V2 ), B l'endomorphisme de bascule de V1 n V2 et Q.l la courbure
de Ricci de Vi , 1=1,2. Alors :

(3.12.1) B W] ||Bl(x) A Bz(x)ll < /:Ql(u)[u + /-Qz(u)lu

pour tout u € Tx(vl n VZ)'

Preuve. On a | B. (W = 7-Q;(u)] u, d'ou le résultat.

Remarque.

Lorsque V, et V, sont des hypersurfaces d'une variété \7,
I B (x) ABZ(X) | = ang(NXV1 N V ) = ang(‘l’x T TXVZ) (cf. (1.2) pour la definition
de ang).

Cette propriété n'est plus valable pour des sous-variétés V), V, de méme

2
codimension q > 1.

4. Rotation instantanée g associée a un vecteur u tangent a V, relations
avec courbures intrinséques, basculements, tangages et roulis.

(4.1) Motivations et définitions. Nous avons jusqu'ici étudié comment TV bascule,

tangue ou roule quand on le suit le long d'une courbe Yy de V.

Pour avoir des renseignements plus précis, nous allons lier de fagon canoni-
que TXV a un solide de TXV dont nous considérerons la rotation instantanée.

Ce mouvement de solide glissant sur V le long de Y est complétement
déterminé par la condition d'avoir un pivotement constamment nul.

Venons-en aux définitions précises.

Soit vy : 1 > V une application dérivable. Appelons repére vectoriel mobile
le long de Yy toute application ¢ tt— (u 1Dy U (1)) telle que uy(t)yeeeyup (1)

soit une base orthonormée de T (t)V avec u; derlvable pour tout i.
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SiYost r—-—>(vl(t),...,vn(t)) est un autre repere mobile le long de Y nous
dirons que ¢ équivaut a ¢, notation ¢ ~ ¥ , s'il existe une famille de cons-
tantes réelles & telle que vj(t) = Zaji ui(t) pour tous j,t.

i
La relation ~ est évidemment une relation d'équivalence. Nous appellerons

mouvement de solide le long de Y toute classe d'équivalence.

Tout mouvement & de solide le long de Y a a chaque instant t une rotation

instantanée '@t’ qui est un endomorphisme antisymétrique de T_ .\V.

v(t)

La rotation %, est caractérisée par la propriété suivante :
sit > (ul(t),...,un(t)) représente ¥, on a

Vu.
Ttl(t) = 2,(u(1)), pour tout t.

3 sy’ 2 b4 RN
Nous noterons Qi’t I'element de ATy(t)V associe a get.

(De fagon générale, sauf mention du contraire, si H est un espace euclidien,
nous notons ,?a(H) I'espace vectoriel des endomorphismes antisymétriques

de H et pour tout f € & (H) nous désignons par f 1'élément correspondant de

2
AH. L'isomorphisme que nous utilisons est tel que x a y correspond a l'endomor-

phisme v > (x| v)y - (y| v)x).

Soit maintenant V une sous-variété de V, et supposons que Yy(t) € V pour
tout t.

Un repére vectoriel mobile le long de Yy sera dit adapté a V si ses p pre-

miers vecteurs appartiennent a TY(t)V pour tout t.

Un mouvement de solide le long de y dans V sera dit adapté a V s'il posséde

un représentant adapté a V.
Soit & un tel mouvement. On a

ATY(t)V = ATY(t)V e((TY(t)v) A (NY(t)v))eANY(t)v

N - , . . N
(ou Ty(t)v A NY(t)V designe l'espace vectoriel engendre par les u a v ou

ue TY (t)v et ve Ny(t)V)’ et une decomposition correspondante de .S,”a (Ty(t)V)'

Nous appellerons pivotement tangentiel (resp. normal) de & a l'instant
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~ 2 2
t I'endomorphisme associ¢ a la composante de Qt dans ATV (resp. ANV), et

pivotement la somme du pivotement tangentiel et du pivotement normal.

On note que, lorsque V est une courbe (resp. une hypersurface) le pivotement
tangentiel (resp. normal) est toujours nul.

-~

i L, ., . <
On verifie alser?ent que, pour ‘iout t fixe, Ia, condmo\n @t TY(t) A Ny(t)’
qui traduit la nullite du pivotement a l'instant t, equivaut a :

%t( \%

VIeN (1

TY )
ARypV =« Ny

Ceci étant, on a :

(4.2) Proposition. Soit <y une courbe paramétrée de V . Alors il existe un
unique mouvement de solide dans v , adapté a V le long de y ayant
un pivotement constamment nul.

Ce mouvement ./ est représenté par

t— (Tl(t),...,'rp(t), v, ()., \)q(t)),
repére mobile orthonormé ou les T, sont V-paralleles et les v, vt -
paralléles. '

Preuve. Supposons que t +* ul(t),...,un(t) représente un mouvement de solide &,

adapté a V le long de y et ayant un pivotement constamment nul.
u.

Alors Ttl = .Qt(ui) pour tous i,t, et par suite :
T \
i)Silgig<p ona —dTeyy(t)v pour tout t, donc u; est V-parallele ;
Vui 1
ii) Si p+1 ¢i ¢n ona 3 € 'l'Y (t)V pour tout t, donc u; est V™ -parallele.

D'ou I'unicité de <.
Inversement un repére orthonormé mobile adapté a V le long de vy :

t— (‘rl(t),---,‘tp(t), Vv ()eesy Vq(t)), ou les T; sont  V-paralléles et les V.
v -paralléles, représente un mouvement 4  de solide, adapté a V le
long de vy.
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e
On aTC N

2 (1

y(t)v’ i.e. Qt('r i) e Ny(t)v pour tout i et tout t, donc

Y(t)v) c Ny(t)v pour tout t.

V)eT

De facon similaire Q?t(N Y ()

¥(t) V pour tout t.

Donc le pivotement de # est nul.

Remarque.
Pour V = R? p = 2 et q = | la proposition précédente se réduit & un énoncé
classique dd a Levi-Civita.

(4.3) Proposition. Avec les données et notations de la proposition précédente,

soit t €l , x_ = Y(to) et u-= Y‘(to). Alors la rotation instantanée Qt

de M ne dépend que de u. Nous la noterons 8,° °

(4.3.1) Pour tout v € Tx v, gu(v) = a(u,v) ;
o

(4.3.2) pour tout € NV, gu(t‘;) = -h . (u).
o

2
Preuve. D'aprés les formules de Gauss et Weingarten :
Vr,

V.
1
—{t) = alu k) et Tl(to) = —h\)j(to)(u),

i.e. Qto(ri(to)) = a(”’Ti(to)) et @to(\)i(to)) =

_h\) j ( to)(U)

pour tous i et jtelsque 1< is<p et 1<j<q; doulerésultat.

8, 2 déja été considéré dans la littérature (cf. [G.V.]).

(4.4) Proposition. Pour tous éléments u,v de T _V notons [g,g 1y (resp.
o
, ; Lo
[gu,gv]N) l'endomorphisme induit par [gu,gv] dans TX V (resp. NX V).

o o
Désignons par R (resp. R* ) la courbure de la connexion V (resp. vt

de TV (resp. NV). Supposons que la courbure de V est nulle (resp. que v
est conformément plate), alors :

(4.4.1) R(u,v) = -[g 8, 11

(4.4.2) ’ (resp. R*(u,v) = -[gu,gV]N)-

Preuve. Lorsque la courbure de V est nulle, on a d'aprés la formule de (.auss:
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(R(X,Y)2)|W = ~a(X,Z)] a(Y,W) +a(Y,Z)| a(X,W)

pour tous X,Y,Z,W tangents av.

Lorsque V est conformément plate, on a, d'aprés la formule de Ricci

(4.4.3) R*(X,Y)E)|n = (Thesh 1X)]Y
pour tous X,Y tangents a V et tous §,n normaux a V.

Ces deux formules se traduisent en (4.4.1) et (4.4.2) par utilisation des
formules (4.3.1) et (4.3.2).

Nous allons maintenant montrer que le basculement || B(u)|| est, a un facteur
prés, la norme euclidienne de la rotation instantanée g, €t que le tangage

et le roulis s'obtiennent a partir d'une décomposition canonique de 8y

Soient V une sous-variété riemannienne V, x, € V, ue TX V, u # 0. Posons

E = Tx V et notons F I'orthogonal de Ru dans E. °
(o

2 2
On a la décomposition en somme directe orthogonale AE = (u a F) @ (AF),
en notant u o F l'ensemble des u a v, pour v décrivant F. Cette décomposition

correspond par l'isomorphisme a une décomposition de -?;(E).

2
~ ~ A~
Posons g =t +r out euanFetr_  eAF.
u’- ‘e,u eu e,u e,u

(4.5) Proposition. Avec les notations ci-dessus, en désignant par \)l,...,\)q une
base orthonormée de N, V et par (1 greeesT p) une base orthonormée de F :
. a [o)
D g,= I h (Wav, 3
1<j<q Vj !
a

s (u,u)

i) -u I 1. oaaluT);
8y " “Uilz +2\<i\<p R

i) 8,1 = I8l s

a (u,u)

w1 ) - el
v) | Fe,ull =r,
Preuve. En posant T, = -“i’u—", ii) s'écrit g = I Ti/\a(u,‘[i).

I€igp

i) et ii) se vérifient a I'aide des formules (4.3.1) et (4.3.2).
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De plus, pour i # jon a:
(TiAU.(U,Ti))l(TjA(I(U,Tj)) = 0, donc

Ig 0= = |7tatt)|?
Y I<igp ! !

= I Jatrt))?

l<igp
=18 W] *
ORI _ alu,u) ~ _
D'apres ii), te,u =ua —-"U'“—Tet feu * ’e %Z( PTiAa(U,Ti),

2 ( a(uu)l ? 2
donc || te,u“ = JI—O‘"—#“E)J » et comme r} = (B (| ? -Lﬁﬁi‘im yona | re,u" =ry

(4.5.1) Remarque. La proposition précédente montre que (2.2) est une relation
2 ~
de Pythagore dans l'espace euclidien ATX V.
o

5. Tangages, roulis et basculements dans les sous-variétés produits.

Soient, k entier > 2 et, pour tout i tel que 1 < i < k, Vi une sous-variéte
de V..

1

Posons V = I Vi etVs= T Vi'

Igigk l<igk

Notons o la deuxieme forme vectorielle de V.l relativement a Vi’ h.l g_l’endo-
161

morphisme fondamental de V.l associé a Ei € NVi, Bi I'endomorphisme de bascule

de V, relativement a Vi et t; , (resp.r, ) le tangage (resp. le roulis) de Vv, ,
i i

relativement a Vi, suivant u € TVi.

Rappelons le :

(5.1) Lemme. Pour tous éléments u,v de TXV >~ I TX Vv, et tout

Igigk i
EeNV= T NV,
Igigk 7i
a (u,v) = (“i(”i’vi))
lgigk
et h_(u) =(h ,(u)
& L& cick
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(5.2) Proposition. Soient V une sous-variété produit, x = (xl,...,xk) e V et

u = (ul,...,uk) = TXV . Alors :

a B = le...x Bk et, par suite

le@l*= 3 fBl;
I<igk

b) i) t? ¢ z t2 ;
Yoagick MY
ii) Pour que t, = 0 il faut et il suffit que ty 0 pour tout
U,
. i
ij

iii) (5.2.1) est une égalité si et seuiement si u vérifie la condition :

"t =0 ouil existe io €] tel que u; = 0 pour tout i # io "

(S)

(5.22) 0)i) r* > L r? H
u lgick MY

ry = 0 il faut et il suffit que ri,ui

ii) Pour que =0 pour tout i

et que u vérifie (S) ;
iii) 5.2.2 est une égalité si et seulement si u vérifie (S).

Preuve. Rappelons qu'un tangage ou un roulis suivant un vecteur nul vaut 0
a) découle de (0; 3.3) ou (0 ; 3.4).

par définition.
{1,2,...,k} et soit A l'ensemble des i € I tels

Prouvons b) i). Posons I =
que u; # 0.

Siu = 0, (5.2.1) est évidemment vraie.

2 - o (u,u) || 2
u uff ?

. z " ai(uiaui)“ :
. . _ e
(5.2.3) i.e. = 3 m
ieA !
o upu) |l 2

donc t2 = I —“—“-—= z t?2 .
U jeA Y el MY

Supposons u £ 0. Alors :

2

Prouvons b) ii). t = 0 équivaut a a(u,u) = 0 ; de méme LA 0 équivaut a
R
i

Oti(ui,ui) =0 ;d'ou b) ii) d'apres (5.2.3).
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Prouvons b) iii). Supposons que (5.2.1) est une égalité.
Si u = 0, alors tu = 0.

Supposons u # 0. Alors

Z o .(u.,u)f ?
ieA o lupu)l _ e jtugu) ] *
I Tul™ " iea ol

i€A

. 1
i.e. I o.(u.,u)] 2 ( -
iGA"l%Nl" o=

1
) = 0.
z ol
i€A

Supposons qu'il existe io € I tel que L + 0, i.e. a, (ui Uy ) £ 0, alors
,u.
u; = 0 pour tout i # e ol °c o0

Donc si (5.2.1) est une égalité, alors u vérifie la condition (S). La réciproque
découle de (5.2.3) et de b) ii).

Prouvons c¢). D'apres a)

b) i) et iii) entrainent donc c) i) et iii), d'ou il résulte c) ii).

6. Indice de nullité de roulis et courbure de la connexion normale.

(6.1) Définition. Soit x € V ¢ V . On appelle indice de nullité de roulis au point x
de V , relativement a v , le nombre maximum de directions de courbure
linéairement indépendantes de V au point x .

Cet indice sera noté S% (x,V,V) ou sous les formes abrégées FAR(x,V) ,
JFR(x) quand il n'y aura pas de risque de confusion.

Ainsi  JFR(x) est le rang de l'ensemble des u € TXV tels que r, = 0. On a
0 < #R(x) ¢p = dim V. Lorsque V est une hypersurface, on a toujours JR(x) = p,

mais si p > 2 et g > 2 on a en général FR(x) = 0, d'aprés le corollaire (2.4).

Nous verrons plus loin que si k est un entier tel que 0 < k € p et k # p-1
il existe des exemples ou IR(x,V,V) = k.
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(6.2) Proposition. Soient V =1 Vj et V= II\7i comme en (5), et xeV. Alors
IRV = I IRV,
l<igk
Preuve. On peut supposer k = 2.
Posons m; = J@(xi,vi&i), pour i = 1,2, et m = .}.@(X,V,V).
Prouvons que m; + m,&m.

Soient ajyead des éléments linéairement indépendants de Tx Vi tels

que r; = 0 pour tout i vérifiant 1 ¢ i m; ; €t by,.,b des l1éments
,a,
i

linéairement indépendants de T V, tels que r,, = 0 pour tout j vérifiant
,b.
l<jg m,. 2 )
1 p - -
D'apres (5.2) ¢) on a r(ai,o) =0et r(o,bj) = 0.

Comme (al,O),...,(arn ,0), (O’bl)’ v s (O,bm ) sont linéairement indépendants,
il en résulte 1
m +m, ¢m.
Prouvons que m ¢ m o+ m,.

Soient W ,...,w_ des éléments linéairement indépendants de TV tels que

ry. = 0 pour tout i vérifiant 1 < i ¢ m.
i

Posons w, = (u.l,vi). D'apreés (5.2) ¢), on a:

2
>r +r .
z 1,ui 2,vi

Donc rl,ui =0et r2,vi = 0 pour tout i tel que I ¢i ¢m.

Soit A (resp. B) I'espace vectoriel engendré par les Y (resp. Vi)’

W, € A x B, pour tout i vérifiant 1 € i < m, donc m < dim A + dim B.
A fortiori, m g m + m,.

Conclusion : m = m; + m,.
Nous allons voir que l'indice de nullité de roulis d'une sous-variété V de

dimension p » 2 d'une variété V peut étre n'importe quel entier compris au
sens large entre 0 et p et différent de p-1. Plus précisément :
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(6.3) Proposition.

i) L'indice de nullité de roulis d'une sous-variété V de dimension p >2 d'une
variété V ne peut étre égal & p-1.

ii) Pour tous entiers p,q Vérifiant p > 2 et q >2 il existe une sous-variété
V  de dimension p et de codimension q d'un espace euclidien telle
que V n'ait aucune direction de courbure (cas général).

iii) Pour tous entiers p, q, k telsque p >2, q2>3,1<ks<p etkép-Il
il existe une sous-variété V de dimension p et de codimension q
d'un espace euclidien telle qu'en tout point de V l'ensemble des directions
de courbure est constitué de k droites orthogonales.

Preuve de i). Si ul""’up—l sont lin€airement indépendants dans TXV, et sont
vecteurs propres de h £ pour tout & € NXV, alors l'espace vectoriel F engendré
par les u; est stable par tous les hg, donc F* aussi, et par suite Ft

est une direction de courbure. D'ou i).

Preuve de ii). ii) découle du fait qu'il existe une sous-variété d'un espace eucli-
dien ayant une deuxieme forme vectorielle donnée en un point, et que dans
un espace euclidien de dimension > 2 on peut toujours trouver deux endomorphis-
mes symétriques n'ayant pas de vecteur propre commun.

Preuve de iii).
1° Supposons k = p.
Soit V1 une hypersurface de lRp+l telle que Vl ait en tout point p courbures
principales distinctes. Posons

V=V, x{0} et V- P! x RIL,

On vérifie immédiatement qu'en tout point de V l'ensemble des directions

de courbure de V est constitué de p droites orthogonales.

2° Supposons | < k € p-2.
Soit V1 une hypersurface de Rk)rl telle que V1 ait en tout point k courbures
principales distinctes.

Soit V2 une sous-variété de dimension p-k de IRPJ'q_k-1 telle que V2 n'ait
pas de direction de courbure.

Posons V = V1 X V2 et utilisons les notations de (5).

76



Courbures et basculements ... chapitre I

Soit u = (ul,uz) € TXV tel que u # 0 et r, = 0.

Alors d'apres (5.2), r =0 etr = 0. Comme V, n'a pas de direction de
My 2,u2 2
courbure on a u, = 0. Donc u = (u,,0), avec u, # Oetr = 0.
2 1 1 l,u1
Inversement, soit a, € T_V, tel que a, # 0 et r = 0 alors, d'apres
1 x| | 1 l,al

(5.2), fa.,0) = 0. Il en résulte qu'au point x l'ensemble des directions de cour-
l’

bure de V est constitué de k droites orthogonales.

Remarque.
Les exemples construits dans la preuve précédente sont tels que, lorsque

k # 0, il passe par chaque point de V exactement k lignes de courbure.

(6.4) Définition. Soit x eVc V.
Notons JVX(RL) l’ensemble des ue TV tels que Rl(u,v) = 0 pour
tout v € Txv . JVX(R'L) est un espace vectoriel, sa dimension sera appelée
indice de nullité de R* et notée F(R")(x).

(6.5) Proposition. Supposons V conformément plate. Alors A’)((RL) contient les

directions de courbure de V au peint x ; en particulier :

IR < SR,

Preuve. Soit u € T V tel que r = 0. Supposons u # 0. Alors, d'aprés (2.4), u

£

Il en résulte, compte tenu de la formule (4.4.3) de Ricci, que

est vecteur propre de h_, pour tout £ € NXV.

(R (uyv)E)|n) = 0, pour tout v e TV
et tous £,  €léments de NxV.

D'ou u e‘/Vx(R'L ).
Remarque. L'inégalité de (6.5) peut étre stricte. C'est le cas par exemple de

toute sous-variété V de dimension impaire et de codimension deux d'un espace
euclidien telle que V n'ait aucune direction de courbure.

En effet, si ( Vs \)2) est une base de NXV, on a compte tenu de la formule
(4.4.3) de Ricci

"
JVX(R ) = Ker[h\)l,hvz]

77



Hnery MAILLOT

Or [h v »h v ] est un endomorphisme antisymétrique d'un espace vectoriel

TV de dimensiok impaire donc Ker[(h  ,h ~1#{0}.
X vy,

(6.6) Proposition. Supposons v conformément plate. Soit x€ V c V.
Pour que JR(x) = dim V il faut et il suffit que R™ soit nulle au point x.
Plus précisément les propriétés suivantes sont équivalentes :

i) Il existe une base Upyeessld de Tx \" telle que g = 0 pour tout i ;
ii) Il existe une base orthonormée ul,...f’up de Tx \' tefle que ry. = 0 pour
tout i ; ° !

iii) La courbure R‘L de la connexion V% est nulle au point X

Preuve. D'aprés un lemme classique sur les endomorphismes symétriques i) et ii)
équivalent a chacun a a) :
a) Les hg’ g e N, V, commutent.

o
Comme V est conformément plate, a) équivaut a iii) d'aprés la formule (4.4.3)

de Ricci.

(6.7) Proposition. Soient V une sous-variété complexe d'une variété kaehlérienne
V et ue TV. Les propriétés suivantes sont équivalentes :
i) ry = 03
ii) g =0 .
Si de plus la courbure sectionnelle holomorphe de V est constante égale
a c, alors i) et ii) équivalent a iii) :
1 N .
i) Q(u) =5 clp+lu, ot p = dimp V.

Preuve. Puisque 0 <r < | 8] , ii) entraine toujours i).
Prouvons que i) entralne ii).
Supposons r, = 0.

Alors pour tout f € Nx V il existe A
o

£ € R tel que

hg(l") = )‘E u.

Donc (£, hg)(U) = A Ju
i.e. h (U = A Su

o™

d JFE 13 5
onc )‘J‘E u )\E u
donc >‘€ = 0.
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Par suite hg(u) = 0 pour tout & € Nx V,donc ¢ h? (u) =0, ie. B¥(u) =0

i o l<jgq 7j
donc B(u) = 0, (car B est symétrique).

Lorsque la courbure sectionnelle holomorphe de V est constante, égale a c,
1'équivalence de i) et ii) avec iii) provient de la formule

Q :% c(p+1)id - g%,  (cf. 035.5).

7. Liaisons entre tangages, roulis et basculements.

Il résulte de (2.2) que toute majoration du basculement fournit une majoration
du tangage et du roulis.

Nous allons voir qu'une majoration du tangage donne une majoration du
roulis et du basculement.

Pour tout x €V c V, posons :

Basc(x,V,V) = Sup || B,
Tang(x,V,V) = Sup t,
Roul(x,V,V) = Sup r,

ol tous les Sup sont étendus aux u € T V tels que |u| = I.

On emploiera souvent les notations abrégées Basc(x), ou Basc, etc. .
Rappelons que p = dim V et q = codim V.
(7.1) Proposition.

i) (Roul)? < 4(p-1XTang)? ;
ii) (Basc)? ¢ (4p-3)Tang)? .

Preuve. Soit u € T xV un vecteur unitaire, et (T P T p) une base orthonormée

de TxV telle que T = Ona:

l’:l Il B(U)“z—ta ’
(B2(W]u) - | aluw)] 2,

ie. r2 I Jalut)]?.
2<j<p )

n

H 2
1.e. r
u
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Pour tout j tel que 2 <j <p,

T, T, a(T.,T.
alu,T.) = a(u+ L, - 1) o (uu) ( ok L)
] V2 V2 2 2

d'ou Ila(u,Tj)“ < 2 Tang
donc r? € (p-1)#(Tang)?, d'ou i).

ii) découle alors de | B(u)| 2 = el

Une majoration du roulis ne saurait, elle, fournir une majoration du bascule-
N n .
ment (une sphere de rayon R dans IR a tous ses roulis nuls et tous ses bascule-

ments égaux a —:—{). Cependant :

(7.2) Proposition. p Tr B2 < |[Tral? + 2 p*q(Roul)? ; a fortiori,
p(Basc)? <| Tr af 2 + 2p?q(Roul)?.

Démontrons d'abord le :

51 A £,p le spectre

(7.2.1.) Lemme. Soient E €N V telque |E] =1, et
o
de hg. Alors :
i) |[x; . - X .| <2Roul, pour tous i,j;
€,i €,
i)p I X.-( £ xp.)? < 2p*Roul)?

lcicp o 1cigp O

Preuve du lemme. Soit vl,..., vq une base orthonormée de Nx V telle que \)1 = &.
(¢)
Pour tout v €T, V tel que |[v| = lona:
()
r2= I |h, (V)av|?
Y olcjcq V)

donc r? > ||h€(v) av| 2
D'aprés la formule de Lagrange :
Ihe®) vl = 10 ] - W]

Soit T Tp une base orthonormée de vecteurs propres de hg de valeurs

=

propres associées )‘1""’ >‘p'

Pour v =(cos e)ti +(sin e)tj, on a
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h E(v) =(cos 6)}\i'ri +(sin e»‘j Tj
et donc | hg(v) A V]| ? =(cos? @)X} +(sin? 6)%12 - (X cos®@ + }\jsinze)z

= (>‘i' )\’.)2 cos?@ sin? @
Donc |A.-X. Ml— < Roul, pour tout 6 € R.
i 2

D'ou |)\i - )\j| €2 Roul.

Donc, pour tous i,j telsque |l <i<petl<j <p,

A2+ A2-2X1.2. <4(Roul)?
1 ) 1)
En sommant sur i et j on obtient

2p IA7 - 2(2))* < 4p*(Roul)?,
i i

d'ou ii), et le lemme est établi.

Preuve de la proposition (7.2). D'apres le ii) du lemme, pour tout k tel que
l<kgaq,

p Tr(h? ) - (Tr hy, )2 < 2 p*(Roul)?
k k

Or B2 =3 h’v , d'ou, en sommant sur k = 1,...,q,
k k
pTr 8- |Tral ? < 2p*q(Roul)?.

Pour tout ue TV tel que ful =1,ona
o

| B 2 = (B*u|u) ¢ Tr B2

Ceci acheéve la preuve de la proposition (7.2).

(7.3) Corollaire. Soit V une sous-variété minimale de V . Alors :

(7.3.1) (Basc)? < Tr B? <2pq(Roul)? ;

si de plus la courbure de V est nulle au point Xy on a en ce point :

(7.3.2) -Tr Q <2pq(Roul)?.
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Preuve. L'hypothése V minimale signifie Tr « = 0 ; et si de plus la courbure
de V est nulle on sait que Q = - B? (cf. 0 ; 5.3).

Ainsi, pour une sous-variété minimale, toute majoration des roulis fournit
une majoration des basculements.

D'aprés (7.3.2) si V est une hypersurface minimale de R" et si la courbure
scalaire de V au point X, (qui est négative) est "grande" en valeur absolue, alor:
il existe, passant par x_, une géodésique de V dont la torsion par rapport a V
est "grande" (cf. (3.4)).

Nous terminerons ce chapitre en calculant le tangage et le roulis des variétés

-, ~ n e g - L, . ~ ., -
de Véronese ¥ KN > 2, k > 2,considérées comme sous-varieté de la sphere unité
k

S de OF, ou E est un espace euclidien de dimension n (cf. 0 ; 5.4.2).

Nous allons voir que ¥~ a est relativement a S non seulement isobasculante,
mais "isotangante" et "isoroulante".

(7.4) Proposition. Pour n et k entiers > 2 soit u un vecteur unitaire tangent

a VE Alors, relativement a la sphére unité de © E, on a :

k-1
Is@i®= nkd

2 - —_—
tu =2 k ’

2 k-1
o= (n-2) T -

Preuve. | B(u)| a été calculé dans [Ma.1]. t découle directement de I'expression
de la deuxieme forme vectorielle, et r, se déduit de la relation

| sw]? = LR
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CHAPITRE I

SOUS-ESPACES CENTRAUX, TRANSLATIONS INSTANTANEES ET
POINTS FOCAUX DES SOUS-VARIETES D'UN ESPACE EUCLIDIEN

1. Notations et préliminaires.

Dans tout ce chapitre V est une sous-variété de dimension p » | et de codi-
mension q > 1 d'un espace affine euclidien & .

> ’
Pour tout espace affine & nous noterons &/ I'espace vectoriel associé.
Pour tout x € V, T V est (comme d'habxtude) la fxbre de TV au point x,

[ V est l'espace affine tangent "G Vcd et 'G V c 6 Quand il n'y aura
pas de confusion a craindre nous Jdentmerons T Vet "G V.

Les notations analogues NXV, /Vx‘/, JVXV sont utilisées pour les espaces

normaux.
Nous aurons besoin du lemme classique suivant :

(1.1) Lemme. Soient E un espace vectoriel euclidien, ge £(E) un endomor-
phisme symétrique ou antisymétrique. Alors :
i) E = Kerg@®fm g, et cette somme directe est orthogonale ;
ii) Ker g = Ker g2.

Rappelons qu'un champ de Killing sur un espace euclidien & est une applx-
caticn affine de & dans J dont I'application linéaire associée est annsyme-

trique.
A I'aide du lemme (1.1) on €tablit sans peine la proposition suivante :

(1.2) Proposition. Soient X un champ de Killing sur un espace euclidien &,
g lapplication linéaire associée @ X . Notons € l'ensemble des points
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critiques de l'application f : x = (X(x)|X(x)) de & dans IR .
i) €% est un sous-espace affine (non vide) de direction Ker g . & est
l'ensemble des x € & tels que g(X(x)) = 0.
ii) Les points de € sont les points de & ou f présente un minimum global.
iii)) La restriction de X a ¥ est un champ constant a valeurs dans
Ker g . Notons T cette valeur constante.
iv) Pour tout x € &, G est la projection orthogonale de  X(x) sur
€.

(1.3) Définitions. Sous les hypothéses de la proposition précédente nous dirons
que € est l'espace central et que T est la translation instantanée du
chiamp de Killing X.

2. Champ de Killing Xu » sous-espace central %u » point central Hu et trans-
lation instantanée ’Gu associés a un vecteur u tangent a la sous-vari€te V.
Soient V une sous-variété de &, X, € Vetue Tx V.
o
Reprenons les notations du chapitre II, section 4, avec maintenant V = &.
Pour tout t e I, notons mt I'application affine qui transforme x = en y(t)
et dont l'application linéaire associée est M. L'application t +— Mt définit
un mouvement affine de solide dans & dont la rotation instantanée a t = 0
est 8, et dont le champ des vitesses a t = 0 est le champ de Killing Xu donné
par

Xu(x) =u+ gu(x-xo), pour tout x € &.

(2.1) L'espace central (resp. la translation instantanée) de X, sera noté €,

(resp. "Gu) et appelé espace central de V associ€ a u (resp. translation instantanée

de V associée a u).

La projection orthogonale de X, sur (gu sera notée Hu et appelée point

central de V associé a u.
Remarque. Pour tout réel X £ 0 on a

(€>\U = (gu et ’.G)\U = )\"Gu.
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(2.2) Proposition. Avec les notations ci-dessus :
i) H, - x  est orthogonal av;
ii) ((Hu-xo)l alu,u)) = (uju) - (’Gul )

Preuve de i).
Xu(Hu) = Xu(xo) + gu(Hu—xo), donc gu(Xu(Hu)) = g (X (x

JX )+ go(H -x ), ie.
puisque H, € <gu,

(2.2.1) g (X (x

WX X + giH X ) = 0.

Hu—xo est, par définition de Hu’ orthogonal a (éu = Ker gy donc
(2.2.2) H -x e JFm 8y

D'apres le lemme (1.1) & = Ker 8, S SFm g, €t g, induit une bijection
de fm g, sur Fm g, Par suite gl’j fait de méme. Hu—xo est donc completement
déterminé par (2.2.1) et (2.2.2). gl’J induit une bijection de  #m g, sur

JFm g, donc il existe w € Sm g  tel que

(2.2.3) g u) + gi(w) = 0.

Posons w = w +w., ou w; € TV et w, € NV. Alors gfj(w) = gl’](wl) + g[’J(wz),

go(W) e NV et g(w,) e TV.
La relation (2.2.3) s'écrit :
g (W + g} (w)) + gilw,) = 0.
Comme gu(u) < NV, on a donc :
gu(U) + gl’j(Wl) = 0,
i.e. gu(u) + gl’](gu(wl)) =0,

donc Hu—x0 = gu(wl), et comme w € TV, Hu—x0 e NV.

Preuve de ii).

On a Xu(Hu) =u+ gu(Hu-xo).
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(H-x )| a(u,u)

(H,x )] g (u)
(g (Hx D|u)
(X H ) 0

= ((u]u) - (X (H )X H ).

"

(2.3) Lorsque a(u,u) # 0 la géodésique de V issue de u a un centre de courbure
que nous noterons Cu‘

(2.4) Corollaire. Si le point central H y de Vv associé @ u colhcide avec le
centre de courbure Cu de la géodésique de V issue de u , alors la trans-
lation instantanée T y est nulle.

Preuve. On peut supposer |u| = L. Alors C -x = 1'0&7(%7’%);'[” et le corollaire
découle de (2.2) ii).

(2.5) Proposition. %u est la somme directe d'un sous-espace vectoriel de

Tx V et d'un sous-espace vectoriel de N_ V. Plus précisément :

(o] o
>

L in
€y BN O 6T, V)

ou L' (resp. L") veut dire orthogonal dans Tx V (resp. dans NX V).
(o] o

>
Preuve. Soit w € &.
W= w, +w, avec WIETx Vet wzeNx V.
o o
La condition g (w) = 0 s'écrit :
gu(wl) * gu(WZ) =05
comme gu(wl) €N, Vet gu(wz) e T, V, elle équivaut a gu(wl) =0 et
o
g,(wy) = 0.
1 gu(wl) = 0 équivaut a:
(gu(wl)l E) = 0 pour tout £ EN,V,
. o
i.e. wllgu(g) =0 pour tout & eNx v,
o

i.e. W) appartient a I'orthogonal dans Tx V de gu(Nx V).
(o o

86



Courbures et basculements ... chapitre 1l

2) gu(wz) = 0 équivaut a :
(gu(wz)l v)= 0 pour tout ve TXOV,

lLe. (w,|g, (V) =0 pour tout ve TXOV,

iLe. w, appartient a I'orthogonal dans N,V de gu(TX V).
) o

3. Vecteurs tangents non dégénérés.
(3.1) Proposition. Soit u e Tx V. Les cinq propriétés suivantes sont équivalentes :

o
D al, 1)) A a(u,Tp) $0 ;
ii) gu|Tx V est injective ;
(o]
iii) g8, ° &, induit une bijection de Tx VvV  sur Tx Vi

o o
iv) 8y induit une surjection de Nx vV sur Tx vV

> o o

V) gu c Nx V.
o

Preuve.

1° a(u,'rl) A eee A a(u,TP) # 0 s'écrit gu(Tl) A vee ,\gu('rp) # 0 et traduit
I'indépendance linéaire de gu(Tl)”“’gu(Tp)' Il en résulte que i) équivaut
a ii).

2° Prouvons que ii) entralne iii).

Supposons gulTx V injective.
> o
Comme & = Ker 8y ® fm 8, 8y induit une bijection de #m g, sur

Fm g, 1l en résulte que (gu o gu) |(TXOV} est injective. Comme g o g,
applique TX V dans TX \% (gu envoie Tx V dans Nx V et Nx V dans Tx V)
o o o ) o o

g . o0 g . induit une bijection de TV sur T_ V.
u u Xy Xy

3° Prouvons que iii) entraine v).
Supposons iii) vrai.

En particulier on a TX V ¢ #m 8. donc en passant aux orthogonaux :
o

Nx V o Ker g,

. 0 >
i.e. N Vo € .
Xy u

4° L'équivalence de iv) et v) résulte de la proposition (2.5).
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5° Prouvons que V) entraine ii).

i
Supposons € < NXOV. Alors TXOV c Sm g . gu| Fm 8, étant injective,
a fortiori g |T 'V est injective.

o

(3.2) Proposition. Les cinq propriétés suivantes sont équivalentes :
i) hvl(u)r\ cee A h\) u) #0 H
ii) gu|Nx0V est injective ;

iii) 8, © 8, induit une bijection de N, V sur N_V;

o o
iv) 8y induit une surjection de TX V sur N V3

o o
v &,cT, V.

(o)

Preuve abrégée.
h\)l(U) Awenhy (u) £ 0 s'écrit

q
8 (V) A v gu(\)q) £ 0, et traduit l'indépendance linéaire de gu(vl),...,gu(vq).

Il en résulte que i) équivaut a ii). Le reste de la preuve est analogue a celui

de la proposition (3.1).

(3.3) Définition. Soit u €T, V. u est dit non dégénéré lorsque l'une des
o
deux conditions suivantes est remplie :

i) gulTXOV est injective ;
ii) gule V est injective.
o
(3.4) Proposition. Lorsque p =q, u est non dégénéré si et seulement si
8y est bijective.
Preuve. Supposons gu|Tx V injective.
o]

>
Alors, d'aprés la proposition 2.5 puisque p=q, on a %’u = 0, i.e. Ker 8y ° 0,

donc g, est bijective.

De fagon analogue on voit que si gu| Nx V est injective alors g, est bijective.
o
(3.4.1) Remarque. D'aprés les propositions(3.1) et (3.2),u est non dégénéré si et

seulement si l'application o (u,.) de Tx V dans Nx V est de rang
0 0

maximum, i.e. est injective lorsque p € q , et surjective lorsque p >q . Il
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en résulte que la non-dégénérescence de u est "le cas général”.

(3.5) Proposition. Supposons p <q et soit u un élément non dégénéré de T V.

Alors : o
>
. ' 3 - - .
i) ‘6“ est l'orthogonal dans Nxov de gu(TxZ)’dlm €¢,=9P et §,c A;(\)/ 3
i o, =
iii) En désignant par (gu o gu).l. l'endomorphisme induit dans Tx V par 8,98,
ona: °
-1
(3.5.1) H, - x, = -g,((g, 08 )" - u.
Preuve.

1° i) résulte de la proposition (2.5).

2°  Prouvons que "G = 0.

D'apres la proposmon (3.1) ‘6 €N, V.
%o
Donc u est orthogonal a %u.

Or ’Gu est la projection orthogonale de u sur %’u’ donc "Gu = 0.

3*Ona T = Xu(Hu) et Xu(Hu) =u+ gu(Hu - X))
donc 0 =u+ gu(Hu - xo)
D'apres la définition du point Hu, Hu-xo est orthogonal a Wu, i.e.
Hu - X € Fm 8

Soient x, € T_ V et x,€ Nx V tels que

1 X 2
o o

Hu - Xy = gu(xl+x2).

Alors H - x = gu(xl) + gu(XZ) avec gu(xl) € NXOV et gu(xz) 5 TXOV, donc :

(3.5.2) H, -x, = gu(xl),
g, (H, -x) =g,g,(x)
i.e. -u = (g og )T'Xl
donc x; = (g, 08 )T)

d'ou iii) d'apres (3.5.2).
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(3.6) Proposition. Supposons q < p et soit u un élément non dégénéré de T V.
Alors : °

> .
i€ o est l'orthogonal dans TXOV de gu(NxoV), dim € =p-qet
€, n,/V)'(oV = {Hu} ;
ii) En désignant par (gu o gu)N l'endomorphisme induit dans NV par
8,08, ona: °

-1
(3.6.1) H, -x = -((gu o gu)N) . au,u).

Preuve.
1° i) résulte de la proposition (2.5) et de la proposition (2.2) i).

2°On a Xu(Hu) =u+ gu(Hu - xo), donc 0 = gu(u) + gugu(Hu-xo).

D'aprés la proposition (2.2) i), H, -x €NV, d'ou ii).
o

(3.7) Cas des courbes réelles ou complexes.

(3.7.1) Proposition. Soient V une courbe de & (p=1) de courbure X\ au
point X et u un élément non nul de Tx V. Alors :
. . o
i) (gu o gu).l. = =A%y ? 1d(TxOV) H
pour que u soit non dégénéré il faut et il suffit que la courbure )\ de V
au point X, soit non nulle ;
ii)Si \ £ 0,o0na HU=CU.

Preuve.

1°Soit T e T Vtelque | 1] =1 Alors A = | a(t,T)]. Donc t est non
o

dégénéré si et seulement si A # 0. De plus, pour tout £ &N V:
o

8.(8) = (g ()| 1)t
= —(EIgT(T))T,
donc g (g (1) = - [ g (D] 1.
Par conséquent, (gT o gr)T = - )\zid(Tx V) et (gL| og)r=- A2 ul 2 id(TxOV),
pour tout u € Tx V. °
o

2° Supposons A # 0, alors :

(g 0 gy = ~x7idT, V),
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donc, d'aprés la formule (3.5.1) :

H -x :;lygu(u)

u o
__a(u,u)
= 2
" a(qu) "
=C -x_.
u "o
(3.7.2) Proposition. Soient V une courbe complexe (p=2) de (1:(S , & entier

> 2, X, € V, G la courbure de Gauss de V au point X, et u un
élément non nul de Tx0 V. Alors :

. G .

) (g, o0 8T =5 || ull 2 1d(TxoV) ;

pour que u soit non dégénéré il faut et il suffit que la courbure de Gauss
de V au point Xy soit non nulle ;

ii)Si G£O0O,ona Huzcu.
Preuve.

1° Soient (T l,‘1‘2) une base orthonormée de TXOV telle que T, = it,. La formule

1
de Gauss donne, compte tenu de la C-linéarité de a :

(3.7.2.1) G = '2“ a(Tl!Tl)" %

Du fait que g est antisymétrique et que g(t )= a(u,'ri) il résulte que la matrice
de —(gu 0 g )p sur la base T,,T, est le produit de la matrice unité par ||a(u,'rl)|| 2,
Donc :

g, 08)7 = - latut)]? id(Txov) A
== Jull? ol )l ’id(TXOV)
=S u) iar, ).
o
2° Supposons G # 0 etsoitueT V tel que [u |l = 1. Alors u est non dégénéré
)
et ((gu o gu).l.)'l = -é id(Tx V), donc, d'aprés la formule (3.5.1) :
o
-2g (u)
u X T g !

i.e., d'apres (3.7.2.1) appliquée avec T =us
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___a(uu) _
Hu - %, —m , donc Hu = Cu.

3.8. Cas des hypersurfaces réelles ou complexes.

(3.8.1) Proposition. Soient V une hypersurface de € et u un élément non

nul de Tx V . Alors :
o

(g, 08 ) =" hvl(u)ll ? id(Nxov).

Pour que u soit dégénéré il faut et il suffit que IRu soit une direction
principale ayant une courbure principale associée nulle.

Preuve. Soit v &€ NV tel que ||\)l|| = 1.
o

Ona ((g, o gu)(vl)l\)l) = —(gu(vl)lgu(vl))

~(h,, W) h,, W)
1 1

d'ou la proposition.
(3.8.2) Proposition. Soient V une hypersurface complexe (q=2) de C §,

§ entier >2 , et ue€ TX V .Notons Q la courbure de Ricci de V
au point X, . Alors : °
. 1 .
i) (gu o gu)N =5 Q)| u)ld(NXOV).

ii) u est non dégénéré si et seulement si Q(u) £0.

5 =

Preuve. Soit (vl,vz) une base de N_ V telle que v, = iv,. Du fait que 8, est
o

antisymétrique et que g, (V) = -h, (u), il résulte que la matrice de -8, © 8,
k

sur la base (\)l, v2) est le produit de la matrice unité par (hl(u) |hl(u)), donc

(g, 0 g )y = -(h, oh l)(u)lu)id(NxoV).

Or, V étant une sous-variété complexe de CG, B? = -Q, et V étant une hypersur-

face complexe, B? = 2hl o hl' Donc
1 .
(gu o gu)N =5 (Q(“)IU)‘d(NXOV)'
Donc u est dégénéré si et seulement si

(Q(u]u) = 0.
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Cette condition équivaut, compte tenu de la relation Q = - B2 a Q(u) = 0.

(3.8.3) Remarque. Les valeurs propres de la courbure de Ricci d'une hypersurface
complexe de €~ sont toujours d'ordre > 2, du fait de la C-linéarité
de la courbure de Ricci d'une variété kahlérienne. Ceci résulte aussi
du lemme algébrique suivant utile pour la suite.

(3.8.4) Lemme. Soient F  un espace hermitien de dimension complexe k ,
FIR l'espace euclidien sous-jacent, f un endomorphisme symétrique
de F]R tel que fo f = -Fof, ou F est la multiplication par i . Alors
il existe une base orthonormée de vecteurs propres de f de la forme
a; .ﬂal, a,, .ﬁaz )y a Jak . Sur une telle base la matrice de f est
diagonale, avec pour diagonale )‘1 , -Al , )‘2 , - )\2 yoney )‘k , -Ak . Par
suite les valeurs propres de f? sont toutes d'ordre au moins deux.

(3.8.5) Proposition. Avec les hypothéses de la proposition (3.8.2), supposons

o (uu) £0 . Alors u est non dégénéré et les conditions suivantes a)
et b) sont équivalentes :

a) Hu = Cu H

b) 'Gu = 0.

De plus les propriétés a) et b) entrainent c) :

c) u est vecteur propre de Q.

Supposons en outre que les valeurs propres de Q sont d'ordre deux, alors c)
est équivalente a a) et b).

Preuve.

I° Comme a(uu) # 0 il existe E& N _V tel que l €l =1et (hg(u)lu) £ 0.
o

Posons v, = £ et v, =iv. Alors hl(u) # 0.

Comme, d'apres (3.8.2) i)

(3.8.5.1) (g, © 8, )y = - Ih, W] idN,_ V),
[¢]

il en résulte que u est non dégénéré.

-1 1 .
(g, 08)\) =- -Ir———hl(u) E 1d(NX°V),

donc, d'aprés la formule (3.6.1) :
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1
(3.8.5.2) HU - Xy = m,a(u,u).

1
(3.8.5.3) On a C, %, = Talo]? o (u,u), donc H, et C, sont tous deux sur
la droite affine Xy * R a(u,u). Il résulte alors de la formule (2.2.1) que

H = C sietseulementsi G = 0.
u u u

2> aluu) = (h(Wfwv, + (hyw)|uv, donc | alw,uf? = (h (W ]uw)? + (Fh (W)]w)?
= (h @[ W? + (hy ()] Su).
La condition Hu = Cu équivaut donc a :

(3.8.5.4) Ih @] 2= h, W+ QUL

En complétant u, S£u en une base orthonormée de T,V on voit que 3.8.5.4.
équivaut a hl(u) e Ru + RA, i.e. hl(U) € Cu. °

Prouvons que a) entraine c). Supposons Hu z Cu'

Alors h(u) = zu et comme h est antilinéaire : hy(h, (W) = |z| 2u.

V étant une hypersurface complexe de ¢6 , Qu) = -2h’l(u), donc

Qu) = |z|?u.

3° D'aprés la remarque (3.8.3) les valeurs propres de Q = -Zhi sont toutes d'ordre
> 2. Supposons qu'elles sont d'ordre deux, ce qui est le cas général. Alors d'aprés

le lemme (3.8.4) il existe une base orthonormée de vecteurs propres de h, de

1
la forme ap ial,...,ak,iak et les sous-espaces propres de Q sont les Cal.
Supposons que u soit vecteur propre de Q :

o avec z eC \ {0}.
Alors hl(u) = fhl(a R,)

=2) a,
donc hl(u) €Qu, ie. H =G,

Ainsi, lorsque les valeurs propres de Q sont d'ordre deux, c) entraine a).

4. Vecteurs tels que 8 ~ 0 ou T’u = 0, relations avec les points focaux.

Parmi les vecteurs dégénérés se trouvent évidemment les u tels que g, = 0
La proposition suivante donne diverses caractérisations de ces derniers.
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(4.1) Proposition. Soient V une sous-wariété d'un espace affine euclidien & ,

X, € \' et ue Tx V. Les cinq propriétés suivantes sont équivalentes :
) g, =0 ; °
i ¢,- é ;

iii) B(u) =0 ;
iv) alu,.) =0
V) uEnKerhg pour § € Nx V.
o
Preuve. iii), iv) et v) sont équivalentes de fagon générale (cf. (I.1.6)).
Comme ‘{u est un sous-espace affine d'espace vectoriel associ€é Ker 8y’
g, = 0 si et seulement si € = &, donc i) équivaut a ii).

On a vu (IL.4.5) que | § |l = | 8], donc i) équivaut a iii).

L'énoncé suivant précise, dans le cas des courbes et hypersurfaces réelles
ou complexes, quelles sont les directions de IRu pour lesquelles 8, 0.

(4.2) Proposition. Soit u un élément non nul de T V.
o
i) Supposons que V est une courbe (resp. une courbe complexe dans € 6,

entier > 2 ). Alors 8, = 0 si et seulement si la courbure (resp. la courbure
de Gauss) de V au point x, est nulle.
ii) Supposons que V est une hypersurface de & . Alors 8, 0 si et seule-
ment si la droite IRu est une direction principale de V au point Xy o
dont la courbure principale associée est nulle.
iii) Supposons que V est une hypersurface complexe de @ 6, § entier 3>2.
Notons Q la courbure de Ricci de V au point x . Alors g = 0 siet
seulement si Q(u) = 0 .

Preuve. La propriété g, = 0 entraine évidemment que u est dégénéré. Prouvons
que la réciproque est vraie dans les cas considérés.
Supposons u dégénéré.
1° Supposons que V est une courbe. Alors d'aprés (3.7.1) la courbure X de V
au point X, est nulle. Or g = A id(Tx V), donc g, = 0, d'apres le lemme (1.1).
o

2° Supposons que V est une courbe complexe. Alors d'apres (3.7.2) la courbure
de Gauss G de V au point X, est nulle.

orQ=G id(Tx V), donc Q = 0.
o
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V étant une sous-variété complexe de € 6, onaQ-=- B%donc B2 =0,

donc B = 0 (car B est symétrique), donc g, = 0-

3° Supposons que V est une hypersurface de & . Alors d'apres (3.8.1), hl(u) = 0.
Or B = |hl|, donc Ker B = Ker h.
Donc  B(u) = 0, donc g = 0.

4° Supposons que V est une hypersurface complexe de € 6. Alors d'aprés (3.8.2),
Q(u) = 0. Or Q = -RB?% donc B(u) = 0, donc 8, = 0.

La proposition découle alors de (3.7.1), (3.7.2), (3.8.1) et (3.8.2).

Nous allons maintenant étudier la condition "Gu = 0.

(4.3) Proposition. Soit u € T V.
o
A) Les trois propriétés suivantes sont équivalentes :

i) 'Uu =03
ii) u est orthogonal a @u H

iii) Il existe un élément £ £0 de N,V etun réel X 0 tel que
hE(U) = AU o

B) Supposons u £ 0 et "Gu =0.

Alors l'ensemble des £ € (Nx V) \ {0} tels que u soit vecteur propre
o
de h avec une valeur propre associée non nulle est l'ensemble des

£ € NV \ {0} tels que la droite affine x, + IRE rencontre le sous-
o
espace central @u.

Preuve de A. Si u = 0, i), ii), iii) sont évidemment vraies. Supposons u # O.
l: i) équivaut a ii) du fait que G, est la projection orthogonale de u sur
‘fu.
2° Supposons ‘Gu = 0.

'Gu = Xu(Hu) et XU(HU) = u+ gu(Hu - xo), donc 0 = u + gu(Hu - xo).

Puisque u # 0, on a Hu - X, # 0.

H -x
_ u o _ 1
Posons EO = —“'H—u_—xo" , alors go [ NxoV et hgo(u) = '"?u:o—" u, donc
i) entraine iii).
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3° Supposons hg(u) =Auavec £ #0et A#0, ie. -gu(E) = Au.
Puisque A £ 0, u = -—i gu(g). Donc u € #m 8y

i.e. ue(Kerg )
u
. > 1
i.e. ue(@g) .
u
Donc iii) entraine ii).

Conclusion : 1), ii), iii) sont équivalentes.

Preuve de B.
1° Supposons hg(u) = Au avec £#£0et A#0.0n a pour tout réel t :

Xu(xO +tE)=u+ gu(tg)
Xu(xo +tE) =i- thg(u)

X, (xg + tg) = (1-tA)y,

1 .
donc, pour t; =~ ,ona X (x +1t/&)=0 etpar conséquent x +t|E € € .

Donc X+ RE  rencontre (gu'

2° Réciproquement supposons que £ est non nul et que X, + IR £ rencontre %u.
Soit t réel tel que X+ tg €‘€u i.e. Xu(xo + tE) = 0 (car G, = 0).

On a vu que Xu(xo +tE) =u-th g(u), donc thg(u) = u.

Puisque u # 0, on a t # 0, donc hC(U) = —i u.

Donc u est vecteur propre de hg avec une valeur propre associée non nulle.

(4.4) Remarques.

(4.4.1) Si u € TV et u £ 0, on ne peut avoir simultanément G =0 et g = 0.
o

En effet : XU(HU) =u+gH - xo)

(4.4.1.1) i.e. 'Gu = u+ gu(Hu - xo)

(4.4.2) Les propriétés suivantes sont équivalentes :
>
) ue ¥ us
ii) T, =u;
.lll) X, € @u ;
iv) o (uu) = 0.
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En effet :
1° 7, est la projection orthogonale de u sur fz’u, donc u € (éu équivaut a T, = u
22T, =u équivaut, d'aprés (4.4.1.1), a :
H, - X, € Ker g
i.e. H %
ie. H -x € €

ile. x e ‘€u (puisque H, ‘»fu).

|
I

3° Xo € ‘fu équivaut a gu(Xu(xo)) = 0, i.e. gu(u) = 0, i.e.  a(uu) =

Conclusion : i), ii), iii), iv) sont équivalentes.

(4.5) Relations avec les points focaux.

Rappelons qu'un point y € & est un point focal de V relatif au point Xy
si et seulement si il est de la forme y = Xy +—; g, ou £ estun vecteur unitaire

normal au point X aV, et X une valeur propre non nulle de h€ (cf. [Mil.]).

Si hg(u) = Au avec u # 0, nous dirons que y est un point focal associ€ a u.
(4.5.1) Théoréme (Interprétation cinématique des points focaux).
Soit u eTxgl, u# 0. Alors :
1. Un point y € JVXOV est un point focal associé @ u si et seulement
si Xu(y) =0;
2. Pour qu'il existe un point focal associé @ u , il faut et il suffit que
’Gu =0 3
et quand cette condition est remplie, l'ensemble des points focaux associés
a u est €, n.A;ov.
En particulier, lorsque G, = 0:
i) Si p<q etsi u est non dégénéré, l'ensemble des points focaux asso-
ciésd@ u est égal a ‘fu ;
i) Si p>q etsi u estnon dégénéré, l'ensemble des points focaux
associés @ u est réduit au point Hu qui est, sous les hypothéses faites,
l'unique élément de ‘€u n JVX V.
o

1° Soit y e ‘/Vx V un point focal associé a u : hg(u) = Au, avec X #0, et
o

1 . .
y =X+ _AE‘ Alors hy-xo(U) =u, i.e. 0 = u+ gu(y-xo), i.e. 0= Xu(y).
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2° Inversement, soit y € ./Vx V tel que Xu(y) = 0. Comme u £ 0, on a y-x, # 0.
o
P £ "
osons § = .
FEN

Alors en remontant le calcul du 1° on voit que y est un point focal de V
associé a u.

3° La deuxiéme partie du théoréme (4.5.1) découle directement de la premiere
et de (3.1) et (3.2).

5. Limites d'intersections d'espaces normaux, tangents ... etc.

Nous aurons besoin du lemme suivant :

(5.1) Lemme. Soient % une partie de IR, n eN" , ke N*, 0 un point adhérent

a ], et pour tout t e}, A : R+ R une appllcatlon affine.
Supposons que :

i) At tend vers A quand t tend vers 0 ;
ii) A'l({O DED et A—l({O})£ 0 pour tout t €}. Alors :

1° Il existe n > 0 tel que |t| < n entraine dim A l({O}) < dim A™N({0D) ;
2° S'il existe n > 0 tel que |t| <n entraine dim A ({0}) = dim A'l({o})

alors Atl({O}) tend vers A l({O}) dans la grassmannienne affine, quand t
tend vers 0.

(5.2) Théoreme. Supposons p §€q . Soient u un élément non dégénéré de TV

o

et y: 1 +V telle que Y(0) = x, et v'0) = u. Alors il existe n>0

tel que 0 <|t] <n entraine dlm./V(t)V n JV V= gp , et

/Y(t)v n ./Vx \' tend vers @u quand t tend vers 0 par valeurs diffé-
[0

rentes de 0.

Preuve. On peut supposer que & est vectoriel et que Xy = 0. Posons Ty(t)v =T

N y(t)v = Nt’ Ey(t)v ’=’ "6 et N (t)V = ./V,; On sait que, au voisinage de\ 0,

V est l'ensemble des elements X+2Z tels que x€ T, z e€N_ etz = f(x), ou f
oo e . . o o ~

est une application C definie sur un voisinage ouvert de 0 dans T0 et a valeurs

dans N, telle que f(0) = 0, (Df)0) = 0 et (D*f)(0).v = a (v,.) pour tout v € T
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Posons y(t) = x(t) + f(x(t)), ou x(t) € T Jtit—)— »uquand t —> 0, etucT,
donc'l,g—t—) > u.
Par suite w + (D*)(0).u  quand t 7> 0

(5.2.1) e %@

i +a (u,.) quand t —>0.

Posons M = vy(t), et pour tout Pe &,
P = xp + zp ou  Xxp zp
Pe./ign% @(xp=o et P-MeNt).

eT et eN,
o o
P-M e Nt se traduit par :

(P-M)| (v+(Df)(x).v)) = 0 pour tout v e T,

0

1"

i.e. (xp-xM)I v o+ (ZP-ZM)l((Df)(X)-V)
e (xpxy)|V + (DD (zp-zypv = 0,
pour tout v € To'

Comme xp, - X + ((Df)(x))*(zp—zM) €T, , ceci équivaut a :

Xp - Xy + (DD (zp-2y,) = 0.

Ainsi P € .Ag n .A{ si et seulement si :

(5.2.2) Xp = 0 et -xy + (DHK) (zp-zyy) = 0.

Notons 84,2,1 (resp. gu’l,z) I'application de T,V dans N V (resp. de N,V

dans T_ V) induite par g . ° ° °

o

On déduit de I'antisymétrie de g, que :

*
®y,2,0) = “By,1,2°

Il résulte alors de (5.2.1) que le systéme (xp =0et

*
- —: Xy ((D_f)ixl)____ (zp-zyy) = 0) qui définit A7 n A, tend vers le systeme
limite :
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(xP =0 et-u -gu(zp) = 0), quand t —>0.
£

Ce dernier équivaut a (xp =0etP e @u), i.e.a (P e ‘€u), puisque sous
les hypotheses faites €, < N

Ainsi le systéme limite a pour ensemble de solutions l'espace central <gu.

Or dim €, = q-p. Donc, d'apres le lemme (5.1), il existe n > 0 tel que
0 < |t] < n entraine dim(N_ n N)) < g-p. Comme dim(N_ n N,) > q-p, on a

dim(No n Nt) = q-p, et par conséquent
dxm(No + Nt) =n.

Donc A nA; £ 0 et dim Ny 0 N = ap, d'ou le théoreme (5.2), d'apres
le lemme (5.1), 2° .

(5.3) Théoréme. Supposons p >q . Soient u un élément non dégénéré de T,V

o
et y: I >V telleque v(0)=x, et Y'(0) = u. Alorsil existe n >0

>
tel que pour tout t vérifiant 0 <|t| <n ona :Vy(t)v n #, V= {o}
[¢]

Pour 0 <|t| <n notons % l'espace affine de dimension n-2q qui rencon-
tre orthogonalement N .V et W, V. & tend vers ¥ quand t—> 0.
v (t) X, t u L

De plus soit Ko(t) (resp. K(t) ) le point intersection de 9t avec JVX \Y
o

1
(resp. Afy(t)v ), alors Ko(t) et K(t) tendent vers H, et T(K(t) - Ko(t))

tend vers G quand t —> 0. Enfin © Vn GV tend vers l'espace
u f y (t) X,

-
affine passant par x, etde direction € .

u
- 1
Preuve. Posons g’t =W+ M),
. > >0 >t
i.e. Qt = ’60 n "Gt .

>
Ainsi  dim 9t > p-q.
Représentons V comme au n° (5.2) a l'aide d'une application f et supposons t #0.

->
. -> - o N
Soitwe &. w= W tWo, avec wl € T0 et wye N0 . W e“GO n'Gt equivaut a:

(w2 =0 et Wy = (Df)(x).wl)

101



Henry MAILLOT

(Df)(x)

i.e. (w2 =0 et V——w, = 0).
Ce systéme a pour systéme limite :
(w, = 0 et ((D*)0).u).w, = 0) quand t —>0,
L

ie. (W, =0 etg (w)=0).

Or par hypothése u est non dégénéré, i.e. Ker g, © T, V, donc le systéme
limite équivaut a (gu(w) = 0), i.e. (w € Ker 8- °

On a vu que sous les hypothéses faites dim Ker g, = P-4

Le meme type de ralsonnement que pour le théoréme (5.2) montre alors
que "GO n “G tend vers ‘€ (= Ker By ).

>
En particulier il existe n > 0tel que 0 <|t| < n entraine dim fﬂ’t = p-q.
> >

Comme _;"o + j’t + ?t = &, larelation 0 < |t|] < n entraine

> >
dim(.A’(" + ./Vt) = 2q, et par conséquent .X/On Xft = {0}.

Il en résulte que pour 0 < |t| <n il existe un unique sous-espace affine 9

de & ayant pour direction .? et qui rencontre a la fois ‘/Vo et "Vt'
?t a un unique point commun Ko(t) (resp. K(t)) avec ANV (resp. JVtV).
o

Posons M(t) = x(t) + f(x(t)), ou x(t) € T, et

(5.3.1) K(t) - M(t) = A+ py,ou A€ T, etpeN_.

Dans la suite de la démonstration x(t) sera parfois noté x pour alléger 1'écri-
ture.

Prouvons que K(t) - M(t) tend vers une limite Ho € No quand t —>0.

K(t) - M(t) € N se traduit par :

(A|v) + (u|(DfXx).v) = 0 pour tout v € To’
ie. (A]v) + (DHGN .| V) = 0.

or A+ ((DHKN . weT,, donc
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(5.3.2) A+ ((DHON" . = 0.
K@) = (K(1) - M(1) + M(t)
= A+ p o+ x(t) + f(x(1)
= (A + x(1) + (u + £(x(1)

avec A + x(t)e T, et p+ f(x(1)) € N .

On a aussi K(t) = (K(t) - Ko(t)) + Ko(t), avec K(t) - Ko(t) €T, et Ko(t) € N

Donc K(1) - K (1) = A + x(1).
Or K1) - K (1) e (W)*,

ie. K -K® T,
ie. 0 = (DEX)( A + x(1)
(5.3.3) 0 = (Df)x). A + (Df)(x).x.
Les relations (5.3.2) et (5.3.3) donnent :

(5.3.4) (DH(x)x - (DHX).(DHX) 4 = 0

3
(Df)}x) _ _((Df)(x) *
T © T tend vers 8y,2,1 © (gu,2,l) ) die. vers =g, 5 © By

quand t — 0.

*
Ainsi (th)(X) o ((Df)t(x)) tend vers (g o g )+ Comme u est non dégénéré
(gu o gu)N est bijictive. I en résulte que pour t assez petit non nul
(DfXx) o ((Df)x)) est bijective, et par conséquent p est déterminé par (5.3.4)

* -1
= (0w, (@O () x,

-———(Df:(") ')ti tend vers g (u) quand t —>0.

Donc p tend vers une limite Mo ¢

- (g, 0 8y - 8, W

=
[

"

i.e. 1 H -x_.
‘o u o
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K@) - K (1)
Montrons que — tend vers une limite quand t ‘;> 0

K(t) - Ko(t) X+ x(t)

t t

D'apres (5.3.2) on a :

((DON"

t w=0

A
e

*

A
donc = tend vers _(gu,z,l) .u

: i.e. vers gu(po), quand t — 0.

o

En particulier A tend vers 0 quand t —>0.

K(t) - Ko(t)

Donc T

tend vers u + gu(uo)

= u+ gu(Hu - xo)

= XU(HU)
- 'U .
u

En particulier K(t) - Ko(t) tend vers 0 quand t —> 0.
#

Or K(t) - M(t) = X + u, donc K(t) - X, + M, ie. K() > H, quand

t —> 0. Par suite Ko(t) tend vers Hu aussi.

A
K(t) e 97’t et K(t) tend vers H, quand t—>0.
£

De plus ?‘?t tend vers Ker g, quand t —> 0.
£

Il en résulte que Qt tend vers l'espace central fgu lorsque t —> Q.
Montrons pour finir que "Gt n "Go tend vers l'espace affine passant
>
par x et dont la direction est ‘fu.

Posons P= a +8 ou a € To et B € No’ Pe Ct n G, équivaut

[0

0 et B-f(x) = (DH(x).(a-x))

(8
0 et fi—") +(D—fi(—)i)—.(0t-x):0).

i.e. a (B

vy (1) = x + f(x), donc x+fix) tend vers u quand t ——> 0. Comme u € T,
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)

+~ tend vers 0 quand t —> 0, et le systeme précédent a pour systeme limite :

(B=0 et g(a)=0)
i.e. (gu(P) = 0) , puisque sous les hypotheses faites Ker 8, Ty

Cette équation limite a pour ensemble de solutions l'espace affine passant
par X, de direction Ker 8 Cet espace (non vide) est de dlmenswn p q. On
a vu que pour 0 < |t]| <n, ’G n "5 a pour dimension p-q, donc 'G "Gt - &.
Il en résulte G, n G, 0 et dim G n G, = p-q. Par suite, d' apres le lemme
(5.1) 2°, Bo n "Gt tend vers le sous-espace affine passant par X de direction

>
@u = Ker 8,
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CHAPITRE IV

SUR LES SOUS-ESPACES "LONGITUDINAUX" ET LES DIRECTIONS PRINCIPALES
DES TUBES AUTOUR D'UNE SOUS-VARIETE

Nous étudions d'abord le cas ol la variété ambiante V est un espace euclidien.
Les choses sont alors beaucoup plus simples que dans le cas général. En particulier

toutes les notions raisonnables d'espaces longitudinaux se confondent en une
seule.

1. Cas ol V est un espace euclidien.

(1.1) Notations et définitions relatives aux tubes autour de V.
Soit r réel > 0. Pour tout x € V, notons Tub:r > V la sphére de l'espace

affine normal ./Vx V qui a pour centre x et pour rayon r. Pour toute partie A

de V notons Tub;‘”V la réunion des Tub;r >y pour x décrivant A.

Soient x € V et A =Sup |h E(V) | pour v (resp. & ) décrivant la

sphere unité de Tx VvV (resp. Nx V). Dans la suite nous supposerons toujours
(3 (¢

r < Xl_ . On sait qu'il existe alors U ouvert de V contenant X, tel que Tub<‘3>V

o
. P - >
soit une hypersurface de & réunion disjointe des Tub;r V pour x € U, et que

I'application @ : ‘rub:"> V + U définie par w (y) = x pour tout y € Tub;r>V
soit une submersion.

<r>

Dans la suite nous écrirons souvent Tub V pour Tub V, etc. . Nous

noterons %  l'endomorphisme fondamental du tube au point y, associé a
-X
£ ']Iy_'ﬂy-x .
On a %y(Tub V) = %y(Tube) e%xv, ou la somme directe est orthogonale.

> >
G (Tub_V) est stable par % (pour tout b € G (Tub V), &(b) = - L),
y' Px > y  Px r

Comme { est symétrique, l'orthogonal 'GXV est aussi stable par £.
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~ >
Nous noterons £ I'endomorphisme induit par ¢ dans "Gx V.

o
Les objets relatifs a & seront qualifiés par l'adjectif "longitudinal". On
parlera, par exemple, des courbures principales longitudinales, des directions
principales longitudinales, etc.

(1.2) Lemme. Soient

y €Tub V et g =—XX | Avec les hypothéses et
I y-x|
notations ci-dessus, £ et h

ont les mémes sous-espaces propres.
Si

u est vecteur propre de L et h
R ° S A
A= l+rp et -

, () =pu et h_(u) = Au, alors
11 €
F=T-rx

Preuve. Soit b un vecteur propre de 2

2(b) = ub, b #0.

Posons & (y) =ﬁr ou x = wl(y).

Alors ~(DE)(y).b = pb.
Ona y-= w(y +rg(y), donc b = (Tym).b + r(D gXy).b, donc, en posant
a-= (Tym).b,

a = (l+rp)b.
Tym s'annule sur Ty(Tube) et T @ est surjective. Il en résulte que
> >
Tym induit une bijection de 'UXV sur T
L +rp#o0.

XV. Donc a # 0, et par conséquent

Par ailleurs ~(((DEXy).b)| v) = (hg (@] v), pour tout v €T_V, i.e.
(ub|v) = (hg(a)lv) donc h

o
- "
E(a) = pb, donc hg(b) Tem b.
Ty W induisant un isomorphisme de Tx V sur 'l'x V et I'application p +l_fr_p
o o
étant injective il en résulte que % et h ont les mémes sous-espaces propres.
(1.3) Corollaire.

Les points focaux de V

sont les points focaux de Tub' v
qui n'appartiennent pas @ V . Plus précisément, soit y € Tub:”v. Suppo-
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sons que IRu , u#0 , est une direction principale longitudinale du tube
au point y dont la courbure principale associée est non nulle. Notons I
le centre de courbure principal du tube associé a IRu.

Alors 1 est un point focal de V associé @ u :

Iu—x=—;‘£ ou & :ﬁi—n et hg(u)zxu-

De plus, tous les points focaux de V associés @ u sont obtenus de cette
fagon.

Preuve. Soit p la courbure principale du tube associée a Ru. Par définition de I:

1
Iu -y = i g .
Iu-x:Iu-y+y—x
1
== r
" £ +rg
:—)1\ g , d'apres (1.2).
(1.4) Proposition. Supposons p >q, ue TX V, u non dégénéré et T, * 0.
Alors : °
i) L'ensemble des £ € Nx \' tels que u soit vecteur propre de hg
o)

est une droite vectorielle Du H

ii) La droite affine Xy + DlJ rencontre TubxoV en deux points y, et y, -
Au point Y; (i=1,2) , Ru est une direction principale longitudinale
de Tub V et le centre de courbure principal correspondant n'est autre

que Hu .

(On rappelle (cf. (III.3.5)) que lorsque p =q , la non dégénérescence de
u implique ‘GU:O.)

Preuve de i). Puisque G, =0 il resulte de la proposition (II.4.3) que l'ensemble

Du des & € Nx V tels que u soit vecteur propre de hE n'est pas réduit a 0.
o

Soit g #0 telque g e D :h_(u= Au. Alors nécessairement A # 0

(sinon : hE (u) = 0, i.e. gu(t;) = 0, avec £ # 0, ce qui contredit I'hypothese
u non dégénére).
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Soient El € Du’ El;( 0 et EZE Du’ 52 # 0.

Alors hg.(u) = Au, avec X, #0, pouri= 1,2, ie. gu(El) =-Aju
! et gu(Ez) = - AU
0,

Donc )\zgu(il) - )\lgu(gz)
ie. g 0,8, - A|E) =0,

donc A &, - A g, =0 d'aprés la non dégénérescence de u.

Ainsi Du est une droite vectorielle.

Preuve de ii). Soit i = 1 ou 2.
P A £ T (IL4.3) £ € D
osons = et = . D'apres 4. € et
|] yi-xoﬂ o | Hu-xo | [ u

g = egooﬂ € =t 1.

On a vu dans la démonstration de (IIl.4.3) que hg.o(u) = -"_H:l-;;“ u, donc

_ N _ €
hE(U)- Au ou A -ml.

D'aprés le lemme (1.2), Ru est donc une direction principale de Tub V
au point Y-

D'aprés le corollaire (1.3), en notant Iu le centre de courbure principal
correspondant :

BEEEN
u % © €
=H -x_.
u ‘o
Comme h_E = -h g pour tout £ €N Vil résulte du lemme (1.2) que
o
si Y, et y, sont deux éléments quelconques antipodaux de Tubx V et si Ru est

o
une direction principale longitudinale de Tub V au point Yo Ru Il'est aussi au

point Yy Mais, lorsque q > 2, si on suit par continuité IRu en allant de Yo a Yy

sur Tubx V, on aboutit en général a une direction principale autre que RRu :
o
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(1.5) Théoreme. Supposons q > 2 et qu'en tout point de Tubxo V les p cour-
bures principales longitudinales sont distinctes. Soient Dl y see g Dp les
directions principales longitudinales en un point Yo de Tuby oV , indexées
de fagon que les courbures principales correspondantes aillent en croissant.
Alors si on suit (DI’DZ’ ey Dp) par continuité le long d'un chemin dans
TubxoV , allant de Yo a son antipode vy 1 la position finale est
(Dp, Dp-l""’Dl)'

Preuve. Soit vy : [0,1] = Tub, V un chemin continu allant de y_ a y, dans
Tubx V. Notons Al(t),..., Ap(t) les directions principales longitudinales au point

y(t) et p l(t),...,p (t) les courbures principales correspondantes indexées de fagon
que u1(0)<... < pp(o).

Il s'agit de démontrer que A1) = A (0).

p+l-i
Yt™%
Pour tout vecteur t € [0,1] posons Yy = v (1), Ct = m , et pour
tout i = 1,2,e.,p  soit Ti(t) un vecteur unitaire appartenant a A(Y) et dépen-
dant continiment de t. D'apres le lemme (1.2) :

hgt(T i(t)) = Ai(t) ‘l'i(t).

Les )‘i sont des fonctions continues.

Soit St le spectre de hg . Comme hg

=-h, ,ona$;, =-S_.
t 1 Eo !

o
Il en résulte que :

(1.5.1) )‘i(l) = -2 (0)

p+l-i
pour tout i = l,2,...,p, sinon il y aurait des "croisements", les valeurs propres

de h,. ne seraient pas constamment distinctes.

&
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Schéma pour le cas p = 3 :

A, (0)
1 )\2(0) >\3(0)

ke
\

50 0 [0 Q)

De plus hgo(Ti(l)) = )\p+l_i(0)'r i(l)’ donc Ai“) = Ap+l-i(0)’ Notons que la relation

(1.5.1) équivaut a :

ui(l) i up+l-i(0)
- - ,
l+rpi( 1) l+r“p+ ) —i(O)
. Mo, 1-; @
d'ou ”i(l) = T+2rp 0y -
p+l-i

(1.6) Proposition.

i) Supposons q > 2 et qu'en tout point ye Tubx v les p courbures
o
principales longitudinales sont non nulles et distinctes. Alors en tout point

y € Tuby o \ il y a autant de courbures longitudinales > 0 que de <0.
ii) Si V est compacte et si q > 2 il est impossible qu'en tout point de V
les courbures principales longitudinales soient distinctes et non nulles.

Preuve.

i) Soit Yo € Tubx V. Supposons qu'il n'y a pas autant de courbures longitudinales >0
o

que de < 0 au point Yo Soit Yy un chemin continu de Tubx V allant de Yo

o
a son antipode Y Alors, avec les notations de la preuve de (l.5), une valeur

propre )\i(t) de hE s'annulerait pour au moins un t € [0,1], la courbure principale
t
longitudinale correspondante “i(t) serait nulle. Contradiction. Par exemple, sur

le schéma relatif au cas p=3 considéré dans la preuve de (l.5), A ,(t) s'annule

au moins une fois.

112



Courbures et basculements ... chapitre IV

ii) Le ii) découle du i) et du fait que si V est compacte, Tub V I'est aussi, et
par conséquent Tub V posséde au moins un point ou toutes les courbures princi-
pales sont non nulles et de méme signe. Remarquons que ii) est encore valable

si on considére une immersion isométrique au lieu d'une sous-variété V.

(1.7) Proposition. Les propriétés suivantes sont équivalentes :
i) Les courbures principales longitudinales de Tub V aux points de Tubx v

sont toutes non nulles ; °
ii) Pour tout élément & non nul de NX v, hg est bijectif ;

o
iii) p >q et tous les vecteurs non nuls de T _V  sont non dégénérés.

o

Preuve. D'aprés le lemme (1.2) les valeurs propres )‘i de h sont toutes

12

non nulles si et seulement si les courbures principales longitudinales correspondan-
tes sont toutes non nulles. Il en résulte que i) est équivalente a ii).

ii) équivaut a :
VE e (N VIN{0}, Vve( )\ {0}, ho()£0.
) o
iii) équivaut a :

Vve(T W\ {0}, VEe (N V)\ {0}, g,(&)#0.
o o

Il résulte alors de la relation hg(v) = -gV(E) que ii) est equivalente a iii).

(1.7.1) Corollaire. Supposons p >q, q >2, et que la courbure de Lipschitz-
Killing de V au point x  est nulle. Alors il existe dans TV un élément
non nul et dégénéré. °

(On rappelle que lorsque p est impair la courbure de Lipschitz-Killing

est nulle .)

Preuve. Notons S * ! >NX V la sphere unité de N, V. L'hypothese que la courbure
o o
de Lipschitz-Killing (cf. [Ch.La.]) au point X, est nulle, s'écrit :

J dethy =0
sPPn v 8
o

. N, . N <1l> .
La fonction integree est continue sur la sphere S ! Nx V  qui est connexe
o
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car ¢ > 2, si elle ne s'annulait pas elle garderait un signe constant, d'ou une

contradiction. Donc il existe § &€ NV tel que | §o|| =1l et det h, =0, dou

° g

le résultat.

(1.7.2) Corollaire. Supposons p >2, q 32, V connexe et compacte et que la
caractéristique d'Euler-Poincaré de V  est nulle. Alors il existe dans TV
un élément non nul et dégénéré.

Preuve. D'aprés le théoréme de Gauss-Bonnet la nullité de la caractéristique
d'Euler-Poincaré de V se traduit par :

IV(JSd)N vdet hg) = 0.
X

[¢]

V étant connexe, il existe X € V tel que :

deth_ = 0.
JS<1>N v 3

X

o

On est donc ramené au corollaire (1.7.1).

Remarquons que (1.7.2) est encore valable si on considére une immersion

isométrique au lieu d'une sous-variété V.

(1.8) Théoréme. Supposons p=q=2 et supposons qu'en tout point de Tub, V
o
les deux courbures principales longitudinales sont distinctes.

Soit (ul,uz) (resp. (v 1’ "2)) une base orthonormée de Tx V (resp. NxV).
o o
Posons £y = (cos t)\)l + (sin t)\)2 » Yy =X tTEL et soit T (t) un vecteur

unitaire tel que IRT(t) soit une direction principale longitudinale du tube

au point Yi o suivi par continuité. Posons k £- ZhE - (Tr hg)id et notons

¢ (t) un angle polaire de kg (ul) (resp. 6(t) un angle polaire de t(t))
t

).
2
Alors, pour des déterminations continues convenables de ¢ et 6 on

relativement a up, TXOV étant orienté par (ul,u

. =2 .9 T
a: 9—2 ou 6 = 5+7:
Ainsi, par exemple, lorsque Yy fait un demi-tour sur Tubx \'A kg (ul)décrit
o t

une demi-ellipse, et T décrit un quart de cercle dans T, V.
o
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r(€) s(€)
Preuve. Soit la matrice de hg sur la base (ul,uz)
s(€) t(&)
de Tx V. L'endomorphisme kg = 2h£ - (Tr hg)id a pour matrice sur la base
o
(uu,) :
D(&) S(E)
S(g) -D(&)

en posant D(§) = r(§) - t(&) et S(E) = 2s(&).

Les valeurs propres de hg sont :

s L HE) + HE) + e /IE) - WED + bs(E)°
€ ,
2

ou € =% 1.

Celles de k sont donc :

12
2%, - (&) + (gD,
ie. e /D(E) + S(E)? .
Posons T(t) = X(thu; + Y(t)u,.

Dans la suite r(&), s(£), D(E), etc. seront notés parfois r,s,D, etc. pour

alléger I'écriture.

"
>
x

rX + sY

On a

"
>
~

sX + tY

Ce systéme est équivalent a :

DX +SY = e vD*+$* X

(1.8.1)
SX -DY = ¢/D2+ S2 Y

D'aprés le lemme (l1.2), les valeurs propres de hE sont distinctes : A }_)‘_l.
Donc D(§)? + S(§)? # 0.
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On vérifie que (1.8.1) équivaut a :

D+iS _ __ X+iY

D+iSl -7 X -iY”
. D(EY+is(E) .
Ainsi |D(5t) — iS(EtTF = € (X+iY)

Donc, si € = l,ona ¢ =26 + k2w

et si € =-1, @ =20 + T + k2w,

Un phénoméne analogue a celui de la proposition (1.8) a lieu dans le cas
d'une hypersurface complexe. Le vecteur T tourne alors dans un plan fixe,

sous-espace propre de la courbure de Ricci au point X Etablissons d'abord
un lemme.

(1.9) Lemme. Soient V une hypersurface complexe de (l‘.‘s , O entier >2
x, € v , v, € S<1>Nx V et gt - elt g Notons Rt l'application
. ()
u -»e'tu de Tx V dans Tx V . Alors :
o [
-1
hEt = Rio h\’l O(Rl) ’
2 2

et par conséquent le spectre de h £ est indépendant de t .
t

En particulier det h est une constante (cf. [La]).

E‘t
Preuve. Soit (\)l,\)z) une base orthonormée de Nx V telle que v, = iv I On
. o
a g = ey, et I'application (£ ,u) > h_(u) de N, V x T_ V dans T_ V est
t 1 £ X, X, X,
C-linéaire en £ et antilinéaire en u, donc :
it
hgtm) = e hvl(U),
.t .1
li —1-2—
i.e. h_(u) =e“h (e “u), pour tout ue T V.
t Vi o
L -1
Ainsi hE _RLOthO(Rl) .
2 2
Par suite, hE -rid=R, 0 (h\) -2id) o (Rt)'l pour tout réel A,
- l —_
2 2
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donc det(h, - A id) = detth.. - A id),
€ vy

donc le spectre de h £ est indépendant de & .

(1.10) Proposition. Soient V une hypersurface complexe de C 8 , & entier > 2,
et X € V.
i) Les p courbures principales longitudinales de Tub V au point
y E‘l'ubx';> V  ne dépendent que de X
ii) Soit v 1€ S <1>Nx \' et posons, pour tout t€ R, Yp = X%t re' V-

o

Supposons que les p courbures principales longitudinales de Tub V au
point Yo sont distinctes. Soit T (t) un vecteur unitaire tel que
R t(t) soit une direction principale longitudinale de Tub V au point Yy

t

suivi par continuité. Alors :

i

() = e 1(0).

N+

Preuve.
i) D'aprés les lemmes (1.2) et (1.9) les p courbures principales longitudinales
en un point y eTubx V ne dépendent pas du choix de y dans ’l'ubX V.

o o

ii) Pour tout réel t, en posant Et = elt I

hg (T(®) = A () t(v),
t

i.e. d'aprés le lemme (1.9) :

R .oh  oR t‘r(t)=)\(t)'t(t)
z b o2

h. (R ,t(t) =x(@®R _1(b).
Vi _

N+
N~

D'apres (1.2), h\) a des valeurs propres distinctes ; ses sous-espaces propres

sont donc des droites. Il en résulte que R _ 1(t) garde une direction constante.

.
2

Or les RO‘ sont des isométries, donc R _T(t) est constant.

N+

Ainsi R T(t) = 1 (0), donc (t) = R, 1(0).
) 2
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(1.10.1) Remarque. V étant une hypersurface complexe de (1‘6, la courbure de
Ricci Q de V vérifie :

Q=-B*=-2h_ oh_ .

Supposons vérifiées les hypothéses de (1.10) ii). h v, @ alors ses p valeurs
1
propres distinctes, donc, d'aprés le lemme (IIl.3.8.4) les sous-espaces propres

de Q sont de dimension deux et les valeurs propres de h y, Sont toutes non nulles.
1
Par suite € 1(0) est un sous-espace propre de Q et les courbures principales

longitudinales de Tub V aux points de Tubx V sont toutes non nulles.
o
2. Définition et propriétés des champs de sous-espaces "longitudinaux" (O,
#?, } (pour V quelconque).
{2.1) Notations. Pour tout réel r > 0 et tout x € V, S <f >NXV est la sphere

<r>

de centre Ox et de rayon r dans NxV et B NxV la boule ouverte de centre

O_ et de rayon r dans N_V.
X X

Pour toute partie A de V on pose :

N,V = u NV
A xe A X
<r> <r>
B N,V = u B NV
A x€ A X
STINLV = U YN,
x€ A

et, expN désignant la restriction a NV de l'application exponentielle de v,

<r> N <r>
Tub, "V = exp S NAV)

<r>y, _ N <r>
JA V =exp (B NV)-.

>

<r> <r> . . <r
Tub {x} V (resp. J{ x} V) seront notés plus simplement Tub V (resp.

6; £2v) pour tout x € V.

On sait que pour tout X, € V il existe un ouvert U contenant x et

r>

n > O0telquesir <n, expN induit un difféomorphisme ¢ de B N

\')
6]
sur J:Jr >V.
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<r> - L <r>
JU T2V est alors réunion disjointe des JX >y pour x € U, et on a une

application m : 6" 7V~ U définie par w (y) = x pour tout ye £°"7V.

Pour tout élément y de &x<r> v\ {x}, Yy, ©Stla géodésique

Y
-1
s expN(s _‘I’__iL)_
I o™l
< ~ ,
TubU v est une hypersurface de V. L'endomorphisme fondamental associé
a n(y) sera noté ly.

) et on pose o (y) = | @ y)|| et Aly) = Yy (OO (ct. [GrD.

Lorsqu'il n'y aura pas de confusion a craindre, nous écrirons &, au lieu

de J;r>V, % au lieu de l?,y, etc. .

(2.2) Définitions. Soient X,€V,ueT V, v,eN V,vla géodésique
o o
s > expv{s Vl)' Un champ de Jacobi W le long de Yy sera dit adapté

a V lorsque:
i) W(s)| y'(s) = 0 pour tout s ;
i) wW()e Tx A\

~ (o)
L YW
iii) as (0) + hvl(W(O)) GNXOV'

(Un tel champ W est appelé V-champ de Jacobi dans le livre [Bi, Cri]

Nous dirons que W est strictement adapté a V lorsque V:Z (0) + h, (w(0)) = 0.
1

Notons qu'un champ de Jacobi W strictement adapté a V est normal tout

le long de la géodésique ainsi que sa dérivée VT?’V . (D'aprés une propriété classi-

que, si un champ de Jacobi Y vérifie (Y(so)l Y'(.S.P» =0 et (—Z%((so)l y'(so)) =0
en un point s_, alors on a (Y(s)| y'(s)) = 0 et (% (s)| y'(s)) = 0 pour tout s.)
(2.3) Lemme.

i) Soit t~ x(t) une courbe paramétrée de V et t~ E(t) telle que

E(MesS 1 >Nx(t)v pour tout t.

Posons c(s,t) = y (s) = expy(sg(t)).
Alors W défini par : W(s) = gg (s,0) est un champ de Jacobi adapté

a V lelongde y .5Si t- £(t) est v*' parallele, alors W est stricte-
ment adapté a V.

ii) Réciproquement, soient \)lGSqﬁX Vet Yo la géodésique s ->expv(svl).
o
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Alors tout champ de Jacobi adapté (resp. strictement adapté) a V le long
de vy o est le champ de Jacobi d'une variation de vy 0 du type considéré
au i).

Preuve.
) W(s) = 25(s,0), donc

(2.3.1) donc LY (0) = —‘rz 0).

or - FHo)w = (W(O))Iu) pour tout u €T, V, donc LH0) + h | (WD N, V.
[+ 0

Si t— E(t) est V -parallele, d (0e T, V donc W(O) +h, W(O)) = 0.
V1

ii) Tout champ de Jacobi adapté a V le long de <y est le champ de Jacobi d'une

variation du type considéré au i) (cf. [Bi. Cri.]).

Supposons que W | est un champ de Jacobi strictement adapté a V le long
de vy. -
VWl
Posons u = W (0. Ona ue TXOV et —=—(0) = -hvl(u)-
Soient t > x(t) une courbe paramétrée de V telle que x'(0) = u, et soit

t+ E(t) le V™ -transport paralléle de v, le long de t+— x(t).

Posons c(s,t) = expv{s E(t) et W(s) ===+ LE s ,0).

pe

Alors on a W(0) = u et lc\}; ) = 'h\) (u), d'apres i). Donc W = Wl'
1

Nous allons définir sur tS’{J(V) trois champs (@, 2, J  de sous-espaces

vectoriels de dimension p.

(2.4) Définition de 0.
Pour tout y e &, @y = (d’x)J_ , ou _L désigne I'orthogonal dans l'espace

euclidien TyV.

(2.5) Définition de 2 .
Pour tout y € Jx, gy est l'espace vectoriel obtenu par %—transport paralléle

de T V depuis x jusqu'a y le long de la géodésique vy xy"
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(2.6) Définition de % .

Pour tout y € &’x et tout u € TxV il existe un unique champ de Jacobi W
le long de Yy défini par : W(0) = u

vw

et — (0) = -hvl(u), ou v, (0).

Soient t > c(t) une courbe paramétrée de V telle que c(0) = x et
c'(0) = u, t — £&(t) le déplacement V'L-paralléle de v, le long de c et Y
la géodésique s —> expy(s (1) de V. On a vu dans la preuve de (2.3) ii) que

t— Y est une variation de Yx,y dont le champ de Jacobi associé est W.

Il en résulte en particulier, en posant r = 0o (y), que (Tw)y).W(r) = u, par
suite l'application linéaire u — W(r) de TV dans TyV est injective ; son image
sera notée .

Ty

Pour tout € &, les sous-espaces () P, 4 sont orthogonaux a
Yy ) PN P y’ y’ dl)’ g u 'nyy
U V.

La proposition qui suit montre !'intérét de g/

c'est-a-dire tangents a Tub

(2.7) Proposition. Les propriétés suivantes sont équivalentes :
i) La connexion normale de V est plate (cf. [Ch. B.]) ;
ii) 44 est localement intégrable.

La preuve résultera des deux lemmes suivants :

(2.7.1) Lemme. Soient y € Tubljr> Vv, x  =wly ) et V, une sous-wariété intégrale
de dimension p de % passant par y . Posons Vio® Yy y (0).

Alors Vio Se prolonge au voisinage de Xy dans V %run champ normal
2

d V et V*-parailéle.

Preuve du lemme. Soient u € Tx V, t > x(t) une courbe paramétrée de V telle
o
que x'(0) = u, t + &(t) le transport par V'L-parallélisme de v

1,
Posons c(s,t) = expv(si(t)), Yy = c(r,t) et Wt(s) = -g—‘t:(s,t)-

o le long de tr>x(t).

D'apres (2.3), W, est un champ de Jacobi strictement adapté a V, et par
definition de 7§ on a Wt(r) ejyt
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Ainsi t+— y; est une courbe intégrale de J passant par y o Elle est donc

contenue dans V 1

On a @ (y(t)) = x(t) pour tout t, donc :

T w.y'(0) =x'(0) = u.
Yo

Ainsi (Ty ur)|(Ty Vl) est surjective, donc bijective (car dim vy = p) ; donc
o o

le théoréme d'inversion locale appliqué a @ IVl 2V, >V donne un difféomor-

phisme g d'un ouvert V'l de V | contenant y  sur un ouvert de V contenant Xy

g permet de définir un champ de vecteurs normaux, Vs sur w(V'l) en
posant :

v l(x) =y (0).

X8 ()
Ce champ Vv, coincide le long de y avec le champ t— g (t) précédent (car
w(y(t) = x(t)) lequel champ t = E(t) était V -paralléle.

Il en résulte que v, est un champ de vecteurs normaux V* -paralléle,
défini sur w(V]) et prolongeant v,

(2.7.2) Lemme. Soient Vv == vq unitaires constituant une base (non nécessaire-
ment orthonormée) de NXOV . Pour tout i = 1,2,...,q soit y; = expv(ri \’i) .
Supposons qu'il passe par chaque y; une sous-variété intégrale v, de
dimension p de 9 . Alors V est VJ‘-plate au voisinage de Xy

Preuve. D'aprés le lemme (2.7.1) Ve \)q se prolongent chacun en un champ
V*-paralléle défini au voisinage de X, Il en résulte que tout vecteur appartenant

a N, V se prolonge en un champ vt -parallele sur V (prendre des coefficients
o
constants). Ainsi le déplacement par VJ'—parallélisme ne dépend pas du chemin

suivi sur V au voisinage de Xy donc V est VJ'—plate au voisinage de Xy

Il résulte aussitét de (2.7.2) que si % est localement intégrable alors
Vest v© -plate. Prouvons la réciproque.

Supposons que V est V'L—plate.

Soient Yo © Tub;r>V et v =vy! (0.

1,0 X
(o) ’ oYo
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D'aprés I'hypothese Vio Se prolonge au voisinage de X, en un champ vy
’
v1-paralléle.

Posons f(x) = exp";(r \)l(x)).

On a (Txf)(TxV) = By d'aprés l'interprétation des champs de Jacobi
strictement adaptés. f est donc une immersion et l'image par f d'un voisinage
suffisamment petit Uo de Xy dans V est une sous-variété intégrale de J passant
par y .

Donc % est localement intégrable.

Ceci achéve la preuve de la proposition (2.7).

3. Cas ol V est une variété riemannienne (resp. kihiérienne) dont la courbure

sectionnelle (resp. sectionnelle holomorphe) est constante.

Nous aurons besoin d'un certain nombre de lemmes.

(3.1) Lemme. Soit Y :1 >TV un champ le long d'une courbe paramétrée
c : I »V . Supposons que Y ne s'annule pas. Alors pour que

t 1{%_(%{);“ soit paralléle, il faut et il suffit qu'il existe une fonction
k : I +R telle que —(V-j%( = k(t) Y(t) pour tout tel.

Preuve. Posons Y(t) = Pt tY(t) pour tout t € 1.

Lacondition Y(t) = ¢ (t)Z(t) pour tout t€ I, avec Z paralléle, équivaut
3 Y0 = ezt); et oY - kYW  équivaut & LT = KOV Dot le
résultat.

(3.2) Lemme. Supposons que V a une courbure sectionnelle constante a .
Soient y : 1 +V une géodésique unitaire (|| Y'(s)|| = 1),
Z:1 ->T\7 un champ paralléle non nul normal @ 7Yy le long de
Y, et
6 : 1 >R une application deux fois dérivable.
Posons W(s) = 6 (s)Z(s).
Alors W est un champ de Jacobi si et seulement si 9" + 6a = 0.

Preuve. W champ de Jacobi signifie :
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w

-d—s§+(5(‘?AW)I_Y'=O
i.e., puisque P = a id,

20 . .

—‘1]—52—2+ea(y/\2)|_y=0,

i.e., puisque Z est normal a vy,

d2e
(dsz“‘e a)z = 0.
(3.3) Lemme. Soient V une variété a courbure sectionnelle constante a ,
vy :1 +V une géodésique unitaire de V ,
Wl >TV un champ de Jacobi le long de vy, et S, € 1 . Supposons
que :
i) Wiso)l ?(so) =03
.. vw
i) E(So) = koW(So), kO € R.
Alors W = 0Z ,ou Z estle champ paralléle s +F7ss W(so) et 0 est
o

la solution de l'équation différentielle 6" + a® = 0 telle que e(so) =1 et

6 '(So) = ko.

Preuve. Posons W l(s) = B(s)Z(s).
Si W(so) = 0 alors Wl = 0, donc Wl est un champ de Jacobi.

Si W(so) £0, W, est un champ de Jacobi d'apres (3.2).

On a Wl(so) = W(so)

Vw
et —E—l(so)

] '(so)Z(so)

ko W(so)
A
T ds (So)‘
Donc W = Wl'

Lorsque V est une variété kidhlérienne a courbure sectionnelle holomorphe

constante a, on a pour tout y €V et tous u,v €éléments de ‘l'yv :
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(3.4) pluav) = %(u AV + Fu A Sy + 2ASW)|V)EY,
ou - #' est le bivecteur associé a £, (#'Lw = F(w) pour tout w € TV).

On a alors les lemmes (3.2') et (3.3') suivants, analogues, ainsi que leurs
démonstrations, aux lemmes (3.2) et (3.3) :

(3.2')Lemme. Soient v une variété kdhlérienne a courbure sectionnelle holomor-
phe constante a, vy :1 +V une géodésique unitaire de V, Z:1 » TV
un champ paraliéle non nul le long de vy tel que (Z(s)] y'(s) = 0 et
(zZGs)| £Y'6s) = 0 pour tout s€ I, 6: I »IR une application deux
fois dérivable.

Posons W(s) = 8(s)Z(s).

Alors W est un champ de Jacobi si et seulement si 8" + %e = 0.

(3.3') Lemme. Soient V une variété kihlérienne & courbure sectionnelle holomor-
phe constante a, y:I - V une géodésique unitaire de V, W: I »TV
un champ de Jacobi le long de Yy, et so€I . Supposons que :

i) (W(so)l Y ) =05

ii) (Wiso)lf?(so)) =03

o YW,

iii) —cE(so) = ko W(so), koe R.

Alors  W(s) = 6(s)Z(s) ou Z est le champ paralléle s+ PSSOW(SO) et 0

est. la solution de l'équation différentielle 6" +% 6 =0 telle que
e(so) =1 et 9'(50) = k-

(3.5) Proposition. Si V est une variété riemannienne (resp. kéhlérienne) dont
la courbure sectionnelle (resp. courbure sectionnelle holomorphe) est cons-
tante, et si V est une sous-variété réelle (resp. complexe) de V, alors O
est stable par & etona O = 2 = 4.

Preuve. Supposons que la courbure sectionnelle de V est constante et soit
y_€ Tub" V.
o X,

1° Prouvons que Ty (Tub; V) est stable par % . Soient v € Ty (Tub; V) et t— Ye

o o dy o o
une courbe paramétrée de Tub V telle que —d-tt(o) = V.
o
Posons c(s,t) = s).
’ ) Yxo,yt( )
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On a cls,t) GJS( pour tous s,t, donc -g—(s: ET(JX ).
o (S

~

Comme V a une courbure sectionnelle constante &, est une sous-variété
o

totalement géodésique de V, i.e. Jx , a une deuxieme forme vectorielle nulle,
o
; dc
donc n ——s'eT(Jx )s
o
e
i.e. (V n)(yo).v (S T(Jxo).
. > ~ -+

Par ailleurs Ty (Jx ) = Tyo(TUbXOV) @ IRn(yo) et ((( V$(yo).v)| n(yo)) =0,

- o ‘o
donc (Vr_l’)(yo).v €T (Tub; V).
Yo o

2° Prouvons que O =2 .
Yo Yo
Jx étant totalement géodésique, un déplacement parallele dans T & x est
o : - o
aussi un déplacement paralléle dans TV.

Par suite, T (d’x ) se transporte en T (& ) par le V-parallélisme le long
o "o Yo %o
de v .
*oYo

Le déplacement par V-parallélisme conservant le produit scalaire, il en résulte
que l'espace normal en Xy a Jxo’ c'est-a-dire Tx V, se transporte en l'espace

normal en y a &, » c'est-a-dire en Oy .Donc O =2 .
o o

3° Prouvons que =7 .
rouvons g ?yo Jyo

Posons \)l =

propres de h vl.

Pour tous i = 1,2,...,p soit W.l le champ de Jacobi le long de Yy y défini par :
o’o

Y;( y (0) et soit (Tl,..., ‘rp) une base orthonormée de vecteurs
o’o

WI(O) = Ti
i -
T;(O) = -h\’l(T )
VWi
Alors —&?(0) = - )\iWi(O).

126



Courbures et basculements ... chapitre IV

D'aprés le lemme (3.3) :

Or les Wi(r) forment une base de 2»),

Wi(s) = ei(s)ﬁso T .

(cf. la définition de }y ), donc gy = g,y .
o o o

o

Ceci acheve la preuve de la proposition(3.5dans le cas ou la courbure sectionnelle de

V est constante.

Lorsque V est une variété kaehlérienne a courbure sectionnelle holomorphe cons-

tante on procede de fagon analogue. eXpVNx V est totalement géodésique du fait que

NX V est un C-sous-espace vectoriel de Tx V, et le lemme (3.3') remplace le lemme

(3.3. 0

(3.5)Corollaire. Supposons que la courbure sectionnelle de V est constante.

i) Si la connexion normale de V est plate, alors (@ est localement intégrable et

la connexion normale de chaque sous-variété intégrale est plate.

ii) Supposons que la codimension de V dans V est deux, et soit y, € (é”x VIN\ {x.}

S'il existe une sous-variété intégrale de O passant par y, alors la connexion normale

de V est plate au voisinage de x,.

Preuve.

i) Supposons que V est V'L-plate.

Alors O, est intégrable (car COV = Jy)- Soient V
une sous-vari€té intégrale de O, v, < é’quV),

ye Vv, et x = wly).

Puisque V, est une sous-variété intégrale de

0y Nyvl = Ty(é"XV).

Comme &V est totalement géodésique, é’yVl
coincide avec JXV au voisinage de y. Il en résulte

que 0, coincide avec (DV au voisinage de y.
1
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Donc 0v est intégrable au voisinage de y, donc Vl a une connexion normale
1
0} -
plate (car Cvl Jv )

i) Soit V) une sous-variété intégrale de () passant par y,. Alors, avec les notations
du lemme (2.7.1), v, o se prolonge au voisinage
i

de x, en un champ v, V™ -paralléle.

Choisissons une orientation continue au voisinage

de x, des plans N V, et soit V (x) le vecteur
Ll

se déduisant de Vv (x) par rotatlon de +3 dans N V.

Alors v, est aussi V¥ —parallele II en resulte

v
1,0 que V est V -plate au voisinage de x,. [l
Dans la suite nous utiliserons souvent les lemmes
Xo suivants :

'3.6)Lemme. Soient V une variété riemannienne, T un plan vectoriel orienté dans TX v ,
o
(al,az) une base orthonormée positive de .
i0

Posons u(f) = e a et c(s, 0) = exp~(su(9)) Alors —( <)0,0) = i << (O ).

En particulier, le champ de Jacobi Y défini le long de la géodesique de V issue
_ ¢ rifie LY (0)
de a; par Y(s) = w{s, 0) vérifie 0 (0) = a,

Preuve. On a —g—cs{o, 0) = u(8), donc, en dérivant dans le plan 7 :

290,0) = iu(®)

U)

i.e.

)(0 9)-1———(0 )

4

390,0) = i 2%0,6) . O

i.e.

(3.7) Lemme de E. Cartan (cf. [Ch. B.]).
Soit V une variété riemannienne de dimension » 3. Alors la courbure sectionnelle
de V est constante si et seulement si, pour tout x e V et tout triplet orthonormé
(X,Y,2) d'éléments de TXV ona (R(X,Y)X) |2)= 0 .

Pour toute variété M, y’p(M) désignera l'ensemble des sous-variétés de dimension p
de M.
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(3.9 Proposition. Supposons n >3 et | <psn-2. Si V posséde l'une des trois proprié-
tés suivantes :

i) @v = P, pour tout V € ¥ V),
)P, =3, pourtout Ve V),
i) Jy = (9V pour tout Ve y’p(V),

alors V a une courbure sectionnelle constante.

Preuve.
1° Supposons que i) est vérifiée.

Soit (A,B,C) un triplet orthonormé d'éléments de T, V.

o

Prouvons que (p(A A B)) [(A A C) = 0.

Dans l'orthogonal de C relativement a Tx V, soit F up sous-espace vectoriel de
o
dimension q contenant A et B. Ainsi C € FJ".

Soit V la variété (au voisinage de x,) expv(F'L).
OnaN V=F et CeT_ V.
Xo XO

Soient y : I +V la géodésique s +—> expy sA, et Y le champ de Jacobi le long
de y défini par Y(0) = 0 et 4-(0) = B.

D'apres le lemme (1.9) on a :

Y(s) € T(&, ) pour tout s€ I.

Soit Z : 1 >V le champ V-paralléle le long de y tel que Z(0) = C.

T2
Comme (9v = Q’V on a (Y(s) | Z(s)) = 0 pour tout s € I ; donc (ZS—;Y (s) | z(s)) = O.

Il en résulte que :

(36 ) n YD) |59 & Z6D)= 0,

pour tout s € I\ {0} , d'ou a la limite

quand s - 0:

(p(AAB)|(AAC) =0.

Donc, d'apres le lemme de E. Cartan, la cour-

F bure sectionnelle de V est constante.

2° Supposons que ii) est vérifiée.

Soient A,B,C,V et y comme au 1° ; W le champ de Jacobi strictement adapté a V,
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le long de vy, tel que W(0) = C ; B, le champ V -parallele le long de + tel que BI(O) = B.

C.?mme Py = Gyona (W(s) IBI(S» = 0 pour tout s € I, donc (—(v]-szzl (s)] B,(s) =0,
ie. (0(Y(s) a WD | (7(s) A B (5) = 0.

En particulier, pour s=0 :
(B(AAC)|(AAB) =0,
d'ou le résultat.

3° Supposons que iii) est vérifiée.

Soient A,B,C,V, Y et Y comme au 1° ; W le champ de Jacobi le long de v, stricte-
ment adapté a V tel que W(0) = C

Comme g/v = (9v on a (Y(s)|W(s)) = 0 pour tout s € I, donc, en dérivant deux
fois :

oy AY)LY)W +2( |~ -(p(y A WLy)|Y=0

i.e. - (B(? A YDy A W)+ (ZSY
Dérivons encore une fois et faisons s=0, on obtient :

(B0 AL ks

L) [(1(0) » WO + 5 <o>|‘7—“’(o» (VY<0)|VW -0

i.e., compte tenu de I'équation de Jacobi, de la symétrie de p et du fait que Y(0) = 0 :
= (s vY .
-2 (v (0~ | (v(0) AW(O)) = 0
ie. ((p(AAnB)|(AAC) =
d'ou le résultat.

Ceci acheve la preuve de la proposition (3.8)[]

(3.9) Proposition. Supposons n >3 et 1<p

N

n-2. Si V posséde l'une des trois propriétés
suivantes :

i) O, est stable par & pour tout V & L W),

i) P, est stable par % pour tout V € 1 ",

iii) JV est stable par % pour tout Ve & (V),

alors V a une courbure sectionnelle constante
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Preuve.
1° Supposons que i) est vérifiée.
Soient A,B,C,V,y comme dans la preuve de (3.8) ; Bl""’Bq une base orthonormée

de N,V telle que B = v'(0) et B, = B.
o

1 2

Pour tout j = 2,...,q soit Yj le champ de Jacobi le long de Yy défini par :

Yj(O) =0
VY.
ds = Bj

D'apres le lemme (3.6) on a Yi(s) €T (& ) , pour tous j = 2,...,q.

v (s) X
0Y (s) &b d'apres I'hypothese, stable par Vet n o oest symétrique, donc
TY (s)( & ) est stable par V . (On rappelle que % est induit dans l'espace tangent
o ~
au tube par l'endomorphisme )

Soit H I'orthogonal de Y '(s) dans ‘I'Y (s)( Jxo). Il existe un réel n > 0 tel que,
pour tout se 10,n [, Yz(s),...,Yq(s) forment une base de Hs'
Comme (Vn).Y. est orthogonal a K(Y(s)) = v'(s), on a donc (Vn).Y. = I
) ) o2<k < q
pour tout j = 2,...,q, oU les q’j,k sont des fonctions numériques définies sur JO,n[ .
Ainsi, d'aprés un calcul déja fait :

P kY

VY.
—L - I 9. Y .
Yy * 2\k<q'lv,$ )
Par suite _d—sL = z q;i' K Yk + Pk _—dsk , d'ou I'on déduit en particulier :
2 <k <q ] y
V’Y2
ds € Ty(s)( Jxo) :

1l en résulte que :

Yz(s)

B(y(s)a —2

) L y(s)e T(&x ), pour tout s€]0,n[.

Donc, a la limite quand s —0,
L

(P(AAB)LAEN V,
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donc (p(A » B))| (A a C) = 0, d'ou le résultat d'apreés le lemme de E. Cartan.
Nous utiliserons, a deux reprises dans la suite de la démonstration, le lemme suivant :

(3.9.1)Lemme. Soient, pour tout s €1\ {0}, L, une partie de TY (S)T/, stable par ¥n ;
vil\ {0} » TV un champ de vecteursle long de v tel que v(s)eL_ pour
tout se 1\ {0} . Alors (V¥ n).v(s)n e L, , pour tout s € 1\ {0}.

Preuve. On a (¥ n)h = 0 (cf. la définition de n) donc ((¥n).v).n + (¥ Moy = 0,
pour tout v € Ls ; d'ou le résultat. ]

2° Supposons que ii) est vérifiée.

Soient A,B,C,V, vy comme au l° et Cl""’cp une base de TX V telle que Cl:C.
Pour tout i = l,...,p soit s —*Z.l(s) le champ V-parall¢le le long de vy tel que Zi(O) = C;.
Comme g,Y (s) b d'aprés I'hypothése, stable par Vn :

~ %

(Vn)z,(s) = z 6 ,(s)Z,(s),
l<igp
pour tout s eI \ {0} , donc
(VRNZ () = I 8 s)Z,(s), donc :
L<igp
(3.9.2) ((Vzﬁ)._ﬁ)zl(s) e Q’Y (s PO tout s e I\ {0} .

>
D'autre part, ZI(S) e QY (s) et ?Y(S) est stable par ¥ n, pour tout s € I\ {0},

donc d'apres le lemme (3.9.1) :
(3.9.3) ((“vzn).zl,(s))n € g’y(s)

Donc ﬁ(;,zl(s))ﬁ) c 9\((5), pour tout s € 1\ {0}, donc, a la limite quand s — 0,
R(A,C)A € T V3
donc ((R(A,C).A)| B) = 0, d'ou le résultat.

3° Supposons que iii) est vérifiée.

Soient A,B,C,V,y, C ,...,Cp comme au 2°.

1
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Pour tous i = l,...,p soit Wi le champ de Jacobi le long de vy , strictement adapté
a v, tel que Wi(O) =Cp

1 2 ] p S,
Comme 5\( (s) est, d'apres l'hypothese, stable par Vn:
(VnS.W.l(s) c éy(s)’ pour tout s € I\ {0},
i.e., d'apres un calcul déja fait :
W

_ds_i(s)e }Y () Pour tout s €l \ {0}

et tous i = l,...,p.

Posons (TYn)Wl(s) = z 0 .(s)W.(s), alors :
: i
l<igp
W Tw.
@D, + TR —gt = E BOWE) s I 85—k,
I <i<p I<ig<p
(3.9.4) donc ((Vzﬁ').r-;).wl € gy(s)’ pour tout se 1\ {0} .

' ~ >
D'autre part, WI(S) € gy(s) et gy(s) est stable par Vn pour tout s e I \ {0},
donc d'apres le lemme (3.9.1) :

(3.9.5) ((V’n)Wl(S))n € }Y(S) .

Donc ﬁ(ﬁ,wl(s))ﬁ € QY(S) pour tout s € I\ {0}, donc a la limite quand s —» 0,

R(A,C)A € Tx Vs

donc ((R(A,C)A)|B) = 0, d'ou le résultat.

Ceci acheéve la démonstration de la proposition(3.9).0]

4. Le champ de sous-espaces £ . Définition des directions principales longitudinales
(pour V quelconque). Relations entre I'intégrabilité de . et la platitude de la con-
nexion normale.

<r >

Nous définissons dans cette section en tout point y de Tub V, pour r

assez petit, un espace "longitudinal" ,Y’y stable par & et qui dans le cas ot V est
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une variété riemannienne a courbure sectionnelle constante (resp. une variété
kahlérienne a courbure sectionnelle holomorphe constante) vérifie

= (9 = 9 = .
‘?Y y y ¥ y
(4.1) Lemme. Soient x €V et d" comme au n° 1.

i) on estla restrlctlon d'un champ C® sur é' <r>y que nous noterons

encore on et V(o n)(x ) est le projecteur orthogonal de T, vV sur N, V.
o o
ii) Pour tout y < (TUBU VI\Vona:

¥ (on)y).nly) = nly),

T (T <8 V) est stable par V(on)(y) , et l'endomorphisme induit par o y)
dans T (Tub > V) est -rf.

Preuve.

<>

1° Soient x € U, v, €5 N Vv : [o,,[L + V la géodésique de V telle que

Y'(0) = Vi 9k (o,r[ > NV I'application définie par @(s) ='s v,.

On a y(s) = (eXpN)(cp(s)) et n(y(s) = v '(s) pour tout s €10, [, il en résulte que
@ m(Y(s)) = (expN).L(cp(s)), pour tout s € 10,r[ ,

ou L est le champ de Liouville (cf. [Go]) du fibré vectoriel NV.

Comme expN induit un difféomorphisme ¢ de ngUV sur JUV, o n est la restric-
~ >
tion d'un champ C ® , L, sur jLV

On a L(x) = 0 pour tout x € U,
donc Vuf =0 pour tout u € TXV.

De plus, V L = E (P (C(Y(s)))) , ou 170 s désigne le transport paralléle
_ )
le long de Y, =0
~ d ~

ie. VL = =F_ Y6

\’1 ds " o,s s=o
i.e L o= diev) =V, .
- v TodsT T 1

s=0

134



Courbures et basculements ... chapitre IV

Donc (VE)(x).u = u, pour tout u€ N, V. Finalement (VI)x) est le projecteur orthogonal
de TXV sur NXV.

2° Pour tout y € (JLV)\ Vet tout ve TyV on a
V(o m.u = ((grad o) | VA + r(Tn).v.

Or grad 0 = n, (cf. [Gr.]),

donc V(om.v = [V + (T n)v.

-,

En particulier V(oR).n = 1 et pour tout v & Ty(TUSBV)’

V(o nm.v = r(¥n).v.

ie. V(@) = -r(v).

Ainsi T (TU[;SV) est stable par V(o n)(y) et l'endomorphisme induit par ¥ (o n)y)
r>
dans Ty(TubUV) est -rg.[]

(4.2) Lemme. Soient y € 5U<r>v et (tl(y),...,tn(y)) le spectre de Vo K)(y),
tl(y) < tz(y) € e & tn(y). Il existe r,> 0 telque si r<r  ona

Iti(y)l <—; pour | si<pet ltj(y)-1| <—; pourp+l €j €n.

Preuve. D'aprés le lemme (4.1), V(o rT)(y) tend vers le projecteur orthogonal
PN v de ‘l'x V. sur Nx V quand y tend vers X, 3 son spectre tend donc vers
X 0 o
o
(0,0,00450,1,1,...,1) ou O est répété p fois et | l'est q fois, quand y tend vers

X .
o

(4.3) Définitions. Dans les conditions du lemme précédent, nous noterons .iPy
l'espace vectoriel de dimension p , somme directe des sous-espaces propres

de V(only) relatifs aux valeurs propres dont le module est < —1§ .

Pour tout y n'appartenant pas @ V l'endomorphisme induit par % dans .Sfy
sera noté 1.

Les vecteurs propres de 2 , ses valeurs propres, etc. seront qualifiés par
l'adjectif "longitudinal”.
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Observons que, d'apres le lemme (4.1), K(y) S .S,”;, et que si y € V, on a

=T V.
g)’ y

(4.4) Théoréme. Le champ de sous-espaces £ est de classe C .

Preuve. Posons f = V(o rT)(y), A = T (X-tly),
y I<ign !

(X-ti(y)),

i
Ly " <i<p

A, = I (X-t.(y)).
< J

p+tl €j €n

Comme Al y et A2 y sont premiers entre eux et que A_ = Al y A2 y on a, d'apres
I ’ b I
un lemme classique : Ker Ay(fy) = Ker Al’y(fy) ® Ker AZ,y(fy) donc, d'apres Hamilton
Cayley :
TV =Ker A, (f)®Ker A
y Ly"y

2,48

Comme Ker(fy - ti(y)l) C Ker Al,y(fy) pour 1<i<p,
Ker(fy —tj(y)l) < Ker A2,y(fy) pour p+l < j <n,

il en résulte D Ker(f -tAyN) = Ker(A, (f))
l<i<p y i Ly"y

et s) Ker(f_-t.(y)1) = Ker(A, (f )).
pel <j<n y i 2,yy

(G4 1 Ainsi ¥ = Ker(A, (f)).
Pour terminer la démonstration nous utiliserons le lemme suivant :

(4.4.2)Lemme. Pour tout k entier » | soit Ek l'ensemble des polynémes unitaires
de degré k a coefficients dans un corps K. Soient p et q entiers > 1. Soit

H: Ep x Eq > Ep+q l'application (A,B)—— AB.
Alors le jacobien de H au point (A,B) est égal au résultant de A et B quand
ain + XK— (@ i)

on identifie E, a Kk par l'application L
i< k-1 0<1<k-1

0<
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Preuve. 1l suffit d'écrire le jacobien. |]
Puisque Ay est le polyndme caractéristique de fy et que y fy est C*, I'applica-

t A
Ly €t P2,y

(4.4.2)et du théoreme d'inversion locale que y Ay y st c”.
b

tiony »A est C* . Comme A sont premiers entre eux, il résulte du lemme

Par suite y » Al,y(fy) est C 7.

Comme, pour tout y, dim Ker A, y(fy) =p(= dimg’y) il en résulte, d'apres la version
’

C% du lemme ( 5.1) du chapitre III, que y+—> Ker Ay y(fy) est C” en tant que fonction
y

a valeurs dans la grassmannienne. [J

(4.5) Nous allons étudier dans cette section ce que devient Ey quand o(y) —>0.

La difficulté provient de ce que n est défini autour de V mais pas sur V. Nous

utiliserons le lemme suivant :

(4.5.1)Lemme. Soient x, €V, \)lesdf\lxov, y ¢ [0,r] » ¥V la géodésique de V telle que
vy'(0) = v, » s> uls) un champ de vecteurs le long de vy tel que
u(0) € TXOV.
Alors il existe n > 0 et une application C~, c: [Or1x [0, n] >V telle

que :

i) c(s,0) = y(s) et g—:j(s,o) = u(s) pour tout se [0,r] ; et c(0,t) € V pour tout
tel0,n] ;

ii) l'application g :10,r] x [0,n] dans TV définie par g(s,t) = nlc(s,t)  se
prolonge en une fonction Cc®sur [0,]x [0,n] .

>
Preuve. Soit JBV comme au n° I.

Supposons que U est l'ensemble de définition d'une carte ¢ : x — X, de V au
voisinage de x, et qu'il existe sur U des champs \)j, 1 € j <€ q, tels que pour tout x

eV, (v.(x) soit une base orthonormée de NXV. Posons Ul = c(U).
1 <j<q

Soit B” la boule ouverte de rayon r de RY, centrée a l'origine. L'application

(X, Cyyeeey T)H—> L z.v.x) de U, x B” dans B'N, V est un difféomorphisme
1’ = q l<j<q ) 1 u
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qui, par composition avec ¢, fournit un difféomorphisme k_1 de U, x B” sur é‘ﬂav.
k est donc une carte de V.
Posons Vi = (Tk).\)l,

ul(s) = (Tk).u(s),
cl(s,t) =SV tul(s) .

L'application ¢ : [0,r] x [0,n] =+ V, définie pour n assez petit par :
cls,1) = ke (50,
vérifie les conditions de i).

Posons Tl = RP x {0} et N, = 0} x RY, ainsi R" = T

projecteur orthogonal sur N

@ Nl’ et notons PN le

1 1

e
Py ()
Pour tout y, € R\ T» posons n,(y,) = le 7 et 0,(y) = I PNl(yl)" .

k est ainsi faite que o(y) = o k() et (Tyk)'r;(y) = nl(k(y))-

Posons g, (s,t) = n,(c (s,1)); pour tout (s,t)€ [0,r]x [O,n ] .
11 suffit de montrer que 8, se prolonge en une fonction c” sur fo,r] x [o0,n]

Py (sv“

+ tul(s))
g, (s,t) = L
1> ||PNl(s\) " tul(sﬂ]

PNl(ul(s))
Yttt
g lst) = Py (@)
1
“ nrts—
Py ()
Comme ul(O) GTxov’ on a le(ul(O» = 0, donc la fonction s —_— admet

un prolongement c” a [o,], d'ou le résultat. [

(4.5.2)Proposition. Soient x €V, v, e§lf\1xv, vy : [0,r] >V la géodésique de V telle
que Y'(0) = Vv, , u et v deux champs de vecteurs le long de y tels que
u(0) € T Vet v(0) € T\V.

Alors (((7 P)(y (s).u(s) |v(s)) tend vers h, (W(O) |v(0) quand s—0 .
1 s>0
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Preuve. Soit g la fonction du lemme précédent.
) Vg
(V) y(s).u(s) = Tt (s,0).

On a vu que —g—% (s,0) tend vers %% (0,0) quand s tend vers 0.

De plus pour tout t € [0,n], g(0,t) est un vecteur normal a V (car gl(o,t) € Nl
en tant que limite d'un vecteur appartenant a Nl)

donc - 3B (G,0) [w(0) = h | () | (),
1

d'ou le résultat. [

(4.5.3)Corollaire. Soit y comme dans @.5.2).

Pour tous i = I, ... ,p soit v : [0,r] + V  un champ de vecteurs le long de Y

tel que u. (O) €T, V Supposons que, pour tout s € [0,r] :

i) u.(s) est orthonormée,
I<igp ~a
i) e lRui(s) est stable par (Vn)( y(s)).
l<ig<p
~ >
Notons L l'endomorphisme induit par -(Vn)(Y(s)) dans ® Rui(S)'
I <ixgp
Alors la matrice de L. sur la base (ui(s)) L<i<p tend vers la matrice de
h , quand s ——> 0 . En particulier le spectre de L_ tend vers celui de h_ .
v s >0 s 1
Si de plus les valeurs propres de h"l sont simples alors il existe r, tel que

pour 0<s <r, , Ls a des valeurs propres simples ; et les directions propres
de Ls tendent vers les directions propres de hv

(4.6) Théoréine. Supposons que V a une courbure sectionnelle constante (resp.
que V  est une wvariété kihlérienne d courbure sectionnelle holomorphe
constante et que V est une sous-variété complexe de V.

Alors & =@ =2 =71 .
y Sy Ty Ay

Preuve. D'apreés la proposmon (3.5 @ ( ) est stable par (V )y (s). Soit L, I'endomor-
phisme induit par (Vo) Y (s)) dans Y(s) D'apres le corollaire precedent le spectre

(ul(s),---, up(s)) de L tend vers celui de h\)l
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1l existe donc r, tel que si |s| <r, onals ui(s)) <% pour tout i tel que
1 <i<p, et par suite (9y = .Sf’y , d'ou le résultat. []

En utilisant la proposition (4.4)et en généralisant la proposition (4.5.2) nous allons
voir que certaines propriétés des tubes de rayon assez. petit autour de V, démontrées
en (Iv,1) dans le cas ol V est un espace euclidien, s'étendent au cas d'une variété V

quelconque.

L <r> , .
L'idée est de "descendre" de Tub ~" 7V sur V le long des geodesiques t - expyt &,
N <1 > . R ~ S
ou £€5S ! NX V en suivant les vecteurs propres longitudinaux de vn par continuite.
o
On est ainsi ramené a l'étude faite en (IV,]1) du comportement des vecteurs

propres de h . quand & varie dans s< L ZN_ V.
P £ Xo

(4.7)Proposition. Soit V une sous-variété de V . Supposons que pour tout e s< 1 >Nx Vv,

o

h £ a toutes ses valeurs propres simples et non nulles.
Alors il existe r, > 0 tel que, pour tout y € d'x<r°> \ {xo}, les courbures longi-
o

tudinales de Tub V au point y sont distinctes et non nulles.

<> Y
Preuve. Pour tout £€ S ! Nx V notons Ye la geodesique issue de &. Soient y + ai(y),
J

1 €i < p des champs locaux c”  définis au voisinage de x, dans V, tels que pour

tout y, (ai(y))

1<i<p soit une base orthonormee de %

Posons ui(s, £) = ai( YE(S)) pour l <igp.

On peut alors, comme dans le lemme (4.5.1)définir une fonction (s,t, §) + ci(s,t,g)
<1> - ac.l
de [O,r] x [0,n]x S N, V dans V telle que W(S,O, g) = ui(s, g), etc. et montrer

1

que l'application g; de 10,6 x[0,n] x s <42 N, V dans TV définie par

o

-
gi(s,t, g) = n(ci(s,t, £)) se prolonge en une application C* de

[o,rIx[0,n] xS <1> N, V dans TV. (Comme ui(O, £) = a.l(x,) pour tout EeS<l>Nx v
ona P (ui(O, €)) = 0 pour tout €S <L> N, V, donc I'application

Lpg (us, £

. o N .
se prolonge en une fonction C  d'apres un lemme classique

(s, &) - S

. . . . o
sur la division des fonctions C .)
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On en déduit que la matrice £ (s) Par rapport a la base (u(s, £)) est
Yg ! l<is<p

fonction C*  de (s, £) sur [o,r] x S <1> N, V et en particulier qu'elle tend vers la
o

matrice de hg uniformément par rapport a & € S <1> N,V quand s tend vers 0.
L]

D'ou le résultat. [

(4.7.1)Remarque. Si 1 (s, £) est, pour tout s € ]J0,r], vecteur propre de EY (s) et si
€

(s, £) dépend continiment de s, on a vu que, pour & fixé, t(s, &) tendait vers un

vecteur propre uy de hy quand s —>0. Il résulte de ce qui précéde que 1 (s, &)

. . N <1
tend vers u £ uniformement par rapport a €S

>
NXOV, quand s TO.
(4.8) Théoréme.

A. Soient 'V une sous-variété de dimension deux et de codimension deux dans V,

et x, €V.

1>

Supposons que pour tout & € S < Nx v, hE a toutes ses valeurs propres simples

o

<

et non nulles et soit r, > 0 tel que, pour tout y € JX %\ { x,} » les courbures lon-

gitudinales de Tub V au point y soient distinctes et non nulles.

Alors si r <r,, tout vecteur unitaire principal longitudinal t au point y € Tub < v

- . . <r> fps .

suivi par continuité quand y fait un tour sur Tubx 'V a pour position finale -t.

o

B. Soient V une hypersurface complexe d'une variété kaehlérienne V et x, € V.

Les basculements principaux (cf.(0,3.2)) au point x, sont d'ordre > 2. S'ils sont
tous d'ordre 2 et non nuls, alors on a la méme conclusion qu'au A.

C. Soient V une variété kaehlérienne dont la courbure sectionnelle holomorphe
est constante et V une hypersurface complexe de V.

Alors le spectre de 2 enun point y € Tub;DV ne dépend que de x.

Preuve.

L= o - . <r> .
A. Soit T un vecteur propre unitaire longitudinal au point y e Tubx '?V . Orientons
o

it_,
NXGV et posons £ = e YXoYo(O)'
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Soit s + <t (s) l'unique application continue de [0,r] dans TV telle que < (s) soit
vecteur propre unitaire de EY () Pour tout s € [0,r], et t(r) = T.
o
Pour tout s € ]0,r] soit t » A(s,t) l'unique application continue de [0,2n] dans TV
telle que A(s,t) soit vecteur propre unitaire de EY () POUr tout te [0,21] et
A5,0) = 1(s)- &y

L'application (s,t) -+ A(s,t) de ]0,r ] x [0,27m] est continue, et on a vu que pour

tout t fixé A(s,t) tendait vers un vecteur propre u(t) de h £ quand s tend vers 0 et
' t

que A(s,t) tendait vers u(t) uniformément par rapport a t quand s tend vers 0. Il en
résulte que t — u(t) est une fonction continue. D'aprés la preuve du théoréeme (1.8) ,

ona u(2m) = -u(0),
i.e. A(0,2 7) = -A(0,0).

La fonction s — (A(s,2 7 ) |A(s,0)) est continue et comme A(s,27 ) et A(s,0) sont

deux vecteurs propres unitaires de 'P:Y (s)’ elle ne peut prendre que les valeurs -1,

0, ou l. Sa valeur en 0 étant -1, on a (A(s,2m)|A(s,0)) = -1, et donc A(s,27) = -A(s,0)
pour tout s € [0,r].

B. Rappelons que les basculements principaux sont les valeurs propres de I'endomor-
morphisme de bascule B . Lorsque V est une hypersurface complexe d'une varieté
kdhlérienne, B est C-linéaire (cf. (0 ; 3.4.2)) donc les basculements principaux

de V au point x, sont d'ordre 3 2.

On procede ensuite comme au A. en utilisant cette fois la preuve de la proposition

(1.10).

<r>

C. Soient x, € V, y, € Tub, " "V, &, = vy,  (0), (u) une base orthonormée
o

XoYo ll{iSp

de vecteurs propres de h . Pour tout i tel que 1 ¢ i ¢ p notons Wi le champ de

€o

Jacobi le long de y y défini par :
oJo
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Wi(O) =y
"Vwi
—a—;—(O) = -h £ o(ui).

Ona &, € N Vet fg &N V,donc (wi(o)l € = 0 et (W(0)| F(EL) =05 de

V\Vi
plus —= (0) = Xy

Vwi
Le. — ) = -)\iWi(O),
donc, d'apres le lemme (3.3"), W.l(s) = ei(s)Zi(s), ou Z; est le champ parallele
s + 55 u et ei est la solution de I'équation différentielle " + % 0 = 0 telle que
o

6(0) = 1 et 0'(0):—)\1.

W, 8'(s) (
On a alors ——= (s) = W W s)
2 0 !l(s)
et donc -(Vn .Wi(s) = - _9—175)— Wi(s)
i.e. Z(Wi(s)) = ui(s)Wi(s),
. ) Oi(s)
ou ui(s) RO

i

Ainsi le spectre longitudinal au point y, est déterminé par r et le spectre de hE .
Or on a vu (cf. Lemme (1.9)) que le spectre de h £ était indépendant

<1>

du choix de & dans S Nx V, d'ou le résultat. [
o

Ceci achéve la preuve du théoreme (4.8).

(4.9) Théoréme. Soit V une sous-variété d'une variété riemannienne V . Si .S!’v est
localement intégrable, alors la connexion normale de V est plate.

Preuve. Supposons £, intégrable.

\
Soient x, € V, y, € ‘l'ubx<r> Vo v o=y, vo! X et Y des champs adaptés a £ au
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voisinage de x,, (i.e. X(y) e fy et Y(y) € £ ). Pour tout s e [0,r] soit

(v.(s)) une base de (£, ))J‘ telle que v(s) = hy (s).
Y < <q v
On a, pour tout s >0, au point vy (s) :

~ > ~ ~ > ~ ~ > ~ >
(BX A YN[ av) =T, Vyn-7, Vyn- VIx,Y] nlv)
Soit CX : (s,tl) > Cx(s,tl) l'application de [0,r] x [0,n] dans V, définie comme

9C
dans la preuve du lemme (4.5.1) telle que -aTX(s,O) = X( vy (s)) pour tout s € [O,r ],
1

et CX(O,t) € V pour tout tie [0,n], et posons \)l,X(s’tl) = _ﬁ(CX(s,tl)).

Pour k = 2,...,q soit v, : [0,r ] x [0,n] + TV de classe Cl telle que

k X
Vi, X(s,t )e (£ (s t )) pour tout (s,t) € [0,r] x [0,n] ; et définissons de méme

Viy Cy et ka

LN T =3—Vt—1«v C (st M|,
-

Comme 2 est stable par 'Vr:r, ne &, donc ((V n)(C (s,t ) | v (s,t,)) = 0 pour
Y X 1 ky,X 1

Yy

tout t,

donc «—a-t—«v BXC st D) [V o (s, )) + (T yn)Cy st »'——":L (5, = 0

o} v 60 = (¥ n)(Y(s))| X (5,0))

donc (’{7 W
X y(s)

Y

Vv Vv
- .a_t‘:_Y_ (s,0) _512(_ (s,0)),

et ceci tend vers :
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>
"

vy Yk, X
_ (——’—a +— (0,0) ———-’—(0,0)), quand s tend vers 0
X,Y,k 2

—X )0,0)

X,Y,k ~

= hvk(o)(X(xo» | h\) l(o)(Y(Xo)).

Comme ¥ est intégrable, [X,Y] est adapté a ¥ et, puisque £ est stable par

v, [X Y](y) ne 3’ pour tout y, donc

Vv 1™ (s | W = 0

v(s)

Finalement, au point x, :

(o (X a YD [(v) ) = -hvk(X)|th(Y) + hvk(Y)|hv1(X)

=-h h_ (X)|[Y+h_ h (X)]Y
AY \Jk \)k \)l

ie.  (P(X a Y))l(\)l AV

i
~
=
=

1
=

k) v h\)k)(X) | Y au point x,,

donc la connexion normale de V est plate, (cf.[Ch. B]). ]
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Angle de deux sous-espaces vectoriels
Basculements principaux

Basculement suivant le vecteur u

Champ de Jacobi adapté (resp. strictement adapté)
*-convexe, fortement *-convexe, e-convexe
Convexoide, fortement convexoide, e-convexoide
Courbure aréolaire :

Courbure de Gauss-Bonnet

Dégénéré (vecteur tangent)

Direction asymptotique

Direction de basculement principal
Direction principale longitudinale

Direction de courbure

Endomorphisme de bascule

Espace central

Géodésique unitaire

Indice de nullité de roulis

Isobasculante (sous-variété)

Joachimsthal (théoréme de)

Ligne de courbure

Longitudinal

Méplat

Ombilical

Pivotement

Point central

Points focaux (interprétation cinématique)
Rotation instantanée

Roulis

Tangage

Translation instantanée

Véronésienne (sous-variéte)
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p-
p-
p-
p-

PP

TTPPPVPTPVTITIVIIPVPVTTTTTVTVVPY

15
16
15
118,119
27
29
18
53
87
14
17
133
63
16
84
14
74
18
64
63
108,118,133
27
25
68, 69
84
98
67
58
13
84
20






Principales notations

ang (u,v) p. 48 P, . p. 57
I’o
ang(F ,F,) p. 57 2 p. 120
a, ag p. 13 Q p. l4
BN,V p. 118 R p. 14
8 p. 16 R* p. 70
¢, p. 84 p p. l4
c, p. 86 Tu p- 38
LI GY p. 39 S p. l4
<r> <r >
J’A \ p. 118 SN,V p. 118
99 p- 16 ALY p. 128
G p- 49, 53 t, p- 13
g, p. 70 TxV p. 83
>

h p. 13 va,f)xv p. 83
Hu p. 84 Bu<r> p. 84
¥ p. 121 Tub, "V p. 107, 118
L p. 107 X, p. 84
[ p. 108, 135 (VA)u p. 14
1% p. 120 v'a p. lu
n p. 119 vt p. 61
NV p. 83 v p. 61
AN, NV p. 83 0 p. 52
P p. 120 [} p. 107
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[Bi. Cri.]

[Ch. B.]

[Ch. B.2]

[Ch. Va. ]

[Ch.]

[Ch. Ku. ]

[Ch. La. ]

[Di. ]

[God. ]

[Gr. ]

[G.v.]

[G.H.V.]

[K.N.]

[La.]
(Ma. 1]

[Ma. 2]
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