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Analyse semi-classique pour I'équation de Harper
(avec application a I'équation de Schrodinger avec champ magnétique)

par

B. Helffer et J. Sjostrand

Dans cet article , nous commencons 1'étude du spectre de I'équation de Harper
(bien connue des physiciens du solide) par des méthodes d’analyse semi - classiques en
justifiant mathématiquement la déma;che du physicien Wilkinson . Des applications sogt
données a I'étude du spectre de I'équation de Schrodinger avec potentiel électrique et

champ magnétique périodiques .

In this paper , we begin the study of the spectrum of the Harper's equation
(which appears naturally in solid state physics) by semi- classical methods . We give a
mathematical justification of the approach by Wilkinson . Applications are given to the
study of the spectrum of the Schrédinger equation with periodic electric potential and

magnetic fields .
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0. Introduction
On s'intéresse dans cet article au spectre de l'opérateur de Harper dans lz(Z)
donné par :

Hg; p u(n) = Ml;l‘r—g + A cos(h n+8) u(n),
ce modéle (appelé également " almost-Mathieu equation " en souvenir de
I’équation de Mathieu : u ~—-u"+cos X u) est couramment introduit dans les
ouvrages de Physique des solides, en liaison par exemple avec l'équation de

Schrodinger dans Riy avec potentiel périodique en x et y et avec un champ

magnétique constant. Ici >0, heR.
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Si h/2n est rationnel, on peut employer la théorie de Floquet pour réduire
I"étude du spectre de H9(=He.1.,h) a celle d'une matrice finie dépendant de 2
paramétres. La quantité qui nous intéresse dans ce cas est la réunion des
spectres de He quand 8 varie dans R. Cet ensemble est alors une réunion finie
d’intervalles ( " bandes " ) fermés.

Quand h/2n est irrationnel, on montre facilement que le spectre de Hesgmmg_
ensemble est indépendant de 6. Nous sommes alors en présence d'un opérateur
de Schrodinger discret a potentiel quasi-périodique, et il y a une littérature
mathématique et physique abondante sur ces opérateurs. Concernant
l'opérateur de Harper, on peut en particulier mentionner le travail de Bellissard
et Simon [BE-SI], qui montre que pour un ensemble dense ( en fait une
intersection dénombrable d'ouverts denses) dans l'ensemble des paramétres
(2,h), le spectre de H n’est dense dans aucun intervalle non-trivial (cf
également) [SI]I). Le cas A=1 semble jouer un rdéle important comme valeur de
transition entre les cas A<1 et i> 1.

Dans ce cas, il ne semble pas y avoir des résultats rigoureux, mais il est
conjecturé que pour h/2n irrationnel, le spectre est un ensemble de Cantor de
mesure nulle. Les premiéres études sur ce probléme remontent sans doute a
Azbel [AZ], Aubry-André [A.A] et Hofstaedter [HOl. L’approche de Hofstaedter
conduit 2 un célébre papillon (cf la figure [ Appendice B], initialement congue
par Hofstaedter, dans une version réalisée a2 Nantes) et on peut décrire
brievement sa démarche ainsi. Pour comprendre le cas irrationnel, Hofstaedter
étudie numériquement pour h/2n = p/q avec qeN (p premier avec q, qg50) les

ensembles Uy Sp(H ) qu'il reproduit sur des droites d'ordonnée p/q. On

0.1,2rp/q
obtient ainsi le " papillon de Hofstaedter " laissant deviner la nature cantorienne
du spe'ctre dans le cas irrationnel.

Hofstaedter détermine aussi empiriquement des régles permettant de
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déterminer la configuration des bandes correspondant a4 h=2np/q en liaison
avec le développement en fraction continue de p/q (développement qui
apparait aussi dans les considérations semi-classiques de Azbel). On trouvera
dans le survey de ]. Sokoloff [SO] de nombreuses références. Mais, sur une
suggestion de J. Bellissard, nous nous sommes beaucoup inspirés d'une suite de
travaux de Wilkinson [WILK] qui montre comment des techniques
semi-classiques permettent d'interpréter une partie du dessin de Hofstaedter.
Plus précisément, I'analyse de Wilkinson est basée sur une analyse BK.W. qui
fait intervenir une infinité de " puits " dans I'espace T*R. On remarque en effet

s

que ['étude de Ue Sp H est équivalente a ['étude de [‘opérateur

0.2.h
pseudo-différentiel : Acos h D, +cos x sur LX(R).

Ces puits interagissent par effét tunnel et, pour h assez petit, Wilkinson indique
comment, en analysant ces interactions, on tombe sur un nouvel opérateur de
Harper avec A=1, mais avec un nouvel h. Pour obtenir la structure compléte du

spectre, on " n'a qu'a " itérer cette procédure indéfiniment. La suite des h qu'on
obtient est donnée par le développement du premier h/27n en fraction continue,
et Wilkinson indique que sa procédure marche si tous les h sont petits. Son
travail montre une intuition remarquable, étant donné que ses arguments du
point de vue mathématique sont assez flous, mais la rigueur mathématique est
remplacée par lintuition du physicien et des vérifications numériques trés
soigneuses dans l'esprit de celles de Hofstaeder. Comme I'avait pressenti

J. Bellissard, il se trouve que les techniques que nous avions développées dans le
cas d'un nombre fini de puits dans [HE-SJ],_Z pour l'étude de l'effet tunnel pour
I'équation de Schrodinger et étendues au cas d’'une infinité de puits par Carlsson
[CAR], peuvent fournir la justification rigoureuse des arguments de Wilkinson

[WILK], mais a4 chaque étape de la procédure, il y a une petite zone du spectre

qui demande une analyse différente (abordée de maniére non rigoureuse chez
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Azbel [AZ]),et qui ne sera pas développée ici. Ceci nous empéche pour linstant
de donner une analyse compléte du spectre et nous démontrerons donc
seulement les résultats suivants sur le spectre de l'opérateur :

P(h) = cos h D, +cos x sur L%R).

Théors I
Soit €,>0, il existe alors C,>0, tel que si h/2ne€]0,1[\Q et h/2n admet le
développement en fractions continues :

h/2n=1/(q+1/(q,+1/(q,+..))))

avec qje Z, Iqu> Cp ona:

Le plus petit intervalle fermé qui contient Sp(P) est de la forme :
[-2+O(l/|qll),2-0(1/q,)].

Sp(P) n ] c UN <N *]i , ou les ji sont des intervalles fermés de longueur =0,
- +

avec 3J; € Sp(P).
Ji,(l se trouve a droite de Ji a une distance ~1/Iq .
Jo est de longueur 2¢,+O(1/Iql), contenant 0 a une distance O(1/Iq|) de son

centre.
-ci q||
Les autres bandes sont de largeur e , avec C(j)=1.

Pour j=0, soit Ki la fonction affine croissante, qui transforme Ji en [-2,2];
on a alors : Ki[Ji N SpPlcu, ji'k
ou les Ji ¢ ont les mémes propriétés et ainsi de suite.

Ici a=b signifie que a/b et b/a sont majorées par une constante qui ne dépend

que de €, -

Dans le cas rationnel, on a le méme résultat, mais la procédure s'arréte aprés un

nombre fini d'élapes.
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Le cas ou h/2n est proche d'un rationnel p,/q,, abordé par Sokoloff [SO] et
[WILK], sera développé dans un article ultérieur.

Comme nous l'avions mentionné, notre motivation initiale pour ['étude de
I’équation de Harper est née dans |'étude semi-classique de I'équation de
Schrodinger avec champ magnétique au " fond de puits " , étude entamée dans
[HE-SJI,.

On considére dans R2 I'équation de Schrodinger avec champ magnétique :

2 2
P.a(hy) = (hy Dxl - tA)" + (hy sz - tAz) +V
avec V, A analytiques et pour
JA JA
Ba=|_—2_._"1
dX; 09X,
les hypothéses suivantes de périodicité :

X))

Vix,+a, ,x,) = V(x
V(x,, x,+a,) = V(x,,x,)
B(x +a,, x,) = B(x, x,)
B(x, , x,+a,) = B(x,, x,)
On suppose que V n'a qu'un minima par cellule aux points (j a , k az) (j,k)eZz
et que ces minimas sont non-dégénérés avec V(0,0)=0.

On fait de plus les hypotheéses d’invariance par rotation :

x,) = V(-x

1”72 x,)

27

Vix
B(x,, x,) = B(-x,,x)
On étudie alors le spectre de Pia prés de la premiére valeur propre Al(ho) de

l'oscillateur harmonique en fond de puits :

t B(0,0)}? tB(0,0)Y 1 .
(ho Dy, - —2—) . (ho Dy, + _2—) ¢ = <V'(0,0)y/y>

Sous des hypothéses techniques sur V rappelées au §9 (cf [IIE—SJ]l) et portant



8 B. HELFFER, J. SIOSTRAND

sur les géodésiques minimales entre les puits et la distance pour la métrique

d’Agmon entre les différents puits, on obtient en particulier le théoréme suivant

Théors 2.
Soit @ le flux de B deAdxz a travers la cellule [-al/Z,a'/Z]x[ -aZ/Z,az/Z];
Soit €,> 0. Il existe alors C,>0 t.q. si ltI<1/C,, h,€10,1/C ],

(t(b/Znho)_'e J0,11\Q (mod 2nZ) admettant un développement en fractions

continues :
2nh /19 =+(1/(q,t1/(q£1/(q,%....)))) avec qieN*, 92 C, . j=1.2,..

le plus petit intervalle fermé Jo(ho) qui contient
1 1

Sp(P, (ho)) N {x(n0)+[- o no]}
0 0

est de la forme
-1/C h -1/C h
p(hy). [-2+0(1/q)+0(e  ° ?),2-(O(17q)+O0(e  ° *N1.

ou p(h0)>0 a un développement de la forme
Blhy) = hy " (ag(hg) e~ M

(ot v €R, a (h,) est un symbole analytique elliptique).

De plus dans Jy(h,), le spectre de P ,(h,) a la méme structure que celle

expliquée au théoréme 1 aprés une similitude.

La démonstration consistera a faire une premiére réduction ramenant a I'’étude
d'une équation de Ilarper Iégérement perturbée avec h=t¢/h,+2nq, ou le

théoréme 1 s'applique.
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Le plan de cet article est le suivant:
Au §1, on donne quelques préliminaires sur I'équation de Harper.
Au §2, on méne l'analyse spectrale modulo O(h®) dans I'esprit des travaux de
[HE-RO],
Au §3, on généralise les inégalités d’Agmon au cas de ['opérateur:

Acosh D, + cosx
et on étudie la décroissance exponentielle des fonctions propres de problémes a
un puits.
Les §4 et 5 sont consacrés a ['étude de la matrice d'interaction et de l'effet
tunnel.
Le §6 justifie I'approche de Wilkinson concernant la renormalisation ramenant a
chaque étape I'’é¢tude a une nouvelle équation de Harper
perturbée.
Le §7 étend le travail des §1 a 4 au cas de I'équation de Harper perturbée.
Au 8§88, on calcule explicitement dans presque tous les cas des équivalents
asymptotiques des coefficients d'interaction.
Enfin le §9 est consacré a I'’étude de I'équation de Schroédinger avec champ

magnétique.
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et signalé les travaux de M. Wilkinson.Nous remercions également M. Wilkinson
et A. Grigis pour d'utiles conversations sur ce travail et J.P.Guillement et
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On s'intéresse a Hy : 12(2) -1% (2) défini par
(1.1) g u(k) = l;(uk+l +u,_)+Acos(ak+6) u,

ot 1>0, a, 6eR. On s'intéresse tout particuliérement a U, Sp(Ho). ou Sp désigne
. " Spectre de " .

On remarque que Ho =H et que Ho est unitairement équivalent a Ho o De

0+2n

plus, comme |IH, -H, lI<216,-6,], on a :
1 2

(1.2) teSp( Hy) = IseSp( Hy ) avec |t-sigAlg -6,
1 2

Si ':T €Q ,on en déduit que Sp(H,) est indépendant de 6. En effet ;i ,weR,

il existe une suite kjeZ t.q. w+kiu —6 mod 21 Z, j —oo.

Comme H_,,  est unitairement équivalent a H_, si teSp(He) et €50 , on peut
i

trouver seSp(ll ) avec :|t-sl<e. Donc teSp(Hw) etona:
Sp(Hg) < Sp(ll,).
De méme Sp(H ) cSp(Hy). Donc Sp(H,) = Sp(H,).

Une autre conséquence de (1.2) et du fait que Sp Hy = Sp 1 est que

9+
(13) U, Splily) = sp(f)  ou

fl:L2@x[0,al) »L* (Zx[0,al) est défini par :
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(1.4) (TTu)(k,8) = M, u(.8)

Identifiant L? (Zx[0,al) avec L% (R) par u(k,8) —u(x), x=8+ak, l'opérateur il

devient :

(L1.5) il = —'2-(1a+t_a)+l cOs X,
ou T, désigne l'opérateur de translation T v (x) = v(x-a).

Dans cet article nous allons faire une analyse de ft pour a petit, et nous
écrivons plutét h=a>0. Comme ‘r_h:eihD , nous pouvons écrire P=1I comme un
opérateur h-pseudodifférentiel :

(1.6) P=cos(hD)+2 cos x
dont le symbole associé est
(1.7) p=cos § + A cos X.

Appliquant la h-transformée de Fourier :

(1.8) F, u®) = (2n n)~ "2 J;-ixglh u(x) dx,

I'opérateur P se transforme en A cos(h D§)+cos ¢ = Alcos(h Dg)"’li cos &). On
pourra donc supposer dans la suite que O0<Agl.

. , . . L 2rix/h
Si =1, et 1 désigne l'opérateur de multiplication pour e mix ,alors

o o
. 1 2 2
P commute avec T et T* et donc aussi avec T, =1 ™ °, 0:=(ozl,a2)eZ . Toute la

difficuité du probléme provient du fait que T et T ne commutent pas entre
eux. En effet T t™*=cxp(-(2n)?i/h) T* 1. Soit
(2m)%h = 2n k + &, o0 k est un entier.

Alors exp(-(ZJt)2 i/h) = exp - ifi. Si on pose,
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(1.9) T, = Ta' 1*u2,

alors

(110) T, Ty = expli@, B, h). T, g,
(1100 T, Ty = expliotap)h) . Ty T,,

ol ¢ désigne la forme symplectique standard : o((x,£),(y,n)) = Ey-xn.

Le spectre de P est contenu dans l'intervalle [-(1+2),(1+A)]. Etudions la
structure de ((){,Y;)ER2 ; p(x,%) = E) pour différentes valeurs de E entre -(1+1)
et (1+1). On remarque que (x,8)ep ' (E) =(x+2nnt+2nm)ep '(E) et que
(x+n,§+n)ep-‘ (~E). Ecrivons cos § = E-A cos x, pour p(x,§) = E, et étudions

différents cas :

Cas 1. -(1-2)<E<(1-1). Alors -1<E-A cos x <1 et p=E est une réunion de
courbes non-compactes, obtenues par une translation par des multiples de 2n
en ¢ et éventuellement une réflexion § —-%, & partir de la courbe §{=arc cos

(E-A cosx).

Cas 2. 1-A<E<1+A. Alors on a toujours E-A cosxzE-A>1-24> -1, tandis que :
E-A cosn=LE+A>1. Soit (x ; E-A cosxgl, Ixl<n)=[-a,al. Alors p'l (E) est la
réunjon des " cercles " obtenus par les translations (x,§) »(x+2nn,t+2nm), a

partir du " cercle ", £=+ arc cos(E-2 cosx), Ixlga.

Traitant aussi le cas -(1+1)<E<-(1-A) par symétrie et les cas limites

E=+(1+1),+(1-1) on trouve pour 0<A<1 la structure suivante :
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¢ =(1-A)<E<(1-})

-(1+A)<E<-(1-2)

1-A¢Eg1+A

-+

Pour A=1 on trouve une structure plus simple :

#:0<E<2

E=2

+:-2<E<0 Al

-2

GZE=

-:E=0
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Donc pour *Ee€ll-2A,1+A], l'ensemble p=E est une réunion d’ensembles
compacts connexes ; " les puits " . Pour #E=1+1 , ce sont des points (minima ou
maxima non-dégénérés pour p) et ,pour *E<1-2 ,ce sont des courbes non
bornées.

Si Eell-1,1+A]1, on désigne par U, la composante qui entoure (respectivement
est égale a) (2n o, 21 a,).

Pour les considérations BKW dans la section 5, on aura besoin du résultat
suivant :

Proposition 1.1, Dans le cas 1-A< +E<1+2, la courbure de chaque composante de
p~' (E) est =0 partout.

Démonstration. Soit t —(x(t),£(t)) un paramétrage d'une partie de p_ ' (E).
Dérivant p(x(t),(t))=E on trouve,

(1.11) -A(sinx) x'~ (sin§)t’' = 0

On a donc la normale n = (A sinx,sint) et la tangente (x’£)=6(-sint,A sinx),
6=0. Il sagit de montrer que ((x",£")l(n ))=0.

Dérivant (1.9) encore une fois, on trouve :

((x" ")) =A sinx x"+ sintt" = A cosx(x’)* + (cost)(¢)?

= 267 (cosx)(sint)? + 2?67 (cost)(sinx)?

= 207 (cosx+A cost-cosx(cost)? -2 cost(cosx)z )

= 287 (cosx +A cost -cosx cost(cost+A cosx))

= 26° (cosx +2 cosg-E cosx cost).

Il s’agit de montrer que la derniére parenthése est =0. Comme
cost=E-A cosx=E-Az , on obtient :

z+ME-A2)-E2(E-A2)=(EX)z® +(1-2% -E? )z+EA =EA(z® +2(1-2% ~E* )/(ER) +1)

Il suffit alors de montrer que :

(112) 1(1-2* - E* )/EA | < 2

Ona:
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2 .2 (1. T)2
! an = ! (EAE) + 2 < 2comme A+E> 1.
et dautre part, '
1-2%-E%  1-(E-2)?
EX TR
En effet, E-A<1+A-A=1, E-A>1-21> -1 comme 0<Agl.

-2 >-2comme [E-Al< 1.

"

Toujours pour 1-A<Eg1+2, soit n (U, )=[-aal, ng(UO'o)=[-[5,[3]. On définit
alors l'action horizontale S, (entre U, et U, ) comme ¢(2n-a)-¢(a) ou ¢ est
solution de l'équation eiconale : p(x,i¢")-E=0, cad: ch¢'=E-2 cosx

et donc :

2r- P
(113) S, = ch™" (E-2 cosx) dx
B

De méme, on définit l'action verticale S, = ¥(2n-$)-¥(B)

ou : pliVY(§),t)-E=0, fgtg2n-B, ca.d: ch¥’ =(E-cost)/A et donc:
2n- P

(1.14) 52=J cn"(E'C;SU)dt.
b

Proposition 1.2 : On a S,<S, pour 0<Agl avec égalité seulement pour A=1.

Démonstration, Ii suffit de montrer que
E-cosx
(1.15) T

pour agxg2n-a (ce qui entraine que Bga) pour avoir S,<S, . Or, (1.15) est

> E-A cosx

équivalent a E-cosx> EA-2%cosx soit encore E(1-2)3> cosx(1-13 ou finalement

E . E-1 . .
COSXS 17T - Dans [a,2n-a] , on a E-A cosx>1 soit encore COSX<—3— , il suffit

donc de voir que:

E-1

T < ,—EA—C;" (1+AXE-1)EA¢ E-1-2<0 ¢ Egl+A ,ce qui est vrai.

Si A<1 on a alors inégalité stricte dans (1.15) pour x=7 et donc S < S, dans ce

cas.



2. Analyse spectrale mod O(h™)

On désigne par S™ [l'espace des symboles a(x,i;,h)eCo‘tRz) t.q.
|a§ ag algCMl "V .. On dira que aes® est elliptique si lal;% >0 pour h
assez petit, (x.t)eR2 et on dira que a est elliptique prés de l'infini si cette
inégalité a lieu pour tout (x,£) en dehors d’'un compact. Dans la discussion
ci-dessous , on admettra aussi des symboles a valeurs dans les matrices NxN .
Dans la définition de l'ellipticité , il faut alors remplacer a par det(a) . On

utilisera systématiquement la quantification de Weyl :

2.0 (au)x) = (21 h)” 'Jﬁ“"‘ YN nh) uly) dy dn

et on désigne par la méme lettre le symbole et I'opérateur associé.

Lemme 2.1, Si (),7(l s Xz appartiennent a un borné B dans SO et si dist(supp)(l ,
suprz)z €,>0, ou suppX désigne le support de X , alors pour tout NeN, il
existe Cy>0 (ne dépendant que de B et £,) tel que :

(22) X, Q Xz”:g,(Lz) < Cy nMN dist(suppX, , suppX,)” N

Démonstration, Avec q)(x,y)=(i/2)(x—y)2 et C,>0 convenable, on introduit la
transformation de Bargman , qui est 'opérateur unitaire :

TR,

T:L{R) —-H, = (u:C—C;u est holomorphe et u e

donné par :

Tu (x)=C, h"“ﬁi’( XYV /h () dy,

- Im g(x,y) = (1/2)(Imx)? . T (8(R)) est ensemble des
-®(x)/h

Ici @ (x) = SUpy . g

ue I, telsque ue soit a décroissance rapide .

A T on associe la transformation canonique complexe , linéaire Kq:
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C*3(y,-¢,(xy) > (09, (xy) € €

Alors : Ko(R®) = ((x,02/D) 32 (x)); x € %) := A,

(voir [S],] pour plus de détails ).

Comme A, peut sidentifier a R? , on peut introduire l'espace SO(A°) . Pour a

e SO(A¢) .u € Il, , on définit : a= Op(a)u(x) par lintégrale (2.1) , oU on

. v e . 290, R
choisit le contour d'integration m = T35 (x;y) . Pour donner un sens a
I'intégrale , il faut aussi quelques arguments d’intégrales oscill. u'on

S . . [ -
détaille maintenant ; avec ce choix de contour , on a dy dn= —i—<b N y et

{a phase dans (2.1) devient : f(x,y) = 2(x-y) % (x;y ,

dont la | elle

vaut d(x)-d(y) .
" f/h f/h
Comme :67 f=(x-y)<l>;x ,ona:Le =e avec:
L =X ((x=y)/h) + [h. (1-X((x-y)/h))/ ( (x-y) &";, )] . (3/3y)
avec X € CZO(C) , X=1 prés de 0.

et comme u est maintenant holomorphe on trouve , avec :

(x+y iﬂ (x+y
2 i dy 2

a, =a ),h):

au(x) = (2n h)_"ﬂe'/h(t L (a,) uly) + "5, dy Gy.

Comme : o *X) P AV B )N Gy = ots BEXL)TN on voit

immédiatement que a=0(1) : I[, »II, . Si on relie be SO(AQ) eta e SR par;
boX, =a , alors, au niveau des opérateurs , on a :

T—l oboT=a.

Ceci se vérifie d'abord dans le cas ou a , b sont affines ( donc pas tout a fait de

classe S° ) , ensuite dans le cas ol a,b sont de la forme : exp(i(fonction affine))

, ensuite par superposition de telles fonctions dans le cas ol a,be 8, et on

obtient le cas général par densité .

Soient maintenant Q , 7(i comme dans le lemme; alors :

TQT'=0 , Tx71'=1,

ou , au niveau des symboles : Q o K =0, Xi o K= Xi‘
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La discussion précédente montre alors que :
N

N . -

nxQx, 2(1,) < Cyh' dist (supp 4, supp %,)
= &y " dist ( supp X, , supp X,) N
Comme T est unitaire , on obtient facilement le lemme .

#

Rappelons aussi un résuitat de R. Beals [BEA] :

Proposition 2.2 : On se place dans R" Soit Li = X; (opérateur de multiplication)

pour 1Igjgn, et Li= ﬁx =T"ax , n+lg<jg2n. Si A=A, :§— 8", nous avons

j-n j-n
équivalence entre :
(i) A = Op(a), ae$S°,

(if) Pour N=0,1,2,.. et toute famille finie : Li ,...,Li ,
1 N

I'opérateur

adL; adL; ...adL; (A) est O(h") dans L(LAR"), L*(R"™)).
1 2 N

Démonstration, Comme nous avons en plus le paramétre h, nous rappelons
également la démonstration : pour la quantification de Weyl aussi bien que

pour la quantification classique(voir ci-dessous) on a :

(2.3) [x;0p(a)] = Op(-7 ;;i ). [D, .Op(a)] = Op(h 35— ).

Dong, si (i) est valable, on voit que

adL; adLi adLi (A) = Op(hNa\i ) s a. . €S
1 2 N

Montrons maintenant que (ii) = (i). On peut toujours représenter A par la

quantification classique d'un " symbole " be $(R*"):

(24)  Au(x) = (2nn)"" JIe“"‘”""‘ b(x,6,h) u(y) dy de

= (2rn)™™2 ﬁ"“’"‘ b(x,6,0) F, u(6) d6,

ou ?h est la transformée de Fourier unitaire :
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(2.5) F, u(e) = (2mh)~™? J;"V“"‘u(y) dy.

ix6/h

L’hypothése (ii) nous dit alors que les e a: ag b(x,8) sont des noyaux

d'opérateurs K g L% >L? de norme O« [,(1). h -0 . De maniére générale, la
norme L% —»L? associée & un noyau K(x,y) coincide avec celle du noyau a”

K(ax,ay) . Si on prend a=h""? , on trouve que e'*® b, (x,8) est de norme O(1)

ixe

dans £(L%,L?) et plus généralement que e a: ag b,(x,8) est de norme

1/2 1/2

(o B)/2 x,h " “0) . De maniére générale, si

Oth ) dans £(L* L) . Ici b,(x,6) = b(h

K(x,y) est le noyau d'un opérateur O(1) dans S&(LZ,LZ) et si XeC‘:(Rn ) est fixé

avec X(0) = 2, alors il existe Nye N, tel que : X(.-t) K(.,..) X(..-s) est O(1) dans

o °R*) I'espace de Sobolev standard, uniformément en h,t,s .

Dans notre cas, on obtient aisément que a; 9o X(x) X(6) eix® b,(x,8) = O(1) dans

N
H °R*". Donc, b,(0,0)=b(0,0)=0(1), h —0. Pour contréler b(x,,8,)

. . N . 2
(uniformément par rapport a xo.eo) on remarque ensuite que la norme L° du

i(x-x )(6-0 )/h .
ix6/h jo

noyau e ° ° a; 34 b(x,8) coincide avec celle de e 9y agb(x,e) qui

est O(1), faisant une dilation de h'? centrée en (x.,8,), on trouve alors par le
0’0

méme argument : b(x,,8,)=0(1), uniformément en x.,8,,h.

Finalement, on peut remplacer b par a:°az° b ci-dessus, ce qui donne
beSO . Analysant ensuite la formule intégrale classique qui relie le symbole de
Weyl et le symbole classique d'un opérateur pseudodifférentiel, on obtient que
aes’.

#*

si aeS® est elliptique on peut trouver beSo tel que :
aob=I+K,,boa=I+K,, K ,K,eS™"

Donc llKill=O(h) dans Sl’/(Lz,Lz) et pour h>0 assez petit il existe un opérateur

ce Sf,(Lz,Lz) tq.: aoC=Coa =1

On montre alors (suivant [BEA]) que ceS® de la maniére suivante :
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[Li ,a,¢)]=0,
adLi(a) o Ct+a o adLi(c)=0,
ad(Li)(c)= -Co adLi(a) » ¢=0(h) dans 2L LY.

Calculant ensuite ad(Lk) ad(Li)(c) et ainsi de suite, on vérifie par récurrence la
condition (ii) dans la Proposition 2.2 . On a donc ces’.
o0

Donnons ensuite une caractérisation de S~ = nN; s

Lemme 2.3. Un opérateur K : S(R") -8 (R" ) appartient 3 S~ *° si et seulement
si pour tout ensemble borné Bes® et tout NeN, il existe C=CB'N , telle que :

(2.6) 1K, K 2, < Cy h"(1+dist(supp X, supp ,))7", X, X,€B

2 (L3L?
Démonstration. Dans le sens direct, ceci résulte du lemme 2.1 et de la
continuité L2 de la classe S0 . Inversement, supposons que l'on ait (2.6) pour
tout borné BcS® et tout N . Soit 0<X(x,§)eC3‘(R2") tel que 2 X_=1

avec X (x.5)=X(x-a, , {-a,), a=(a,0,) €Z®". Alors de (2.6) , on obtient :
(2.7) I K Xl g 2 12 < Cy b (+la-BD ™, vapez™ .

On observe ensuite que si L désigne l'un des Li , alors

K JILKI Xy = X, g K Xy + X K X", o, 00 (1+1a=BD) ™" X, g et (1+la=BI)™" X7, ; sont

o,p’
. ” o y " .
des familles bornées dans S~ et suppxu'p c suppX_ , suppX wp © supp?(B i(Si par

exemple L=x , alors on peut prendre X'“'p =X, (x,-8), 7("“",:([3[-)(1) ° X“) .

Itérant cet argument, on trouve :
(2.8) X, adL,-2 adLiNO(K) Xpll < CN’No a1 +la-Bh)° N
Grace a la proposition 2.2, il suffit alors de montrer que (2.7) entraine que :
K< Cy n" , VN .SoitE = 3 Xi . On vérifie alors que Ees® est elliptique >0, et
on a: [(KEUIEV)! = IZ3(X, K Xg X5 ul X, v)I < Cy hNEZ(1+|(I-I3|)- N 1Xg ull 11X, I
< Cy b ul®)" 2 e, v
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Comme Illxp ull* = (Eulu) <Cliull , on obtient :
(K EulEV)l < Cy b Iull liv,
ou bien
I(Kulv)l< Cy hNIIIZ'l ulllE™ vil < C AN il v,
7
Retournons maintenant au cas unidimensionel et soit PeS0 un opérateur
matriciel mxm autoadjoint . On suppose pour se fixer les idées que
P(x,§,h)=p(x,t) mod S~ .
0 ige fabord | , o
Plus précisément on suppose :
(2.9) P est elliptique prés de I'infini.

Soit alors U = ((x,t)eR2 ; det p(x,t) = 0).
N
Soit I(h) un intervalle compact qui tend vers (0) quand h =0 et soit a(h)>h

une fonction qui tend vers 0 . On suppose que :

(2.10) P n'a pas de spectre dans (I(h)+[-2a(h),2a(h)D\I(h) pour h assez petit
Soit :

(211) Q, = (z € C; dist(z,I(h)) < a(h)).

Si 7(()(,2)6(3:3?1?.2 ) vaut 1 dans un voisinage de U, on peut trouver Q:e s%tel

que :

(212) (P-2) Qp=1-X-K,,K,e8™,

pour zeQ,. Ici Q: et K, dépendent holomorphiquement de z méme dans un
petit voisinage de Q,. Avec : Q; = O;’(I-Kz)_l €S?, on obtient :

(213) (P-2)Q, = 1-R,,R,=X(1-K,)"" es’

De méme , on construit : 62 = (I-lzz)_I Ggesoet ﬁz = (I—EZ)"' xes® tels que :
(214) Q,P-2) = I-R,,
Soit maintenant z€dQ, . Si: (P-z)u=v, alors :

u—fizu = sz , U= 62v+ﬁzu = (6z+ﬁz(P‘Z)-l )V.
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Donc,
(215) (P-2)™' = Q,+R,(P-2)"".
Dautre part, comme : (P~-2z)Q,v = v-R_ v, on trouve : u =sz+(P-z)_l R, v;
(216) (P-2)"' = Q,+(P-2)"'R,.
Substituons (2.16) dans (2.15) :
(217) (P-2)"' = Q,+ R,Q, + R,(P-2)" 'R,
Comme on peut toujours choisir X a support arbitrairement prés de U , on
trouve par " construction " de (P-2)"" , et par le Lemme 2.1, que :
(2.18) si X, , X, appartiennent a un borné de s% et a(supr‘,suprz)z £,>0,
alors : l|7(l(P—z)—l Xl Cy " d(suppX,,suppX,)” N,
ol on a posé d(A,B) = min(dist(A,B), dist(A,U) + dist(U,B)).

Seul le dernier terme de (2.17) contribue au projecteur spectral :

1= (2mi)”' ﬁn (z-P)"' dz,
h

et on obtient,

(2.19)Si Xl , .‘(2 appartiennent a un borné de s%et
dist(suppX ,U) +dist(suppX,,U) > €, > 0 , alors :

X, T Xl < Cy aN (dist(suppX,,U) + dist(U,suprz))_N.

Remarque 2.4, Avec les techniques ci-dessus on montre que si F"eS0 est
elliptique a l'infini, P’=p'(x,t) mod S™' , U=((x,t) ; det p'=0) et si P’=P dans un
voisinage de U, alors P’ n"a pas de spectre dans (I+[-—Z— a,% a])\(I+[--:— ,%]) et si
IT’ est le projecteur spectral associé a Sp(P’) N (I+[—% ,%]) , alors :
I-1111=0(h ™.

De plus (utilisant aussi que Sp(P) n I(h) et Sp(P’) N (I(h)+[—% .%]) sont discrets
et qulil y a au plus O(h™" ) valeurs propres dans ces intervalles) on voit qu'il y
a une bijection b:Sp(P) N I(h) -Sp(P") N (I(h)+[-%,%]) t.q. :

b(h)(p)-p = O(h*).



ANALYSE SPECTRALE MODULO O (h~) 23

Considé . [ . . icrol

On suppose toujours que PeSO, P=p(x,t) mod s !et que :

((x,%) ; det p=0)=U U_ (réunion finie ou dénombrable)

ou les U‘x sont compacts et disjoints entre eux .

On suppose méme que :

(2.20) 11 existe R tel que le diamétre de chaque U est < R,

(2.21) 3 g,>0 tel que les U, +B(0,g,) sont disjoints entre eux.

(2.22) Pour tout a, on peut trouver P, qui appartient a un borné de S0
tel que P =P dans Ua+B(0,€O) et tel que P, est elliptique en
dehors de U“+B(0,E) uniformément par rapport a a pour tout
€€lOg ]l

Iei B((x%),r) = ((ymeR” llym-(xpl<r).

Soient I(h) et a(h) comme avant et supposons que tous les P, vérifient (2.10)

pour hgh, indépendant de a . La premiére étape sera de construire (P-z)-l

quand zea()h. On fixe €> 0 suffisamment petit et on choisit :

XaeC?(U“+B(0.€)) uniformémeht bornés dans S° tels que X_=1sur U_+B(0,e/2).

Utilisant I'ellipticité de P en dehors de U(U_+B(0,6/2)) , on construit d'abord

626 S0 , holomorphe pour zeQ, tel que :

(2.23) (P-2) Q, = I-3 X +K ,KeS™™

Avec Q, = 62 (1+K) "' = 62(1+Lz), on obtient :

(224) (P-2) Q, = I-3 X (I+L,) ,L,eS™*

On pose alors pour zeth :

(2.25) R(z) = Q,+2(P_-z) ' X (I+L,)

Utilisant les résultats ci-dessus et le fait que la boule B((x,£),A) contient

au plus C(1+2)? des puits U, , on voit sans difficulté que la somme dans (2.25)

converge dans £(L% L% ) et que lIR(z)ll<C a(h)™"' . On peut étre plus précis

o

encore : si XI,XZ appartiennent a4 un borné de S et

dist(X,,U_)+dist(X,,U,)> const. > 2, alors :
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X (P,-2)"" X (1+L,) LIl <Cy h" (dist(suppX,U,) +dist(U_,suppX,) ™.

On en déduit, en considérant d'abord le cas ou les supports de X, , X, sont
contenus dans les boules de rayon 1, que si on pose :
d((x.8).(y,n)=min(d((x,8),(y,n)), d((x,£),U)+d(U_ (v, ),

et si: a(suprl,suprZ)z €,>0, alors :

(2.26) 1IX, R(2) Xl Cy h" d(suppX, suppX,)”".

Ona:

(2.27) (P-z) R(z) = I+K,,

(2.28) K, = I(P-P )P -2)"" X (I+L,).

Ici le support de (P-Pa) est disjoint de celui de Xu et on a donc :

X (P-P)(P,-2)"" X (I+L )X,lI<Cy h'(1+d(suppX,U,)+d(U,suppX,)) ",

pour tout N et sans restriction sur supp)(i , j=1,2.

Sommant sur @ , on trouve iﬁmédiatement que K, vérifie (2.6). Donc KzeS—°?
(P-z)"" existe (pour h assez petit) et on a :

(229) (P-2)7" = R(2)(I+K,) ™"

Combinant (2.26) et la majoration sur IIR(z)ll ci-dessus avec le lemme 2.1, on

obtient :

Proposition 2.5, Pour z€9Q, , on a uniformément en z :
(2.30) li(P-2)"" li<C a(h)™'
Si XX, appartiennent a un borné de s et si a(suppxl,suppxz); €,> 0, alors:
(231)  IX(P-2)"" X< Cy h" d(suppX, suppX,) .
7
On suppose dans la suite (essentiellement pour simplifier les notations)
que Sp(Pa) N I(h) = (p.a) ou I, est une valeur propre simple et que a varie

2 . ., N
dans Z° et que d(Ua,Up) ~ lax-Bl. Soit ¢, un vecteur propre normalisé associé a

(P ) :
(2.32) (P -pn) o, = 0,llgll = 1.



ANALYSE SPECTRALE MODULO O (h~) 25

Grace a (2.19), valable uniformément en @ pour (P, U, ), on sait que :
(2.33) lXgll < Cy h" d(suppX, U™,

si X appartient a un borné de s%et d(suppX,U,) > €,> 0.

On en déduit facilement que :

(2.34) I(g,lgpl< Cy h" la=pI™" , axp.

La matrice infinie ((¢,l9;)) est alors de la forme I+K avec K=0(h®) dans

5?,(L2 ,Lz ). Si E est I'adhérence des combinaisons linéaires des ¢ alors

x
(%)aezz est une base hilbertienne dans E au sens oU tout ueE s'écrit de

s . . 2.1/2
maniére unique : u=3u_ ¢, avec: llull~(Zlu ") .

Soit F I'espace spectral associé a Sp(P) n (I+]-a,al) et n. le projecteur
correspondant. On pose :
(2.35) v =n.9,.

Utilisant (2.33) et fa Proposition 2.5, on voit que v_ vérifie aussi (2.33).
Proposition 2.6. On a (v, -g)lI<Cy h" (1+d(suppX,U,)) "N si Xeborné c S°.

Démonstration : Comme ¢, et v vérifient (2.33), il suffit de traiter le cas ou

X=1. Comme (P-z)"' =R(z)+O(h®), on a: Ilv“+zlﬁ 2 R(2)o, dzll=0(h®) .
h

Comme 0z n'a pas de poles dans Qh , on trouve :

fR(z) ¢, dz = jz‘, (Pg-2)"" Xy(I+4L,)g, dz.

Ici:

AG(1+L)g, = O™ (1+la=pD ") si aep
= (pu+0(h°3 sia=p,

et donc : -(2mi)”™" _ﬁ?(z) 9, dz = (pu+0(h°°) dans L?.
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#

Il résulte de la Proposition 2.6 et du fait que (v_-¢,) est orthogonal a F, que :

N -N
(2.36) (v Ivg)-(g,lpg) = ~(vV=9,Ivg-g,) = Oh ™ (1+la-p) ), VN.
Avec (2.34) et le fait que llg ll=1, on obtient donc :
(237) V=(( vulvp)) =I+T, T = (t«.B)'
(2.38) t 5 = O™ (1+la-pD "), WN.
En particulier, T = O(h®) dans 2.(82(2%). It est alors clair que les v forment
une base hilbertienne dans un sous-espace fermé F' ¢ F. Avec la terminologie
de [HE-SJ],, on a aussi grace a (2.36) :
(2.39) d(EF) = O(h™.

Proposition 2.7. Pour h>0 assez petit ona F' = F et d (EF) = d (F,E) = O(h*9.

Démonstration. Il suffit de montrer que d (F,E)<1, car alors on sait (grace a
(2.39)), que d (EF) = d (FE) et que F' = ng(E) = F. Soit ueF, llull=1. Alors :

(2.40) u = (2mi)”" jm (z-P) ' udz.
h

De nouveau, comme : (z-P)~' = -R(z)+O(h®) et comme :
-R(z) = -Q, + Z(z-P)™" X+ O(h *), on trouve :
(2.41) u=3 7 X u+ O(h™.

donc dist(u,E) = O(h®) , ce qui prouve que d (EF) = O(h®).
H#

Grace aux propriétés (2.37), (2.38) on peut aussi introduire la base

orthonormalisée (e ) = (v ) v™'’? _ Comme dans la démonstration du lemme
2.3, on trouve que :

V722 LeR, R=(r, ) 1, g = O M (1+la=D ™M), WN.

Donc,

(2.42) e, = v+ % ot (1+la-pn~") \



3. Décroi jell

Pour commencer, on considére un opérateur un peu plus général de la
forme:
(3.1 P = (1-cos D)+V(x)
ol VeC(R) NL™¥(R). Soit geC'"' (R) avec ¢",9" L™ (R).

Ona: (1-cos D) = Z(Sin—'{ D)2. Donc,
(3.2) J;z‘”" (1-cos D)u @ dx = zfo2 (u,) G, dx,
ou U, = e"’/h u, uec:;0 et ou:

(3.3) Q= e‘p/hsin('; 5)e M.

Calculons cet opérateur pseudodifférentiel a la main, en utilisant que

(1« 1(5": '7%) 1
(3.4) sm(—z— D) = 57\e -e = 5 (T ps2-Tns2)
ou 1, u(x) = u(x-k).
On a:
sin( 5/2)e " "u)x) = (¥ M) P yxans2)- K2 Ihyhs2))2i

Utilisant que : ¢(x + %) = ¢(x) + ¢'(x)h/2 + O(h? ), uniformément pour xeR,

lhlg1, on trouve:
-¢/h

sin( D/2)(e u)(x)
- e"“”“[-zli(e' T 0 (), u- e 20 (), u].
) F
d’ou,
1, —gr2 . 1 /2
(35)  Q=5(e M +0(h))r_E -Z(J +o(n))r£,
2 2
ce que l'on peut aussi écrire :
(3.6) Q= A+iB+0(h)yt  + O(h)r, .
2 Vi
ou
0 . b 'y D
(3.7) A ch(—z—) sm[?) , B= sh(?)cos(-z—).
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Alors I'adjoint s’écrit :

* - _.
(3.8) Q*=A xB+O(h)‘t_h/2+O(h)Th/2 ,

. * _ * _ _ N
puisque A* - A,B*-B = O(h)‘l_h/2+0(h)1h/2. Revenant a (3.2), on trouve

(3.9) Re Jez */B(1-cosD) u U dX = 2Re(Q U¢|0* u,) =

2 2 2
= 2(llIA uoll - B u¢ll ) + O(h) lluq,II .
Pour pouvoir exploiter cette identité on majore :

1 '3 { 9
B uligZ lish(z=)t_, o ull+ 7 lIsh(G=) 7, 5 ull

/ 2
1 , 1 .
= zlish(r, , ¢72) ull+ Flish(x_, @'/2)ull.
Comme Sh(Tih/Z ¢'/2) = sh(g’/2)+0(h), on trouve :

(3.10) 1B ulig lish(g'/2)u i+ O(h)llu I,

donc :

(310 -UB u il > —f(sh ¢/2)* lu)* dx - Chilu li®.

Combinant (3.1), (3.2), (3.9), (3.11), on trouve :

(312) 2lich(¢/2)sin(B/2)u i” +J(v<x)-cn-2(sn;—')2 u,\* dx

<Re J-ez"/h Pu T dx.

cette inégalité reste valable si on remplace V par V-Rez et P par P-z. Comme
dans [IIE-S]],, on obtient alors la:

Proposition 3.1 Soit P de la forme (3.1), avec VeC(R)NL*(R). Soit geC'"' (R)
avec ¢', (p"eLoo. Alors il existe C> 0 tel que pour tout zeC et toutes fonctions
0sF+ eL%vérifiant

(313) V-Rez-Ch-2(sh ¢/2)* = F’ - F*,
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ona:

, S 2 1 2
(3.14) 2llch(¢’/2) sin(D/2) u‘vll +;II(F++F_) uwll
1 2
(F, +F_)

/h

pour toute ungo(R). Ici uv=e° u.

< ™ (P-z) ul| + IF. ul?,

Considérons maintenant l'opérateur de Ilarper :

(3.15) P=cos D+Acosx, A>0.

Par transformée de Fourier unitaire on peut échanger cos D et cos x, ce qui
revient, a un facteur scalaire prés, a remplacer A par IT Sans perte de
généralité, on peut alors supposer que AgI.

On fixe un €,>0, et on se propose d'étudier le spectre de P dans lintervalle
[1-2+€,,1+AL Pour i (=E) dans cet intervalle on définit les puits U, =U_(),
anz, comme dans la section 1.

On peut alors expliciter un choix des opérateurs Pu de la section 2 de la

maniére suivante : Soit 0<X, o) =X € CZO(U Uy(p)) suffisamment

I-A<pgl+d

grand, et posons : X_(x,§)=X(x-2na, , {-2na,) et :

(316) P, =P+2, X,

Alors P, se déduit de P, par translation de 2na et, pour 1-K+€0gu<1+l, on a:
-1
(317) Py (1) = Uy(p).
Au niveau des opérateurs, on a :
-1
(3.18) P, =T P, T, ,
ou T, a été introduit dans la section 1. L’étude du spectre de P, dans
[1+2-Ch,1+A] pour C>0 arbitrairement grand, est entiérement analogue 3 celle
de l'équation de Schrodinger en présence d’un puits ponctuel non dégénéré.

Voir B. Simon [SI], , Helffer-Sjostrand [III’.-S‘]]l . Dans l'intervalle

[1—l+so,1+1-Ch], on peut d'autre part appliquer les résultats de



30 B. HELFFER, J. SIOSTRAND

Helffer-Robert [IIE-RO]Z. On obtient ainsi le résultat suivant (qui pourrait étre
encore précisé) :

Proposition 3.2, Pour h> 0 assez petit, on a

simples, pi(h)-pi“(h) = h, 1+A-p (h) = h.

Dans la suite on " fixe " un p(h) = ui(h)(h), mais on verra que tout
marche uniformément par rapport a ce choix. Il est maintenant clair que l'on
est tout a fait dans la situation de la section 2 avec I(h)=(g(h)), a(h)=h/C_,
C0>0 assez grand. (Sauf pour le fait que I(h) ne tend pas vers (0), mais reste
dans un intervalle compact, ce qui ne change rien d'essentiel.)

Si pe [1-A+g,,1+2], alors -(P-p)=(1-cosD)+2A(1-cos x)-v, ou
v=1+1-p€[0,2-¢.]. Provisoirement on changera les notations en écrivant :
(3.19) P=(1-cosD)+A(1-cosx).

L'étude spectrale de l'opérateur (3.15) prés de pw(h) équivaut alors a celle de
l'opérateur (3.19) prés du niveau v(h)=1+A-p(h).

Soit Q, le disque de centre v(h) et de rayon a(h)=h/C, (C,>0 assez grand).
Onale:

[héoreme 3.3. Pour tout €>0 et Co>0, il existe C. >0 tel que pour tout zeoQ, ,
hgt/C, et tout geC'""' (R ;R) avec fe"1<C, et
(A(1-cosx)-v(h)-€),-2(sh ¢/2)% >0,

. -1 . s
l'opérateur (P-z) | 2 admette une extension bornée a

L comp

2= (u ;e'whu €L%(R)) de norme <C, /a(h).

L‘P

Démonstration, Soit U, =U_(k(h)), aeZ? et soit qu c R, , la projection de U, .

Cest l'intervalle fermé dans [Znal-n,Znal+n], défini par [I'inégalité

A(1-cosx)gv(h). Soit Ogeoec‘:(’]-n,n[), a support dans (x ; A(I-cosx)gV(h)+8)
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tel que A(1-cosx)+©,>8/2, -n<x<n. Ici §>0 est petit. Soit ©,(x)=0©(x-2nk).

On a alors : l(l-cosx)+z ©, > max(A(1-cosx),8/2).

On pose :

P= p+2i P, = l>+2i_k o, = P-eo,.

La section 2 s'applique aussi bien a Pk qu'a P et nous savons donc que pour h
assez petit (en fonction de §) on a II(Pk-z)'l lig2/a(h) pour z€aQ, . (La norme
étant celle de L(L? ,L2 ) si rien d’autre n’est indiqué.)

Pour P on peut appliquer la proposition précédente avec F_=0 et obtenir :

si 2(sh ¢'/2)% <(A(1-cosx)-v(h)-€), , €>0, lp"I<C, , alors :

RN
(3.20)  W(P-2) II_“Lngs) < Clg)

pour h assez petit et zeQ,.

En effet, de (3.14) on obtient :

llull , < CEONP-2z)ull ,, YueCy
Ly Le

et par un argument de densité on obtient alors (3.20) dans le cas ol ¢ est
constante prés de l'infini. Le cas général s'obtient ensuite en prenant une suite
‘(pi de fonctions constantes prés de !'infini qui converge vers ¢. On omet les
détails.

Etudions ensuite (Pk—z)-l de plus prés. Comme (Pk-z)(ﬁ-z)-'=I-9k(§—z)".
on trouve:

(3.21) (P,-2)"'=(B-2) ' +(P-2) "' 0 (F-2)7".

Prenant les adjoints en remplagant z par zZ , on obtient aussi :

(3.22) (P-2)"'=(P-2)7'+ (B-2)"" @, (P, -2)"".

Une substitution de (3.22) a droite dans (3.21) donne :

(3.23) (P-2)'=(P-2)'+ (P-2) "0 (B-2)"' ++(P-2) "0, (P -2) '@ (F-2)"".

Si ¢ est comme dans le théoréme avec €39, alors ¢=const. sur supp®, et on
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obtient :

(3.24) Il(Pk—z)' lII 2 2. < C(e)/a(h), ze aQy, h< 1/C(e).
L(Lg.Lg)
Pour aborder (P-z)", il nous faut un peu plus de marge et nous prenons €3 23.

Soit X, la fonction caractéristique de [2nk-n,2nk+7n] et posons :

(325) R, = 2(P-2)"'X,.

Comme on a un peu de marge dans le choix de ¢, on trouve facilement a partir

de (3.21):
. der ] Cle) (1 silj-kl<1
(3.26)  a ., = (P,-2)" ' 2.1l < x{ .
.k {3 k L(L%.L%) a(h e- cli- kl/Ch si |j-k|>2

Soit v=R, u, v;=IiX V"Lﬁ 2 uy= (X ulng .
: 2 2 N
Alors Ilvlliz -2 v; .llulliz -2 ujetona ngE ajy Uy. Vu la majoration
9 9 k

(3.26), on obtient :

(3.27) IR, 2. < C(e)/a(h).
L(LGLE)

2
[3d]
D’autre part,

(3.28)  (P-2R,=1-K.K=2 X ©,(P,-2)" ' X, .
j=k

et de la méme maniére que pour (3.27), on obtient :

(3.29) KN, , < 1/2,
L(Lg.Ld)
si hg1/C(g) et ceci avec (3.24) donne le théoréme puisque (P-z) "' =RZ(I-K)-I.
#

Corollajre 3.4, Pour tous £>0, C,>0, il existe C(€)>0 tel que

(3.30) gl 2 <Ce) , si 0<hg1/C(¢)

LLg L5,
pour toutes (pie(l"l avec lg"l<Cy, 2(sh((p'i/2))z<(1(1-cosx)-v(h)-€)+ et
9,=9, sur v Ui'

Ici Mg est le projecteur orthogonal sur l'espace F comme dans la section 2.
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Démonstration. Si e=2 ©,, on obtient comme pour (3.23) :
(P-2)"'=(B-2)""+(P-27'0 (F-2) ' +(P-0 "0 (P-2) 0 (F-1)7'
et seulement le dernier terme contribue i la représentation intégrale de g.

Comme la longueur de 3Q, est O(h) et a(h) ~ h on obtient alors (3.30) a partir

du théoréme 3.3.



Matrice di .
Soit P donné par (3.15) et soient p(h), a(h) comme dans la section 3.

Soient (p“eLz,t.q. :

(4.0) lig li=1, (P -p)g,=0,00 P =T, P, T,

Soient g_ € L? t.q.

(4.) (g,l9,)=1
-No
(4.2) lig I=Oth ™)
(4.3) X g N1=0(h" d(suppA,U) ")
uniformément pour Xeborné c Sg'o , d(suppX,U_)>€,>0.

Rappelons que les V=IIg @, forment une base hilbertienne dans F, et que
(4.4) (v, -9 M=0(h" (1+d(suppA,U) ")

sans restriction sur suppX

(4.5) X v, JI+ 11X ¢ l=O(hNd(suppx,U,) "),

si d(suppX,U,)>€,> 0.

Ona:

(TTg g,lvy)=(g,lvy)=(g lg) +(8,Ivg-0p),

et daprés (4.1)-(4.3) : (g,195)=8, 4+O(h" (1+la-p) ™).

D'apres (4.3), (4.4), on a (g lv, )=O(hN(l+kx-[3l)'N). Donc,

s~ %
N -N

(4.6) (l'lF galv',)=8a'n+0(h (T+la=Bl) 7).

Si (eu)=? est une base orthonormalisée de Vv ; alors :

_ N -N

v=e (I+(ka'p)), ka,“=0(h (1+la=Bl) ")

et (4.6) reste valable avec Vg remplacé par €

Autrement dit :

~

(4.7) M ga=eu+2 km'B e
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B,g = O" (1+ia-pn ")

On en déduit que (HF 3¢) est une base hilbertienne dans F.

Lemme 4.1 Soit (x,(h),§,(h))eUy((h)), b>0. Alors on peut trouver (x(h)§(h))
tels que | (x,(h),§(h)) - (x,(h).§,(h)) | =0 N et c(h) tels que c(h), c(h)™'

-N
=0(h 9 et tels que :
g(x.n)=c(h) exp + (i(x-x,(h)E(h) - > (x-x,(h) )?)
vérifie les hypothéses (4.1)-(4.3).
Dé .
(4.2) et (4.3) sont faciles a établir si g, a la forme indiquée avec :
I (x,(h)§,(h)) - (x,(h)§,(h)) | =0 et c(h) & croissance polyndmiale. Il s'agit

donc de vérifier (4.1), c’est-a-dire de trouver une suite (x,(h)§(h)) telle que
N
I (x,(h).§,(h)) - (x5(h)Eo(R)) | =0 et telle que :ITyy(x, £ )I>h ® soit vérifiée

avec :
(i(x,(h)-y).£(h)-b(y-x(h))? /h
(*)  (Tg,)(x,(h)g (h))=1e 0,(y) dy
=(9y) Vo(x () £(R)))

. 2
(00 V(x)y) := el H X =YV B -0 by =x) mr2)sn

Supposons par un raisonnement par l'absurde que ceci ne soit pas possible.
On trouverait pour tout Ny ,un |, €>0 et un point (x,8, Je Uy (k) tels que

pour une suite de h qui tend vers 0, on ait :
N
ITy,(x8)Igh ® pour 1(x,8)-(x5,8,)I<E, .

Le raisonnement qui suit est classique dans ['étude de la propagation des
singularités ( cf [S]]))

Si dist((x,§),U 4y 4))< €, O €,> 0 est assez petit, alors il existe {=t(x.t)e[-C,C/]
pour un C,>0 fixé assez grand, tel que (x(1)%(i))=expili (x%) vérifie

Ix(D(D)- (x gk )< € /2.
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On peut d’autre part construire v (x,§)(y)=a(t,y,h) exp i ¢(t,y,x,§)/h
t.q. Im ¢(t,y,x,£)> 0 avec égalité pour y=x(t), Im 9y y>0, (p'y(‘t,xt,x,§)=§l
vérifiant (h D +P -p)v,=0 , vti/‘_o=vO
Inversant la transformation de F.B.I (*) (voir par exemple [SJ1,(89 p61),
[HE-S]] 4 bour ce genre d'argument, on voit que :

N -N

o 1
((polviv) = O(h )

ou NI est une constante universelle.

N
Dautre part (@ v (x,8)) = (q)olvf(x,t))+0(h°°) donc T (x,£)=0(h o h pour tout

(x,£)e U, o +B((0,0),,).
Ceci est clairement impossible pour N, arbitrairement grand (car 9, est 0(h%
en dehors de Ug , et de norme 1).
#

On définit ensuite g =T_ g, . Ainsi (4.1)-(4.3) sont vérifiées.Dans le cas
A=1, un choix 'optimal semble étre de prendre b=1 et x0=§0 , car alors g, et éo
ont essentiellement la méme décroissance.
Soit GO()()=—;7 (x-xo)2 , C‘o(t):'z_b (i-io)z. Soit ®(x) la fonction croissante
continue telle que ®(0)=0, ®(x)=const. sur chaque Ui=l'Ix Ui.k (ot mn, estla
projection de U, sur I'axe des x ) et telle que :

cos(i9’) +Acosx -E; =0 dans R\UU,.

Pour faire le lien avec les fonctions poids utilisées dans la section 3, on
remarque que :
(4.8) 2(sh /2)*=(A(1-cosx)-F,), ,
ou F, est défini avant le Théoréme 3.3. On définit alors une distance dégénérée
sur les puits, par :
(4.9) D(x,y)=1®(x)-d(y)l.
De méme, on introduit Uk=IIg U, et la fonction continue croissante d avec

$(0)=0, d=const. sur chaque U, , cos £+2 cos i d'(§)-E,=0 dans R\UU, , ainsi
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que la distance associée :

(410) DEM=1d(&)- ().

Posons aussi :

(41) D" (xy) =min, D(x,U,)+D(U,.y).

Go(Y) +Dm(x.y) , on obtient a l'aide du corollaire 3.4 :
(1- €)Yy '/h
(4.12) Pour tout€>0 , lle I g,ll< C(e).

Si: Y(x) = inf, g
(Voir [HE-SJ],_,] pour des arguments semblables.)

On constate que Y(0)=0, ¥(2nk)> v Ikl pour un v,€]0,S ], ot §=D(0,2n) est
l'action horizontale, déja considérée dans la section 1. Pour 2nkgIxlg2n(k+1) ,
ona:

(413) ¥, (x)> min(vk+D(2nk,lxl), v,(k+1)+D(2n(k +1),Ix])).

Ceci résulte de : ¥,(x)=min, Y (U, )+D(U,,x).

Bien entendu nous avons des résultats analogues pour Mg g, en remplagant

¥,(x) par ¥,(x-2na,) et pour Il gm(t):(Zl‘Ih)"/2 J;— ixg/hl'IF g, (x) dx,

Go(m+ ) (&),
6" (e m)=min, DEU,)+D(U,1). On a ¥,(0)=0, ¥,(21K)> V,IKl, 0<V,<S,, 0u S, est

en remplagant Y (x) par V,(§-2na,), ou Y2(§)=inf“en
I'action verticale introduite dans la section 1.

Remarque 4.2, Si A=1, E;=2, b=1 on trouve que GO=GO>D(0,X) et donc
V‘=Y2=D(0,x), V,=V,=§,=§, dans ce cas. De maniére plus générale, si A=1 on
peut montrer que l'on peut prendre V=V, suffisamment grands pour que
certains arguments de cette section se simplifient. Voir I'appendice A pour

plus de détails.

2
Pour aB€Z”, on pose :

(4.14)  8(ap) = max (vjlo;-B;D).
j= 1.2

3 est une distance sur Z° , et on pose pour KeN :
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4.15)  8%ap) - min saa' )+ 8@V a Py 8!V p).
a-a“)q..-o“' l),‘3
13k
avec 8(0) =9.

A cause de l'inégalité triangulaire il suffit de prendre le(k,k+1). Remarquons
aussi que :

(416) 3" Pa,1<5®(ap)+5® .1,

(k)

Définition 4.3, Soit A=(a, p) , » keN. On dit que A=0(e™® ™) si, pour tout
" a,peZ

S(k)

e>0,0ona: lagl< exp((e-(1-€)d (a,B)/h), si 0<hgh(e)>0.

#

On montre facilement :

(417) Si A=0(exp-5*"/h), B=0(exp-5°"/n),

38 /n))

alors A o B=O(exp(-
(418) Si A=0 (exp—8(k)/h), k31 et si HeR alors pour h>0 assez petit on peut

définir (I+A)n (car IIAIIi est exponentiellement petite)
«

)
etona (I+A)u =I+)fA+0(eip—8(2k)/h).

(419) i A=0(exp-8*'/h) alors A=O(exp-5'/n), Vi k.

Changeant légérement la normalisation de g , on peut supposer que Mg g li=1.
Utilisar‘n (4.12), (4.13) et les majorations analogues pour II; g, , on obtient, pour

la base orthonormalisée de la base II;g, :
N —— -s(')/h
(4.20) U= T g (1+O(e ),

ce qui donne avec (4.12), (4.13) et leurs analogues pour Il g, :

(4.22) Pour tout €>0 :
(1-¢) rl (x-ZIIa‘) /h (1-9) tz(g—znuz) h
lle u ll+lle all<C e,

ou f, f, sont les fonctions paires définies par

(4.23) f(x)=min(vk+D(2nk,IxI),v,(k+1)+D(2n(k +1),Ix])),
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(4.24) £,(§)=min(v,k+D(2nK,[KD,v,(k+1)+ D(2n(k +1),Ig]),
pour x|, tlel2nk,2n(k +1)].
On s'intéresse maintenant a la matrice P/F dans la base (u ). Rappelons
que g =T g,
Lemme 4.4, 0n au =T u,
Démoanstration, Comme P commute avec T, on a aussi v, =T v, ol on a posé

v,=IIgg, . Rappelons que TyT, =exp(ihp,a )T ou (2n)?/h=2nk+h, keZ La

B+ *

base orthonormalisée (u,) est caractérisée par le fait que

Va=z S

B g Up

pour une matrice positive (S_.). Comme T, est unitaire la base orthonormalisée
o.p Y

\

de (T, v,) est (T, u ). Or, T, v, = exp(ih ¥, ¥) v ,, , donc

(425) T, v, = 2y explifi o, @) S,y 5.y Uy,

=2 8 lexp(ih Y,(a,-B,)) S

o sv.psy ) €XP(R Y B)u

B+y

Entre crochets apparait une nouvelle matrice positive et comme (exp(iﬁ Y2 Bn)

g w)p est orthonormale, c'est bien 'orthonormalisée de (T,v_)

Yoo Donc,

(4.26) T,u, = explih Y, o) u,,,

et, si on pose =0, on obtient le lemme.

#

B”Iu“,,). Donc

On a (Puglu,)= (T, PyyIT, u,)=(P T, uylT, u,)=exp ih Y,(B,-)(P u
la matrice de Pl est de la forme :
RI+W, W=(w, ),

ou

(4.27) w“'p=exp(iﬁ V,(8,-a,)) LARTIE

Ici la nouvelle valeur de p(h) différe par O(h®) de l'ancienne.

Comme (4.22) reste vrai avec u, remplacé par Pu,ona:
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(1)
(4.28) W=0( * ™).
Si V< Si cette estimation sera insuffisante, et nous allons maintenant
I'améliorer pour les W, p aVec la-Bl petit.
Grace a (4.27) il suffit de majorer Voo - Faisons I'hypothése de récurrence (II)

= (H.1.5):

1
(H.1) Iwq ol<C; exp[- -H(l-c) ;fnlu; ai(lajl)/h] ,

ol a;: N*-R, vérifie

(11.2) Ogai(k+1)-ai(k)<vi )
(I.3)  la(1)-a,(DIgmin(v,V,),
(H4) la(DIS;, j=12. '
(IL5)  a,(k)> €ok pour un €,>0.

Estimons d'abord :

(4.29) (P-pu, = .
U u-(zo‘fo)w"'0 s

. P -f/h . 2
Pour abréger, on écrira u=0(1) e si pour la norme L™ sur tout compact.

(1-¢) f/h
(]

/h _
Il =0(e* ), Ve>0. La contribution des termes avec B, =0 se
1

ull ,
L
-(a_(1)+ rl(x))/h

majore alors par :0O(1) e
La contribution des termes avec f, fixé =0 se majore par

-(a(Ip D+f (x-21p ))/h
ome 1! ! . Donc :
-F (x)/h
(P-p) uy=0(1) e ! ,ou:

F(x) = min(a,(1)+f,(x),ming , a(IB 1) +f(x-2np )).

B0
Grace aux propriétés (H2), (I13) on a pour 2nkglalg2n(k+1) :

F(x)=min(aj(k)+D(2nk,Ixl), aj(k+1)+D(2n(k +1),Ix])),
ou aj(k)=aj(-k), aj(0)=a,(1), al(k)=a,(k), k> 1.
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Cherchons maintenant une nouvelle estimation sur Wm_0 quand al:O, par
exemple pour a,>0. On écrit :
W o 0= ((P=p)uglu) = (X(P-puglu )+ (u l(1-X)P-p)uy) - (ugllP X]u ) =T+II+IIL.

Ici X=1;_,, avec 2€]0,2na,[ convenable a choisir.

Cas L, a;=1. On choisit A/2n=1/2 ce qui donne la méme majoration pour I et II :
I+11= O(1)exp(-min(a,(1)+v, ,a,(1)+S))/h). Aussi : IlI=O(1)exp(-S/h), car

supp[P-X]u, c [A-hA+h]. Donc, W, = O(1) exp(-min(a,(1)+v,S,)/h).

Cas 2. a est pair »>2. Si on choisit l/2n=a|/2, alors I et II ont la méme

majoration, mais pour III on trouve seulement O(l)exp(-vlal/h) ce qui ne

a +1

donne aucune amélioration. On prend A/2n= ce qui augmente la

2
majoration de I et diminue celle de II. On trouve

IIl= O(I)exp—(al(z—' )+v, L

-S)/h

1= O(1)exp-(v,(a -1)+S)/h.

Donc,

W o o= O(Dexp(~(min(S,+v,(a,~D,a,(5- )+, 5 ))/h),

o o
Cas 3, a, est impair > 3. On choisit )./211:2—'- = [2—']+% . Alors
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LII= O(l)exp—(al([:—'])+v|(oz|-[:—'] Nk

1= O(1)exp-(v,(a,~1)+S)/h.
Donc

o o

W, o= O(1exp-min(S+v,(a,-D,a,([- D+ (e,-[3-1v,)/h,

ce qui est aussi la majoration dans le cas 2.
Les mémes arguments marchent pour Wu.o et nous avons démontré

que si (a,a,) vérifie (H) alors (H.1) et (I1.4) sont vérifiées par (b;b,), ou :

b,(1)=min(a,(1)+v,S)

b(j)=min(a (L D+(-[LDv,S+(j=1)v), j>2
(4.30) b,(1)=min(a (1)+v,S,)

b,(j)=min(a,([5 D+ (-[5Dv,S,+(j-1v,), j>2

Pour assurer (H2), (H3) on prend bb, plus petits :
b,(1)=min(min(a(1),a,(1)) +min(v,v,).S))
b,(j)=min(a, (5 D+(-15)v,5,+ (-1)v)), j>2

(4.31) b,(1)=min(min(a,1),a,(1))+min(vv,),S,)

b,(j)=min(a, (5 D+(-[Lv,8,+(j-1),), j> 2

Proposition 4.5, Si (a,a,) vérifie (H) et si (b,b,) est donné par (4.31), alors

(b,b,) vérifie (H). De plus b, (j)>a,(j) pour tout k,j.

Démonstration. On a déja vu que (b,b,) vérifie (H1), (H4). Supposons par
exemple que S,<S,. Alors b(1)<b,(1). Montrons d'abord (H3) :

Si min(a,(1),a,(1)) +min(v,,v,)<S, alors b(1)=b,(1) et on a bien (H3).

Si  min(a(1),a,(1))+min(v,v,)>S, , alors b(1)=S et
b,(1)<min(a (1),a,(1))+min(v,v,)<S,+min(v,v,). On a donc (H3).

On constate ensuite que Ogb,(1)-a,(1)gmin(v,v,). D'apres (4.31) :
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b, (2)=a,(1)+v, , donc b, (2)-b, (1)=v, -(b (1)-a, (1)) €[0v,].

Pour j pair : b (j+1)-b, (j)=v, €T0,v,],

pour j impair : by (j+1)-b,()=a,([51+1)-a (L Deloy,].

Donc on a bien (H2) pour (b,b,). Il reste seulement a montrer que b, (j)<a,(j).
On I'a déja fait pour j=1.

Pour j>2: bk(j)=ak([i7]+(j-[i;])vk> a,(j) a cause de (H2).

Faisons maintenant plusieurs itérations selon (4.31) en commencant par
exemple avec a,(j)=min(v,V,))j.
Supposons que SI< Sz (c'est le cas Agl). Si on regarde d’abord uniquement
ak(l), on voit qu'au bout d'un certain nombre d'itérations on arrive a un (a,a,)
qui vérifie (1) tel que a,(1)=S,, a,(1)=min(S,S,+min(v,v,)). Aprés encore une
itération, on obtient les mémes valeurs pour al(l),a (1) pendant que
a,(j)2S,+v,, a,(j)>a,(1)+v, pour j>2. Il résulte aussi du cas 1 ci-dessus que ,
si 0t|=1, alors :

—(S+v )/h

(4.32) W, o=~ (uyllP.X]lu )+ D(1)e ot

Sia,=1, ona:
-min(S +v .252)/h

(4.33) w, o=-(8,l[PX]u )+ D(1e
Ici X=1)_g, o

Pour résumer ; on a la :

Proposition 4.6.Soit pI+W, W=(w“_a) la matrice de Pl pour la base

orthonormée (u,). Si S,<S, on a (4.28) et :
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( ~-(S+¢ )/h

Oe ' ° sild »2
e

A S/
(4.34) W, o= 1 O(1)e

R -min(Sz.S'J: to)/h
O(le sila,l=1.

Ici €,> 0. De plus, on a (4.32) si =1, et (4.33) si a,=1.

si loyl=1

#



5. Ltude de w, , pour llall=1.
On suppose toujours que S<S, (c’est-a-dire que Agl). Utilisant la

Proposition 4.6 comme aprés (4.29) on trouve :

-F (x)/h
(5.1) (P-pu=0e ',

(52) FPuy=0me 2

ou :

(5.3) F(x)=min(min(S,S + t»:o)+fl(x).minl,l,O S,+f,(x-2nB))),
(5.4) F,(§)=min(S,+{,(§),min(S,+€,S,) +min £,(§-2np)).

B0

Ecrivons U,=[-p1,), et rappelons la définition de D(0,x) dans la
section 4. Comme D(0,x) vérifie une équation eiconale dans Jp,,2n-p [, on peut
étendre D(0,x) en une fonction holomorphe définie dans un voisinage complexe

de cet intervalle.

Proposition S.1. 11 existe €,€,> 0 tels que :
(5.5) lug(x,h)I<C, e~ (ReD(OX) - )/

pour tout €>0 et tout xeB(py+€,6,) = (x€C; Ix-pL -gl<€)).

Démonstration, On utilisera assez librement ['analyse microlocale analytique

développée dans [S]],. Soit :

(5.6) Tu(x,h)=h """ Jei’(x'y) M a(x,y.h) uly) dy

une transformation de FBI qui permet de microlocaliser u dans un voisinage
de U, o) Plus particuliérement, on prend (p(x,y):i(x-y)z/Z, a=Cste.
Soit ®,(x), xeC, le poids strictement sous harmonique associé, donné par

®,(x)=supp,  g-Im ¢(x,y)=-Im (p(x,y,(x))=(lmx)2/2, ol y(x) est le maximum
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non dégénéré de -Im (p(x..)ln . Avec un choix convenable de a=const., on sait
y

alors que T est unitaire :
-e /b
L3(R) -H, (C)=(u ; C -C ; u est entiére et ue eL“(CL(dx)), ou L(dx) est
o

la mesure de Lebesgue sur C. Pour Tu, on montre a l'aide de (4.22)-(4.24)
que Tu,=0(1) dans H,,(C), ou &'>®  est une fonction continue sur C, qui
coincide avec ®, dans un voisi‘hage arbitrairement petit de ﬂx%T(Uo'o). et qui
vérifie : ¢'(x)—<l>0(x)=%-lxl pour Ixl>C,; C,> 0 suffisamment grand.

o

(X

% (x,y)), est la transformation canonique associée a T.

Ici, KT(y.—:—; (x,y)) —(x

On peut alors récupérer u, par :

(5.7) ug(y.h)=h" 174 _LV) e iex /by (g uy(x,h)) dx ,

ou b est une constante et T(y) est le contour (x ; y(x)=y)=(x ; Rex=y), et on
voit que u, est holomorphe dans une:bande autour de R, et que pour tout
voisinage Q de l'lx.%T UO'0 il existe un voisinage complexe Q' de UO , tel que u,
est déterminé modulo O(exp(-l/C0 h) ) dans Q' par Tu, dans Q. Par rapport a
la formule d'inversion (5.7), on remarque aussi que :

(5.8) Im ¢(x,y)+®(x) ~ly-y(x)I* ~dist(x,T(y))?,

ce qui explique le choix de contour dans (5.7).

Rappelons aussi  cf (5.1) ) que (Q-p)Tu,~0 dans Hgoc (Q)ou:
[¢]

Ili“ (Q)=(v=v(x,h) ; v défini sur Qx]0,h ], v holomorphe en x et pour tout
o
(¢0(x)+ €)/h
K cc Qettout £>0, il existe Cg >0, tel que : Iv(x,h)lsCK'c e , xek).

On dit que v~0 dans Hioc (Q) si pour tout Kcc Q, il existe €(K)>0, et C(K)>0

o
(00()() -¢K)/h
tels que : Iv(x,h)IgC(K) e ,xek.

Ici Q est une réalisation convenable de ['opérateur h-pseudodifférentiel

analytique classique qui formellement vaut TPT™ .
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Examinons d'abord le cas ou 1-2+g,<pg1+A-3, ol 3>0 est petit, mais
fixé. Dans ce cas Y”= der nfo'TUo.o("')' est difféomorphe a un cercle et par une
méthode de déformations non-caractéristiques (comme par exemple dans

[SJ]1,, voir aussi plus loin dans cette démonstration), on obtient aprés

Loc

diminution de Q, que Tu,ell, (Q), ou ¢ est 'unique fonction harmonique

définie prés de \l'l , qui vérifie
(5.9) @y ~dist(,Y,)”.
Ici l'existence de & est donnée par le théoréme de Cauchy-Kowalevski ; que
I'on a (5.9) et pas seulement <1>0-<I>=O(dist(.,'V")2 ) résulte ensuite de la stricte

sous-harmonicité de & -®. Dautre part q(x % %%)—u est une fonction
holomorphe qui s'annule sur Yu et donc identiquement.
D'aprés (5.8), (5.9),on a :

Im @(x,y)+®(x) ~ -dist(x,Vu)2+dist (x ,I‘(y))z,pour x voisin de x =TT, K ((,,0)).

Dans les coordonnées t=Rex-|,, s=Imx, on a Y.. défini par :

t+als)s’ =0;a(0)>0, et r(u+y). défini par : t=y.

On trouve alors :

£(t,5,Y) = 4o Imq)(x,y+u)+<l>(x)=a(t,s,y)(t-y)2 -b(t,s,y)(t*«cz(s)s2 )? avec ab>0.
Pour y<0, on a les deux points critiques (de col) donnés par :

t=y, y+a(s)s>=0, que l'on note (y,s+(y)).

Calculons les dérivées :

%:25&-}')—26 . 1, avec a(0)=a(0), b(0)=b(0), T=(t+a(s)s®),

=-2b - =-4b als)s a(0)=0.

asat s ’
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2 ~
2L =-2b(35)% =-8b(a(s)?s” =0(s” ).
s
SR
Comme f est harmonique ; —t =0, on a aussi :
a as
2
ar

— =2(3-6)=0(s*) pour t=y, {=0.
EAs

En particulier pour y=0 on obtient : a(0)=b(0). Pour t=y, {=0, on a :

(510) £ ) ws)=-4b als)s (7 §) +0O(s*)

f" admet donc les valeurs propres + 4b ('3ts+0(s2 ), avec des vecteurs propres
associés : (1,1) +O(s) respectivement (1,-1)+0O(s).

Comme a(0)=b(0), il est clair que f(t,5,0) s'annule a l'ordre au moins 3 en (0,0).
Comme dautre part " o (, <) s'annule au plus a l'ordre 1, on voit que ['ordre
d'annulation de f(t,s,0) en (0,0) est exactement 3.

Ecrivons maintenant :

f(t,s,y)=f(x,y)=-Im F(x,y), ot F(x,y)=-¢(x,y+p)+®(x),  holomorphe avec

-Im $(x)=®(x), $(0)=0. Alors F(x,0) s'annule i l'origine exactement a l'ordre

3 ; et les points critiques de x — F(x,y) coincident avec ceux de f(x,y); soit

2
x(y)=0(y) le point ol %(..y) sannule. Alors :
ax

F(xy)=73 Axy)(x-x(y)*-B(y)(x-x(y))+C(y), B(0)=0, C(0)=0
On sait en plus que %57 (0,0)=0, ce qui entraine C(0)=0.
Alors : BXF=~A(x-x(y))2-B(Y). A(0)=A(0), et on trouve les points critiques

x+(y) par :
(xi(y)-x(y))=_t»/Blyi/K.

Pour y<0 , ces points coincident avec ceux déja trouvés, ce qui entraine :
B(y)=BA(0)y +O(y?), B> 0.
Alors : x+(Y)-x(y)=;t ivB v -y +0dyl.

Pour y<0, on trouve les valeurs critiques :
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Fx, (y)y)=+ 242 (/F /=7 )% £ B A)y i/F /=y +O(y*)

=+ Ago By B /Ty £ B Ay iVF YTy +O(y?)
=- 2(x A0 By VB /-y +Oly*).

Sachant que cette quantité doit étre réelle, on obtient : A(0)=-ik, ke R\(0).

Pour déterminer le signe de k, on regarde ai F(x,y)=2A(x-x(y)), A(0)=0.

Pour x=x+(y), on trouve :
92 Flx, (y)y)=-2i k i/F /=y +Oly) =+2k /=F /=¥ +Oly).

Donc :

~Im(+2kvV-pV -y z2)=Im—4k'/TB_f-_§71 Re zImz =-4k V-B/ -y Re z.Imz.
Comparant avec le calcul précédent du hessien de f, on trouve k> 0. On a donc :
F(x,y)=_—is—k (l+O(Ix,yl))(x—x(y))3 +ik [S(y*rO(y2 ))(x-x(y))+0(y2 )

avec k,8>0.

Pour pouvoir déformer le contour T'(p+y) pour y>0, on sintéresse aux zones
ol -Im F(x,y) est <0. Regardons dabord le terme cubique :

-ik 3 k

~-Im 3 X =3 Re x° qui est <0 dans les secteurs marqués du signe - :

Pour y>0 on a les points critiques x+(y), donnés par

x+(y)-x(y)=:r_ VB vy +O(lyD), et la valeur critique en x+(y) est %i K Dm yy2

+0(y), tandis que ;ai F(x+(y),y)=-2 ik VBVy +O(y).
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Ici -Im -2 i k VB VY 2z =2k/B Re z? , pour lequel on a le diagramme :

Pour y>0 petit on peut maintenant déformer le contour T'(p+y) dans un petit
voisinage de 0 pour obtenir un nouveau contour I(p+y) qui passe

verticalement par le point col x+(y) et tel que :
-Im F(x,y)< -Im F(x+(y).y) pour xef(p+y)
avec égalité seulement pour x=x+(y) J(voir Sjostrand [S]], et Laubin [LA]

pour plus de détails dans des situations analogues).
Par ailleurs, c'est un exercice en géométrie symplectique de voir que

F(x+(y).y)=iD(0,u+y), et si on remplace I'(y) dans (5.7) par I'(g+y), on obtient

(5.5) pour x=p+y avec ly-gl<eg,, y réel. Quitte & diminuer €, , on obtient
ensuite (5.5) pour x complexe, a l'aide des arguments du chapitre 2 dans [S]],.

Dans le cas ol p=1+A-v, avec V3 0 trés petit, on choisit une transformation de
FBI T de forme générale, qui permet de microlocaliser u, dans un voisinage de

(0,0), indépendant de p, tel que si Q désigne le conjugué formel de P, alors :

-(Q-p)=Ph-v
ol P a comme symbole principal :p(x,£)=i a(x,£)x.t , ¢o(x)=‘;lxlz,
Y
A, t:ii ﬁ:i/i. a(x,x/i)>0 et 'Y“=l'1x Ko U(O.o,(u)=(){e(l,z:l(x,fr/i)lxl2 =v);

[}

¥, est donc approximativement un cercle de rayon YVv7a(0). Les
caractéristiques complexes de P sont données par x.t=0 et celles de p-v par i
a(x,x)x.t=v.

Pour x a l'extérieur de Y” ,on a lez'—c /v et on suit I'’équation pour les
caractéristiques comme : i a(x,t)t:—} .

Comme le second membre est petit (<C/V, ), on a une solution E=§(x.—;— ), ou
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) 1
§(x,s) est holomorphe, §(x,0)=0, 55 §(x,5)l_ o= o) - Donc:
2
§(1.§)=Trx_m +O(|%i ).
. . E) N
Soit ¢ la fonction harmonique avec =9 sur Y“ telle que : —|2- -ﬁ =§(x,—§ )a
I'extérieur de Y".
Comme arg 1/x=argX, on trouve pour V assez petit et x pas trop grand a
I'extérieur de Yu :
90 2 a'bO
22 2 )

(5.10  arg(} 33) =~ arg(T 33

Soit XGCEYQ) une fonction radiale du type :

[ S

S\

o

et posons : & =® -t X(x)(P,- D).

30
Ici Q est un petit voisinage de 0. Montrons que pour Ogt<1, (ﬁ—v)(x,TZ“l):O

pour x€Q N extérieur de Y" =det Q.

1° Dans la région ou X=1, on trouve : & =(1-t)® +1d ;

20
utilisant le fait que IWQ I> I%;l a l'extérieur de Y , on trouve :
o
2 aol 2 000 2 3% 2 9%
T W=(1't)TW+ti—3—x’= T sit=l.
3, 20
2° Si X=1, on utilise (5.11) et le fait que | 37— I>>1 55| . Alors,
2 ad’l 2 300 2 9% 2 X 2 0
T o3 =(U-X) T 57+ T 53 )HUP-P)- T 53 )= T 3%
XS
- . ) 20 0
en utilisant aussi : 0gtX<1 et : arg(- % % )~arg(> 3% )~ars( .l )

Par le principe des déformations non-caractéristiques, on obtient de

e P . . .
nouveau que Tuoe Hooc (). On répeéte ensuite essentiellement le méme

argument que précédemment ; d’abord si v=0, alors ®=0 et TueHg,oc (Q). On a

Imq)(x.y)+|xl2 /2 ~ clist(x,l'y)2 et on en conclut que x —»Im ¢(x,0) a un col en

x=0. Si on remplace 0 par y>0 ce col bouge et quitte 0. Si on [ixe y >0 assez

petit, alors pour O0gF, assez petit, x —»Im ¢(x,y,)+®(x) a un col a l'extérieur de
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Vg . Ceci termine la preuve.
o

#

Nous aurons aussi besoin de minorations pour u, . Le cas le plus délicat
pour obtenir ces minorations est celui ol p=1+2-v, vel[0,8], §>0 petit.
Reprenons la preuve de la Proposition 5.1. Soit x, proche de mais a I'extérieur

de ¥ . On sait donc que Iv(x,h)I<C_ exp(®(x,)+€)/h pour tout £> 0. Soit f(x)

1+4-8

une fonction holomorphe dans QN extérieur de Yu , 14A-8gpug1+A, telle que
-Imf=®. En général Ref sera multivaluée. Alors dans tout ouvert relativement

compact dans QN extérieur de YHL—-& ,on a

if(x)/h ¢ oc

(5.12) v(x,h)=b(h)a(x,h)e modulo équivalence dans I,

oU a est une réalisation d’un symbole elliptique analytique classique, qui
s'obtient par des constructions BKW standard, vérifiant a(xl,h)=1, et b(h)

b ves0.

vérifie Ib(h)l<C, e
Si I'ouvert ol on travaille n’est pas simplement connexe, a (et f) sont en
général multivalués , et formellement, les " wvaleurs spectrales " v sont
déterminces par la condition que a ei”h n'est pas multivalué. Pour montrer

(5.12), on construit dabord a avec les propriétés ci-dessus, tel que

(BP-v)(a ¢ "'™) ~ 0, et pour montrer que toute solution de (B-v)(v)~ 0 dans
oc Loc N R R .
H, , VeH, posséde la structure (5.12) il suffit essentiellement de

-il/h

remarquer que l'opérateur u —e (B-v)(a e' "™ u) est de la forme B D, ou B

est un opérateur pseudodifférentiel d’ordre 0, elliptique prés de A,

€/h
, pour toutes les valeurs

Lemme S.2. Pour tout €50, on a lb(h)l;'c— e
€

possibles de v(h)=1+A-u(h) dans [0,8].

Démonstration. Si on suppose le contraire, alors il existe une suite hi -0 et

pi=1+1-vi(hi)e[0,8] t.q. Vi(hi) -V, et €,>0, C >0 tel que pour le b
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correspondant :
'to/h’
(513) Ib(h)l<Coe ° .

Sivy>0, la représentation (5.12) reste valable dans un voisinage de Yu (avec
0

uo=l+l-vo), et (5.13) entraine que IvI<C, exp(<1>o-€|)/h dans un tel voisinage,
1

. . R ., 2 .
ce qui contredit le fait que u, est normalisé dans L~ et microlocalement
concentré en Uo_0 .

Si Y0=0 on utilisera le principe du maximum ;soit I=0W un cercle avec :

Alors :
(¥-¢)/h
(5.14) IvigC,e °  surT.

WOV .5

Soit @ la fonction harmonique dans W avec q’rlr = . Alors, par le principe du

maximum :
(ol_-c )/h
(5.15) IvigC,e °  dans W.

Soit d'autre part, ® la fonction sous-harmonique dans W égale a & 2a
I'extérieur de \I‘l et égale a &, a lintérieur de Yu . Alors <1>r—§> est positive,
i i

égale a G(-AQ, 1

int(y )),00 G est le noyau de Green du domaine W. Comme le
Bi

noyau de Green a une singularité logarithmique, et comme A<l>0 1 0

int(y .)_'
]
dans L?, 1¢p<oo quand j »oo , on voit que d>r-&> -0 dans L%(W).

Pour J assez grand, on a donc :
-t /2 /1'5 - /2) /h;
(o ) . (o € )

|Vil< Coe <C,e dans W

ce qui donne une contradiction comme dans le cas précédent.
#

Utilisant le lemme, (5.12) et le fait que u, prés de y, est décrite par une

intégrale de col avec un chemin d'intégration qui reste a l'extérieur de Yg ,on
o

trouve la :

Proposition 5.3, Soit Yo> I, assez proche de By - Alors dans un voisinage
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complexe de Yo.O0na:

-(Re D(0,x) + €)/h

(5.16) luo(x,h)l>—'c— e , pour tout €>0.
c

#

Nous avons en [ait démontré un peu plus. Dans un voisinage de y,,on a:

(5.17) Uo(xrh)=b(h)a(x,h) e D(0,x)/h i

ol a est une réalisation d’'un symbole analytique elliptique classique d'ordre 0
avec a(yyh)=1et:

(5.18) Ib(h)I+1/Ib(h)i<C, '™, ve> 0.

(uniformément par rapport a L comme dans 1°).

Remarque 5.4, Tous les résultats ci-dessus restent valables pour U, avec les

modifications évidentes.
-4

Par la méthode BKW analytique (voir par exemple [S]])), on peut étendre a
comme symbole analytique classique a un voisinage complexe de [yo,n], tel

que si :
(519) v (xh)=b(h)a'(x,p) e POX7P
ou a’ est une réalisation; alors :
-(Re D(0,x) + to)/h
(5.20) (P-p)v,=0(1) e , pour un €,>0.
-(ReD(0,x)+ ¢ )/h
On a aussi : uy-v, =0(1)e dans un voisinage de y,,

et si on combine ceci avec (5.20), (5.1) et (5.3), on trouve :
- Co/h

D(0,x)/h
0 (]

(5.21)  Wuy-vyle Il <
o "o L(lyq- £+ £))

pour un €,> 0. Nous avons une description analogue pour U, dans
[-m-€4-y,+€l, ainsi que pour 4, Etudions maintenant w, . pour a=1. Les

arguments menant a (4.32) donnent aussi :

-(S +¢)/h
(5.22) Wy, =-(u([PXu)+Ofe '

), pour x=1 It-nige, .

~oo,t] *

Comme :[cos f).X]=';(lh_Hh| L PR 1_p), on trouve avec a=(1,k) :
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t+h

del
(523) Ik(t‘) : - (U(O.o)l[p.x]U( l.k))- = J’ Qk(x,h)dx-
t

(524) @, (x,n)=7F (U )(X) U (Z-R) -y o)(x-h)u, (x) ).

Montrons d'abord que ¢, est h-périodique modulo une erreur

exponentiellement petite ; on a :

&, (x+h)-,(x)=7 (uy (x+h) U, (X) -uy ((x) U (x+h)

(5.25) =Ug o(X) U (X=h) + uy (x-h) v, (x))
=(cos(Dlug o) U, ~ug o(cosD Iy, 7).

Ici on utilise (5.1) sous la forme :

cos(Du =(-2 cosx)u +r, , ou: r, =0(1) exp(-F(x-2na,)/h).

Comme A, sont réels :

(5.26) @, (x+h)=® (X)=r(y 0 Uy ~Yio0) Fik) -

Utilisant aussi que u, = (1) exp-f,(x-2na,)/h, on obtient au sens des normes
L':

(527) @, (x+h)-9,(x)=0(1) exp-F(x)/h, 0<x<2m,

ou :

(5.28) F(x)=min(F(x)+f(x-2n),F(x-2n)+f(x)).

Comme F(x)> Sl pour 0<x<2n, on obtient au sens Ll :
-(s‘no)/h
(5.29) &, (x+h)-®, (x)=0(e ), Ix-mIgE, .

On retrouve alors le fait que I (t) est indépendant de t modulo

O(exp-S,+€,)/h) pour [t-nIg€, Puisque :

(530) @, (x)=e M0

®,(x) . exp(-ikh)
a cause du Lemme 4.4, on peut approximativement considérer I,. exp (ikh)

comme le k~-iéme coefficient de Fourier de o, .
- (sl+ co)/h
Proposition 5.5, 11 existe €,> 0 tel que I (t)I<C e ) pour k=0, [t-mig€, .

Démonstration, Utilisant (5.19), (5.21) et les résultats analogues pour U(.0) » ON
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~(S+¢)/h
voit que modulo une fonction =0O(e ' % )dansL' ,ona:
-S /h
@ (x,h)=c(h)d(x,h)e ! dans un voisinage de x=n,

ou maintenant $,=D(0,2n) avec D dépendant de p, lc(h)l+|1/c(h)I<C_ et/h , Ve>0,

et ou d(x,h) est une réalisation d'un symbole analytique classique d'ordre 0.
-¢ /2h
Utilisant (5.29), on voit que : d(x+h,h)-d(x,h)=0(e ® ). Ecrivant :

d(x,h)~d,(x)+d (x)h+.. ,on en déduit que

do(x+h)=d(x)+(d(x+h)-d (x))h+O(h* )=0, et donc : d'o(x)h=0(h")

c'est-a-dire d’o(x)=0. Itérant cet argument on trouve que dk(x)=const. pour
-t /h

tout k. Donc d(x,h)=d(n,h)+O(e ° pour un €,>0. Donc (avec un nouveau
-(S+¢ )/h 1
€,>0) on a @ (x,h)=9 (n,h)+O(e ' % HdansL ([n-g,n+¢€)), ce qui donne
la Proposition, v (5.30).
H#

Indiquons une deuxiéme démonstration . Utilisant la Proposition 5.1, on
- (S|+ to)/h
constate d'abord que modulo un terme qui est Of(e ) et qui sera

désormais négligé, on a @ (x,h)=0(1)exp(-S,+€)/h pour tout €>0 dans un
voisinage complexe de 1. Combinant cette estimation avec (5.29) et quelques

arguments simples (essentiellement le principe du maximum) on constate que
sl /h
(5.29) reste vérifiée dans un voisinage complexe de II. Si w=e ¢0, on a donc,

wellgoc ,(expiD -1)w ~0 dans Hgoc . Comme (e'?-1)=Q(D)D, ou Q est

elliptique dans un voisinage de Ay £=0, on déduit du calcul pseudodifférentiel

complexe (voir [S_]]l), que Dw ~ 0 dans Hgoc , Cest-a-dire ¢, est constant

modulo O(1)exp-(S,+¢€,)/h.
H#

Il résulte de la preuve de la Proposition 5.5 que I (n,h)=-h® (n,h) modulo une

erreur O(l)exp(-(S|+£0)/h). D'aprés (5.19), (5.21) et les résultats analogues pour
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-D(x,2m) /h

Ui 0) (que nous décrivons par bB(h)a(x,h)e dans un voisinage de x=n)

on obtient modulo une erreur O(1)exp(-(S +€,)/h) :
-(D(0,x)+D(x-h, 21 ) /h

(5.31) @4(x,h)=5b(h) B(A) (a(x,h) T(x-h,h) e
-a(x-h,h) me—(b(o.x- h)+D(x,2m))/h ).
Comme D(x-h,2n=D(x,21)-D',(x,2m)h+O(h* )=D(x,21)+D',(0,x)n+O(h*),
ona: D(O,x)+D(x-h,2n)=Sl+D',;(0,x)h+O(hz ) et de méme :
D(0,x-h)+D(x,2m)=5,-D’,(0,x)h+O(h*).

Si on note a,(x)=0, 50¢0 les parties principales de a et a, la parenthése de
-S /h
(5.31) devient :-e ' a (x) T (x) (1+0(h)) sh(D’,(0,x)),ce qui donne :
-S /h
1

(5.32) I (mh)=he bo(h) by ay(n) &, (n) (1+O(h)) sh(D’,(0,1)).

Comme b vérifie (5.18) , on en déduit :

(5.33) Pour tout £>0, il existe C_ >0 tel que :
—(Sl+ €)/h -(S-¢)/h
C e glly(n,h)I<C, e

€

On a les résultats analogues pour :
(5.34) [()==(0, ,)l[PX]0, ),

et en particulier :
-(S +¢ )Mh
(5.35) Ifi(t)lsc e 2 ° It-nlge, , j=0, pour un g, >0
-(S +¢)/h -(S -€)/h
(536) c_'e ?  <ll(mpligCe * ,ve>o.

Combinant la proposition 5.5, (5.35), (5.33), (5.36), (4.32), (4.33), on obtient : ‘

Proposition S.6. On suppose S,S 52 . 11 existe €, 0 tel que

-($ +¢ )/h
(i) w“'0=0(e ) silal+la,l> 2
_ -(S +¢)/h -(Sl-c)/h
(ii) C. e glw(i l,0),0l<c€ e , pour tout £>0
—-(SI+ to)/h
(iii) SiS,>S,+¢, , alors : Iw(o’tl)'olgcoe s

etsi: S <S,<S,+¢€, , alors, pour tout €>0 :
-(S +€)/h -(s -¢€)/h

(0.+41),0'<% €

2
Cc e <lw



6. R lisati
On va voir ici que l'analyse de (P-p)l.=W=(w, ;) meéne essentiellement 3 une

nouvelle équation de Harper. Posant Y=-B dans (4.27), on obtient avec

f(u):wa'oz
(6.1) wu.p=exp(ih B(a,-B,)) f(a-B)
Comme W est hermitien ; w ap =Wpe-ona:

(6.2) f(-Y)=exp(ih ¥ ¥,) T(V) .

(6.1) montre que W peut étre considéré comme une convolution dans les
% %
variables a, . Si, a la place de (1.9) , on avait défini T comme ™ T ,u

o
serait remplacé par v’ = exp(ih o, @,) u, .
Dans la base u’ on trouve la matrice unitairement équivalente a w ;

w'=(w'u ), ou :

B
(6.3)w'u_5=((P-u)u’u,u'“)=exp(iﬁ(B,Bz-alaz)wu.fexp(—iﬁal(az-ﬂz)) fla-p).

w' agit donc comme une convolution dans les variables a,. Pour avoir des
notations un peu plus naturelles, on travaillera avec w’' plutét qu'avec w. Il
sera commode de faire une transformation de Fourier inverse par rapport a a,

et on introduit donc l'opérateur unitaire G,: 12(z%)-L%@Zxs") par :

ia 0
u(a) e

(G, W 0)=2,
2

W' est donc unitairement équivalent a w : L? (ZxS"' ) -»L? (ZxS' ), donné par :
(Wu)(a, 8)=2 pez K@ £,0) u(B, 9= (K, u.o)(a,),
ou :

(6.4) k(a, B,8) =2, ., f(a,~B,Y,) expli V,(6-F o)
2
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Si g(a,,8)=(G,[)(a,8), alors (6.4) montre que :

(6.5) k(a,.8)=g(a,-B,6-ha).

Supposons maintenant que O< fi<2n . Cette formule montre que le spectre de
W est déterminé par le spectre de sa restriction a Zx[0,R[. Cette restriction
peut s'identifier & un opérateur Q : L3(R) -L*R) par la substitution

x=-(6- Ea‘), y=-(0-l~1[i‘). Le noyau distribution de Q est alors de la forme :

(6.6) 2 g(k,-x) 8(x-y-kh).

c'est-a-dire :

6.7) Q=2,.,8(k-x)1,, =2, g(k,-x) exp(-ikfiD),
et en utilisant la définition de g :

(6.8) Q=22 f(kj) e 1* exp(-ik D).

Ceci donne Q sous forme d'opérateur pseudodifférentiel classique (avec petit
paramétre fi) ; nous préférons cependant la quantification de Weyl : si a(x,t)

est un symbole (par exemple de classe S°) nous posons :

(6.9) op" (a)=(2mA)™ _ﬂexp(i(x-y)e/ﬁ) a(=¥.0) uly) dy de.

On voit que :

(6.10) 0p (e'®** *¥) e (2% exp(ibhiD) o e ¥ 2 * zexpliabi/2) e'™ exp(ibiD).
La substitution dans (6.8) avec a= (-j), b=-k, donne aprés permutation de j
et de k :

(611) Q=2 2 (k) exp (~ijkh/2) exp(-i(kx+jt)

Vérifions directement que Q est autoadjoint, c. a. d. que Q(x,t,h) est réel;le

terme"~j,-K" du (6.12) est d'aprés (6.2) :
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f(-j,-k) exp(-ijkh/2) exp(i(kx+jt)) = T(,k) exp(ijkh/2) exp (i(kx+jt))

= conjugué du terme "jk".

Remargue 6.1 Dans le cas A=1, 'opérateur P= cos D + cos x est invariant par

conjugaison par la transformation de Fourier th ,0U:

(613)  F,ug) = (2nn)"'"? fexp(-ixt/h) u(x)dx.

On montre facilement que :

(614) &, T, = exp(-ifm‘az) Th T3e(a)

ol F(x,%)=(g,-x) est la transformation associée a &,

Montrons que l'on peut s'arranger pour que Q = & . Q. ffﬁ—' :

Quitte a remplacer g, par un normalisé d'un des quatre vecteurs

3

Kk k
> i F g , j=01,23 (dontla somme vaut4g),
k=0 h 0 0
On pourra supposer que ?h 8, = W,8, , avec lw =1

Cette modification ne géne pas les arguments que nous avons développés
jusqu’a présent. On a :

F Vo= F, TV, =exp(-ihaa,) T%(a) Fp, v, = 0, exp(-ihag,) V(@)
Comme dans la démonstration du Lemme 4.4, on montre ensuite que :

(6.15) Fpu, = 0, exp(-ihaa,) Ura)

ce qui entraine :

Wep= ((P=wuglu) =((P-p) & ug Fpu )= exp(ih (o@,-BB,) W:xe(a)-.%([})
d'ou :

(6.16) fla) = exp(iha,) f(x (a)).

Combinant ceci avec (6.2), on voit que £(1,0)=£(0,-1)=f(-1,0)=£(0,1) €R.

L'opérateur ffﬁ_l Q Fp estle fi-quantifié de Weyl de :
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Qo x (x, &)= Q(§,-x) et daprés (6.12) :

QE,-x) = 2 2 f(jK) exp(-ijki/2) exp(-i(kE-jx))

= 2 2 f(-k,j) explijkfi/2) exp(-i(kx+ )

Posant a=(-k,j) dans (6.16), on obtient f(-k,j)=exp(-ijkh) £(jk), d'ou :
(617) Q(&,-x) = Q(x,8),
etonabien:?ﬂoo = Qo?ﬁ.

H#

Revenons maintenant au cas général. Combinant (6.12), la
définition de f avant (6.1), la proposition 5.6-(i), ainsi que (4.28), on voit que
les termes de (6.12) avec ljl+Ikl »2 contribuent 2 Q(x,t) = Q(x,t,h,h) par un
terme qui est holomorphe dans [Im (x,%) < Eolh et y vérifie la majoration par
O(exp-eo/h) , pour un £€,>0. Il reste a étudier la somme des termes avec
lil+1kl=1:

Q, = f(l,O).exp(-it) +£(-1,0) exp(i§) + £(0,1) exp(-ix) + £(0,-1) exp(ix).
Comme f(-1,0) = £(1,0), £(0,-1)=£(0,1) d'aprés (6.2),0on trouve :
(6.18) Qg = 2 If(1,0)] cos (§-86,) +2If(0,1)I cos(x-8,),
avec 8, = arg (1,0), 6, = arg f(0,1).
Dans le cas A=1, on a vu que : £(1,0)=f(-1,0)=£(0,1)=£(0,~1) est réel, et donc : Q,
= 2 f(1,0) (cos & +cosx) dans ce cas.

Aprés conjugaison par T, et exp(ielx/ﬁ) on trouve,
2

Théoréme 6.2 : Soit O<h<2n. (P-p)IF a le méme spectre que la h.-
quantification de Weyl de Q, ou Q € S° est 2n-périodique A la fois en x et en &
et de la forme,

(619) Q(xthh) = Q +R,

(6.20) Q, =2I(1,0)l cos & +2If(0,1)l cos x.
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De plus, il existe €o>0 tel que R=R(x,§,h,ﬁ) est holomorphe dans la bande

IIm(x,%)l < €,/h et y vérifie IRl <C, exp-(S,+€,)/h, le tout pour h>0 assez
petit et en supposant que S, <S,.
#

Si h=0, alors W est un opérateur de convolution d'aprés (6.1),

unitairement équivalent i l'opérateur de multiplication dans LAT? par :

O'(x.t) = Z f(a) exp(ilax+a,) . Aprés le changement de variables :

(x,£) —(-%,-x), on trouve donc que W est unitairement équivalent avec
I'opérateur de multiplication par Q(x,t) dans L3 (1?) , ou Q est le méme symbole
qu'avant. On en déduit dans ce cas, que le spectre de W est un intervalle de

longeur dans [ % exp-(S,+€)/h, C. exp-(S,-€)/h ] pour tout €>0.
€



7.E . le l'opé lisé

a. Structure de la surface d'énergie réelle

b. Structure des caractéristiques complexes

C. Préparation géométrique pour des inégalités L’ a poids
d. Conjugaison par des facteurs exponentiels

e. Inégalités L? a poids

f. Suite et fin.

S ‘ ¢ ie réell

Soit P(xt) € C*° (R?), 2n- périodique en x et en &, a valeurs réelles et
proche de P, (x,§) = cos § + cos x pour la topologie C®. On suppose aussi que P
ol = P, ou F(x,%) = (§, -x). P est donc invariant par translation de 271 en x ou
en § et par une rotation de % autour de (0,0). Composant judicieusement des
rotations et des translations, on constate alors que P est invariant par :
1° Des rotations de % autour d'un point (2n k, 21 €) (n(2k+1) , n(28+1))
avec k.t €Z.
2° Des reflexions dans (n(2k+1) , 2n8) et dans (2nk, (28+1)n).
Si on considére P, P ;| comme des fonctions sur T? = R%2n 7° , on constate
d’'abord que P0 est une fonction de Morse avec 4 points critiques : un
maximum : (0,0), un minimum : (n,1n) et 2 points selle : (n,0), (0,n) . Comme P est
une petite perturbation de P, , c'est également une fonction de Morse avec 4
points critiques : un maximum prés de (0,0), un minimum prés de (n, n) et
deux points selle prés de (n,0) et (0,n). Comme les applications décrites dans 1°

et 2° envoient un point critique de P sur un point critique du méme type, on
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voit que les points critiques de P sont exactement les mémes que ceux de PO.
Les valeurs critiques de P sont donc : P(0,0) =2, P(n,n) ~-2, P(n,0)= P(0,n) =
c~0. (Ici on utilise que $8(0,n)= (1,0)).Pour P, le segment droit [(n,0), (0,n)] est
aussi une courbe de niveau. Comme P est une petite perturbation de P, on sait
quil y a une courbe de niveau pour P=c, qui part de (1,0) et qui reste prés du
segment [(n,0), (0,n)] jusqu'a l'arrivée dans un petit voisinage de (0,n). De
méme , il y a une courbe de niveau dans P=c qui part de (0,n) vers (m,0).
Comme dans un petit disque centré en

(—'2L , %). il ne peut y avoir qu'une composante de P=c, les deux courbes
coincident et on a donc une courbe de niveau dans P=c¢ de (n,0) 4 (0,n) et qui
reste proche du segment [(n,0), (0,n)] pour la topologie c? (et méme si on veut
dans Ck pour tout k). Le méme argument marche pour les autres segments de
longueur Y2 . n dans P0=0 et on conclut que l'ensemble P=c peut étre décrite
comme f((P0=0)) ou [ est 2n-périodique et proche de id. On peut dire alors
que le plan est découpé par ( P=c) en une réunion de carrés déformés.

Pour E€] P(n,n), c[Ulc, P(0,0)[ on peut décrire ( P=E) comme une réunion de
“cercles”. Si par exemple E>c, chaque “cercle " U« entoure un point 2nqQ,

QEZZ Pour Exc+¢ >0 on sait que la courbure de U‘x est proche du bord

0’ €O
du carré déformé qui contient U, et la courbure de U, est #0 prés des
sommets de ce carré et en particulier aux points (2na+(x,t.)) , (2na-(x,%.))

€ U, qui sont les points tournants caractérisés par le fait que : —:-:— (x,,8,)=0.

b. Stucture des racines complexes.

On suppose maintenani que P est 2n- périodique en x,t, holomorphe
pour IIm (x,%)| <1/¢ et vérifiant | P - P, <€ dans cette bande. Les résultats du
§7.b et §7.c sont valables uniformément pour : [Elgm, O<€<g, ,si >0 est
suffisamment petit. Pour x€R, E€[-3,3], on pose :

I(x)=(teC; limtlg1/2¢, P(x,£)=E ), Toe(X) = (§eC;P(x,)=E).
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Ona: el g(x)ssi cos§=E-cosx . SilE-cos xI<1, on trouve :

&=+ arc cos (E-cos x) +2nn,nel et, siE-cosx >1:

E=+ i ch™ (E-cos x)+2nn. Finalement, si E-cos x < -1, on obtient :

t=n % ich '(IE-cos xl)+2nn. Comptant chaque élément de [, g(x) avec sa
multiplicité, il est clair que l'on a une bijection bx : I'O_E(x) —’I'B(x) avec
Ib,(p)-pl arbitrairement et uniformément petit (si € est suffisamment petit).
De plus, on sait que T';(x) est invariant par les applications § —fet t - t+2m
Prenons maintenant Ee€]c, P(0,0)] et rappelons (cf §7.a ) que :

(xp)eR*;Px)=E)=U , U

axel

n, U, = [2no-x,, 2na+x].

o’

L'équation P(x,t)=E possede une solution §=g, (x,E) telle que :

(7.1) x -, (x,E) est continue et 21~ périodique.

(7.2) £, (x,E) = §, (Bien entendu, x, et §  dépendent de E).
(7.3) §, (x,E) > §, pour -x, <X<X,, X proche de x,.

(7.4) Im §,(x,E)>0 pour x >x, proche de x,

Ici on observe que § (x,E) est une racine double et que (7.1)-(7.4)
déterminent §, complé¢tement. De méme on peut introduire §_(x,E) vérifiant
(7.1),(7.2).

(7.3 &_ (x,E)<%, pour -X,<X<X,, X proche de x,

(7.4) Im§_ (x,E)<0 pour x> X, proche de x,.

Alors :

(7.5) T(xE)= ((§,)+2nZ) v ((§_)+2nZ).

2

2

aP
g -

On se place maintenant dans un voisinage de (xo,?,o). Comme 3% = 0, <0

en ce point,on a :
(7.6) E- P(x%) = a(x,t) (§-€(x)* + (b(x)+E)
ou a,b,§ sont réels et analytiques a>0, § (x,)= &, b(x,)+E=0, b(x)+E>0 pour

x>X, proche de x,. Si E< P(0,0), alors x,>0 et b'(x,)>0.Si E = P(0,0),0on a:



66 B. HELFFER, J. SIOSTRAND

X,=0 et b(x)= x? prés de 0.

Lemme 7.1,

Il existe €,> 0 tel que

(7.7) P(x, §+it Im §,(x,E))-E-€=0,

pour X ,<X<X +€, §€ER, ltIKl, 0gege, dans chacun des cas suivants :

(a) It <1, x >x,
(b) Itl <1, € >0.
Dé .

Soit n=t¢,(x,E+€). Alors : P(x,n) -E-€=0.La substitution dans (7.5) donne :

a(xn) (-€(x)? + b(x)+E+e=0, Valxm) (m-§x) =i VD) +E+€ .
On en déduit : n-§(x) = f(x,i vB(Xx)+E+€ ),

ou f(x,t) est une fonction réelle et analytique, avec z—{ (x,0) =a(x.€(x))_'/2.

Il est alors clair que Im 1(x,6) augmente avec € pour XoSXSXGHE, 0ge€g € -
Comme toutes les racines de P=E+€ sont de la forme n+2nn ou 7+2nn, il est

clair que P(x,£)-E-€=0 si lIm ¢ < Im {, ce qui est le cas dans les cas (a) et

(b) si {=¢ +it Im &, (x,E).

Pour x,<x<2n-x, %€ R, tI<],on a
(7.8) P(x,¢+it Im &, (x,E))-E=0.
Ceci résulte de (7.5) et du fait que §_ = E .Si on prolonge &, (x,E) par

continuité au cas P(0,0)<Eg 3, alors on a encore (7.8) pour Itl<1,xeR.

2

pré . . inéealités L3 poi
Soit ®(x) la fonction C' vérifiant
(7.9) $(0)=0
(7.10) 9’=0 pour €V U, U=, Uy,
®'= Im §,(x,E) pour xeR\ v, ; U;.

Soit d'autre part, OGXOEC? (I-x4-€4 x,+€,[) une fonction paire avec :
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(7.11) O0<X <€y, POUr XK XK X +Ey , Ky (X)) >0,
(7.12) P(x%)-X,~E<0 , pour -x, <X<Xy &€ R.
On pose B(x,t) = P(x,t)- X(x) ol x=2iez Tonj X,
11 résulte alors de (7.8) et du lemme 7.1, que

(713) P (xt+it ¢’ (x))-E=0, Vx, R, lti<1,

Conjugai les [ iel

Dans ce §, on peut relacher les hypothéses sur P et supposer seulement
que PeC” (R, x (Cy N (IIm6l< 2C)), holomorphe en 6 et borné avec toutes ses
dérivées. Soit 9eC™ (R ; R) avec l¢l < C, et tel que les autres dérivés sont

bornées. Comme d’habitude, on identifie P avec son h-quantifié de Weyl :

(714) Pu(x) = (2nh)™' jfei(x'y)wh P(—x;—y 0) u(y) dy d8, et on s'intéresse ici a :
pw’ = e-v/h P ewh .
p ition 7.2

Sous les hypotheéses ci-dessus, P@ est le h-quantifié de Weyl d’'un symbole P‘°
es® , vérifiant :

(715) P (x.8) = P(x8-ig(x)) mod.S™".

Démonstration. On laissera au lecteur le soin de compléter la démonstration
avec quelques arguments de densité. Le noyau distribution de P@ est donné
par l'intégrale oscillante :

(7.16) K, (xy)=(2nn)"" [ elxV0riletd-eh px 2y g) g

Suivant l'astuce standard, on écrit @(x)-¢(y)=(x-y) ®(x,y), ou :
1

d(xy) = j @((1-t)y+tx) dt € C* est borné avec toutes ses dérivées, et :
(o]

19(x,y)I<Cy. Introduisant (8+i®(x,y)) comme nouvelle variable de fibre, on
obtient
(747) K (xy) =(2nn)™" [ * P pEtY 6o o(xy)) de,

( remplacer 6 par 8-i®(x,y) revient a faire un changement de contour
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d’intégration dans lintégrale (7.16), ce que l'on peut justifier en approchant P

X

par P exp-€6> ). On remarque ensuite que Q, = P( ; Y 8- i®(x,y)) appartient

4 5% et il est alors standard que lon peut remplacer Q-v dans (7.16) par : R,

(x,8) = (exp(Th pX Dy D, ) Q(x,y,8)) l,_, .On passe ensuite au symbole de Weyl;
i i

Pv (x,8) par une formule analogue. Il est bien connu (et facile a vérifier) que

I'on reste dans S0 pendant ces manipulations et que I'on a bien (7.15).
#

2

Inégalités L2 3 poi
Soient P, P = P-X, &, € comme dans §Sb,c. Avec des précautions
évidentes dans le choix de XO,X , le résultat suivant est valable uniformément

<0:

pour c+€; <EE €, <

P ition 7.3

Soit ¢ eC” (R;R) , 0<t<l, avec lplgtidl I(p(i)

| € Ci , j22. Alors il
existe C0> 0 tel que , pour 0<hgl/CO:

lull,z < Co (P -E)ull,z , ueCZ(R).
¢ ¢

Démonstration, Il suffit de combiner (7.13) et la Proposition 7.2, pour voir que
__-e/h

f%-E-e ( B-p) ewh est un opérateur elliptique.
#
. Suj (i

Il s'agit maintenant de voir qu'essentiellement tout ce qu'on a fait dans
les sections 1-6 pour P,=cos D + cos x marche aussi pour P pourvu que "¢
dans le §7b soit suffisamment petit. Les résultats vont étre uniformes par
rapport a h si on restreint le paramétre spectral a [c+€0, nl.

D'abord tout marche sans modifications jusqu'au Théoréme 3.2, ou il
faut modifier les conditions sur @ et supposer que q)eCoo , que @', ¢",... sont
bornés avec lgl<(®'-8), , ot &=, est défini ci-dessus. La démonstration

reste alors quasiment inchangée. Il faut simplement penser a utiliser
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maintenant la Proposition 7.3 au bon endroit. Avec des modifications
analogues, on a aussi le Corollaire 3.4.

Ensuite tout marche sans changement jusqu'a I'estimation de W“’o
=1+1I+1II ou on ne peut plus estimer III tout a fait de la méme maniére, car
le support de [P,X]u » n'est plus nécessairement concentré a un petit voisinage
de A (Iei X=1)_,, ). Pour x>Aonal[PXJu=PXuetpourx<Aona:[PXlu-=
-[ P, (I-X)]u = - P (I-X) u. D'aprés la Proposition 7.2, on sait que P = O(1) :
L; - L: pour iout [0 eCoo(R), avec lgl<C, et 9", ¢”,... bornés. On en déduit que
si ¢,, 9, sont uniformément Lipschitziennes avec I9%l<C, et ¢,(2) = g,(3), alors
pour tout €>0,0n a:

Xl c/h

2 Ltzp, L(zpz)gCC e ,0<hgC, .
Cette estimation suffit trés largement pour estimer le terme III dans les trois
cas considérés dans la section 4 et on obtient la Proposition 4.6.

Dans la section S5 on remplace D(0,x) par la solution d(x) de :
id(x) = §,(x) , xpx, d(x;)=0 (dont la partie réelle est D(0,x) pour x réel).
Alors les Propositions 5.1 et 5.3 ainsi que (5.17) et la Remarque 5.4 restent
valables.

Les arguments suivants sont basés sur des calculs assez explicites pour
P0 et doivent étre modifiés. On commence par modifier le choix de X de la
maniére suivante : Pour C >0 assez grand , soit m  l'opérateur de
multiplication par Clh_‘/2 exp ip(x)/4 , ¢,(x) = @ (x-s), @(t) = iCOtZ. On
choisit C|> 0 tcl que fnsdx=l. On vérifie facilement que toute la discussion de
la section 5 jusqu'a la Remarque 5.4 comprise reste valable avec X(x) remplacé
par K=IX(S) ng ds, ou X est toujours choisi comme dans la section 5. Nous avons,
(7.18) [P, [X(s)ngds] = [X(s)[P,m]ds,
et nous allons voir que modulo une petite erreur on a [ P, ns] = % Qs pour un

opérateur convenable Q. (On utilise ici des idées de [ME-S]], développées
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dans le cadre analytique dans [S]], mais on fera des calculs assez explicites).
D’abord
Prgu(x) = Ch™¥2 [ vIere 0 pxy g) y(y) ay do

n P u(x) = Cn Y2 [[ fxylere tVhp Xy g) y(y) ay de

Ici C désigne le méme facteur constant dans les deux intégrales et on veut

aussi avoir la méme phase. Pour cela on écrit :

(x-y)a+g(y) (x-y)e, + 1/2 ¢(x)+1/2 ¢ (y)

(x-y)o+g (x) = (x-y)o_ + 172 ¢ (x)+1/2 ¢ (y),
avec 8+ = (6 + (1/2)¢’ (x—;'Z )). Utilisant 6+ comme des nouvelles variables de
fibre, on trouve :
(719 p.ns] u(x) = h-3/2 ff eil(x—y)9+(1/2) ps(x)+(x/2) ¢s(y)I/h

X+Yy

t(P(E8+1/2 ¢, (5X))-P(E, 8-(1/2) ¢ (%5

))) u(y)dyde.
Iei (1/72) ¢ (x) +(1/2)g(y) = Cyil (5% -5)* +1/4 (x-y)’] . La partie qui
dépend de s dans l'intégrale dans (7.19) est alors :

(7.20) exp (-Cq (25X -5)7/h ( P(X5X 0+i C(5X-5))-P (5L6-iC, (55X -5))).

Lemme 7.4, Soit 0<Cg1/2 € (avec €>0 comme dans §7b). Alors on peut

X +y
’ 2

-s, h) d'ordre 0,

X+y

défini pour :|Im +v 1+Collm 6l +] -sl g C, 2n-périodique dans les deux
premiéres variables, tel que formellement l'expression (7.19) soit égale a :
[exp( -C, (— -s)’/h Q( X ’Hy 8, —’iﬂ -s,h)l.

Démonstration. Aprés des substitutions de variables, on obtient :

(7.22) exp(-C,0°/h) (P(x,0+i0)-P(x,8-i0))= - h 4= [exp(-C, 0°/h) Q(x,8,0,h)].
Comme ¢ — P (x,8+ig)- P (x,86-i0) est impair , on a une solution symbole
classique formel qui est unique , et comme dans [S]], on constate que Q est

aussi un symbole analytique.
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Passant aux réalisations, on peut décrire le noyau distribution del P,ns]
dans Ix-sl + ly-sl <1 par :

(7.23) h3-0Q, +R, ,

ou
YR i[(X-Y)0+l/2(¢s(x)+vs(y))l/h oy sy
Q, = const. h Q( ==, 8, -s,h) de,
il(x-y)o+1/2(¢ (x)+o (y))I/h
Ry = const. h ¥ [e % R(EY, 6, XY -sn)de,

X+Yy
2

ol Q est holomorphe et 0(1) dans : |IIm 1+] Im 6 |+ x;—y -slgconst. et R est
holomorphe et O(exp-eo/h) dans la méme région. De plus Q et R sont 2n-
périodiques dans les 2 premiéres variables.

Analysons maintenant W pour a,=1 a laide de (5.22), qui reste

«,0
valable si 'on remplace X par K avec t=n et C0>0 suffisamment grand . La
contribution essentielle a -(u, Il PK] u,) vu comme intégrale double en x,s
provient d’'un voisinage de (n,n) et utilisant (7.18), (7.23) et la démonstration de

la Proposition 7.2 (qui permet de majorer la norme de Rs dans des espaces L(zp

), on constate que :
—(Sl+co)/h
(724) w, o= -h(u¥ Q, Yu,) +O(e ), (g,>0),

ol Y € C?(R) vaut 1 dans un petit voisinage de 7. Sachant que le symbole
dans Ql est elliptique et que u, et u, ont des formes BKW assez précises prés
de n on vérifie alors facilement a l'aide de la méthode de la phase stationnaire
que l'on a bien (ii) dans la Proposition 5.6. Comme on savait déja que (i) reste
vrai et que P est invariant par transformation de Fourier (et S =S§,), on sait
que la Proposition 5.6 reste vraie pour P.La section 6 reste valable sans
modification. Pour résumer notre discussion, on obtient :

Ihéoreme 7.5 :

Il existe 80, 5'0 >0 et pour tout €,>0 des constantes ho, CO> 0 tellesque:

Soit P(x,§) = cos § +cos x + R(x,§) avec R réel, 2n- périodique en x et en & avec

Pof= P, ou Fe(x,t)=(§,-x); on suppose aussi que R est holomorphe dans :
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Im (x,§)I<1/&, y vérifiant IR(x,8)l <3, pour 0<&<¥, 0<d<d; alors :

(A) P a exactement trois différentes valeurs critiques M, et ¢, avec IM_ -(£2)]

<3, lcl<d.
Notons aussi par P le h-quantifié de Weyl de P; alors, pour 0<hg h, ona:
(B) Il existe des valeurs L,........ My € [c+e,, M, ] telles que M, -p,
ol € [h/Cy, Cohl, hy(n) —€-€, < Coh, et tels que :
Sp(P) nlc+g,, Myl uJ, ol Ji est lintervalle fermé centré autour de W de
longueur exp(-1/C;h) (et h,>0 est suffisamment petit pour que les _]i soient
deux a deux disjoints).
(C) Si F=F, cL? est I'espace spectral associé a Sp (P) N J; » alors il existe une
base orthonorméede F indicée sur Z° telle que la matrice de P/ est de la
forme pi+W s W:Wi= (Wa.p) VW ,=0 et Vo vérifient (6.1), (6.2), (6.16) avec
£(1,0) réel. De plus, | f (1,0) | =exp(-S/h), ol :

$=5(j,h) € [1/Cy, C L et | £(@)I/I £(1,0)] < exp-(lal=1)/Coh (, £(0)=0).

(D) Il existe Pi (x,8)=cos {+cos x +Ri(x.§) dépendent aussi de h vérifiant les
-1/C h
mémes hypothéses que P avec 5'=Coh, d=e % tel que :

Si  0<h<2m,(ot h est défini par : (21)°/h = i mod.2n Z , cf§1 ), alors le

spectre de f(l,O)_'Wi coincide avec celui du fi-quantifié de Weyl de P, etsi
fi=0; le spectre de f(l,O)'l Wi est l'ensemble de valeurs de Pi pour
(x%) € R%0n a aussi le résultat analogue pour [M_, c-¢.].
#
Soit P comme dans le théoréme avec 0<8<d,, 0<&<d, et soit €,>0

petit. Alors si O<hgh,, avec hy=h,(€)) suffisamment petit, les nouvelles

o
valeurs §,8’ pour Pi appartiennent aussi a ]0,h ] et ]0,h’;]. Donc, si 0< hg h(g,)
le théoréme s’applique a Pi et ainsi de suite. Pour tout £,>0 on peut aussi

imposer : 0<8<€0 et on arrive alors au théoréme 1 .
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Remarque 7.7,
. . 2 x f
Si on suppose maintenant que 5= k+ >—,

keZ, -2n<h<0, alors
tout ce qu'on a fait marche encore au prix de quelques modifications minimes
dans la section 6. La on trouve encore que W a le méme spectre que Q donné
par (6.8). Si Q(x,t) est le symbole donné par (6.12) on trouve aussi que
(7.25) Quix) = 2m)™" [V Q( XX Re) u(y)dy de
=@ulan™ [f VIR o( X2 gy u(y) dy dn,
L'opérateur Q est donc le |hl- quantifié de Weyl de Q' = Q(x, -7), qui
est un symbole avec les mémes propriétés générales que Q.(Comme :

Op (Qu=0p (Q)u ,Q=0p (Q) a aussi le méme spectre que Op (Q).).
15l IRl Y] IRl

Il est alors clair que le théoréme 7.6 admet une extension évidente au cas ol :

h
77 = Va+1/(q,+1/(qy+......))) avec q; €Z, Igl>C,



§8- O . I (fici i .
On se propose dans ce § de préciser les résultats du §5 (proposition 5.6) dans
les cas “faciles” : le cas "fond de puits” et le cas ol la valeur propre reste dans
un intervalle de valeurs non critiques pour I'hamiltonien : cos §{+A cos x.

Cas a : Dans le premier cas, on considére le niveau d'énergie p.k(h) proche de
la (k+1)éme valeur propre de l'oscillateur harmonique :

n*p’ 2

.

(8.1) (1+1) - 3

ou on peut préciser les résultats du §5 en utilisant les résultats de [HE-—SJ]I

montrant que ji, (h) est la réalisation d’'un symbole analytique en h i.e:

(82) Wy (h) ~(+)-h By + T, B,

avec : B, = (2k+1) VA/2 et IBL | € CL+ Lo
et d'une solution BK.W :

BKW

Y
(8.3) ugtWxh) = h "

ak(x,h) et XVb

ou zlk (x,h) est la réalisation d'un symbole analytique formel :

x> aik(x) n' et ou ®(x) est solution de I'équation eikonale :

j=0
(8.4) (1-ch ¢")+A(l-cos x) = O avec: ¢ >0, ¢(0)=0

qui vérifie :

(85) (P-p ) [ug" M(x,0)] = 0, (exp(-€,/h ) . exp(-4(x)/h avece, >0

. k .
La fonction propre Uy vérifie alors :

BKW

u: (x,h)- u ™ (x,h) = 0, (exp(-g,./h ). ¢ Oh

dans un voisinage de 0.

(On a éventuellement modifi¢ u® introduite au §4(cf 5.1) par un terme

0
io (h)
multiplicatif de module 1: e )

Ce résultat est plus précis que celui obtenu au §5 mais il n’est pas uniforme

par rapport a k!
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Cas b : Dans le 2éme cas, on considére une famille de valeurs propres
E(h) (he Clo,hy)) ;J  est un ensemble éventuellement discret ayant 0
comme point d’accumulation) t.q
(8.6) 1-2+¢, < E(h) <1+1-¢, avec €,>0
On est dans la situation classique considérée par Maslov [MA] car alors :
(cos £+A cos x = E(h)) est une réunion de courbes réguliéres simples
disjointes dans T*R et on construira une solution Lagrangienne attachée a
l'une de ces courbes. On est dans le cas le plus simple ou la dimension est 1 et
oU les résultats sont donc censés étre classiques. Nous n'avons pas de
référence précise dans le cas analytique (cf cependant Gérard-Grigis
[GE-GRI] dans le cas de Schrodinger et F. Pham [PH]) alors que les références
abondent dans le cas C - par différentes techniques (cf V.P Maslov [MA], J.J
Duistermaat [DU], J. Leray [LE], B-Candelpergher,].C Nosmas [CA-NO], B.
Helffer-D.Robert [HE.RO]) . Cependant, la démonstration développée dans
[GE-S]J] pour [I'étude du cas beaucoup plus compliqué des résonances
engendrées par une trajectoire fermée de type hyperbolique s'adapte
parfaitement dans le cadre analytique. Si on considére que ['espace normal
apparaissant dans cet article est réduit a 0, on peut suivre le schéma général
de cette démonstration. Aprés transformation de F.B. I analytique, on est
ramené essentiellement (cf §3 dans [GE-S]J]) & I'’étude du spectre de (hag) sur
le cercle pour les sections d'un fibré en droites non trivial. Revenant par F.B.I
inverse au probléme initial, on retrouve aprés normalisation le
comportement suivant pour la "fonction propre" U, (x,h) au voisinage du
puits [-p(E(h)) , o (E(R))] :
Si @g(x) est la solution de cos ¢z + A cosx =E t.q:

9 (-ko (E)=0 , ¢z >0 dans ]-p(E), po(E) [

On a: _dans |'u,(li(hll.u5§ﬁ(h2!l:
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o)™ .
8.7) ug(x,h) = agq, (xh) sin (—g——+3)

(modulo 0(exp(-€,/h ) uniformément sur tout compact de 1-p (E),L,(E) [)
ou ag (x,h) est la réalisation d'un symbole analytique formel 2j ai(E) I\ ,
dans G-yl O 1-2n.210)
(8.8) Uy (x,0) = by, (x,h) exp(-ogq,,(x)7h)
ol : ¢ (x) est solution de I'équation eiconale :
ch ¢g (x) +A cos x= E dans Ju (E),2nl , ¢g(R(E)=0, ¢(x)>0
(8.9) b (xh) - (Z; b, (xB)b') dans]py(E), 2n [
(et on a un développement analogue dans ]-2m, - (E)

Enfin pour E(h), on a le développement suivant :
(810) E(h) = 2, E, ((n+1/2)h) h' (modulo 0 (exp(-€,/h ))
ou les E; vérifient (Ei(E)) < d*t jl et ot n(h) est un entier convenable.
(Compte-tenu des estimations sur Ei (E), le terme de droite est plus
exactement une réalisation du symbole formel écrit.)
et oi E (s) est la fonction inverse de E — So(x.8)sE 9% dg
(8.7) et (8.8) sont simplement la traduction par des théorémes de phase
stationnaire de la propriété que uo(x,h) est une distribution analytique
Lagrangienne qui admet au voisinage des points tournants une
représentation de type Airy. Ceci nous permet également comme dans
(E)
o

[HE-S]J], (formule 10.73) d'établir la correspondance suivante entre a et

bo(E) qui nous sera utile pour déterminer l'effet d'interaction :

1 2 2
(8.11) — lim a (Ex)” sin¢ (x) = lim (f (Ex)) sh¢ (x)
1= (E) E X (E) E
1<y >y
Explicitons maintenant dans les 2 cas l'expression du terme d'interaction

I,(n,h) introduit en (5.32).

cas a : Il s'agit donc de calculer l'expression :
27

(8.12) ~-h ag(x)ag(x-2m).h * sh (¢ (x)) exp(~S/h)
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(dont on sait déja qu'elle est indépendante de x) ou S, est la distance

d’Agmon entre 2 puits successifs (0,0) et (2n,0) donnée par :

2x
(813) S=2[ Argsh (/X sint/2) dt
o

On déduit en effet de (8.4) 'expression suivante pour ®(x) :
(8.14) ¢'(x) = 2 Arg sh (VA sin (x/2))

Notons pour la suite que :
2

(8.15) ¢(x) - VA ’2(— +0(x) , ¢x). VA x

K . PN T N Ve .
a, (x) est déterminé a une constante multiplicative prés par I'’équation de

transport :
k
ap_,1da0 1 12 o X N
(816) sg [X.l,¢] (Td—x ) + 7 (Tg ) [E (X.l ¢ (X))] a0+Dk ao =0
soit encore :
d ak
(8.17) sh ¢’ (x) @) l— i (sh ¢ (x)) ak(x) -B ak(x) =0
' dx 2 dx 0 ko

(on peut chercher a:; réel).
Lorsque k>0, on ne peut plus chercher l'amplitude avec agk) (0)=0. On
remplace cette condition initiale par une condition permettant {'ajustement
de la solution B.K.W avec la solution propre normalisée de l'oscillateur
harmonique que {'on doit retrouver prés de 0 (conformément a [HE-SJ],).
Ceci nous permettra également de déterminer Yk.Cette fonction propre est
donnée par (cf (1.15) dans [HE-S]1,) :

h-i/4 11/8 ) Ok (11/4 X/hl/z)

(ot O, est la (k+1)éme fonction propre de l7(Df‘+‘xz)) ,eton adonc:
1k

(8.18) Ve=-%-3
et
k / / ke k/
(8.19) agx) = R G AR e 06

Exploitant la parité de I'hamiltonien : p(-x,-%)=p(x,§), on remarque que les
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fonctions propres sont paires ou impaires (et les constructions B.K.W aussi),
ce qui se traduit par :

(8.20) ag(x) = (-1 a§ (-x)

Venons en donc au calcul de la quantité :

(8.21) 6™ (x) =% (-1)* (¥ (x) . a¥x-21) sh ¢'x)

qu'on va calculer en x=7 . Compte-tenu de (8.20), on va plutdt calculer : :

E(k)(n)=b(k)(n) ol ~b(k) (x) est défini par :

(8.22) 5% (x) =4

agk) (x)? sh ¢ (x)
Compte-tenu de (8.17), 0on a :

(x) (k

@6® 74z 5™ - (2da:/dx ) /a:; +(dsh¢/dx)/ sh¢ = 28 /shg

soit, pour x >0 :

d N (2k+1) /A
Log b (k) = ——__/—-

dx sh ¢’
qu'on réécrit sous la forme , pour €<Xx<2m :
~(k) x
N €) dt
(8.23) 65X - expl(zk+1) (/A +Log )]
czx«n shd
€
Compte tenu de (8.19) et (8.15),0n a:
(8.24)
~(k) k
b (g) o - 2
lim _ 474 (2ke D) . 1/2 <y /A
2k +1 k!
=0 ¢
Si on pose :

AG) =2 i x__dt Log ©
¥ =c am shd)'(t)+ ﬁ

On déduit de (8.23) et (8.24) que :

€0
€

k
B = n 72 (E) At A2 exp( VT (2L) | AG)

D’ou :

k/2 2k+1 )

k
(8.25) S(k)(n) - n-l/z (_2__) 13/4. 2 :

o exp (VA (

. A(m))
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Il nous reste a calculer A(n) et 3 donner son interprétation dans le méme
esprit que dans [HE-S_]]2 §1 en liaison avec la théorie des instantons (cf
Coleman [COL]) . Revenons aux équations de hamilton pour 'hamiltonien :

a(x,g) = p(x,it)- (1+2) = (~1+cht) -Al-cosx +1] ; ona:

La solution (x(t),§(t)) avec (x(0), §(0) = (0,0) vérifie : §(t) = ¢'(x(t))

f ?%%‘G) représente le temps mis pour aller de x=€ a x="7.

A(n) représente donc la "partie finie” (lorsque € —0) du temps mis pour aller
de € a (2n-€) . A(n) se calcul explicitement par des intégrales classiques et on

trouve :
4 Log 2 Log (A+1)

i

On a donc finalement pour I'expression (8.12) en x=7 (cf 5.32) :

(8.26) A(n) =

(8.27)

K 4
-1 = hYATR  TR ) aA N2 E)  Pexp - S /0 [1+0(h)]

Cas b :
Comme il est classique (cf Landau-Lifshitz) [LA-LI] (p.210-211 pb3)

(8.28) a (x,h) = ———i——— + 0(h)
E ) 172
(sin lp'E)

ou @ est solution de : cos ¢z + A cos x = E .La constante c est calculée de telle

sorte que la solution Lagrangienne correspondante soit de norme 1, soit :

uo(E)
dx

c
(8.29) — 1
2

sin ¢’ B
-k (E) E
ko

L est relié a h par la relation de quantification
(8.30) Jp(x,r.bE dx .dt = (n+1/2)h pourun neZ

Pour calculer la formule d'interaction (5.32) (cf proposition 5.6), on doit
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calculer :

(8.31) -1, (mh) = -h exp(-s/h) b (1)*sh ¢ (1) [1+0(h)]
ou « S,(E) est la distance d’Agmon entre p(E) et 2n-p (E)
. bg(x) est solution dans Ju,, 2n-p [ de:

E
(8.32) sh ¢ Do L9 [sh¢'1b°=0
E dx 2 dx E o0
. ¢’ est solution de ['équation eiconale :
(8.33) ch¢p +Acosx =E

On remarque que bg(x)2 sh ¢’z(x) est constant d'aprés (8.32) et on a donc :

(834) -1 (wh) = -hexp(-S /h) lim (bﬁ ) sh ¢ (x0) [1+0(h)]
e
>0

En utilisant (8.11), on montre que :

2
1 c
— lim a(x)’ sin ¢ (x) = lim (b"(x))* sh ¢ (x)=—
0 E 0 E 4
X-pg -k
X<pg x>,
Dol finalement :
S (E) Io(E)
Th dx
(8.35) -Imh) = -h.e ((as12 —1)+0(h))
sin ¢'g(x)
- Ro(E)

Comme remarqué dans le livre de Landau-Lifschitz [LA-LI], on a :
uo(E)

dx
2 —| = T(E)
sin ¢’ (x)
-uo(l-:) E

( o T(E) est la période correspondant a I'"énergie E).



En fait, comme signalé dans l'introduction, nous avons été conduits a
I’étude de I'équation de Harper par l'intermédiaire de ['étude semi-classique
du Spectre de I'équation de Schrodinger a potentiel électrique périodique et
champ magnétique périodique.

On se limite ici a 'étude dans R du spectre de l'opérateur :

(9.L1) P,(h) = (hD, - A)* + (hD, -A,)* +V
1 2

ol on suppose que le potentiel électrique V est c” périodique :

( V(x,+a,x,) = V(x, x,) a>0
(9.1.2)
Vi(x,x,+a,) = V(x,x,) a, >0
De méme, le champ magnétique B défini par :
d(Adx+A, dx,) = BdxA dx, , soit :
A A

(9..3) B(x,X,) = (35~ - 55~ ) (%,%,)
1 2

est supposé c® périodique de. mémes périodes :
( B(x,+a,x,) = B(x,x,)
(9.0.4) {

l B(x,x,+a,) = B(x,x,)

Les travaux concernant cette situation sont trés nombreux dans la
littérature de physique des solides (méme dans les livres élémentaires) et on

se limite ici a signaler quelques contributions mathématiques. Le cas A=0 est
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connu depuis longtemps (cf [RE-SI]). On sait que le spectre est constitué de
bandes qui se recouvrent éventuellement. L'étude semi-classique des
premiéres bandes a été faite par E.M. Harrell [HA] en dimension 1 puis dans le
cas de la dimension >1 par B. Simon [SI] et A. Outassourt [OU] . Plus
récemment, Carlsson [CAR] étudie le probléme 3 une infinité de puits sans
hypothése de périodicité.

Pour A=0, la situation peut changer nettement, car le spectre se met a
dépendre des propriétés du flux de B a travers une cellule :

(9.L5) o = [ B(x.x,) dxAdx,
C

a a a a
ou C est une cellule de base (par exemple {--z—' , -2—'—] % [--2—2, —2-1] )

Plus précisément, la situation est radicalement différente selon que :

(9.1.6) a) @/,,€l
b) ®/,, €0
c) ®/,, ¢0Q

Le cas a) est essentiellement le méme que celui traité dans [OU]. Nous
montrerons que le cas b) peut se traiter par une adaptation des techniques de

Outassourt [OU] et [HE-S]], , ., .Enfin, pour [étude du cas ¢) , nous montrerons

1,2,3
comment les techniques de Carlsson [CAR] s'adaptent, sans changement
notable (en utilisant [HE—SJ]B), et permettent de se ramener 4 l'étude d'une

équation de Harper un peu perturbée du type de celle étudiée au §7.

§9.2 Etude du cas rationnel (9.1.6a ou 9.1.6 b)

La condition (9.1.4) se traduit par I'existence de ¢,(x) (i=1,2) t . q

d¢
(9.2.1) Afxmax)= - 55 (x,3,) + A(x,X,)
: i

LX)
Afx, X,ma)= - 55 (X,X,) + Ax,x,)
i
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On va essayer d'appliquer comme dans le cas A=0 la théorie de Floquet
(cf [RE-SI], [BEN] et [NOV] pour ce qui suit). On désigne par Ti (j=1,2)
I'opérateur unitaire sur L? défini par :
(9.2.2) L* of = (T; 1) (x,, x,) = exp (i ¢;(x,%,)/h) flx-a, e]

avec ¢=(1,0), e,=(0,1)
'I‘i commute avec P,(h) et la théorie de Floquet marcherait (comme dans le cas
A=0) si Tlet T2 commutaient . Un petit calcul montre que l'on a :
(9.2.3) T, T, = exp (i ®/h) T, T,
On notera bien entendu l'analogie avec la discussion précédent (1.9) . On pose :
(9.2.4) ®/h = 2nl-h ez, h elo2nl
On considére dans ce paragraphe les cas o h=0 ou plus généralement
(9.2.5) h=2n p/(l avec p premier avec q (p<q)
Une premiére idée (mais qui ne marchera que dans ce cas) est de faire une
théorie de Floquet, non plus avec Tl et T2 qui ne commutent pas, mais avec T:x
et T, ou bien encore avec T: et T, On remarque en effet qu'alors:

T!.T,=exp(iq®/h) T,T}=T,T]

Si q n'est pas premier, on peut également considérer T?‘ et T:Z avec

q, 9,=9 . La théorie de Floquet classique s’applique alors et on sait que :

0,6
- 1’2
(9.2.6) Sp(Py) = Ug g S0 (P, 1"2)
ou :
(6,,6.) . s .
(9.2.7) (PA I"2"  est l'opérateur P, de domaine :
LD (PA(G"GZ)) = (ueHezoc ; T:‘ u =exp(ig8u) , T, u= exp(i6, u)

On suit alors la méthode d'Outassourt [OU] dont nous esquissons les grandes
lignes de la démarche . On suppose que :
(9.2.8) ( vec® , V>0 et les seuls minimas de V sont atteints pour

{ V=0 aux points (¢, a, ¢, a,) avec (€,2)) € Z% . On suppose

L de plus que ces minimas sont non dégénérés.
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Soit dy, la distance d’Agmon associé a la métrique V dx’ et introduisons les
distances :

(9.2.9) d,=d, ((0,0),(a,0)) ; d,=d, ((0,0),(0,2,))

On s'intéresse comme dans [OU] au spectre de P, (h) dans un intervalle de la
forme : I(h) = ] (E-€)h, (E+e)hl avec €>0 assez petit , ou E(b) est la
premiére valeur propre de l'oscillateur harmonique attaché au fond de puits
en (0,0) (cf [HE-S]],) :

(92100 (D, - 2y, @ + 5 v)* + 5 (V(0)yy), avec b= B(0,0)

Dans le cas A=0, Qutassourt montrait l'existence dans I(h) d'une bande
de spectre dont il estimait la largeur. On va montrer ici que cette bande
s'éclate en q sous-bandes en général séparées lorsqu'on a ['hypothése (9.2.5)
plus un certain nombre d'hypothéses que l'on introduit maintenant. La
premiére est importante et dicte la "géométrie” du probléme. On suppose que :
(9.2.11) {Les puits les plus proches (pour la distance d'Agmon) de (0,0)

Lsont (a,0), (0,a,), (-a,0),(0,-a,)

Posons

(9.2.12) d=Inf (d,d,) , D=Sup(d,d,)

Dans ces conditions, suivant la technique de ([HE-SJ], [OU]), on étudie d'abord
un probléme de référence a un puits :

(9.213) Po(h)=P,(h) + Z__ (o) W(x-&) avec & = (aq

1 l‘a2a2)

a = (0,0
ou W est une fonction C°° positive, strictement positive dans un petit voisinage
de (0,0) et a support voisin également de (0,0).
On introduit maintenant une suite d’hypothéses héritées de [HE-—S_]]I ou
[I~II~I-SJ]3 dont la nécessité n' apparait que pour les résultats les plus fins.
(9.2.14) A=A(t) tel0,1] avec A(0)=0 et dépendance analytique en t

(par exemple A(t) = t A)).

Les résultats optimaux ne seront valables que pour des couples (t,h) t.q :
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(9.2.15){ltl <ty , helo,h ] et tq le flux & /h vérifie (9.2.5) et (9.2.4) ou

Lto et h, sont assez petits.
P - . la_réfé 5

(9.2.16) {Par ailleurs, on fera sur A et V des hypothéses d’analyticité au
voisinage des puits et des géodesiques minimales (pour la  distance
d’Agmon), chaque fois que nous aurons besoin de constructions

k B.K.W pour estimer des coefficients d'interaction.

(9.2.17){Enfin, chaque fois que nous voudrons des développements en
'puissances de h, nous ferons des hypothéses de non dégénérescence
l(cf [I{E—SJ]l) sur les géodesiques minimales entre les puits permettant

L I'application des théorémes de phase stationnaire. (cf [SJ]l)

Soit E?: E,(0) dans (9.2.10) . Pour t, assez petit et h, assez petit,
f)A(h) admet alors dans lintervalle I (h) = 1(E(0)-¢,) h, (E(0)+e )h[ une
unique valeur propre i(h) (lorsque hel 0,h0] et une fonction propre

normalisée (T)O(h)(x) approximable par des constructions BKW (cf 9.2.16).Soit

€
D \
+ -2—1) et a support dans

maintenant X une fonction égale a 1 dans Bd (0, >

v

Bd (0, ;D +€) avec £>0. (Bd (x,a) désigne la boule de centre x et de rayon p

v \4
pour la distance d’Agmon) . €> 0 est choisi assez petit de sorte que :

(9.2.18) Za, (0.0) W(x-a) est nul dans de((),—ztZ +€ ).

Soit alors :
(9.219) ¥, = Ax) . ¢(h)(x)

Ona:
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(P, (h) - X (h)) ¥, (h) =y (h) (x)

(9.2.20) 1 avec ry(h) = 0 (exp - (D/2+g/3)/h)

€
et supp ry (h) C By (O,lz)—+ €,) \ B, (o'g +3‘_)
v

v

(9.2.20) résulte du contréole de la décroissance de ('f)o (h) grace aux inégalités
d’Agmon :

~ £
(9.221) ¥, (h) (x) = 0, (exp -d (x,0) + §) , Ve>0

On construit maintenant a partir de (TJO (h) q fonctions propres approchées de

0.,
P,! %2 , en posant :
9 -ij8 -ilay 8,49 @ 8] @, (a,q)+j
(9.2.22) Y =e T T

j 2 1 0

lze
[+

j=0,...,.9-1
*y 2 % 0
Dans la cellule de base @q =[-5,(@1/2) a] x [- 7~,5=.1, ¥, esten
norme L° exponentiellement concentrée dans le puits (j al,O) . On vérifie
immédiatement que la somme dans (9.2.22) est localement finie et que ‘l’?

vérifie les conditions de Floquet. On a donc :

[} (]
(9.2.23) ¥] e D(P})
et :
[} 2] d
(9.2.24) (\yl / \YK)LZ (eq) = p|k + Oc (eXp ('F +€/h)) , Ve>0

Notons ici que O, est uniforme par rapport aux parameétres 9:(0._62) et t dans
[-ty to)

Comme dans [HIZ-SJ]L2 ou [OU] , on montre alors que si Fe(h) désigne l'espace
spectral de Pi (h) associé a fo(h) et si Ilge,, désigne le projecteur spectral

associé, Pg\/ F® est donné dans la base orthonormalisée des (n 0 \I’ei ) par une
F
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matrice ¢ x q JMoe (h) ayant les propriétés suivantes :
(9225)  Mg(h) = A (h) I; + M(h) + O(exp -(D+e,)/h) €,>0

avec MY (h), = (%, - X (n) ¥°,/ ¥%)? ,)

Mg (h) est une matrice hermitienne (ceci traduit le caractére autoadjoint du

probléme de départ) .Notons @e l'opérateur défini sur C? par :

o aq

(9.2.26) ®, f=3, exp-ilo,8,+q 0] T,° T 1
On a alors :
o _ L i g
Y, = exp ( ”°l)®9 T, ‘]’0
et:

M (0 =explili-k)8) ( O Ty £/ ©4T) \Tfo)Lz(eq, :
utilisant (9.2.20) et (9.2.21), on obtient, modulo 0(exp(-(D+¢,)/h), (avec €,>0) :
(9.2.27) (a) Mg(h);, =0 i lj-kl =0,1 modulo q
(b) My(n),; = exp (ilo,+27 pi/al) (Fg/T, ¥o) 2s2)
+ exp (-il8,+2m pj/ql) (fo/ T;' ¥ 22
() My(h) ., = exp (-i8) (e T, ¥ 22, j=0...q-2

= exp (i8,) (r /T, ¥ )LZ(RZ

(d) Mglh)y o,

(e) M(h), exp (i8) (Fo/ T, ¥) 22y j=0...a-2

j+Li
v . ~ 4 5
(f) Me(h)q_,_0 = exp (-i8) (ro/T~ ¥,) 22,
Remarquons également que : T, © 6= ® (6. 0,2 p/a) T, T,© o= ® o T
Comme Tl est unitaire sur les fonctions " 6-Floquet" avec le produit scalaire
de L? (@q), on trouve :
(g) MY (h)

v .
6 j+v k+v M(ol.ezw p/q . 2x) (h)i.k

Lorsque q=2, on doit remplacer (¢c) <= (f) par :
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My(h),, = exp (=i8) (7, /T, ¥;) +exp(i6,) (Fo/T, ¥,)

My(h),, = exp (i8) (F, /T, ¥o) +exp(=i8) (Fg/T;' ¥,)

Posant :
(9.2.28) Yi = (ro/Ti Y, j=12 ,
on remarque que :

- - 4.
(9.2.29) Vo= (ry/ T ¥o) j=12
On a donc finalement :
(9.2.30) Mg(h) = X (h) I;+ My(h)
avec :

(9.2.31) Me(h)=exp(iez) ¥, Jpqtexp(-i8,) ¥, _]:.q+exp(iel)‘¥l K+exp(-ig)¥, K

P
et :,]p'q = -]q

1
(9.2.32) g = g2in/a
ezin((q-l)/q)
0 1
(9.2.33) K = 1 0 0
1
0
0 1 0

Remarquons que Jq et K sont unitaires et que :
(9.2.34) Jo K = exp2in/q) K ]
(9.2.35) Jq" =1 , K%1



L’EQUATION DE SCHRODINGER AVEC CHAMP MAGNETIQUE 89

Posons : Yi = p; exp (19;’) j=1,2
Une translation en 6 raméne alors ['étude de la réunion des spectres de
Floquet pour les différents 8 a celle de la matrice :

(9.2.36)M (a.p.p,p,) = exp(i8,)p, J, o + exp(-i6,) p, J] 4

+ exp(if) p, K+exp(-i8) p, K*
Modulo 0 (exp-(D+¢€,)/h), la dépendance en h n'intervient plus que par
I'intermédiaire de p, et p, avec :
(92.37) B, = | (Fy /T, ¥
Soit A, [p.p,g:6l, ... , A, [p,p,q,Bj les valeurs propres de Me(q.p,P,.pz) ordonnées

de maniére croissante et posons :

(9.2.38) I lppal = Ugciom®  (R(P.p.a,0)]

Les intervalles I, [p.p.q] décrivent modulo 0 (exp -(D+€,)/h) les bandes du
spectre de P, (h) dans I (h).

Pour décrire plus précisément le spectre, la question naturelle est de savoir si
ces bandes se recouvrent ou non . On étudiera plus en détail au §9.3 la matrice

Me(Q.p,p,.pz) en liaison avec ['équation de Harper (cas rationnel). En

particulier, on donnera des cas explicites ou I'hypothése suivante est vérifiée :
(9.2.39) (Il existe ¢,>0, ¢,>0 t.qLes intervalles I, [p,p,q] sont disjoints
Lpour Co< pl/p2 <€
Compte-tenu de I'homogénéité en p, I'hypothése (9.2.39) implique que :
(9.2.40) (delppia) =" dist (1 (pp.a), Tg,, (P2 > (pyep3)"
Lavec c,>0 ,pour p/p,elcyc]
On note la largeur de I, (p,p,q) = [ag, Byl
(9.2.41) Lo (p0,a) = IBo-apl  1=1,..,9
On a alors le théoréme suivant :
Théors 9.2.1
Sous les hypothéses (9.1.2), (9.1.4), (9.2.8), (9.2.11), (9.2.12),(9.2.14), (9.2.15),
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(9.2.39) pour p; donné par (9.2.37), et :

(9.2.42) Ve>0,3C >0tq:V heloh®)], Viel-tt.],
(pl2 +p:)'/2 > C_exp-(D,+€)/h avec ID,-Dl < c t?

(9.2.43) p/p, € [cye]

Alors dans lintervalle I (h) et quitte a diminuer t,, le spectre de PA(t)(h) est
constitué de q bandes distinctes I,= [&e s Se] avec :

G = 4 pp.a) . Pp=Be(p0) , Ly(p.p.a) = Ifig-Gpl = 1By (p.0,a)-0(p,0,)!

Remarque 9.2.2

La vérification des conditions (9.2.42) et (9.2.43) suppose le calcul des termes
d’interactions P; qui sont calculés dans [HE-SJ]s sous les hypothéses
mentionnées en (9.2.16) et (9.2.17) . (9.2.43) suppose d,=d, qui est vérifiée dés
qu’'on a par exemple :

(9.2.44) V(x,x,)=V(-x,x) ; B(x,x,) = B(-x, x))

Les résultats de [HE-S]], donnent alors :

(9.2.45) L4 (0.0a) = h™ ag(h) exp(-d;/h)
ou aé(h) est un symbole elliptique.
Remargue 9.2.3
Le cas A=0, gq=1 correspond au cas étudié par Outassourt [OU]
Remarque 9.2.4
Lorsque (9.2.39) n'est pas vérifié (par exemple p=1, q=2, p,=p,), des

résultats partiels subsistent dont I'énoncé est laissé au lecteur.

§ 9.3-Etude de la conditon (9.2.39) _ li é . I
rationnel

Cette section est donc consacrée a |'étude de la famille de matrices qxq :
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(9.3.1) Me(q,p.P,.Pz)=exp (i8,) p, Jp_q+exp(—i02) P, - J’;_q

+ exp(if) pK+exp(-i8) p,. 'K"‘
Pour I'essentiel, elle n'est pas trés originale et rassemble des résultats connus
des spécialistes mais pas toujours explicités de la maniére qui nous était utile.
On s'est beaucoup inspiré de [l'article de Bellissard-Simon [BE-SI] et des
discussions avec J.Bellissard et A. Grigis ont été frés utiles. Notre objectif
principal est ici I'’étude de la condition (9.2.39) sur la séparation des bandes,
mais en vue d'un article ultérieur nous développerons d'autres aspects qui

n'ont pas d'application directe dans cet article.

Dualité d’Aut
Ecrivons Me (q.p.pl,pz) sous la forme :
(9.3.2) Mg (a.pppp,) = p; A°. + P, Bp,oz

On note :
(9.3.3) w, = exp(2inp/q) = w®

Alors A, a une base orthonormée de vecteurs propres :

5

1 . 0
(9.3.4) foee (1 0,09y j=0.....q-1
)

\/; ) [}

de valeur propre correspondante cos (21 jp/q-8,)

Introduisons la matrice unitaire et hermitienne :

(j-1) (k-1)
(0]
P

(9.3.5) v ) =
p.@ jk

R

On a alors :

B

oo oo » P=l..,a-1, (p premier avec q)
1

-1
(926) U, , Ay U

On remarque alors que :

-1
937 U, , Mevoz(q.p.p,.pz) Up o = Moz'_ol(q.p‘.Pz.P,)

Ceci exprime la dualité d’Aubry qui n'est autre qu’une propriété d'invariance
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par la transformée de Fourier discréte sur le groupe Zq =1/qL.

; I lici
Regardons pour fixer les idées les petites valeurs de q ol il est possible

d’expliciter algébriquement le polynéome caractéristique Pe (4) de MB et ses

valeurs propres.

*q=1, p=1, Me= 2 p, cos6+2p,cos6,; Pe(l) =-1+2p(cos 8)2p,(cos 6,)

*q=2, p=1

cos6, 2p, cos 8, }

( )
m - |
L cos 8, -2p, cos 6, J

Pg(2) = 2%-2 (pl+ p2) - 2 pos28, - 2p,cos 26,

(e = -2 \/pf (cos el)2 +p:(cos02)2 = ~2,(0)

On voit que les 2 racines sont égales pour el=n/2,92=n/2 et par conséquent
lorsque 6 varie, les 2 bandes parcourues par 1, (8) et 12(9) se touchent. La
condition (9.2.39) n’est pas satisfaite.

*q=3,p=lou2

{sz cos 8,  pexp(-ie) p, exp(i,) ]
M, = Ipl exp(i6,) 2p,.cos[8,+2np/3] pexp(-i6))
Lpl exp(-i6) p,exp(id,) 2p,cos[8,+4np/3]

Py(2) = -8 43 [p|2 + p:] +2 pf c0s8,+2 p; cos 36,
Un calcul élémentaire montre que la conditon (9.2.39) est vérifiée pour tout
couple (co,cl) t.g O0<cy<c, . En effet, en suivant la méthode classique, on pose :

Azusv , 2%= U3avie3 uv (uev)
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Une racine de P, vérifie donc :
- (B +vd)+(urv) (-3 uv +3(p,z +p:) ) +2 pfcos 39‘+2p2 cos36, =0

. 2 2 N . 3
On impose uv = p+p, et on tombe alors sur un systéme classique sur u” et

viidvi= (pf+ p; P¥ L udevi=2 pf’ cos 36, +2 pi cos 360,

u® et v* vérifient donc une équation du second degré dont les solutions sont

3 3 3 3 2 2 2.3
Xi =p,cos 36 +p,cos 36, \/(plcos?:e‘+p2 cos 30,)° -(p,/+p3)

On vérifie que le discriminant est strictement négatif dés que p, p, =0.

X, et X_ sont conjugués et si on écrit X+ sous la forme :

X, =p® exp(+ igl6]) avecp>0

On obtient que les racines 18(9) de Py sont données par :

A, = 21t Re [exp (i[";—o)+ 2n /31,8 =23

2 2,\1/2
avec: p=(p+p3)

cos (¢ (8) ) = ( pfcos.’)el + pi cos38,) / ( p12+912 )72
sin (¢ (8) ) =( (plz+p§)3- ( pi‘cos.’)el + p; cos392)2 ) Y2 pf+p,z )22
Notons « I'angle dans [0, %[ défini par :
3 3 2 23 3 2
PP . /(p‘ + pz) - (pl -p)
cos @ = ————— sin a =
(pz+ p2)3/2 (pz+ p2)3/2
12 12

Les 3 bandes sont données par :

2,1/2

Y2 cos (n-% ), 2 (pl2 +p5)

cos ((2n+a)/3) 1
cos ((5n-a)/3) ]

I =[2(p+p})

L= [2 (pXp)"? cos (4n+0)/3 ), 2 (pf +p2)"?
2 cos G-3).2 (pl2 +p§)'/z

L =[2 (plz+p:) cos (@/3) ]

et on vérifie qu'elles sont distinctes pour PP, =0.

On pourrait espérer pouvoir calculer les valeurs propres de Me(q,P.PpPz) dans
le cas général mais cet espoir semble vain au delda de q=7. Des calculs
numériques dus a Hofstaedter [HO] semblent suggérer que pour P,=p,p=1, on

a q bandes distinctes et que pour q pair les 2 bandes centrales se touchent. On
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va maintenant expliciter les résultats connus en s'appuyant sur des résultats
de [BE-SI] et des remarques de J. Bellissard. Le point de vue de ces derniers
étant légérement différent, on va expliciter maintenant I'équivalence des

différents points de vue dans le cas rationnel.

Li re . e H I .
Remarquons tout d'abord que Moest unitairement équivalent (conjugaison par
la matrice diag (exp (i j 6)) a:

M°= exp(i8,) p,J, .+ exp(-i6, e, I3

p.aq
0 1 exp(iq8,)
1 0
(9.3.8) +p,
0 0 1 0 1
exp(-ig6,) 0 1 0

Soit alors A une valeur propre de Me etu = (uo.ul,...,uq_,) un vecteur propre

de M,
Si on pose u_, = exp (iqg6,) Ugoy s uq=exp(-iq9‘) u, et:
A-2 6. +2n p/ql)/ -1
(93.9)  Np) - | 2P, costeyr 20t p/alip,
M I 0

on voit que : (Mo-l) U=0 se réécrit sous la forme :

u

u
e +1 A [3
(9.3.10) =N (o) £=0,..9-1
u ¢ 2 |y
[2 ) e-1
u
En particulier O | est vecteur propre de la matrice
u

-1
(9.311) Q" (8,) = Ny _, (8, ) o..0 Ny (6,)

avec comme Vvaleur propre exp(-iqel) .Par ailleurs, si on considére I'’équation

de Harper :
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(9.3.12) p(uy,, tu,_) +2 p, cos[2n p/q+8,Ju = Au, nel

Il est classique que A appartient au spectre de Harper si et seulement si

(9.3.12) admet une solution dans £°° , ce qui se réinterpréte immédiatement en
disant que Q" (92) a une valeur propre de module 1.
Compte~-tenu du fait que det Q" (92) est égal a 1 et que ses 2 valeurs propres
sont conjuguées, on déduit de (9.3.11) que 'si A est valeur propre de Me' A est
dans le spectre de Harper . Inversement, si A appartient au spectre de Harper,
Q" (8,) a une valeur propre de module 1. Il existe alors 6, €[0,2n] t.q cette
valeur propre soit exp(-iq6,). On vérifie alors que, si (uy,u_,) désigne le
vecteur propre associé, (uo,ul,..., uq_l) défini par les équations :

(2 p,(cos 6,-2) uj+p, u+ pu_ =0

P, Uq_3+[2 p, cos [6,+2np (q-2)/q] -A) u,_, +p u,_, =0
est vecteur propre de Mg
Remarquons encore, ce qui peut étre utile pour des calculs numériques a la
Hofstadter, que l'on peut encore exprimer [appartenance de A au spectre de

Harper par la condition :

(9313) - ITr Q"(8,) 1 <2
ou encore :
(9.3.14) 36,tq TrQ'6,) =2 cos g8,

A est alors défini comme le zéro d'un polyndome de degré q dont le terme
principal est (-1)* 2% (-7 p:’Tr Q}' (8,) +2(-1)%"! p?cos q8,

Il est également un zero du polyndéme caractéristique de Me(ou Mo) . Tout
dépendant holomorphiquement de p,p,8 et les racines étant génériquement
simples, on obtient I'identité :

(9.3.15) det(Mg-2) = (-0 pTr Q*(6,) +2(-1)**' plcos q 6,

Les travaux de Bellissard-Simon concernent le membre de droite de (9.3.15) et

pourront donc se transcrire immédiatement a ['étude de det(M -21).
°
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Inversement, I'’étude directe de det (My-1) ou de det(Me—l) (qui sont égaux)
donnera parfois des démonstrations alternatives de leurs résultats.
Lemme 9.3.1 [BE-SI]

(9.3.16) det(My(q,p,p,p,)-A)=f (1)-2(-1)%] cosq8,-2(-1)% p} cosqe,

P90,
(9.3.17), fp.q,p,.pz(l) =A. gp,q,p,,pzuz) si q est impair
(9.3.17), rf,q,pl,pz(l) = ép.q,p‘,pz % si q est pair
(9.3.18) fp'q,pl'pz ) = fp'q’pz'pl Q)

Dé .
(9.3.18) résulte de la dualité d’Aubry . (9.3.16) résulte de (9.3.15) et de la

dualité d’Aubry . Une autre démonstration dans l'esprit de [BE-SI] est de

remarquer que l'on a :

(9.3.19), J;l MgJ, = Mol-zn/q'oz

(9.3.19), K'My K=M

(-] 0 ,0 +2r p/q
1 2

Ceci est une conséquence immédiate de (9.2.34), (9.2.35) et de (9.3.1) . Le
polynome caractéristique PO(A) de M, est polyndmial de degré au plus q par
rapport a (cos 91) et (cosez) et les seuls polyndomes vérifiant :

P

p =P Poo +2n pra= Po o
2 2

0 -2n/q, 0 00 *
1 2 1”2
sont des combinaisons linéaires de (cos qe,) et (cos q92) si p est premier avec

q . (9.3.17) résulte par exemple d'une écriture plus explicite de Pe().) qui nous a

été suggéré par J. Bellissard . On écrit que :
(9.3.20) det(My-2)= exp(TrLog(M,-AD)=(~-2)% exp(-Z, Tr(My)* /2" k) k> 1
Tout est ainsi ramené au calcul de : Tr(Mok) qui est une somme de mondémes

L. L. avec :i ell, ... 4]
i iy j

. . -1
L, = exp(i6,) p, Joq L= exp(-i0,) p, _]p'q
1

L, = exp(i8) p,K ; L, = exp(-i6)) p, . K~
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et on peut faire un usage intensif de : _]q K = exp(2in/q) K Jq . On remarque aussi

que :
e 82
(9.3.21) Trace (prq K*“)=0 sauf si £, =0 mod q et ¢, =0 mod q .

En particulier, lorsque k impair avec O0<k<q ,on a :
(9.3.22) Trace (Me)k =0
qui conduit 4 la démonstration de (9.3.17).
On voit aussi dans la formule (9.3.20) que exp(iq6,),exp(-iq8,), exp(igs,),
exp(-iq@,) ne peuvent apparaitre que dans Tr (Moq) etona:

-'; Tr (Me)q = -2 p:‘cos g8, -2 p: cos q 6,
qui donnent l'expression exacte pour (9.3.16) par une méthode différente de celle
mentionnée avant (9.3.19) . On peut également calculer le coefficient de 232
" dans (9.3.20) qui est donné par :(-1)* ( -(1/2) Tr Mog )=2(-D%""q  soit:
(9.3.23) Le coefficient de A% 2 dans 9.3.16 est 2(-1)%"' g ‘
Comme nous I'a signalé ]J. Bellissard, I'intérét de cette approche est que l'on voit
clairement que la dépendance en p des coefficients ne se fait que par un
polynéme réel de (exp(2in p/q)) et exp(- 2in p/q).

# Fin de la démonstration du lemme 9.3.1

Le lemme 9.3.1 donne de bonnes informations sur la structure du polyndéme
caractéristique mais reste muet sur la question posée, a savoir, si _Ies bandes se
séparent ou pas. Notons toutefois le corollaire suivant du lemme :
Corollaire 9.3.2
Si I est une bande de spectre, -1 est une bande de spectre.
0 € spectre si q est impair
77
On remarque en effet que si A est valeur propre de M9 ,~A est valeur propre de

M, (dans le cas pair) et de M ) (dans le cas impair).

0 +(n/q. n/q
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Rappelons également le résultat suivant (cf lemme 3.1 dans [BE-SI]) :

Lemme 9.3.3 On suppose pp, # 0

(9.3.24)Les points critiques de f q (1) sont dans la zone :
,9.P,.P,
f M > 2+ py)
M oape, M2 200t e,
(9.3.25)En un point critique A ou | f A)1= 2 (p:I + p:), on a
P.9.0,.P,
f () =0.
P.4.0,P,
Eed

(9.3.24) est démontré dans [BE-SI] . 1l s'agit d'utiliser le fait que :

qu 0.0 (3)+ 2(-1)““[p:¥:osq91+p‘2I cosq,] est le polynéme caractéristique
PP,

d’'une famille analytique de matrices hermitiennes. On sait qu'alors on a un choix
analytique par rapport a l'une des variables des valeurs propres qui sont
réelles. Le lemme 9.3.3 en résulte.
Corollaire 9.3.4 (Cf théoréme 4 de [BE-SI]) : On suppose p, p,=0. Alors les
racines du polynome caractéristiques sont simples ou doubles. On ne peut avoir
de racines doubles que pour cos qeI +COos qez =+2. Les bandes Ie(p.D.Q) ne
peuvent se toucher qu'en des points ou cos qel +COos qez =42

#
On a également la:
Proposition 9.3.5 (Cf. Proposition 3.2 de [BE.SI])
Soit le(e) est les valeurs propres de Pe(l) rangées par ordre croissant, alors :
pour € +q pair: Be = A (0,0) , Qg = A,,(0,0)

Pour ¢ +q impair: By = A, (n/q, n/q), @, = Ay, (n/q,n/q)

Tout le probléme de la séparation des bandes est donc ramené i un calcul de
12,,(0,0)-24(0,0)] ou de IA,, (n/q, n/q) -2, (n/q,n/q)l. Malheureusement, ce

probléme n’est pas résolu en général | On a toutefois une réponse dans le cas q
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pair qui est suggérée par le dessin de Hofstaedter [HOF] :

Proposition 9.3.6 (cf théoréme 3 de [BE-SI])

Si q est pair et p impair alors :

si q=0 (mod 4) ).q,z(0,0) = AQ/ZN(O,O) =0

q=2 (mod 4) lqlz(n/q.n/q) = lq/zﬂ(n/q,n/q)=0
Démonstration (cf Bellissard-Simon.)
Remarque 9.3.7

0 est donc toujours dans une des bandes. On va maintenant compléter ce
résultat en s'inspirant de remarques de Grigis et en faisant apparaitre la
structure de Medans le cas ou q est pair. Considérons donc le cas q pair, p impair
et soit U la matrice unitaire :

(9.3.26) U= 3% gV

On vérifie qu'alors :

(9.3.27) v = (-)V?

On voit en particulier que si f est vecteur propre de M, associé a la valeur
propre A, (Uf) est vecteur prépre de M, associé a la valeur propre -A. Notons
également que U est une matrice réelle . On distinguera 2 cas selon que q/2 est
pair ou impair :

Cas a) q=2 modulo 4 ;on a: U= -1 ; on introduit :

2, =(uecCtq Uu=z2iu)

Notons alors que 2> . et > _ sont orthogonaux et que u —» u échange 2> , et > _

qui sont donc de méme dimension . On choisit une base orthogonale de 2> , et

celle de 2 _ en utilisant u > u..

Dans cette base, on a :

(9.3.29) Mg= ’ ’
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et par conséquent, on a:
(9.3.30)Idet Ml = Idet Ayl *

Exemple p=1, q=2

Ona :U=],;K= I
-t o
Si (e,, e,) désigne la base de Cz, on prend comme nouvelle base :
f=1/VZ (e+ie) ; [ = 1//2(e-ie,)
et on trouve : A, = 2[p, cos 8,+i p, cos 8]
77
On est en fait dans une situation classique en supersymétrie. Plus précisément,
les espaces propres peuvent étre décrits par :
(o) [(Kerny )
Ker M, = ‘ l ' ® ‘ ‘
LKer A, J L 0 J
Puis si L est une valeur propre non nulle de A: A9 de vecteur propre associé A

(£ VP Ay v, v,) est un vecteur propre de M, de valeur propre * v

[
Cas b) gq=modulo 4 ; on a cette fois ci : U2 = [. On introduit :
Zi=(ue cltqUus=+u).

Observons que J U = - U J et que par conséquent J échange > , et 2 .

Soit fi une base de 2 et (_]fi ) la base correspondante de 2 _.Dans cette base,

4

ona:

LAy 0 )

et les considérations de ['autre cas sappliquent.

Remarque 9.3.8 11 résulte de la proposition (9.3.6) que :
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(0] = 2 (p] +p})  siq=0 mod 4

9.3.31 f
0330 [ 00,

f 0] =-2[p? + pY  sig=2 mod 4
L papyp, T APt Pal s
#

Le dernier résultat de [BE-SI] qui nous intéressera est le suivant :

Proposition 9.3.9 (cf théoréme 5 de [BE-SI])

3 n>0 tg V1,>0 tg 0<ny<m,, BCn >0 tqg:
0

Y p, p, Vérifiant :n, < p/p, <M, onait, V €xq/2

2\1/2
)

128,,(0,0) - 28 (0,0) 1 > . (o] +p}

I 2g,, (n/q, n/q) - Ag(n/q,m/q) | > Cn (p; +p:)'/2
(o]

La démonstration est basée sur un argument de perturbation de la situation
(p/p,) =0.

Remarque 9,3.10 Par la dualité d'Aubry, on peut échanger dans cette
proposition le rdle de p, et p,

La proposition (9.3.9) donne immédiatement de nombreuses valeurs de SR
pour lesquelles la condition (9.2.39) est vérifiée. La démonstration de Bellissard
et Simon montre méme quhormis la situation des 2 bandes centrales
apparaissant dans le cas q pair, la condition est que si [co,cl] évite un nombre
fini de valeurs vi de R”, les intervalles Ip (p,p,q) sont disjoints (sauf pour Ip et
Ieﬂ avec €= q/2) . Malheureusement, le cas qui intéresse le plus les physiciens
est le cas ou p,/p, =1 et on ignore bien entendu si Vi=1 pour un certain j . Notons
enfin que les résultats des § 1 a 6 montrent que pour p=1 et q grand ou plus
généralement pour :

p/q = 1/(q, +1/(q+1/(q,+..... ))) avec tous les q; grands,

la plupart des bandes se séparent et on a donc une vérification partielle de la
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condition (9.2.39).

§ 9.4, Etude du cas général

On revient au cas général ou :

(9.4.1) ®/h =2n8-h el

mais ou h n’est plus nécessairement un multiple rationnel de 2n. La réduction
par la théorie de Floquet n'est plus possible. On pourrait sans doute faire une
théorie de Floquet partielle en utilisant T, ou T, mais on retombe de nouveau
sur un probléme a une infinité de puits qui ne reléve pas des techniques de
[HE-SJ]l. On renonce donc a la théorie de Floquet, et on considére ce probléme
comme un probléme i une infinité de puits et on va utiliser les résultats de
Carlsson [CAR] (convenablement généralisés au cas A=0) sur ['équation de
Schroédinger 4 une infinité de puits qui utilise des techniques trés voisines de
celles développées au §2 pour l'analyse semi-classique de Harper modulo 0(h°°)
ou celles du §4 pour l'analyse modulo des exponentiellement petits . On garde
les hypothéses suivantes du théoréme (9.21) : (9.1.2), (9.1.4), (9.2.8), (9.2.11),

(9.2.14) et (9.2.42) et on conserve le méme probléme de référence f’A introduit

en (9.2.13) que 'on notera ici :

2
(9.4.2) B =X (WD -AV+V+ Y Wx-FI
00 .y X j B=(0,0)

oll on convient que ﬁ = (a, B, a,B,)
Le support de W est dans une bande de rayon 71 pour la distance d’Agmon
centrée en (0,0) et on pourra choisir 1| arbitrairement petit si nécessaire.
P, admet une infinité de puits U = @.
Carlsson [CAR] réduit I'étude du spectre dans I (h) a I'étude d'une matrice
infinie opérant sur €2 (Z%), et ses résultats se généralisent immédiatement i
notre situation : A=0, compte-tenu des inégalités d’Agmon démontrées dans

[I{E-SJ]3, qui permettent le contrdle de la décroissance des fonctions propres de
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po.o‘ En fait, compte-tenu des hypothéses de périodicité, la théorie développée
par Carisson se simplifie considérablement. Etablissons maintenant, les résultats
qui se déduisent de l'approche'de Carisson.

Soit (ﬁo.o la premiére fonction propre de la réalisation de ﬁo.o de valeur propre ~

X (h) et, comme déja remarqué, on a :

(9.43) Py @o0=4 g0 *+Co0

avec
d (x,(0,0)) (1-¢) )
~ v
(9.4.4) q’o,o'ro,o = Oc (exp - —_— + ¢/h) dansL
d (x,(0,0)) (1-¢) )
V ¢ ,Vvr =0 (exp- — 4+ ¢/h) dansl
A 00 AO0Q € h
oV, f=((D-A)D)_,,
(9.4.5) supp r C U B(f.n)

B = (0,0)
Soit F(h) l'espace spectral de P, associé a lintervalle I (h). L'idée est

maintenant de construire un "bon espace” approché de F(h) en utilisant (TJO.O et
ses "translatés” associés aux puits Ui‘k ((j,k) € 7% :
" ik o~

(94.6) ¢, =T T, 95,

. R .
qui vérifient, pour g = T, T, oot
(9.4.3); Py =X ¢, *rj,
avec :
(9.4.4); T A ff)i'k ' Va Tjy= 0 (exp -(d, (x,(j, k) (1-€)-€)/h) dans L%
(9'4‘5)i'k supp i) C Upixy B(B,n)
Soit g le projecteur orthogonal sur F, on montre alors que :
(9.47) vy =g ¢,
est une base llilbertienne de I "presque” orthonormale, chacun des Vik étant

exponentiellement localisé dans le puits Ui g €t trés proche de (I)i "

Pour étre plus précis, introduisons un certain nombre de notations héritées de
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[HB-SJ]Z. Soit 2(6) la matrice infinie de terme général :

(9.48) d\8 = exn(-3 5/n)  (@p) e 2P x 7
ou :
(949) 8.8 = infy, o [, [&, T+ d, (1,,8,) v +d, (T _, )]

ax¥=V,=..= Yo =p

Si (Aa,ﬂ) est une matrice infinie (dépendant de toutes les constructions
antérieures), on écrira que (A)u.p =0 (@‘e)) si pour tout €> 0, il existe un choix de
1> 0 dans la construction de W t.q :

(A)p | < (5D pour h<n(e)
Introduisons :
(94100 V,y = ((vy/vy)
Les propriétés (9.4.4)i_k et (9.4.5)i_k permettent alors de montrer que :
(9.41D) V = 1+6(2™)
Introduisons enfin la base orthonormalisée des v, :
(9412)e, = Ty vy (V)
Le théoréme de Carlsson s'énonce alors ainsi :
Ihéoréme 9.4.1 Sous les hypothéses rappelées avant (9.4.2), la matrice de P,/F
dans la base e, est donnée par :

(9.4.13) (P,/F) =X.1+W=1.1+W +0 (2®)
o i W= 1/2[(§,/r) + (0,/§y)]

Nous n’avons pas encore exploité toutes les invariances du probléme initial sur
les matrices (P/F) et (W). Clest une étude complétement analogue a celle des §1 a
7, ol on exploite les propriétés suivantes :

(9414)T) Tyeqo =€y i TIT; G0 = B4 5 1) Th fog =1y
(9.4.15) Ti P, =P, Ti j=1,2

(94.16) T, T, = exp(-i h) T, T,
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On obtient ainsi que W vérifie (6.1) et (6.2). Toutes les considérations du §6
s'appliquent alors. L’hypothése (9.2.11) assure alors l'analogue du théoréme 6.2
avec S, =D
(9.4.17) (1(10) =172 [(§q, /1, o) + (g, / ;)]

| ro.) = 172 [@g,0/T0,) * (£g o 8]
Enfin, les hypothéses mentionnées en (9.2.16) et (9.2.17) permettent d’utiliser les

résultats de [HE-S]]; pour minorer If(0,0I et If(1,0)L.

R .
Un cas particuliérement intéressant est le cas oU on a la symétrie mentionnée en
(9.2.44) :

(9.4.18) a*B=B , a* V=V

ou : a(x, x,) = (-x,, x))

Rappelons (cf 9.2.2.1) qu'on avait :

(9.4.19) Tvi A-A = -dy, (v, = (a,0),v, = (0,a,))

et que d'aprés (9.4.18), il existe f t.q:

(9.4.20) a*A-A = -df.

On vérifie alors que 'opérateur & défini par :

(9.4.21) F u = exp(i f/h) (a*u)

commute avec P, et on a donc :

(9.4.22) [Ti ,P1=0, [¥,P1=0

utilisant que o** =id, on montre facilement que :
f+a*f+a*’f+ a** f = conste

qu’'on peut supposer nulle en modifiant [ par une constante . On a alors :

(9.4.23) g* =1

Regardons maintenant les propriétés de commutation entre Ti et¥ ;ona:
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FT exp(i f/h) a* exp (ig,/h) T
2

. x x . x x
exp(i(f+a* ¢,)/h «a t"z exp(i(f+a* ¢,/h) 1"1 o

et:

T, & = exp (ig,/h) T, exp(i f/h) a* = exp(i(tp,ﬂv f)/h) T, a*
1 1 1

et donc :

F.T,=exp(il/h) T . & avec : E =f+a*g,-¢, -'(Vl f

On remarque maintenant que :

dE

df + o*dg, -dg, - T"n df
~0* A+A+ 1T oA -1 A+ 1T A-A+a*A -a*1 A
v, v, v, v,

(t oa*-a*1)A =0
vl VI

Par conséquent E est constant . De méme :
FT, = T;' F . expli G/h) avec G constante
Comme on a la possibilité de modifier ¢, et g, par des constantes (sans modifier

les relations jusqu'a 9.4.23), on peut se ramener au cas ou E=G=0.

( (T; P1=0,[F Pl=0
(0429 | T, T, = expli ®/h) T, T,
| F=id, ,F=5T, T, F=95T,

& joue le role de la transformée de Fourier dans les §1 4 7. On assure en
particulier que If(0,1) I= If(1,0)] et que I'étude du spectre de (P, - X)/F se raméne
a I'étude d'une équation de Harper, perturbée de :| £(0,1) | [cos h D, +cos (x)]

qui satisfait a toutes les propriétés requises pour appliquer le § 7 et on obtient

ainsi le théoréme 2 .
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Précisons la remarque (4.2) (dans le cas ou b=1, A=1). Notons que
nécessairement :

Al v, < S - sup, g [D(0y) -G, (y)]

On doit donc étudier I'expression :

X
o(x) = et [1+cos y, -cos t] dt —l/2(x—x0)2
Yo
ou X, est lié a y par: l+cosy, = 2 cos X,
Des calculs numériques semblent montrer que :
sup . g [D(0,y) - Ge(y)] < 2107 .S,
On va vérifier ici par des estimations grossiéres que :
A2 supy g [D(0y) - Go(y)I< R.S ~ avec: R<1/2
Ceci permettrait de choisir v, > S|/2 dans le cas A=1 et simplifierait les
arguments développés dans la suite du paragraphe . On va utiliser les
inégalités :
ch™ (1+u) ¢ VZ./u et lcosy-costl < It-yl

On peut alors majorer 6(x) par :

2/2
8(x) < F(x) = (x-yo)yz -1/2 (1(—;110)2

etona: FF(x) = ff(x-yo)l/z - (x-xp)

)2 et on obtient :

Pour l'étude de F'(x), on pose y = (x-y,
Fx) = ¥(y) =v/2y - (y° +(Yo=Xg))

Notons tout d’abord que si : (yo-xo) >1//2 alors ¥ est toujours négatif et il

est alors clair (car F(y,) = -1/2 (yy-3,)° ) que :

A3 (Yo=%,) > 1/V/2 = 8(x) < Flx)<0 Vx>y,

Notons également que y, (x)-X, est une fonction croissante de X, pour
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x,€ [0,1/2] . Considérons maintenant le cas ou (y,-X,) < 1//2 , alors F

atteint un maximum au point : X, = y, + yi ou y, est le zéro positif de ¥ :

y, = v2l/2 + [2-4(y, —x)
Calculons : F(x,) =y3 (3 /2y, -
Siy, < 3/2Y/2 ,on a de nouveau : F(x*) <0 et donc :

/3
2/2

Considérons donc maintenant le cas ol : (y,-x,) < /3/(2/2) . On majore 6(x)

A4

< (yo-xo) = 08(x)<0

par F (x”) . Notons que Y, (x,) est une fonction décroissante de x,. On en
déduit que : F(x, (x,) ) <2/3 (en prenant x,=0) ; par ailleurs, S, (y,(x,))
décroit également avec X, et pour estimer : F(x,(x,))/ S(y,(x,)), on va

utiliser la majoration grossiére :
F(x (x )

+

0 -
— < (2/3) x (1/S (y (X))
Sy x)) 170 Yo

170 0
En prenant comme valeur de X, la valeur t.q:y -X, = V3/2/2 , soit:
Xy~ 116,y ~ 177

(o]

Pour minorer S, (y,), on observe que y €[5, 1l et que , pour tely,nl,

ona:
cos t-cos )70 (cos y +1)
= < - =
Yo Y,
ch™ (1+v) » Log (1+2v)
(t-% )

doi 1 S, (§) »2 f‘;o Log (1+2(1+cos y,)) W—y—ET ) dt

> (m-yo)/(1+cos ¥,) [(1+2(1+cos ¥,)) Log (1+2(1+cos y,))-2(1+cos ¥,)]

On trouve ainsi : S,(?O) > 1.52 et par conséquent Rg 0.43
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