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RESUME.
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Dans [He-Sj'5], nous avons étudié le spectre de l'équation de
Harper

(0.1) (uk)keZ -He^ Y-(Uk+i+U(<-i)+cos(ak+9)Uk

u ——> Heu

ou plus précisément U SpH^ dans le cas où :

(0.2) a/2TT est rationnel (cas traité auparavant par
J. BELLISSARD et B. SIMON [BeSi]).

(0.3) a/2TT est congru modulo Z è h avec h petit (h=h/2Tî).

On se propose Ici de regarder le cas où :

(0.4) a=2-rr (p/q)+h (mod. 2TTZ)

avec Ihl assez petit et p et q premiers entre eux.

L'objet de cet article est donc de justifier les articles non
rigoureux mathématiquement mais très fondés numériquement ou
physiquement consacrés à cet te situation pour lesquels nous
référons à M. WILKINSON [Uil-5] et un Survey de J.B. SOKOLOFF
[So]. Mentionnons également un Survey récent de J. BELLISSARD
[Be2] qui annonce des résultats mathématiques qui recoupent
partiellement les nôtres en liaison avec les travaux de l'école de
Grenoble (RAMMAL et ses collaborateurs [LUPR]).

Nous espérons ainsi expliquer d'autres aspects du papillon de
HOFSTADTER [Ho] tout en restant loin de l'explication générale du
dessin car nous sommes limités par les contra intes de
l'approximation semi-classique.

Par rapport à [HeSj5] , le gain peut sembler minime mais 1 1
élargit en fait sensiblement tes résultats de cet article. On
démontrera par exemple le résultat suivant pour l'opérateur de
Harper:

(0.5) P(a)=cos(aD^)+cosx
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dont le spectre est u SpHQ.
9

Théorème 0.1. Soit C Q > O , C Q € N (CQ^Z). Il ex is te une
constante C ( C O , C Q ) > O telle que si a/2TT admet le développement
en fraction continue :

(0.6) a/2TT = q o + 1 / ( q i + 1 / ( q 2 + 1 / - - - ) ) ) = (p/q)+h

avec pour un certain m^Cç

(0.7) 0< |q j | ^Co pour 0<j^m
Iqjl s:C (CQ,IQ) pour js:m+1

alors, si a /ZTf^Q, 1e spectre de P(a) est indus dans 1a réunion de
q^) intervalles disjoints (si h ^0) Ij^(h) ( £ = 1 , ...^q^)) d e l à
l'orme : [y^(h),&j^(h)] avec :

y j^(h)>y^-Ch , & j ^ (h )<&^+Ch
(0.8) y ^ < & £ : < y £ 4 - 1 < & ^ + 1

y^(h) . &^(h)eSpP(a)

où q^) est défini comme le dénominateur de la fraction rationnelle
obtenue en tronquant le développement en fraction continue è l'étape
m :

(0.9) a^) = p(m)/q(m) = qo+1/(q^1/(q2+l / . . . (qm_i+1/qm)))

avec p^^ premier avec q^^q^^eN.

(0.10) h=a-2Tra(m)

( 0 . 1 1 ) u [y^,&j^l correspond au spectre de P(2Tra^m))

(0 .12) d(I^(h),I j^+i(h))^1/C si S j^^y^+ i et sl /C v^h si
&j^=y^+i .

Dans chaque intervalle I jç>(h), SpP(a)nl j^(h) se décrit comme une
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/ n \ / p \
réunion d'Intervalles fermés J. , où les J sont des intervalles

fermés de longueur ^0 avec ôJ,CSp(P(a)), J.^^ se trouve à
m J

droite de J et
J

(0-W ï /Nm+l l <- dCJ^\ J^î) <- 1/^mTlT.

/ jp)
(0 .14) J. est de longueur 2Co+o(l/ Iqm-n I).

(0.15) Les autres bandes sont de largeur e'^OV Nm+il avec
C( j )%1.

(^)Pour j ^ O , si Kj désigne la fonction affine croissante qui

transforme J.̂  en [ -2,21, on a alors K^Cj^nSpPtaOcuJ^
J J j , *- k J ' K

/ p \
ou les J v / vérifient des propriétés analogues avec Qrn+1

remplacé par Qrn+2 et (0.13) peut être précisé en :

<0- '6) ^.V-^O-'/^
et ainsi de suite ....

(Ici a^b signifie que a/b est majoré par une constante qui ne
dépend que de CQ et CQ).

Dans le cas rationnel, on a le même résultat, mais la procédure
s'arrête après un nombre fini d'étapes, j

Remarque 0.2. CQ correspond à l'exclusion dans chaque intervalle
(et è chaque étape de la renormalisation) d'un petit intervalle dans
lequel il faut faire une étude différente et qui correspond è un
voisinage de l'énergie 0 pour l'Hamiltonien cos Ç+cos x. Ce problème
sera étudié dans [HeSj6].

Remarque 0.3. Compte - tenu des résul tats très récents de
P. VAN MOUCHE [UM] et de CHOI, ELLIOTT, et YUI [C-E-V], on ne peut
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avoir &j^=y^+i que pour q(m) Impair et pour ^(q^-O/Z.

Au niveau des méthodes, on ramène l'étude de l'opérateur de
Harper

cosCCZTra^+hîD^+cosx

à l'étude d'un système pseudodifférentiel q^^xq^) dont on
constate qu'il est à caractéristiques au plus doubles.

En étant très schématique, on se ramène alors è l'étude ou bien
d'opérateurs pseudodifférentiels scalaires modelés sur:

coshD^+cosx+hy(x ,hD^ ,h )

(où l'on voit apparaftre un terme d'ordre inférieur lié à une phase de
Berry discutée chez W I L K I N S O N [UJi2] et chez B E L L I S S A R D [Be2]
(^Formule de Rammal-Wilkinson") et qui sera discuté au §.6 ou bien
à l'étude de système 2x2 du type de Dirac analogues à celui observé
dans le cas a^^ :

/ coshD>< cosx \

^ c o s x -coshD^ )

coshD>< cosx

c o s x -coshD><

près de l'énergie 0 et qui décriront la situation près des valeurs de
l'énergie ou deux bandes de P(2Tra^mh se touchent.

Après une étape, on se retrouve dans la situation décrite dans
[HeSJ5].

Une grande partie de l'étude (§1,3,5) est en fait très générale et
s'applique è des hamiltoniens assez généraux du type des exemples
mentionnés par M. WILKINSON [lUil],

Ce travail a été annoncé è la rencontre d'analyse microlocale
d'Oberwolfach en Novembre 1987.

Nous tenons è remercier le référée pour toutes ses remarques
constructives.
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1 . 0 . Introduction.

Il s'agit de développer la réduction à un sys tème
pseudodifférentiel pour l'étude de l'équation de Harper dans un cadre
général. Nous allons démontrer que, pour un opérateur
pseudo-différentiel p^x.aD^) où a/2îT est proche d'un rationnel
p/q, l'étude spectrale se ramène è celle d'un système qxq
d ' o p é r a t e u r s p s e u d o - d i f f é r e n t i e l s h -admiss ib le s a v e c
h/2rr=a/2Tr-p/q. Nous avons été influencés par les travaux de J.B.
SOKOLOFF [So], M. WILKINSON [LUi] et J. BELLISSARD [Be2]. Ce dernier
travaille dans 1e cadre des C*-a1gèbres. Notre travail est sans doute
simplement une version ^pseudodifférentielle" de ce travail mais qui
permet après d'appliquer ce t te machinerie (en particulier les
techniques de [HeSj5]). La motivation d'une telle généralisation est
naturelle. Quand on vient du problème ^physique" : étude spectrale
pour l'opérateur de Schrôdinger avec champ magnétique et potentiel
périodiques, que ce soit dans le cadre de l 'approximation
semi-classique (cf. §9 de [ H e S j 5 ] , [HeS j6 ] ) , dans celui de
l'approximation champ magnétique fort (cf. [Be2], [HeSj?]) ou bien
de celui de l'approximation champ magnétique faible (cf. [Be2] ,
[Ne], [HeSj?]) , l 'opérateur de Harper n'apparaît que comme une
approximation d'un opérateur plus général.

En fait selon la démarche de Bellissard (qui se place dans le
cadre de la méthode de projection de Feshbach) ou celle de [HeSj6]
appelée : étude d'un problème de Grusm (méthode utilisée dans
d'autres contextes en E.D.P., cf. en particulier [HeSj4] (étude des
résonances)), on se ramène plutôt è un problème implicite du type :
trouver z t.q. 0 € K e r H ( z ) où H(z)=Harper-z+perturbation
dépendant de z qui est du type qui sera étudié dans [HeSj6]. Enfin,
1e suivi des symétries est indispensable pour l'étude spectrale, on
suivra donc avec soin ces symétries dans 1e processus de réduction.

1 . 1 . Réduct ion : préliminaires.

Soit :

( 1 . 1 . 1 ) a=2Tr(p/q)+h-+-2TT^

avec h /2TT€[ -^ ,^ [ , ^c2, p premier avec q, 0 < p / q < 1 .
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On s'intéresse au problème :

( 1 . 1 . 2 ) Déterminer dans un intervalle d'énergie I, le spectre de
l'opérateur p^x^aD^) où p(x,Ç), p est C00

ZTT-périodique en x et Ç, et où

Cpw (x ,aD^)u)(x)=|a| -1Je i / a<x-y»Ç)p[(x4.y) /2,ç]u(y)dudç

qu'on peut ramener è :

( 1 . 1 . 3 ) Déterminer dans un intervalle d'énergie I, le spectre de
l'opérateur Q^x.hD^), où

((^Ç^CK^ÇOeC^Rxil^cqxcq), Q*=Q,
Q est ZiT-pér iodique.

Bien entendu, on s'intéresse à une situation où h est
petit de sorte que la réduction ( 1 . 1 . 2 ) = = » ( 1 . 1 . 3 ) nous ramène è un
problème plus ^connu" d'opérateurs h-admissibles.

Remarque initiale 1 . 1 . 1 . On ne s' intéresse au spectre qu'au
niveau ensembliste.

On se placera dans la suite dans le cas h 7^0 ; pour h=0 il
faudrait remplacer ( 1 . 1 . 3 ) par:

(1 .1 .3 ) ' Déterminer dans un intervalle 1 la réunion pour (x ,Ç)€R2

des spectres des matrices Q(x,Ç).

La théorie de Floquet classique (cf. [ReSi] , [HeSj5]), montre
que p étant ZTT--périodique en x, 1e problème ( 1 . 1 . 2 ) est équivalent
è :

( 1 . 1 . 4 ) Déterminer dans 1 : U SpH 8 où H9 est défini par ;
6 Q

9eR

HO^p^x.aDîu©

Dœ^^ueL2 ^(x^^TTÎ^e^utx)}© loc

ou encore (cara 7^0) :
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( 1 . 1 . 5 ) Déterminer dans I U Sp H 0 où H0 est défini par :
9 0

Ô € R

H^L^p^x.aD+e)!!
9

DCH'n^ueL2 , u(x+2TT)=u(x)}.y ioc

Le problème ( 1 . 1 . 5 ) est un problème sur le tore. On peut
remarquer 2 propriétés simples :

( 1 . 1 . 6 ) Si a est irrationnel, le spectre est indépendant de 9
(cf. pour une démonstration de cette propriété classique
[HeSj5]).

( 1 . 1 . 7 ) H a et H 9 4 "^^ ont même spectre (ceci résulte de laô ô
périodicité en Ç du symbole de sorte que e^'^x^).

On est donc ramené à étudier

( 1 . 1 . 8 ) U Sp p^x.aD^+ô) où p^x.aD^+e) opère sur L^S1)
9
et si nécessaire, on peut supposer ^=0 dans ( 1 . 1 . 1 ) .

De la même manière, si on regarde le problème ( 1 . 1 . 3 ) , on
montrera qu'il existe une matrice unitaire Kç de sorte que si on
considère

( 1 . 1 . 9 ) ^^O-^ZTT/q

on ait

( 1 . 1 . 1 0 ) K-Q^x.hD^Q^x.hD^-K

de sorte que l'étude du spectre de Q^x.hD^) se ramène à l'étude
de QQ avec

( 1 . 1 . 1 1 ) Q^ = (^(x.hD^)y

0(09) = {ueL2 ^C^, )<u=e19u}•loc
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qu'on ramène è un problème sur un fibre sur le cercle de longueur
ZîT/q avec ;

( 1 . 1 . 1 2 ) QQ = Q^^hD^+ô)

D(QQ) = {ueL2 (^C^xu^}.

On ramène ainsi pour h 7^0, le problème ( 1 . 1 . 3 ) (sous
l'hypothèse d'existence de K vérifiant ( 1 . 1 . 9 ) et ( 1 . 1 . 1 0 ) ) à l 'étude
de :

d. i .13) ( u sp Qe) n i.

Dans la suite pour comparer les problèmes ( 1 . 1 . 2 ) et ( 1 . 1 . 3 ) , i1
sera plus commode de comparer ( 1 . 1 . 8 ) et ( 1 . 1 . 1 3 ) .

1 . 2 . Détermination p^3-» Q.

On cherche donc une application de l'algèbre des o.p.d è

symboles 2'rr-périodiques en (x ,Ç) dans une sous-algèbre de
l'algèbre des systèmes qxq d'o.p.d à symboles 2TT-périodiques en
( x , Ç ) =

p^Q

t.q. Spp w (x ,aD)=SpQ W (x ,hD) .

On souhaitera aussi conserver essentiel lement des symétries en

travaillant dans des algèbres d'o.p.d plus petites.

Etape î . On reprend la discussion du §.6 de [HeSj5] (cf. formules
(6.8), ( 6 . 1 1 ) ) en écr ivant l 'opérateur pseudod i f fé ren t ie l :
p^x^aD^+ô) sous la forme :

( 1 . 2 . 1 ) p^x^aD^+e) =yy f(kj) (exp- ix^exp-KaD^+e^
k j

(1 .2 .2) p^x^aD^e) = ̂ ^ f(kj) L^L^

k j
avec

(1 .2 .3) L^ = e-^
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L9 = exp(-i(aD^+e)).

La correspondance p-^pgCp)^ de C^S^S1) dans ^(Z2) ,
espace des suites doubles è décroissance rapide, est donné par :

(1.2.4) q(k,j) = exp[- ia( jk/2)] f(k.j)

o u ï e s q(k,j) sont les coefficients de Fourier de p.

(Tout ce que nous faisons est très voisin de ce que fait B E L L I S S A R D

dans [Be2], sauf que nous travaillons sans doute dans des algèbres
plus petites).

Si on munit C ° ° ( S ^ x S p de ta loi de Weu1 î
correspondant à la composit ion de W e u 1 , on a par transport de
structure (p—^pa^P) est un tsomorphisme) une loi noté 8 sur
/6(Z2) qui peut s'obtenir en utilisant (1.2.2) .

SZ^pL^9)^ g(k',j')•L;'.C49)k'
k j k'J'

-SSSS^^^^^/c^^^^^^^
Remarquant que : Ç\.y L^e-^J'K L^ ̂ y on obtient :

(1.2.5) Cf^g) [m^ l = ^ f(kj) g(k /J /) expdaj 'k)
k+k '=m

j + j ' = A

(qui correspond à une convolution dans le cas où a=0).

Pour définir la correspondance au niveau des opérateurs,
on va dire maintenant comment on transforme :

(1.2 .6) LI et L^ en Z\ et Z ̂

et on définira ensuite Q par:
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( 1 . 2 . 7 ) QW(,,hD,+ô) = ^ f(kj) ̂ j (S^

kj

défini sur L^S^-CO).

Bien entendu, 1 1 s'agit pour l'Instant d'une opération formelle et 1 1

nous faudra ensuite Identifier Up^x.aDo+e) et
e '•

U SpQ^x^D.+ô).
9 /s

Introduisons l'opérateur TTp de L2^? dans L^Sp^cq
défini par:

0.2.8) CTTpu)=(u,^^u,....rq^^u )

avec (tyu)(x) = u(x-u).

SI on Introduit les matrices :

(' \(1.2.9) J = 1 a), avec oû=exp 2lTr/q .

\ ^^'y
/0------1 \

K = / 1 0 0 \
0 1 . v v .

^ 0 0 0 0^1 0 /

On remarque que :

( 1 . 2 . 1 0 ) T T p L i = e-^ jP . TTp

T T p L J = e - K h D x + e ) « - l T T p

ce qui nous conduit à l'introduction de

( 1 . 2 . 1 1 ) ^ = e-^JP

^e = e^^x+^K""1 .
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SI on veut retrouver le formalisme de Weu1, on doit écrire :

Q(x.Ç) = ̂  Q(k,j) exp(- i ( jx+kÇ))
j»k

(^(x.hD) = T Q(k,j) exp(ijk(h/2)) exp- l jx • exp- ikhD^ .
j»k

D'où

Q(k,j) exp(i jk(h/2)) = f(k.j) • (JP^ (K-k)

Q(kJ) = expC-1 jk (h /2 ) ) f(kj) (JP)J (K-K) .

On définit pour p dans C°° (S^S1), Q par:

( 1 . 2 . 1 2 ) Q(x,Ç) = ̂  e-1^4-1^ exp(- i jk(h/2)) f(k,j)(JP)J (K-K)
j^

et on vérifie que :

( 1 . 2 . 1 3 ) Q(x ,Ç) = ̂  e x p - K j x + . k Ç ) exp ^ jk [2Trp/q]•q(kJ)(JP)J K~ k

j »k
où q correspond aux coeff ic ients de Fourier de p.

Compte tenu des propriétés de commutat ions de 3^\ et

^9 qui sont les mêmes que pour Lj et L° à savoir :

( 1 . 2 . 1 4 ) L^LI -- e ^ L ^ L ^

^^ == e^i^ .

( 1 . 2 . 1 5 ) On vérif ie que p ra-» Q est un homomorphisme d'algèbre

et que C^r^TTpp^

Etape 2- II nous reste è montrer que Sp p^x^ D^)==Sp Q^x^hD^)
où les opérateurs sont considérés respect ivement comme opérant
sur L^R) et L^IR)®^. Cet te propriété est sans doute classique,
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dans la théorie des C * - a 1 g è b r e s (cf. [Be2] ) . On en donne une
démonstration à la main.

Démonstration de (a)=»(b) : XeSpp^x .a D^)=^€SP Q^x^ D^).
On a vu qu'il ex is te e t.q. ^eSpp^x^ D^+e).

Cela simplifie l 'existence d'une suite Up t.q.

( 1 . 2 . 1 6 ) l lCp^^aD^+OJ-^uJI, 2 . , ——> 0
«- V-»P n -> oo

^Zrf^î^ ^ ' "^"^(S1 ) = 1 •

Considérons (TTpUp) on a :

^ZTT/q^P^^

^ ' c 2 T T / q u n ' ' t 2 T T / q ' x 2 îTp/q un' '" 'x 2TT/q ' ^ Z T T p / q " ' 1 }

=KC(P)(TTpUn)

où £=£(p ) est choisi de telle sorte que (p-J^(p)+l) /q €Z .
Par exemple si p==1 on prend J ^ = - 1 ) (cf. formule (5 .1 .8 ) dans cet
article).

On peut réécrire ceci sous la forme :

( 1 - 2 . 1 8 ) ^^^ZïT/q" CT ^pun) : =CT Tpun)

et il est clair que (TTpU^) véri|ie

(1 .2 .19 ) llCQW(x,hD^9)-X)CTTpU,)l|^^^^^^ ̂ 0.

Pour en déduire que \eSp Q^x.h D^), 1 1 suffit donc, compte-tenu

des remarques ( 1 . 1 . 9 ) è ( 1 . 1 . 1 3 ) de montrer que K=K~^P) T _ ,2"rT/q
vérifie bien la relation ( 1 . 1 . 1 0 ) .
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Notons cfabord que

^-ZTT/q^^^^^ZTr/q"^^'2"^^0^-

On doit donc calculer

K^^ CKx^^TT/q),^-^^

en utilisant 1a formule ( 1 . 2 . 1 3 ) .

On a donc a vérifier s

e x p - 1 j ( 2 T T / q ) K ^ P ) j P J K - ^ P ) - JN.

Observons qu'on a la relation :

(1 .2 .20 ) J K = o)KJ

de sorte qu '11 suffit de vérifier :

e x p - 1 j ( 2 T T / q ) • oJ-PJ^^ --= i

qui est bien vrai car (p £(p)+l)/q € Z.

On a donc bien ( 1 . 1 . 1 0 ) et compte- tenu de ( 1 . 2 . 1 8 ) . ( 1 . 2 . 1 9 ) ceci
termine la démonstration de a=>b.

D é m o n s t r a t i o n de (b)=» ( a ) : l.e. X e S p (^(^h D ̂ ) -> \ e

Spp w ( x ,aD^) . Soit donc \eSp Q^x, h D^). Alors 1 1 ex is te 0 et une

suite Vp vérifiant :

< ' > ^^^.T/q-^-'n

( 1 . 2 . 2 1 ) < 2 > llCQW(x.hD,+9)-\)vJI^^^(^^^^^„ ̂ 0

(3) ^nI lLZdo.CZTT/q) ! )®^ - - 1 '

( 1 . 2 . 2 1 ) a > exprime que V p = ( T T p U p ) avec T;^^U^=U,^

On v é r i f i e alors i m m e d i a l e r n e n ! . q;;c' ;
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TTpCp^x^aD^+eîUn) = Q^x.hD^+e^n

de sorte que

(1.2.22) llCP^x^^+ô)^)!!^^ ——> 0
L ^l/ n->oo

^T^n^n

ce qui exprime bien que XeSp p(x,aD^), en remarquant que :

"^"L^O^TrD ^ "^"L^O^TT/q)!)®^ B

Remarque 1 . 2 . 1 . Cas de l 'équation de Harper. (Cf. Appendice
pour une démonstration plus directe).

Soit p ( x , Ç ) = e 1 Ç + e ~ 1 Ç + e 1 > < + e ~ 1 > < , ( 1 . 2 . 1 3 ) donne :

Q(x,Ç) = e-^JP+e^J-P+e-^K-^+e^K.

La transformée de Fourier usuelle y^ dans L^IR)®^ correspond
è la transrormation canonique ( x , Ç ) — ^ ( - Ç , x ) et nous ramène à un
système pseudodifférentiel de symbole de Weyi.

(1 .2 .23) M p ^ ( x , Ç ) = e i Ç J P + e - 1 Ç J - P 4 - e i X K + e - i > < K - 1

qui sera celui que nous étudierons dans les paragraphes suivants.

C ' e s t donc l ' o p é r a t e u r (̂  ( x , h Dv< ) que nous étudierons
P,q "

dsns les paragraphes s u i v a n t s .

Remarque 1 .2 .2 . L'application p — ^ Q est injective.

1 . 3 . Suivi des symétr ies.

Ce paragraphe est consacré à l 'étude des symétr ies au
travers de la transformation p — » Q . On renvoie è [IDM] pour des
considérations de ce type.

Nous e x a m i n e r o n s s u c c e s s i v e m e n t c o m m e n t les


















