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RESUME.
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Dans [He-Sj'5], nous avons étudié le spectre de l'équation de
Harper

(0.1) (uk)keZ -He^ Y-(Uk+i+U(<-i)+cos(ak+9)Uk

u ——> Heu

ou plus précisément U SpH^ dans le cas où :

(0.2) a/2TT est rationnel (cas traité auparavant par
J. BELLISSARD et B. SIMON [BeSi]).

(0.3) a/2TT est congru modulo Z è h avec h petit (h=h/2Tî).

On se propose Ici de regarder le cas où :

(0.4) a=2-rr (p/q)+h (mod. 2TTZ)

avec Ihl assez petit et p et q premiers entre eux.

L'objet de cet article est donc de justifier les articles non
rigoureux mathématiquement mais très fondés numériquement ou
physiquement consacrés à cet te situation pour lesquels nous
référons à M. WILKINSON [Uil-5] et un Survey de J.B. SOKOLOFF
[So]. Mentionnons également un Survey récent de J. BELLISSARD
[Be2] qui annonce des résultats mathématiques qui recoupent
partiellement les nôtres en liaison avec les travaux de l'école de
Grenoble (RAMMAL et ses collaborateurs [LUPR]).

Nous espérons ainsi expliquer d'autres aspects du papillon de
HOFSTADTER [Ho] tout en restant loin de l'explication générale du
dessin car nous sommes limités par les contra intes de
l'approximation semi-classique.

Par rapport à [HeSj5] , le gain peut sembler minime mais 1 1
élargit en fait sensiblement tes résultats de cet article. On
démontrera par exemple le résultat suivant pour l'opérateur de
Harper:

(0.5) P(a)=cos(aD^)+cosx
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dont le spectre est u SpHQ.
9

Théorème 0.1. Soit C Q > O , C Q € N (CQ^Z). Il ex is te une
constante C ( C O , C Q ) > O telle que si a/2TT admet le développement
en fraction continue :

(0.6) a/2TT = q o + 1 / ( q i + 1 / ( q 2 + 1 / - - - ) ) ) = (p/q)+h

avec pour un certain m^Cç

(0.7) 0< |q j | ^Co pour 0<j^m
Iqjl s:C (CQ,IQ) pour js:m+1

alors, si a /ZTf^Q, 1e spectre de P(a) est indus dans 1a réunion de
q^) intervalles disjoints (si h ^0) Ij^(h) ( £ = 1 , ...^q^)) d e l à
l'orme : [y^(h),&j^(h)] avec :

y j^(h)>y^-Ch , & j ^ (h )<&^+Ch
(0.8) y ^ < & £ : < y £ 4 - 1 < & ^ + 1

y^(h) . &^(h)eSpP(a)

où q^) est défini comme le dénominateur de la fraction rationnelle
obtenue en tronquant le développement en fraction continue è l'étape
m :

(0.9) a^) = p(m)/q(m) = qo+1/(q^1/(q2+l / . . . (qm_i+1/qm)))

avec p^^ premier avec q^^q^^eN.

(0.10) h=a-2Tra(m)

( 0 . 1 1 ) u [y^,&j^l correspond au spectre de P(2Tra^m))

(0 .12) d(I^(h),I j^+i(h))^1/C si S j^^y^+ i et sl /C v^h si
&j^=y^+i .

Dans chaque intervalle I jç>(h), SpP(a)nl j^(h) se décrit comme une
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/ n \ / p \
réunion d'Intervalles fermés J. , où les J sont des intervalles

fermés de longueur ^0 avec ôJ,CSp(P(a)), J.^^ se trouve à
m J

droite de J et
J

(0-W ï /Nm+l l <- dCJ^\ J^î) <- 1/^mTlT.

/ jp)
(0 .14) J. est de longueur 2Co+o(l/ Iqm-n I).

(0.15) Les autres bandes sont de largeur e'^OV Nm+il avec
C( j )%1.

(^)Pour j ^ O , si Kj désigne la fonction affine croissante qui

transforme J.̂  en [ -2,21, on a alors K^Cj^nSpPtaOcuJ^
J J j , *- k J ' K

/ p \
ou les J v / vérifient des propriétés analogues avec Qrn+1

remplacé par Qrn+2 et (0.13) peut être précisé en :

<0- '6) ^.V-^O-'/^
et ainsi de suite ....

(Ici a^b signifie que a/b est majoré par une constante qui ne
dépend que de CQ et CQ).

Dans le cas rationnel, on a le même résultat, mais la procédure
s'arrête après un nombre fini d'étapes, j

Remarque 0.2. CQ correspond à l'exclusion dans chaque intervalle
(et è chaque étape de la renormalisation) d'un petit intervalle dans
lequel il faut faire une étude différente et qui correspond è un
voisinage de l'énergie 0 pour l'Hamiltonien cos Ç+cos x. Ce problème
sera étudié dans [HeSj6].

Remarque 0.3. Compte - tenu des résul tats très récents de
P. VAN MOUCHE [UM] et de CHOI, ELLIOTT, et YUI [C-E-V], on ne peut
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avoir &j^=y^+i que pour q(m) Impair et pour ^(q^-O/Z.

Au niveau des méthodes, on ramène l'étude de l'opérateur de
Harper

cosCCZTra^+hîD^+cosx

à l'étude d'un système pseudodifférentiel q^^xq^) dont on
constate qu'il est à caractéristiques au plus doubles.

En étant très schématique, on se ramène alors è l'étude ou bien
d'opérateurs pseudodifférentiels scalaires modelés sur:

coshD^+cosx+hy(x ,hD^ ,h )

(où l'on voit apparaftre un terme d'ordre inférieur lié à une phase de
Berry discutée chez W I L K I N S O N [UJi2] et chez B E L L I S S A R D [Be2]
(^Formule de Rammal-Wilkinson") et qui sera discuté au §.6 ou bien
à l'étude de système 2x2 du type de Dirac analogues à celui observé
dans le cas a^^ :

/ coshD>< cosx \

^ c o s x -coshD^ )

coshD>< cosx

c o s x -coshD><

près de l'énergie 0 et qui décriront la situation près des valeurs de
l'énergie ou deux bandes de P(2Tra^mh se touchent.

Après une étape, on se retrouve dans la situation décrite dans
[HeSJ5].

Une grande partie de l'étude (§1,3,5) est en fait très générale et
s'applique è des hamiltoniens assez généraux du type des exemples
mentionnés par M. WILKINSON [lUil],

Ce travail a été annoncé è la rencontre d'analyse microlocale
d'Oberwolfach en Novembre 1987.

Nous tenons è remercier le référée pour toutes ses remarques
constructives.
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1 . 0 . Introduction.

Il s'agit de développer la réduction à un sys tème
pseudodifférentiel pour l'étude de l'équation de Harper dans un cadre
général. Nous allons démontrer que, pour un opérateur
pseudo-différentiel p^x.aD^) où a/2îT est proche d'un rationnel
p/q, l'étude spectrale se ramène è celle d'un système qxq
d ' o p é r a t e u r s p s e u d o - d i f f é r e n t i e l s h -admiss ib le s a v e c
h/2rr=a/2Tr-p/q. Nous avons été influencés par les travaux de J.B.
SOKOLOFF [So], M. WILKINSON [LUi] et J. BELLISSARD [Be2]. Ce dernier
travaille dans 1e cadre des C*-a1gèbres. Notre travail est sans doute
simplement une version ^pseudodifférentielle" de ce travail mais qui
permet après d'appliquer ce t te machinerie (en particulier les
techniques de [HeSj5]). La motivation d'une telle généralisation est
naturelle. Quand on vient du problème ^physique" : étude spectrale
pour l'opérateur de Schrôdinger avec champ magnétique et potentiel
périodiques, que ce soit dans le cadre de l 'approximation
semi-classique (cf. §9 de [ H e S j 5 ] , [HeS j6 ] ) , dans celui de
l'approximation champ magnétique fort (cf. [Be2], [HeSj?]) ou bien
de celui de l'approximation champ magnétique faible (cf. [Be2] ,
[Ne], [HeSj?]) , l 'opérateur de Harper n'apparaît que comme une
approximation d'un opérateur plus général.

En fait selon la démarche de Bellissard (qui se place dans le
cadre de la méthode de projection de Feshbach) ou celle de [HeSj6]
appelée : étude d'un problème de Grusm (méthode utilisée dans
d'autres contextes en E.D.P., cf. en particulier [HeSj4] (étude des
résonances)), on se ramène plutôt è un problème implicite du type :
trouver z t.q. 0 € K e r H ( z ) où H(z)=Harper-z+perturbation
dépendant de z qui est du type qui sera étudié dans [HeSj6]. Enfin,
1e suivi des symétries est indispensable pour l'étude spectrale, on
suivra donc avec soin ces symétries dans 1e processus de réduction.

1 . 1 . Réduct ion : préliminaires.

Soit :

( 1 . 1 . 1 ) a=2Tr(p/q)+h-+-2TT^

avec h /2TT€[ -^ ,^ [ , ^c2, p premier avec q, 0 < p / q < 1 .
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On s'intéresse au problème :

( 1 . 1 . 2 ) Déterminer dans un intervalle d'énergie I, le spectre de
l'opérateur p^x^aD^) où p(x,Ç), p est C00

ZTT-périodique en x et Ç, et où

Cpw (x ,aD^)u)(x)=|a| -1Je i / a<x-y»Ç)p[(x4.y) /2,ç]u(y)dudç

qu'on peut ramener è :

( 1 . 1 . 3 ) Déterminer dans un intervalle d'énergie I, le spectre de
l'opérateur Q^x.hD^), où

((^Ç^CK^ÇOeC^Rxil^cqxcq), Q*=Q,
Q est ZiT-pér iodique.

Bien entendu, on s'intéresse à une situation où h est
petit de sorte que la réduction ( 1 . 1 . 2 ) = = » ( 1 . 1 . 3 ) nous ramène è un
problème plus ^connu" d'opérateurs h-admissibles.

Remarque initiale 1 . 1 . 1 . On ne s' intéresse au spectre qu'au
niveau ensembliste.

On se placera dans la suite dans le cas h 7^0 ; pour h=0 il
faudrait remplacer ( 1 . 1 . 3 ) par:

(1 .1 .3 ) ' Déterminer dans un intervalle 1 la réunion pour (x ,Ç)€R2

des spectres des matrices Q(x,Ç).

La théorie de Floquet classique (cf. [ReSi] , [HeSj5]), montre
que p étant ZTT--périodique en x, 1e problème ( 1 . 1 . 2 ) est équivalent
è :

( 1 . 1 . 4 ) Déterminer dans 1 : U SpH 8 où H9 est défini par ;
6 Q

9eR

HO^p^x.aDîu©

Dœ^^ueL2 ^(x^^TTÎ^e^utx)}© loc

ou encore (cara 7^0) :
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( 1 . 1 . 5 ) Déterminer dans I U Sp H 0 où H0 est défini par :
9 0

Ô € R

H^L^p^x.aD+e)!!
9

DCH'n^ueL2 , u(x+2TT)=u(x)}.y ioc

Le problème ( 1 . 1 . 5 ) est un problème sur le tore. On peut
remarquer 2 propriétés simples :

( 1 . 1 . 6 ) Si a est irrationnel, le spectre est indépendant de 9
(cf. pour une démonstration de cette propriété classique
[HeSj5]).

( 1 . 1 . 7 ) H a et H 9 4 "^^ ont même spectre (ceci résulte de laô ô
périodicité en Ç du symbole de sorte que e^'^x^).

On est donc ramené à étudier

( 1 . 1 . 8 ) U Sp p^x.aD^+ô) où p^x.aD^+e) opère sur L^S1)
9
et si nécessaire, on peut supposer ^=0 dans ( 1 . 1 . 1 ) .

De la même manière, si on regarde le problème ( 1 . 1 . 3 ) , on
montrera qu'il existe une matrice unitaire Kç de sorte que si on
considère

( 1 . 1 . 9 ) ^^O-^ZTT/q

on ait

( 1 . 1 . 1 0 ) K-Q^x.hD^Q^x.hD^-K

de sorte que l'étude du spectre de Q^x.hD^) se ramène à l'étude
de QQ avec

( 1 . 1 . 1 1 ) Q^ = (^(x.hD^)y

0(09) = {ueL2 ^C^, )<u=e19u}•loc
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qu'on ramène è un problème sur un fibre sur le cercle de longueur
ZîT/q avec ;

( 1 . 1 . 1 2 ) QQ = Q^^hD^+ô)

D(QQ) = {ueL2 (^C^xu^}.

On ramène ainsi pour h 7^0, le problème ( 1 . 1 . 3 ) (sous
l'hypothèse d'existence de K vérifiant ( 1 . 1 . 9 ) et ( 1 . 1 . 1 0 ) ) à l 'étude
de :

d. i .13) ( u sp Qe) n i.

Dans la suite pour comparer les problèmes ( 1 . 1 . 2 ) et ( 1 . 1 . 3 ) , i1
sera plus commode de comparer ( 1 . 1 . 8 ) et ( 1 . 1 . 1 3 ) .

1 . 2 . Détermination p^3-» Q.

On cherche donc une application de l'algèbre des o.p.d è

symboles 2'rr-périodiques en (x ,Ç) dans une sous-algèbre de
l'algèbre des systèmes qxq d'o.p.d à symboles 2TT-périodiques en
( x , Ç ) =

p^Q

t.q. Spp w (x ,aD)=SpQ W (x ,hD) .

On souhaitera aussi conserver essentiel lement des symétries en

travaillant dans des algèbres d'o.p.d plus petites.

Etape î . On reprend la discussion du §.6 de [HeSj5] (cf. formules
(6.8), ( 6 . 1 1 ) ) en écr ivant l 'opérateur pseudod i f fé ren t ie l :
p^x^aD^+ô) sous la forme :

( 1 . 2 . 1 ) p^x^aD^+e) =yy f(kj) (exp- ix^exp-KaD^+e^
k j

(1 .2 .2) p^x^aD^e) = ̂ ^ f(kj) L^L^

k j
avec

(1 .2 .3) L^ = e-^
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L9 = exp(-i(aD^+e)).

La correspondance p-^pgCp)^ de C^S^S1) dans ^(Z2) ,
espace des suites doubles è décroissance rapide, est donné par :

(1.2.4) q(k,j) = exp[- ia( jk/2)] f(k.j)

o u ï e s q(k,j) sont les coefficients de Fourier de p.

(Tout ce que nous faisons est très voisin de ce que fait B E L L I S S A R D

dans [Be2], sauf que nous travaillons sans doute dans des algèbres
plus petites).

Si on munit C ° ° ( S ^ x S p de ta loi de Weu1 î
correspondant à la composit ion de W e u 1 , on a par transport de
structure (p—^pa^P) est un tsomorphisme) une loi noté 8 sur
/6(Z2) qui peut s'obtenir en utilisant (1.2.2) .

SZ^pL^9)^ g(k',j')•L;'.C49)k'
k j k'J'

-SSSS^^^^^/c^^^^^^^
Remarquant que : Ç\.y L^e-^J'K L^ ̂ y on obtient :

(1.2.5) Cf^g) [m^ l = ^ f(kj) g(k /J /) expdaj 'k)
k+k '=m

j + j ' = A

(qui correspond à une convolution dans le cas où a=0).

Pour définir la correspondance au niveau des opérateurs,
on va dire maintenant comment on transforme :

(1.2 .6) LI et L^ en Z\ et Z ̂

et on définira ensuite Q par:
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( 1 . 2 . 7 ) QW(,,hD,+ô) = ^ f(kj) ̂ j (S^

kj

défini sur L^S^-CO).

Bien entendu, 1 1 s'agit pour l'Instant d'une opération formelle et 1 1

nous faudra ensuite Identifier Up^x.aDo+e) et
e '•

U SpQ^x^D.+ô).
9 /s

Introduisons l'opérateur TTp de L2^? dans L^Sp^cq
défini par:

0.2.8) CTTpu)=(u,^^u,....rq^^u )

avec (tyu)(x) = u(x-u).

SI on Introduit les matrices :

(' \(1.2.9) J = 1 a), avec oû=exp 2lTr/q .

\ ^^'y
/0------1 \

K = / 1 0 0 \
0 1 . v v .

^ 0 0 0 0^1 0 /

On remarque que :

( 1 . 2 . 1 0 ) T T p L i = e-^ jP . TTp

T T p L J = e - K h D x + e ) « - l T T p

ce qui nous conduit à l'introduction de

( 1 . 2 . 1 1 ) ^ = e-^JP

^e = e^^x+^K""1 .
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SI on veut retrouver le formalisme de Weu1, on doit écrire :

Q(x.Ç) = ̂  Q(k,j) exp(- i ( jx+kÇ))
j»k

(^(x.hD) = T Q(k,j) exp(ijk(h/2)) exp- l jx • exp- ikhD^ .
j»k

D'où

Q(k,j) exp(i jk(h/2)) = f(k.j) • (JP^ (K-k)

Q(kJ) = expC-1 jk (h /2 ) ) f(kj) (JP)J (K-K) .

On définit pour p dans C°° (S^S1), Q par:

( 1 . 2 . 1 2 ) Q(x,Ç) = ̂  e-1^4-1^ exp(- i jk(h/2)) f(k,j)(JP)J (K-K)
j^

et on vérifie que :

( 1 . 2 . 1 3 ) Q(x ,Ç) = ̂  e x p - K j x + . k Ç ) exp ^ jk [2Trp/q]•q(kJ)(JP)J K~ k

j »k
où q correspond aux coeff ic ients de Fourier de p.

Compte tenu des propriétés de commutat ions de 3^\ et

^9 qui sont les mêmes que pour Lj et L° à savoir :

( 1 . 2 . 1 4 ) L^LI -- e ^ L ^ L ^

^^ == e^i^ .

( 1 . 2 . 1 5 ) On vérif ie que p ra-» Q est un homomorphisme d'algèbre

et que C^r^TTpp^

Etape 2- II nous reste è montrer que Sp p^x^ D^)==Sp Q^x^hD^)
où les opérateurs sont considérés respect ivement comme opérant
sur L^R) et L^IR)®^. Cet te propriété est sans doute classique,
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dans la théorie des C * - a 1 g è b r e s (cf. [Be2] ) . On en donne une
démonstration à la main.

Démonstration de (a)=»(b) : XeSpp^x .a D^)=^€SP Q^x^ D^).
On a vu qu'il ex is te e t.q. ^eSpp^x^ D^+e).

Cela simplifie l 'existence d'une suite Up t.q.

( 1 . 2 . 1 6 ) l lCp^^aD^+OJ-^uJI, 2 . , ——> 0
«- V-»P n -> oo

^Zrf^î^ ^ ' "^"^(S1 ) = 1 •

Considérons (TTpUp) on a :

^ZTT/q^P^^

^ ' c 2 T T / q u n ' ' t 2 T T / q ' x 2 îTp/q un' '" 'x 2TT/q ' ^ Z T T p / q " ' 1 }

=KC(P)(TTpUn)

où £=£(p ) est choisi de telle sorte que (p-J^(p)+l) /q €Z .
Par exemple si p==1 on prend J ^ = - 1 ) (cf. formule (5 .1 .8 ) dans cet
article).

On peut réécrire ceci sous la forme :

( 1 - 2 . 1 8 ) ^^^ZïT/q" CT ^pun) : =CT Tpun)

et il est clair que (TTpU^) véri|ie

(1 .2 .19 ) llCQW(x,hD^9)-X)CTTpU,)l|^^^^^^ ̂ 0.

Pour en déduire que \eSp Q^x.h D^), 1 1 suffit donc, compte-tenu

des remarques ( 1 . 1 . 9 ) è ( 1 . 1 . 1 3 ) de montrer que K=K~^P) T _ ,2"rT/q
vérifie bien la relation ( 1 . 1 . 1 0 ) .
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Notons cfabord que

^-ZTT/q^^^^^ZTr/q"^^'2"^^0^-

On doit donc calculer

K^^ CKx^^TT/q),^-^^

en utilisant 1a formule ( 1 . 2 . 1 3 ) .

On a donc a vérifier s

e x p - 1 j ( 2 T T / q ) K ^ P ) j P J K - ^ P ) - JN.

Observons qu'on a la relation :

(1 .2 .20 ) J K = o)KJ

de sorte qu '11 suffit de vérifier :

e x p - 1 j ( 2 T T / q ) • oJ-PJ^^ --= i

qui est bien vrai car (p £(p)+l)/q € Z.

On a donc bien ( 1 . 1 . 1 0 ) et compte- tenu de ( 1 . 2 . 1 8 ) . ( 1 . 2 . 1 9 ) ceci
termine la démonstration de a=>b.

D é m o n s t r a t i o n de (b)=» ( a ) : l.e. X e S p (^(^h D ̂ ) -> \ e

Spp w ( x ,aD^) . Soit donc \eSp Q^x, h D^). Alors 1 1 ex is te 0 et une

suite Vp vérifiant :

< ' > ^^^.T/q-^-'n

( 1 . 2 . 2 1 ) < 2 > llCQW(x.hD,+9)-\)vJI^^^(^^^^^„ ̂ 0

(3) ^nI lLZdo.CZTT/q) ! )®^ - - 1 '

( 1 . 2 . 2 1 ) a > exprime que V p = ( T T p U p ) avec T;^^U^=U,^

On v é r i f i e alors i m m e d i a l e r n e n ! . q;;c' ;
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TTpCp^x^aD^+eîUn) = Q^x.hD^+e^n

de sorte que

(1.2.22) llCP^x^^+ô)^)!!^^ ——> 0
L ^l/ n->oo

^T^n^n

ce qui exprime bien que XeSp p(x,aD^), en remarquant que :

"^"L^O^TrD ^ "^"L^O^TT/q)!)®^ B

Remarque 1 . 2 . 1 . Cas de l 'équation de Harper. (Cf. Appendice
pour une démonstration plus directe).

Soit p ( x , Ç ) = e 1 Ç + e ~ 1 Ç + e 1 > < + e ~ 1 > < , ( 1 . 2 . 1 3 ) donne :

Q(x,Ç) = e-^JP+e^J-P+e-^K-^+e^K.

La transformée de Fourier usuelle y^ dans L^IR)®^ correspond
è la transrormation canonique ( x , Ç ) — ^ ( - Ç , x ) et nous ramène à un
système pseudodifférentiel de symbole de Weyi.

(1 .2 .23) M p ^ ( x , Ç ) = e i Ç J P + e - 1 Ç J - P 4 - e i X K + e - i > < K - 1

qui sera celui que nous étudierons dans les paragraphes suivants.

C ' e s t donc l ' o p é r a t e u r (̂  ( x , h Dv< ) que nous étudierons
P,q "

dsns les paragraphes s u i v a n t s .

Remarque 1 .2 .2 . L'application p — ^ Q est injective.

1 . 3 . Suivi des symétr ies.

Ce paragraphe est consacré à l 'étude des symétr ies au
travers de la transformation p — » Q . On renvoie è [IDM] pour des
considérations de ce type.

Nous e x a m i n e r o n s s u c c e s s i v e m e n t c o m m e n t les
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propriétés suivantes de p se transforment :
(1) p réel
(2) p[x,ç]=p[-Ç,x]
(3) p(x,-ç)=p(x,ç)

correspondant au niveau des opérateurs quantifiés à :

Ql ) p^x.aD^) autoadjoint

Q2) pw commute avec ^g
Q3) pw commute avec F: u—^ ru= u".

1 . 3 . 1 . Suivi du caractère Quto-Qdjoint.

On va montrer le lemme suivant (qu'on a déjà

Implicitement utilisé dans nos considérations spectrales) :

Lemme LJ./. Si p est réel, Q=^a(p) est hermitlen.

Compte tenu des propriétés de la quantification de W e y 1 ,
ceci Implique que : p ^ x . a D ^ ) auto-adjoint ==> (^(x^D^)

auto-adjoint sur L^IR)®^.

Démonstration du lemme 1 . 3 . 1 . Si p est auto-adjoint, on a vu
(compte tenu du fait que le symbole de Weul de p^x.aD^)* est

p"(x,Ç)) que l'on a :
f(-k.- j) = fO'jTe1^

(cf. §6 de [HeSj5] et ( 1 . 2 . 1 ) - ( 1 . 2 . 4 ) ) .

Au vu de la formule (1 .2 .7 ) , 1 1 suffit d 'observer que (avec

^2=^j /9=0)

^^^^ : ̂ r^
ce qui est clair compte tenu du caractère unitaire de J et K.

1 . 3 . 2 . Invariance par Fourier.

L' invariance par Founer se traduit par : p (x ,Ç )=p ( -Ç ,x ) .
On à ie -
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Lemme Î . J . 2 .

( 1 . 3 . 1 ) p vérifie : p (x ,Ç)=p ( -Ç ,x )

si et seulement si :

(1 .3 .2 ) Up Q(Ç. -x ) Up'^CKx.Ç)

où Up est la transformée de Fourier discrète (cl". [HeSj5])

(1 .3 .3 ) (Up) = 1/Vq ujP(J-0(K-1) j=l,...,q

k=1,. . . ,q.

Si on désigne par y ^ , y ^ les quant i f icat ions de Fourier
correspondantes ( 1 . 3 . 1 ) et (1 .3 .2 ) se traduisent quantiquement par,
respectivement :

( 1 . 3 . 4 ) y ~ 1 p^x^aOy^p^x^D)a

( 1 . 3 . 5 ) 9 . 1 QW (x ,hD)9h=QW (x ,h^)

avec :

( 1 . 3 . 6 ) 9h=Up-1 [Th •

Démonstrat ion. On rappelle que pour p quelconque

(y"1 p^x^hD^yg) = p^x^D^) avec p ( x , Ç ) = p ( Ç , - x )

et de même pour Q quelconque

Ç y , 1 QW (x ,hD^)yh)= Q W ( x , hD^ ) avec Q ( x , Ç ) = Q ( Ç , ~x ) .

Observons que l'Invariance par Fourier pour p se traduit
sur K^k) par :

Kkj^K-J^e1^ .
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On applique alors 1a formule ( 1 . 2 . 1 2 ) . Le symbole doit vérifier

UpQKç.-x îUp-^QKx^)

soit :

(1 .3 .7 ) ^ e"10^"^ exp(- i jk(h/2))f(kj) UpCjPJ K-^U- 1 ) .
J.k

Observons que :

U p " 1 J p Up = K
(1 .3 .7 ) r ' (avec Jp=JP)

U p " 1 K - 1 U p = Jp

de sor te qu'on peut réécrire ( 1 . 3 . 7 ) sous la forme (en posant
k=-f j= k) :

^ e x p - i ( f x + kÇ) expCi Jk(h /2) ) f ( - ], Ï} Up^ k K QU -1

f.k

= ^ e x p - 1 ( f x + kÇ) exp0rk(h/2))f(- ], k)K~ k J J

L k
= T e x p - K rx-^ k Ç ) e x p ( - i a F k ) exp( i F k ( h / 2 ) ) f [ k , j ]

^ k

exp[(2iTTp/q) j'k]j J K~ k

=^ exp ( - i ( j x+ kÇ)) exp( -1 rk(h/2)) f( k, J)J J K~ k

L k
= Q ( x , Ç ) . •

1 .3 .3 . Notion d'opérateur réel.

Sur [^(R), on a une opération naturelle u—» u et on dit
qu'un opérateur est réel si P~u = P u . En quantif ication de W e y 1 ,
cec i se traduit par la relation :

? t . ^ 9) p"(x,- Ç )=p (x ,Ç) .
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Pour f(k,j) ceci se traduit par la propriété :

( 1 - 3 . 1 0 ) r (k.- j ) = f(+k,j).

Si on remarque que K=K et J=J~1 on obtient le :

Lemme /.J.J. p^x.aD) est réel si et seulement si
Q^x.hD) est réel ce qui se traduit par :

( 1 . 3 . 1 1 ) Q(x . -Ç)=Q(x ,Ç) .

1 . 4 , Remarques .

Remarque 1 . 4 . 1 - On peut caractériser les Q(x,Ç) obtenus comme
image par >pg d'un symbole C00 Z-rr-périodique en x,ç comme les
symboles C°° 2-rT-périodiques en (x,Ç) ayant les propriétés de
commutations

( 1 - 4 . 1 ) F J Q(x,Ç) = QCx,ç-(2rr/q))J
[ K Q(x,Ç) = Q(x+2TT(p/q) ,ç)K .

Dans un sens, cela co déduit facilement de l'expression ( 1 . 2 . 1 2 ) .

Inversement, si Q(x ,Ç) vérifie ( 1 . 4 . 1 ) il est 2TT-périodique en

(x,Ç) (en itère ( 1 . 4 . 1 ) et on utilise ^=1, K^I) et on peut écrire :

Q(x.Ç) = ^ M^m e^ e^C .
(^ ,m)€Z2

On déduit alors de ( 1 . 4 . 1 ) que :

M^^J-P^ commute avec J et K

ce qui implique :

l̂ m «mj-p^ = bj^rn-I .

Si de plus p(x,Ç) est indépendant de a, et si on fait varier '9g,

on en déduit que b^rr^6'"'1^^72^ e^ avec ej^ indépendant
de h.
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Les opérateurs Q^x^hD^) associés è p^x^D^) sont
donc les séries

^ -1h(mJÎ/2) -, S. m
2. ^me ^ ^

qui sont introduits chez BELLISSARD [Be2],

II est cependant plus utile pour nous de les regarder
comme la sous-algèbre des o.p.d. (systèmes qxq) muni de la loi ^

de Weyl et commutant avec les opérateurs ( X* , } J etV 2rr/q/

(^TT/J^

Remarque 1 . 4 . 2 . Compte tenu de la remarque 1 . 2 . 1 , nous ne
prendrons pas cet te quantification et les propriétés de symétries
seront modifiées en conséquence par transport de structure (cf.
§.5.1) .

Remarque 1 .4 .3 . Si f(j,k) vérifie des propriétés de décroissance
exponentielle lf( j,k)| ^C exp -1 /Cd j l + |k|), nous obtiendrons des
symboles holomorphes dans les 2 représentations (dans des
domaines que l'on peut préciser).

Remarque 1 .4 .4 . Dans le cas h=0. l'opérateur p(x ,aD^) est
envoyé sur l'opérateur de multiplication par Q(x ,Ç) opérant sur

L2 (R2)^^ C'est ce qui a été rappelé au §.9 de [HeSj5].^»ç
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M^x^hD).

2 . 1 . Etude des valeurs propres.

Rappelons quelques résultats du §.9.3 de [HeSj5] qui
vont jouer un rôle important dans la suite. D'après le lemme 9.3 .1 de
cet article, on a :

( 2 . 1 . 1 ) detCMp^x.O-^^qŒÎ+M)^1 2 [cos q x + c o s qÇ] .

Cet te formule remonte en fait a C H A M B E R S [Ch] , B U T L E R - D R O W N
[Bu-Br ] et O B E R M A I R . SI E est le niveau d'énergie qui nous
intéresse, les surfaces d'énergie sont données par :

(2 .1 .2) c o s q x + c o s q Ç = ^(-1)q fp,q(E) = E .

A une dilatation près, ce sont donc les mêmes surfaces d'énergie qui
apparaissent que dans le cas q = 1 . Rappelons tes principaux
résultats qui nous servirons concernant N p ^ q ( x . Ç ) introduit en

[HeSj5] (cf. également (1.2.23)).

(2 .1 .3 ) Mp q(x,Ç)-E est inversible pour tout (x.Ç). pour E en
dehors de q bandes Dj^ ( ^=1 , . . - ,q ) , B j^= [y^ ,& j^ l

(avec y^<&j^ ) .

On a toujours :

(2 .1 .4 ) ^^+1

(Cf. Remarque 0.3).

(2 .1 .5 ) Si fp^q(E) € 1 - 4 . + 4 1 , f p , q ( E ) ^ 0
Si fp^q(E) = ±4 , rp^E^O . alors f^q(E)^0.

(Cf. Corollaire 9.3.4 dans [HeSj5]).

(2 .1 .6) Si on désigne par )Jlj^(x,Ç) la ^ ième valeur propre de
Mp^q(x .Ç) , B^ est décrite par ^(x,Ç) pour

(x .Ç)€[0.2Tr l 2 .
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(2 .1 .7 ) Pour f p^q (E)€ ] -4 ,4 [ \ (0 ) , les surfaces d'énergie £(E)
introduites en (2 .1 .2 ) sont des réunions de ^cercles"
(translatés les uns des autres par (2Tr(j/q),2rr(k/q)) ;

cx=( j ,k)€Z2 : E(E)=U. ^ S . ^(E) avec E. ^(E) connexe.

(2 .1 .8 ) Pour fp q(E)=0, la surface d'énergie E est une réunion
de droites x= ±Ç+2TT(m/q) , meZ. Nous ne traiterons
pas ce cas ici. On notera ^ le point dans Bj^ t.q.
rp^^-o.

^-i s,+i ^-i ^ ^ ^

Pour E=y^, on a 2 cas selon que :

(a) & ^ < y ^ (b) & ^ - i = y ^ .

Dans 1e cas (a), on a I pq^ j ^ ^O et près des points ( x ^ Ç ^ ) t.q.

^lî ( x ? » Ç ? ) = y j Z (c^ proP• 9 - 3 - 5 de ["eSj5]) on a :

(2.1.9) ^.,Q-^. q2[(><• i<f)2+(c•|^)2] .0((><-x^^€g)3).
! J p , q V O J Î ^ l

Dans le cas (b) (qu'on appellera parfois, la situation Dirac), le

système devient à caractérist iques doubles aux points ( x ^ Ç ^ e t

on a alors :

^-l(X.C) = yg - )^(yJ|1/2 ^X^2 + ̂ )2

+0( (X-X^ ,ç -çp 2 )

( 2 . 1 . Î O ) /-^ /—.—————5—
^ £ ( x . € ) = Z g - , ;»(y,) | i /2 V ( x ^ ) 2 + ( Ç g ) 2

+OC(x-x^,ç-^)2 ) .
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Enfin, pour être complet , a joutons le cas (c) :
E=&j^<y^^.p où on est dans une situation analogue au cas (a) et où
on a :

(2.1.,0,U(x,€)^- q2[(><•}<:)2+^•;ç:<)2] .oC(x-^.ç-^)3).
U p.q^ûjS;!

Remarque 2 . 1 . 1 . Rappelons que la situation ( 2 . 1 . 1 0 ) se produit
toujours pour q pair avec J£=(q/2)+1 et que compte-tenu de la
Remarque 0.3 c'est le seul cas où ceci se produit dans 1e cas de
l'équation de Harper.

2.2. Réduction à une équation ou à un système 2 x 2 .

T r a d i t i o n n e l l e m e n t , l ' é t u d e de s y s t è m e s
pseudodifférentiels à caractéristiques simples se ramène à l'étude
d'équations pseudodif férent iel les et l 'étude de sys tèmes à
caractéristiques au plus doubles se ramène à l'étude de systèmes
2X2.

On va préciser ces indications dans notre cas particulier,
car nous aurons besoin de résultats plus fins. On se contente ici de
l'étude du symbole principal de l'opérateur, l'étude du système
pseudodifférentiel lui-même ne sera abordé qu'au §.3.

Quelques notations. On introduit en (2.1.2) la surface d'énergie
E, Z(E), dont on n'a vu (et ceci est particulier au système que nous
considérons) qu'il ne dépendait que de fp n(E).

Dans le cas où EeBj^, on a :

(2.2.1) EŒÎ^JJI^E)} .

Racines simples. Plaçons nous d'abord dans la situation où :

(2.2.2) E€lCBj^\(^) où 1 est un intervalle fermé sur lequel
r'p,q7'o.
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On définit :

(2.2.3) E(I) = U E(E) .
Ee 1

Alors E(I) est une réunion de couronnes L^W, ((^ç'Z.2), ou de
disques si y^el (ou Sj^el).

On conviendra que Z^(î) est la couronne contenant le
point (2TT/q)o(+(0,0) ou le point (2-n7q)o:-t-(Tr/q,Tr/q) selon que
IC[yj^,^[ ou lcl^,&j^] c'est-è-dire selon que fp q(I)<0 ou
fp^q(I)>0. Ce point sera noté (XQ(,ÇQ(), (o<€Z2).

Il est clair qu'on peut localement diagonallser par bloc
mais on aura besoin de le faire uniformément dans un voisinage
VO((D de EQ((I). Remarquons aussi que compte-tenu des propriétés
de symétrie (cf. par exemple 1 . 4 . 1 ) , on peut se contenter de traiter
c<=(0,0).

Lemme 2.2J. Soit o(ez2^ i vérifiant (2.2.2) ; 1 1 existe une
famille C°° de matrices unitaires U(^ ç) telles que :

-1 / ^(x,Ç)| 0M x . C U x .
-1 f M^x,ç,; u ^

"0< ,^ . , çUx ,ç=(———————————————)

" f ->
(2.2.4)

pour(x,Ç)€V^(I) .

De plus, 1 1 existe ^(p0 t - ^ - 1es va1eurs propres de A^ ç,
>Jll<(x,Ç) (k^) vérifient l(>Jlk->Jlj^)(x,Ç)l s:Co' V(x,Ç)€Vç((I).

Enfin on a V^ç jJ l ^^O pour (x,Ç) dans Vç((I) (assez petit)

lorsque ln9Bj^=0.

Démonstration. Il suffit de trivialiser au dessus de Vç((I) les 2
fibres suivants associés è la donnée de M^ ç : le fibre dont la fibre
est la droite complexe Ker(h^ ç~"p^(x,Ç)) et celui dont la fibre

est l'hyperplan complexe Ker(h^ ^-^^(x.Ç))-1-.
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Ces fibres sont t r i v 1 a 1 1 s a b 1 e s . C'est d'abord clair quand la base
est simplement connexe (cas où les L^W sont des disques), mais
également dans le cas de la couronne en utilisant le fait que U ( 1 ) et
U(q - î ) sont connexes par arc. Les autres points se déduisent
facilement du § . 2 . 1 .

Remarque 2.2.2. Le résultat est encore vrai dans l'analytique.

En e f fe t soit par exemple V^(I) 9 ( x , Ç ) —> e ( x , Ç ) e C^ la
section C00 trouvée pour Ker(h^ f -^ j^(x»Ç)) . Soit r un contour
dans le complexe entourant 1 et évitant les bandes Q^ (k^).

Soit alors T T ^ ( x , Ç ) = [ (h(x,Ç)-z)~1 dz le projecteur

orthogonal sur Ker(M^ ç->Jl^(x.Ç)). On a TT j^ (x ,Ç) e (x ,Ç)=e(x ,Ç) .

Soit e (x ,Ç) un vecteur dépendant analyt iquement de
(x,Ç) t.q. Il e ( x , Ç ) - e ( x , Ç ) | | ^Cp V ( x . Ç ) € V ^ ( I ) avec q a s s e z
peti t .

T î ^ ( x , Ç ) e ( x , Ç )
1 1 est alors clair que ———————^——— est une sect ion analutique

l |TT^ (x ,Ç)e (x , ç ) | |
de Ker(M(^ç)-^(x,ç)).

On procède de même pour Ker(M^ ^"M ^(XiÇ))"1" en utilisant
Ç l - T r ^ ( x , Ç ) ) et remarquant que 1e procédé d'orthogonal lsat ion
standard respecte l'analuticité (en choisissant c ^ > 0 assez petit).

Remarque 2 . 2 . 3 . On aura éventuel lement è e f fec tuer des
décompositions par bloc dans 1e complexe dans 2 situations.

Dans le premier cas, 1 1 s'agit de diagonallser par bloc
dans un voisinage complexe de ^(I). Ceci ne pose pas de problème
puisqu'on a un théorème dans l'analytique pour (x ,Ç)€Z^( I ) et on
peut prolonger holomorphiquement dans un petit voisinage de ^(0

(qui est borné) : V^(I).

Le pro longement s a t i s f a i t o :
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(2.2.5) (^x.Ç))* = ̂ .Ç pour ( x»Ç)€V^ ( I ) .

Dans le deuxième cas , on souhaitera diagonaliser par
blocs plus loin dans le complexe dans des voisinages 0e de courbes

dans le complexe Incluses dans p. ~. 1 ( I )n (c2 \R2) et qui seront

décrites sous la l'orme :

Ç = ± i^(x)

avec ^> réel, x réel, ̂  non nul.

Ces v o i s i n a g e s auront 2 c o m p o s a n t e s c o n n e x e s
conjuguées Q^ et Q^ ne rencontrant pas le réel.

^ U

Une technique ana logue è cel le ut i l isée pour la
démonstration de la remarque 2.2.3 permet de construire U(^ç)
holomorphe par rapport è (x ,Ç) inversible diagonalisant M^ç pour
(x,Ç) dans Q^ puis, en utilisant que :

^X^^X.ç

de vérifier que si, pour ( X , Ç ) € Q | on définit. U^ç par :

^.Ç := V x . Ç

Con diagonalise bien M^ ç pour (x ,Ç) dans Q"-'.

U^; ç sat isfai t évidemment à (2.2.5).
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On souhaiterait avoir une famille holomorphe satisfaisant
(2.2.5) et permettant de diagonallser par bloc dans un (voisinage
complexe de E^d^uQ0 dans le cas où l'Intersection est non vide :

Nous ne savons pas démontrer ce point qui ne sera pas
nécessa i re pour 1 a suite (mais cela simplifierait cer ta ines
constructions B.K.W).

Racines au plus doubles- Considérons maintenant le cas (b) où

(2.2.6) ^[y^-^,^-1-^] , ^X^petit" avec & ^ _ i = y ^ .

On a d'abord une première réduction analogue è celle du
lemme 2 .2 .1 .

Lemme 2.2.4. Dans un voisinage convenable V 1 du ^disque"
o(.

E^(I) 1 1 ex iste une famille analytique U^ ç_ C (x ,Ç )€Vç ( ( I ) ) de
matrices unitaires telles que :

(2.2.7) '^x^x,^ (^.^x.CU
A^x^l 0

22

x.Ç
ù A 1 1 a comme valeurs propres )Jl^-.i(x,Ç),)Jlj^(x,Ç)

A a comme valeurs propres >Jl^(x,Ç) k 7^, J^-1 .
x » ç>



SYMBOLE PRINCIPAL 31

Remarque 2 .2.5. On a des décomposit ions analogues dans
l'holomorphe (cf. Remarque 2.2.3).

On va maintenant s'efforcer de trouver (pour £3 assez
petit) une nouvelle famille analytique de matrices unitaires W^ç de
1a forme :

/ ^x.ç | °(2.2.7) Wx - - / ———1——- ( w x,€ u \
tç V o \ ) '

de sorte que A 1 ] ait une forme canonique plus maniable.
(X , Ç )

Lemme 2.2.6. Quitte à restreindre 1 et Vç((I) i1 existe une

famille analytique de matrices unitaires 2X2 w ^ 1 telle que :

1 1 -1 1 1 1 1 ( c(x.Ç) b(x,Ç) ^
(2.2.8) W,,ç A , ,çW, ,ç=(^^ ^)

avec

(2.2.9) b(x,ç) = bo[($-ÇO<)+1(x-xo<)•^-®C(Ç-ÇC( ,x-xo<)2)]

(2.2.10) c(x,ç) = ̂ a + oCKx-x^ î . tÇ-Ç^) ! 2 ) .

Démonstration. Notons que c(x,Ç)=^ Trace A^x.Ç).
(2.2.10) résulte alors de (2 .1 .10 ) . On peut donc toujours se ramener

dans ce qui suit au cas où Trace A / 1 1 ^ ) = o ^en retranchant à

A^^,c(.,ç)I).

Par changement de variable, on suppose qu'on s'est
ramené è x^Ç^O. La démonstration se fera en 2 étapes
correspondant au cas ^linéaire" puis au cas général.

Etape / . On traite d'abord le cas ^linéaire" où la matrice A / ^ ^ )

est remplacée par son développement de Taylor à l'ordre 1 au point

(0,0). Après multiplication par une constante de A 1 1 on peut
x » s
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supposer qu'on regarde une famille hermitienne 2x2

(x,ç) -. H(^ç)

linéaire en (x,Ç), de trace nulle et de déterminant -(x^Ç2).
Par le théorème de Cayley-Hamilton, on a :

(2.2 .11) H(x,Ç)2 = (x^Ç2)! .

Par ailleurs, par linéarité on a :

H(x,Ç) = x H ^ + Ç H ^ .

Donc H^ et H^ sont deux matrices auto-adjointes de trace nulle,
telles que :

H,2 = Hj = 1

H^H^ + H^HI =0 .

Si H3=- iH^H2, il s'ensuit que (N^,N^.N3) satisfont aux mêmes
relations algébriques que les 3 matrices de Pauli. Par conséquent, i1
existe une matrice WQ dans SU(2) unique au signe près telle que
WoH^Wo' " 1 ce qui implique :

-1 / ° Ç^^ \
(2.2.12) WQ H(x,ç)Wo =crix+<^2Ç = (——————————)•v- ç- ix 0 ^

Etape 2 . Compte tenu de l'étape 1 , on peut déjà supposer que :

(2.2.13) AH( . ,ç )=( ^f. b o ( x • ç ) )\ bo(x,Ç) -ao(x,Ç) /

où ao(x,Ç) = 0( l (x ,Ç)1 2 )
bo(x,Ç)= bo(Ç+ix)+0( l (x ,Ç)12 ) .

Il s'agit donc de trouver une famille holomorphe de matrices
(unitaires pour (x,ç) réels) définies au voisinage de (0,0) t.q.

W(0,0)=I
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(2.2.14) [W-^x.ç) A^x.ç) W(x,Ç)]^ = 0 .

On cherche W(x,Ç) sous la forme — — — [ -, .. ]
Vl+ le l2 -e(x,ç) 1

et on doit trouver e analytique au voisinage de 0 t.q.

(2.2.15) ao(x,Ç)-bo(x.Ç)e'(x,Ç)-bo(x.Ç)e(x,ç)-ao(x,Ç)|e|2=0
e(0,0)=0 .

Après changement de coordonnée (x,Ç)—» (y,Tl), on peut
supposer que bo^^boîy^^+iy-

On peut alors développer BQ sous la forme :

90 = ^^-'-Fo b^+gobo bo avec fo'9o analytiques, go= go

et on cherche e sous la forme : e = C Q - b o + d o bo avec C Q » d Q
analytique, CO=CQ.

On vérifie alors que (2.2.15) est vérifiée dès qu'on a les
équations suivantes satisfaites ;

rcr^cr^o^o = °
go- 2 co- a oC c o +ldol2)= °

Redo-Re fo+ao c O Red0 = °
Imdo+Imfo-aocO ImdO = °

S^^o-f^01 '1012 '0-

Ce dernier système se résout aisément en co,do par le
théorème des fonctions implicites, j

Remarque 2.2.7. Dans le cas général, on ne peut pas s'assurer
que c=0 dans le lemme 2.2.6. C'est toutefois le cas lorsque q est
pair pour Jî=(q/2)+l (cf. §9 de [HeSJS] ou le §3.7) qui est le seul
cas utile pour l'équation de Harper (cf. Remarque 0.3). Les
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réductions considérées ici ont une portée plus générale, j

On va encore ^améliorer" la l'orme générale de A ] 1 en
^ » ç

utilisant le calcul fonctionnel.

Rappelons que A ... provient de la décomposition par
\ r * » ç^

bloc de M(x,ç). Compte tenu de ( 2 . 1 . 1 ) et du théorème de
Cayley-Hamilton, on en déduit que :

rp,q[A^1 ] = 2(-1)<1 [ cosqx+cosqç ] ̂  .

On peut aussi trouver g analytique sur 1 t.q. :

g(E) - E-y^

et

rp,q(E)-rp,q(y^)=g(E)2 .

Considérons g[A ..] , on a :
^ » Ç

n r A ' 1 ^ - ( ^•^ '̂̂  ^
^•^ - [ bo(x.ç) îo0<,ç) )

avec ?o et bç vérifiant (2.2.9) et (2.2.10) (avec Vj^=0).

Observant que [ g(A „)) est diagonale, on obtient

CQ^O compte-tenu de 1'eHipticité de bQ près de x=Ç=0.

On a donc montré le ;

Lemme 2.2.6. 11 existe une fonction analytique gç et une
famille analytique U^ ç t.q.

go(E)=E-yt+®((E-V()2)

Ux,çgo(A(1^))u^=( ° b^)
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b(x.Ç)=Ç+i x '+oC(^ç)2 )»

avec Ç^Ç-Ç^ , ^x-x^.

2.3. Quelques lemmes techniques.

Dans l'étude ultérieure du spectre un rôle important est
joué par des problèmes à un ^puits", l.e. dont les surfaces d'énergie
n'ont plus qu'une composante connexe.

L'un des objecti fs de ce paragraphe est de montrer
comment on peut définir de tels problèmes. On étudie différents cas.
On traite d'abord le :

Cas 1 .
(a) lo^JZ'yV avec ^-I^J^y^^

(2.3.1) ou
© 10=^^1 avec ^^^y^+l •

On pose I ^ = I o + [ " " ^ » ^ l -

Lemme Z.J./. Sous l'hypothèse (2.3.1), il existe, pour tout
00 assez petit, une constante CQ et une matrice M ^ ( x , Ç )
autoadjointe t.q. :

(2.3.2) M^(x,Ç)=M(x.Ç) pour (x.Ç) € S:(o,0)(1^

(2.3.3) V(r .s)€N, 3Cr-s t.q. IID^ D 8 FÎ^(x,Ç)ll ^Cy-s.

11 existe une famille C00 d'opérateurs (bornés au sens de
(2.3.2)) unitaire Û(x,Ç) t.q.

(2.3.4) iï(x,ç) M-e(x,Ç) U-1(x,ç) = ( ̂ 'S^ç) )

avec

(2.3.5) f l i j^(x,Ç)=^(x>Ç) dans ^(o .O)( I & )

( ^"e)=^(o,o)(lc)
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(2.3.6) F dCSpÂ^(x,ç),I^)>l/Co>0 , V(x,ç)€R2

[ d(^^^(x,ç),I^)>l/Co pour l x | + | ç i > C o .

Remarque 2-3.2. On a alors bien entendu le même résultat pour
tout sous-intervalle de IQ.

Démonstration ; Considérons la couronne
^((^oCh^+Cî^^y'^c]) (avec 00 assez petit).

Observons que dans cet te couronne, on a det(h(x,Ç)-E) ^0 pour
Eele.
On peut construire un difféomorphisme global <ï>^ de R2 sur
^(O.OîCh^^+^D t.q.

^e^s<o,o>([y^y^+el) = 1d

et
r.. sID^D. ^^| ^ Crs Vr ,S€N .

$^ contracte R2 sur le pseudodisque S:(o,o)Cly^»y^+2c]) en
laissant fixe 2:(o.o)0yj^y^-^0-

^o.o)^2^
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Alors M^(x ,ç )=M(<î»^(x ,ç ) ) répond à la question. Les autres
affirmations se déduisent alors des résultats du §.2.2. j

On traite maintenant le :

Cas II.

® io=^'y^i avec ^ - i=y^<y^<y^<^
(2.3.7) ou

(b) Io=[^,^l avec ^<&^<^<^=y^+1 •

Lemme 2.J.J- Le lemme 2.3.1. est vrai sous les hypothèses
(2.3.3).

Démonstration : On traite le cas (a).
Bien entendu, la difficulté nouvelle est qu'on a une racine double

pour :

^[0'0\^0'0)^^
On note dans la suite X p » Ç p > X p > Ç p PO^ o(=(0,0).

On va donc commencer par modifier M(x,Ç) dans
^(0 oîCly^»^^"^ ! ) de t e 1 1 e sorte que les racines deviennent
simples. Cet te modification étant faite, on termine alors la
démonstration comme pour le lemme 2.3.1.

Observons tout d'abord que dans £(Q oîCly^»'^^4 '^!)»
(Tl>0 assez petit), on peut conjuguer d'après les lemmes 2.2.4 et
2.2.6

M(x,Ç) è : / c(x.Ç) b(x.Ç)

b(x,ç) c(x,ç)

0 | A^(x,Ç)

par une famille unitaire U(x,Ç).

On est donc conduit è modifier la matrice ;
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/ C (X .Ç) b(x,ç) ^

^ b(x,ç) C(X ,Ç) ^

pour la rendre à racines simples.

Soit y une fonction C00 positive t.q. X ( x ° Ç ° ) > 0 (assez

petit) et supp y dans un voisinage assez petit de (x ,Ç ).

1 1 / c - X b \ 1 1
On Introduit Ay (x,Ç) = ) qui coïncide avec AQ (x,Ç)

< b c+ î (^

dans E(Q o^lyj^^/2)»^^^!)?011''" un bon ^î^^ de î(-

II est clair que l'on a 2 racines simples : ^ ̂  = c+ /Y^+ 1 b | 2 ,

;ij^-.1 = c-^îc^+b2 pour (x,Ç)€E(o^o)C[y^,y^4- 'n l ) et on peut
choisir y assez petite de telle sorte que :

(2.3.8) sup jlj^ ^ inf ̂
£ <0,0 ) < c y J î y y J l + < ^ / 2 > : l > ^ ( o^O)^^^ " 1 - ^ 7 2 ^^^ 4 - ^ ^

Notons, pour un usage éventuel futur, qu'on peut choisir
X de sorte que :

(2.3.9) JJL j^ admet dans E(Q o)^^'^^4'^^ un ^Q^ minimum

non dégénéré en (x^Ç^) éga lé X ( x ^ . Ç ^ ) + y ^ (>y^).

Prenant la conjugaison Inverse par U' '1(x,Ç), on obtient
ainsi une matrice Mv(x,Ç) qui a toutes les propriétés voulues dans
E (0,0)dy S. 'y J^4'^!) et co ïnc ide avec M(x ,Ç) dans
E(Q o/ty ^'^('n^^2)»y ̂  +^ID- On applique alors la construction faite
dans la démonstration du lemme 2.3.2 è la matrice définie par
My(x,Ç) pour (x,Ç) dans ^ (o^o î ^y^ ' y jZ 4 - ^^ et ^x^Ç) dans

^(o.ody^+'n'y^4-26!)-

On traite finalement le cas :
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Cas I I I .

(2.3.10) Io=[^_^J ^ec &^<&^=^<^

et I y^- &^| assez petit.

Par des techniques voisines des autres cas, on a le :

Lemme 2.J.4. Sous l 'hypothèse (2.3.10), on peut trouver
pour tout 00 assez petit une constante CQ» M^(x,Ç) vérifiant
(2.3.2), (2.3.3), ÏÏ unitaire vérifiant (2.3.3) et :

. ^ . . / A i l
( 2 . 3 . 1 1 ) lÎM^ iï-1 = ( -

A22

avec Ail = (^ b^ .

Ail admet comme valeurs propres >ïj^-i e.»^J^ c a v e c :

( 2 . 3 . 1 2 )

( 2 . 3 . 1 3 )

^ ^ - 1 = ^ ^ - 1 . C ^ ^£,C = ^£ dans ^(0,oW

^^^ ( ^C ) =^^^ 1 l ^ ( ^ ) = ^(O.O)"^ où ÎC e^
le plus grand intervalle contenant 1^ t.q.

rp,q(fc)=rp,q(Ic)- (Voir figure).

d(Sp A22(x,Ç), î^) > I/CQ >0 V(x ,Ç)€R 2

dCSp A l1 (x ,Ç ) , ^) > I/CQ pour | x | + | Ç | > C o .
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Remarque 2.3.5. On peut utiliser le calcul fonctionnel pour se
ramener au cas où c=0 en utilisant le lemme 2.2.8.



^ o ©ECOlMIPOIKTSOlMIP^^
ET I^ECIHlEElCHE DE FO^IRIES TOEmÂlLEB

3.0. Introduction.

L'objet de ce paragraphe est d'étendre les résultats du §.2 de
[HeSJS] à la situation de systèmes. Pour l'essentiel, nous avions
déjè travaillé dans le cadre de systèmes pour les principaux
résultats concernant l'étude module 0(h°°). Il reste toutefois à
démontrer l'analogue pour les systèmes du résultat de [HeRo3]
utilisé dans la proposition 3.2 de [HeSj5] donnant une minoration
uniforme de la distance entre 2 valeurs propres consécutives (par
( l /Co)h) pour un o.p.d p o ( x » h D ^ ) dans tout intervalle 1 ne
contenant comme valeur critique éventuelle qu'un minima ou un
maxima non dégénéré avec P o ^ ( î ) connexe) dans le cas de la
dimension 1 .

L'étude présentée ici dépasse de loin les applications
déve loppées ultérieurement car l 'étude de s y s t è m e s
pseudo-différentiels du type considéré ici apparaît dans de nombreux
problèmes de physique des solides où un petit paramètre h apparat!
qui peut être selon les cas la constante de Planck, le flux d'un champ
magnétique ou l'inverse de ce flux. Avant de passer è des énoncés
précis, il est peut être utile de préciser la nature des résultats
obtenus pour mieux cerner leurs applications potentielles.

Les § 3.1 et 3.2 sont consacrés è une théorie du découplage pour
des systèmes pseudodifférentiels A(x ,hD^,h) opérant dans
L^R^ck). AU moins en première approximation beaucoup des
propriétés (lorsque h tend vers 0) de tels systèmes se déduisent
de l'étude du symbole principal A(x,ç;0) et de ses valeurs propres
\j^(x,Ç) (^==1,.. . ,k). Lorsque toutes ses racines sont simples, on a
l'idée que l'étude de tels systèmes se ramène à l'étude de k
opérateurs pseudo-différentiels scalaires à une erreur près qu'il
s'agit d'optimiser. Il n'est pas possible de réaliser un tel découplage
complètement (et ceci est bien connu dans l'étude de l'équation de
Dirac relativiste). la théorie des pseudo-différentiels à petit
paramètre h se trouve être un instrument très adapté pour
construire un tel découplage. Celui-ci est réalisé module 0(h°°)
dans le § 3.1 et sous des hypothèses plus strictes (symboles
analytiques) modulo ©(exp-Cç/h) (pour un €.Q>O) dans le §3.2.
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Dans le § 3.3, on utilise le découplage du § 3.1 pour ramener
l'étude du spectre d'un système dans une certaine zone d'énergie è
l'étude d'un opérateur pseudodifférentiel scalaire >Jl(x,hD^;h). Au
moins formellement et dans le cas de la dimension 1 (le cas de la
dimension >1 nécessiterait des théories plus développées à la MASLOV
[Ma]), le spectre dans des zones d'énergie non-critique pour
jJl(x,Ç) (ou près d'un minimum ou maximum non dégénéré) est bien
connu module 0(h00) et déterminé par des condit ions de
Bohr-Sommerfeld (celles qui sont écrites en général le sont avec une
erreur de l'ordre de 0(h2) ), Une manière de produire ces valeurs
propres approchées consiste è chercher des quasi-modes sous 1a
forme B.K.W. mais pour justifier qu'on obtenait ainsi tout le
spectre, HELFFER et ROBERT ont été conduits dans [HeRo3] à trouver

- une fonction f(E,h) telle que, localement dans une certaine bande
d'énergie, l'opérateur f(P.h) ait le même spectre que l'oscillateur
harmonique. La démonstration de ce résultat était plutôt indirecte
puisqu'on vérifiait plutôt que :

)((P)e--2Tr1^p»h)=X(P)

où )( est une fonction è support compact qui vaut 1 dans la zone
d'énergie non-critique choisie.

Le § 3.4 toujours spécifique de la dimension 1 précise la
construction précédente en explicitant l'équivalence unitaire entre
f(P,h) et l'oscillateur harmonique. L'opérateur Fourier-intégral qui
réalise cet te équivalence unitaire permet de mieux connaître les
quasi-modes de f(P,h) et donc de P à partir de la donnée des
quasi-modes de l'oscillateur harmonique qui sont explicitement
connus (ce sont les fonctions d'Hermite). De plus, on obtient ainsi
une bonne connaissance du spectre et des quasi-modes près d'un
extremum non-dégénéré (la zone la plus délicate est la zone
transitoire entre celle où on étudie un nombre fini de valeurs propres
en fond de puits (si c'est un minimum) et la zone non critique où on
peut utiliser des constructions B.K.W. plus classiques).

Le § 3.5 présente la même étude dans le cadre analytique avec
des résultats modulo ©(expî-Co/^)-

A partir du § 3.6, on étudie des systèmes pour lesquels une
valeur propre devient double. La réduction au cas scalaire n'est plus
possible mais on peut par découplage se ramener à l'étude d'un
système 2x2 qui dans le cas particulier qui nous concerne se
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présente comme un système du type Dirac. On tente dans les § 3.6
et 3.7 de développer une théorie analogue pour des systèmes dont le
modèle est :

/ 0 hDx+ ix \

^ hDx- i x 0 )

et de trouver l'analogue des conditions de Bohr-Sommerfeld dans
cet te situation. On essaye en particulier de trouver une fonction
f(E,h) et une transformation unitaire U telle que U ~ ^ f ( P , h ) U
corresponde exac temen t au modèle. On n'y arrivera pas
complètement mais une forme légèrement affaiblie de ce résultat
nous donnera tous les renseignement nécessaires pour la suite.

3 . 1 . Décomposition par bloc modulo 0(h°°) :
la méthode de Taylor.

Nous nous Intéressons à l'étude d'opérateurs pseudodifférentiels
asoc iés è un symbole A(x ,Ç,h) , h€ ]0 ,ho l (ou même t.q.
|h|€]0,hol ) ou bien par la quantification classique, ou bien par la
quantif ication de Wey l : A ( x , h D ^ , h ) ou A^x^ D^,h) (cf.
Remarque 3.1) .

On va rappeler quelques faits connus sur ces o.p.d pour fixer les
notations (cf. [Ro]) . Ici nos symboles vérifient des estimations
uniformes.

Si E est un espace vectoriel de dimension finie (par exemple
^(C^C^), meZ, et Î2 est un ouvert de T^R", on définit :

( 3 . 1 . 1 ) S^ ( î2 ,E )= - {ensemb le des applications h — » A ( - , - , h ) de

]0,hol dans C^(î2;E) t.q. (x,Ç) -^ h ̂ (x^h) est
00 "|

uniformément borné par rapport à h dans C b ( î î ; E ) ^

i.e.
A^S^^E) ssi Vy,V&,3Cy^ t.q.
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(3.1.2) ^n,| D ^ D | A ( x . ç , h ) | | ^ C y & , V ( x , ç ) € f t .

Lorsque m=0, î2=T»Rn, E=S(ck,ck), on associe un opérateur
pseudodifférentiel A(x,hD,h) (ou A^x^D.h)) continu de
L^R^ck dans lui-même.

Il existe un isomorphisme e^c de S^ (T*Rn,E) sur S^CT^R^E),

A^B t.q. A^x^D^^Btx.hD^h).

On s'intéressera plus particulièrement aux symboles classiques
et è la classe S^ '^C^E) des symboles admet tant un

" développement de la forme

(3J-3) A(x,ç.h)~ h-'71 ^ hJ'Aj(x,ç)
jeH

et Aj(x,Ç)€S°(î î ,E) indépendant de h avec le contrôle naturel du
reste correspondant.

Lorsqu'on s ' intéresse aux propriétés de l 'opérateur
A^x^D^h) (ou A(x,hD^,h)) avec un symbole A(x,ç,h) dans

SO,ciî(y»Rn^(ck^k)) module 0(h00), on peut travailler sur les
symboles formels c'est-è-dire la donnée de la suite A, dans
S°(T*Rn;s(cl<,cK). On note alors S°^ cette classe. Les lois de
composition des o.p.d. de Weyl, et classiques induisent des lois de
composit ions sur les symboles formels qui s'avèrent être
localisables dans des ouverts de T^R".

De même l'application e^ç opère bien dans les symboles
formels,

w

On note ^ et ^ les opérations obtenues. On a pour: A — S A , hJ

et B-EB^ symboles formels dans S^îî^C^ck))

(3.1.4) (A^B)^ ( x . ç )= ^ (1/y! ) (ô^A) j (D^B)k(x.ç)

ly l+J+k=JÎ
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W

^ est donné par une formule analogue.

Rappelons seulement que :
w

(3.1.5) ^ = (ewc) " 1 ° ^ "wc

et que sur les symboles formels (eyyc) est l'opérateur :

(3.1.6) (e^c) = (exp (1/2i )h Ç a^Bç^.

Notons le fait classique :

(3.1.7) «e^cX^O = ̂

i.e. le symbole principal ne dépend pas de la quantification

(3.1.8) ((ey/c)"1^ == ^ - (1 /21) ? ̂ j8^ ̂BV^ "^1 - ^î v l /^ l / ^ ^Xi

(c'est une des manières de voir la notion de symbole sous-principal
de A(x,hD^) (qui n'est pas le coefficient de h!)).

Tout ceci montre que, lorsque l'on fait des théories
^elliptiques", il est indifférent de travailler en formalisme de Weyl
ou en formalisme classique.

Pour terminer ces rappels, on a deux lois naturelles
(correspondant dans le cas où î^T^R" à prendre le symbole de
l'adjoint Hilbertien de A(x,hD^,h) (resp. le symbole de Weyl de
l'adjoint Hilbertien de A^x.hD^.h)) qui par restriction aux
symboles formels s'écrivent :

(3.1.9) "Adjonction classique"
A-^A* avec (A*)j= ^ (1/y')Ca^D^Ap(x.ç)

ly l+k=j
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(3 .1 .10 ) "Adjonction de Weyl"
A-^A^ avec (A^îj = (A*) .

On retrouve la propriété classique que A = A * W ^ A j = A * dans le

formalisme de Weyl, et on a bien sûr

( 3 . 1 . 1 1 ) (ecw^O^ = ecw^*) •

Ces préliminaires étant faits, on adapte ici un résultat dû à
TAYLOR [Ta] dans le cadre des o.p.d. classiques.

Proposition J././. Soit A€S^(Q). On suppose que :

.A 1 1 0 .
( 3 . 1 .12 ) Ao(x.ç) = ( ° 22 ) (x'0v 0 A /

0

Pour CQ>O dans R, on a :

(3 .1 .13 ) distCSpA^x^^SpA^x^^l/CoX) , V(x ,Ç)eQ

(3 .1 .14 ) A*=A ,

Alors il existe U(x,Ç,h) dans S^Q^C^c^ ), formellement

unitaire (i.e. U* .fu = U .fu* = I) t.q. :h h

^ ^ / A ^ 0 ^
(3 .1 .15 ) U ^ A h U = ( ^ ^ )

avec A^A^ , j =1 .2 .

C o r o l l a i r e 3 . 1 . 2 . Soit A ( x , h D , h ) un s y s t è m e
pseudodifférentiel h-admissible (au sens de [ H e R o 2 ] ) dont 1e

symbole est dans S O » c ^ ( T * R r ^ ^ ( c k ^ c k ) ) . Alors il ex is te un

opérateur unitaire U(x,hD,h) t.q.
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( 3 . 1 . 1 6 ) U* (x ,hD,h)oA(x ,hD,h)oU(x ,hD.h)

/ A Î K x ^ D ^ h ) 0 \
= ( ^ )-K<)(h°°)

< 0 A^x^D,!^

dans ^CL^R^K) .

Bien entendu, on a un résultat analogue en prenant la quantification
de Weyi.

Démonstration du Corollaire. Soit Uo(x,hD,h) une réalisation
du symbole formel U(x,ç,h) introduit en ( 3 . 1 . 1 5 ) , c 'est-è-dire
l 'o.p.d. a s s o c i é e è un symbo le U o ( x » Ç » h ) dans

SO.c^c^Rn^c^ck)) dont le symbole formel est U. On a :

U*(x,hD,h)oUo(x,hD,h)=I+Rh

avec R^=0(h00) et R*=R^. Pour 0<h<ho, on peut considérer
_ ̂

Sh=(I+Rh) ^ avec 5^=3* et U(x,hD,h)=Uo(x.hD,h)oSh vérifie :

U*(x.hD,h)oU(x.hD.h)==I .

U étant par ailleurs inversible, U est bien unitaire et est une
réalisation de U(x,Ç,h). j

Démonst ra t ion de la Proposi t ion 3 . 1 . 1 . Elle se fait par
récurrence. On suppose qu'on a résolu ( 3 . 1 . 1 5 ) module O(h^) (on
note ( 3 . 1 . 1 5 ) ^ ) et on va montrer (3 .1 .15 )^ . ^ (notons que
(3.1.12)=(3.1.15)p.

Remarquons qu'il suffit de chercher Uj^ sous la forme :

/ 0 Bj^+i ^
Uj^ = I + h^

Y B^i 0 )

II existe en effet un symbole formel unitaire Ûj^.^ qui coïncide avec
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Uj^ modulo ©(h^4-1) .

On suppose donc qu'on a trouvé U^ t.q.

<3.1.,7), ("«•^-Û^^S^C*:.^)

tht(^S, A^2 )+s(l>t*l).

On cherche donc Ujç^ t.q.

•%• n /' ( A + D A ^ 0 ^
(3.1.18)U^^A(^ç)^U^ =^ ^ < „1>^22}+®(h^ + l ) ,

on pose alors

(3 .1 .19 ) Û^1 = Û^o û^+i .

On est amené à trouver Bj^i t.q. :

(3.1.20) ^'^O'-^+l-^+l^O22^

qu'on résout grâce au lemme suivant (cf. [Ta]).

Lçmmç ?.!.!. Soit F e M ^ x n (Mnxn est l'ensemble des
matrices è coefficients dans C) et EeM^xm-

On définit ^E,F : Mnxm-^ Mnxm P^

^E.FC1') = TF -ET

alors <Ï>E F est bijective si E et F ont leur spectre disjoint.

Si E et F sont autoadjoints alors :

l l ^ r 1 ! ! ^ C d(o'(F),o'(E)) où C est une constante universelle.
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(3.1.17)j^ est vérifié grâce è (3 .1 .18) , (3 .1 .19) et (3.1.20).

3.2. Décomposition par bloc (modulo G)(exp(-£Q/h))) .

On se place maintenant dans le cadre de la théorie des symboles
analytiques formels (cf. [Sj]§l),

(3.2.1) A(x,Ç,h) - ̂  hJAj(x,ç)
j€N

avec (x.çîeQCC2" (ft ouvert).

On suppose que les A, sont holomorphes dans ft et vérifient

(3.2.2) V K C C Î 2 , 3 C « t.q. l|Aj(x,Ç)|| ̂ C^'1-^, V(x,Ç)eK .

On note alors AeS0 '^ (Q;^(C»<)).

rluni de la lot ^ , 1 1 est classique que c'est une algèbre.

On n'aura besoin dans la suite que de constructions dans des
ouverts ft bornés (pour les constructions B.K.W).

S1 AeS.0'0^.^^)), on a un opérateur^naturel A* définih

dans S.^^Q^ck)) ( f t=(z. t .q.Z€ft) ) par (cf. (3.1.9), (3 .1 .10) ) .h

Adjonction classique.
• - 1 x 1

(3.2.3) CA-(X-.Ç)) = 7 ————— [(^^k^Ç)]* •J lyl+1<=j 0 ! s ^

Adjonction de Weyî.

(3.2.4) A^x^) = ((Aîx.ç))* .

Dans toutes nos applications on aura Q=Î2; on dira, en général,
que :
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(3.2.5) A est autoadjoint si sur Q n Q , A = A * (resp. A=A* W )
ce qui coïncide avec la notion classique sur QUR".

On va démontrer la :

Proposition J.2./. Soit Qcc2n.

Soit A e S 0 * 0 ^ ) vérifiant ( 3 . 1 . 1 2 ) , ( 3 . 1 . 1 3 ) et formellement
h

autoadjoint au sens de (3.2.5).

Alors 1 1 ex is te U(x ,Ç,h) dans S0 '9^) Inversible et

- formel lement unitaire (l.e. U*(x ,Ç,h) ^ U ( x , Ç , h ) = 1 pour

( x , Ç ) € Q n f 2 ) tel que ( 3 . 1 . 1 5 ) soit vérifiée dans la catégorie des
symboles analytiques formels.

L'hypothèse ( 3 . 1 . 1 3 ) et 1a continuité de AQ assurent qu'on peut
trouver une famille de contours r=r (x ,Ç) fermés avec

r (x ,Ç)=- r (^ ,ç ) pour ( x , Ç ) € Q H Q entourant le spectre de A 1 1

dans le sens positif et à distance > 1 / 4 C o de SpAo et SpA .

Dans la catégorie des symboles analytiques formels, on peut
grâce à la théorie elliptique définir pour tout zeC t.q.
d [ z , S p A o ( x , Ç ) ] > 1 / 4 C o la famille (dépendant holomorphiquement
de z)

(z -A) - 1

et par conséquent

(3.2.6) TTp = 1 / 2 T T 1 J^ ^ (z -A Î -^z

est un symbole analytique formel (notons qu'une petite variation de
r(x,Ç) ne modifie pas TTp) et on a :

(3.2.7) TTr ^ TTp = TTr



DÉCOMPOSITION ET FORMES NORMALES 51

(3.2.8) TTr ^ A = A ^p

(3.2.9) TT^ = TTr .

On décompose : C^C^xc^ (correspondant à la décomposit ion
( 3 . 1 . 1 2 ) de AQ).

Soit T] (resp. T^) la matrice k x k ^ (resp. kxk^)

^(•;.)(^.T^(^))

qui appartient à S^ar(Q;^(Ck1.Ck) (resp. S^^^C^cS.

On pose TT^TTr; 1T2=I-TTr- Considérons (TT^Tp ^(TT^Tp.

Son symbole principal est égal à un :

(TT^Tp^dT^Tp = I + h S ^

et, pour h assez petit, on peut construire dans notre algèbre
B i=( I+hSp~^ par une série, comme symbole autoadjoint dans

s^^C^^c^xc1 '1)).

On pose U^=Tr^T^B^. On construit de même U^ et on a :

(3.2.10) U^Uj^d (par construction) j=1 ,2 .

Considérons
U = ^ U j ^ T j .

j

O n a U*^U=S S T ^ ^ U ^ U j ^ T * Or U^Uj=&fc j d'où
j <
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(3 .2 .11) U*.<»'U=S Tj^T.=Idh.

Par conséquent U est unitaire. On constate maintenant que

» »
U * ^ A ^ U = S Z T j ^U^A^Uj^T . .

j A J

De nouveau on remarque que U n ^ A ^ U j = 0 si J^ ^j (grâce à 3.2.8).
D'où

U^A^L^S Tj^U^A^Uj^T*

On a bien ainsi réalisé la décomposition par bloc avec :

^=(11^^)^=1,2 .

Cette démonstration est encore valable dans le cas C°° (en
prenant îî réel) et fournit donc une nouvelle démonstration de la
proposition 3 . 1 . 1 .

Bien entendu, on a tout fait ici avec le formalisme classique
mais par transport de structure, compte-tenu du fait que les
symboles principaux sont les mêmes dans les 2 théories, on a un
formalisme analogue dans le cadre de Weyi.

3.3. Etude modulo Q(h°°) • Cas de la bande simple.

On se place dans le cadre des hypothèses des lemmes 2.3.1. ou
vw \j\/

2.3.3 et on cherche à étudier le spectre de l'opérateur M^(x ,hD)
dans un intervalle IQ (pour lesquelles les surfaces d'énergie sont
compactes connexes).

Plus généralement, on étudie un système pseudodifférentiel
kxk : M^XyhD) pour lequel il existe une racine simple j ï (x,Ç)
isolée du reste du spectre de M(x,ç) uniformément dans R2n (ce
qui est le cas dans le cadre des lemmes 2 .3 .1 . ou 2.3.3. par
construction).
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Dans tous ces cas, il résulte des techniques du §.2 et des §.3.1
qu'il existe un opérateur pseudodifférentiel unitaire U(x,hD^,h) t.q.

(3.3.1) U(x,hD^.h)* M^x.hDÎLKx.hD^^^. M»(x,hD,,,h) o ^^
Y 0 AW(x,hDx,h) )

dans ZÇL2®^) .

De plus, pour nos applications, les hypothèses suivantes sont
vérifiées pour les symboles principaux )JL() et AQ de ^Jl^x.hD^.h)
et1 A^x.hD^.h) :

(3.3.2)' Pour 6>0 assez petit, on a (avec I^= IO+[ -^»^D :

I^Cimjïo;^61^' ^o1^ est conne><e» comPact

non vide et V^^JÏ(x,Ç) ^O sur jï.^I^)

(situation qui correspond è des états excités)

ou, pour un TI= ±1 ;

(3.3.2)^ JÏQ Qdmet dans )iç1"^) avec I^=Io+'n[0,e], un

unique point critique en un point (0,0) où l'on a
l'hypothèse de non dégénérescence s -H-Hess )IQ(O,O)
défini positif.
De plus, VXel^, P^1^) est connexe, compact, non

vide.

(Situation qui correspond pour Tl=+1 è une situation fond de
puits, et pour Tl=-1 è une situation sommet de bosse).

(3.3.3) SpAo(x,Ç)nl^=^ .

Module 0(h°°), le spectre dans 1^/2 (ou plus précisément dans le

deuxième cas dans I^ ,+[ -Ch,Ch]) est donc déterminé par celui de

l'opérateur pseudodifférentiel : ^i^x.hD.h) qu'on va noter
p^x.hD.h) et dont l'étude relève des techniques de [HeRo2,3] à
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une petite différence due au fait que le symbole sous-principal
P ] (X ,Ç) n'est pas nécessairement constant, ce qui va modifier les
règles de quantification.

Il est démontré dans cet article qu'il ex is te une fonction
appartenant à C^RxIO.hoD

00

(3.3.4) f(E.h) - ̂  fj(E)hJ
j=o

affine en dehors de I^/^ telle que

(3.3.5) f C ^ p ^ x ^ h D,h))a comme spectre dans l'intervalle
fo(Io) ^ suite des valeurs propres simples
(n+^)h (neZ), (n+^)h€fo(Io).

Dép lus E-^fo(E) étant bijective de Io sur fo(Io) il existe
une fonction : g(F,h) t.q. le spectre dans IQ de pw(x,h,D^,h) est
décrit par :

(3.3.6) p.n^^QC^+^M), avec g(F,h)-go(F)+^ gj(F)hJ.
j ^ i

Si on s' intéresse à un nombre fini de valeurs propres près de
l ' e x t r e m u m on peu t éc r i re modu lo © ( h 2 ) :
^r/^QoC^+i+yî^O+CKh2). De plus go et g^ (ou y) sont
explicitement calculables è partir des quantités

[ dxdÇ (avec o(=min(TlIo)
a < ^ p Q < x , ^ > <TIE

et j p^ d<r
P O < X ^ > = E

(où dcr est la mesure de Leray dxdÇ/dpo) (cf. §.6.2).
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II ne s'agit bien entendu que d'une version préc isée des
traditionnelles règles de Bohr-Sommerfeld.

Les racines ^(h) étant simples, on a donc en particulier,
démontré pour notre problème la :

Proposition J.J.L (cf. Proposition 3.2 dans [HeSJS]).
Sous les hypothèses du lemme 2.3.1 ou 2.3.3 ou de la remarque

2.3.2, on a (pour C assez grand) :

Sp F^ n Ich = U (jJlj(h)},
j=0,. . . ,N<h>

où les )Jli(h) sont des valeurs propres simples satisfaisant è :

)JLj(h)-)Jlj+i(h)-h
et de plus

^ |(JJlo(h)~y^l^h (dans 1e cas du lemme 2.3 .1) (a) )
( )JLj(h)<>Jlj+^(h) (dans le cas du lemme 2.3.1 (a) ou 2.3.3 © )

( I^O^'^d^ (dans le cas du lemme 2.3.1 (b) )
[ >Jlj+i(h)<jJlj(h) (dans le cas du lemme 2.3.1 (b) ou 2.3.3 (b) )•

3.4. Forme normale pour un o.p.d. è un puits non
dégénéré dans le cas de la dimension 1 (le cas modulo
0(h ̂ L

Comme on l'a rappelé au §.3.3, le comportement spectral de
l'opérateur P^x.hD.h) près du minimum de son symbole principal
est calqué sur celui de l'oscillateur harmonique : h^^+x2. On va
préciser ce t te Information dans le cas de la dimension 1 en
démontrant :

Proposition 3.4J. Soit y<&.

Soit P^x.hD^.x) un o.p.d. h-admissible de symbole principal
PO vérifiant :
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(3.4.1) m1npo(x,Ç) = y = Po(O.O) •

(3.4.2) {po^ÇX^} es^ compact, connexe .

(3.4.3) Po(x,Ç)>y pour (x,Ç) ^(0,0)

^.çPO^0 P01^ ^PO^ÇX^ •

(3.4.4) Hesspo(O.O) est défini positif.

Alors quitte è restreindre &>y 11 existe un symbole
00

f(E,h)^'y fj(E)tr et un opérateur Fourier Intégral U unitaire*
j=o

associé à une transformation canonique K t.q.

(3.4.5) U* f(P,h)U = q(y,hDy,h) (modulo 0(h00) dans 33(L2) )

où

(3.4.6) q(y,TLh)- ^ ('n2+y2)-^ h
pour Cin^+lyl2) /2 < îoW-îoW.

Démonstration. Dans [HeRo3], on a construit un symbole f[E,hl
t.q. pour une fonction de troncature convenable )( t.q. y=1 sur
[y,&] on ait:

(3.4.7) ^e^^^P).

y^ avait comme fonction de localiser en énergie la fonction Introduite
en (3.3.4). On prend comme nouveau P, f(P,h) et on travaille
microlocalement dans la zone d'énergie [fo(y),fo(S)]=[0, &]. Le
nouveau P a comme propriétés, outre (3.4.1) è (3.4.4) ;

(3.4.8) Le flot de Hp^ est Z-rr-périodique par (x,Ç)^(0,0) et
Po(x,Ç)€[y,&] (qui résulte de (3.4.7).

(^ K n'étant défini que localement, on doit prolonger U et
l'unitarité n'est vraie que dans la zone définie en (3.4.6).
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et son spectre est dans la zone d'énergie considérée celui de
l'oscillateur harmonique.

L'objet de la proposit ion est donc de préciser ce t te
isospectralité en explicitant la forme de l'équivalence unitaire.

Un première étape est obtenue par le :

Lemme 3.4.2. Il existe une transformation canonique
X définie au voisinage de (0,0) t.q.

(3.4.9) PQ°K (y,-n) = ^ (y2^-^2) pour y^^l2 assez petit.

Ce lemme est démontré dans [CDU],

Considérant un F.1.0. unitaire UQ assoc iée X et conjugant par
UQ, on peut remplacer (3.4.1) à (3.4.4) et (3.4.7) è (3.4.8) par
(3.4.7)et :

(3.4.10) Po(y^) = ̂ (y^2) pour Cy^lfl2)/^^ .

On a ainsi ^ajusté" les symboles principaux.

Une deuxième étape est alors de démontrer le :

Lemme J.4.J. Soit q(y,hDy,h) de symbole principal

Qo(y>'n)=^ ̂ 2+^2) et vérifiant (3.4.7).

Alors il existe un o.p.d. formel unitaire U et ke2 t.q.

^ ^ Tl^+u^ 2k+1
Cu*hq(y» 'n»h )h U)(y^)= C——2-- C——2—^) Pour un keZ

pour C-T^+y2/^)^ .

Le symbole sous-principal est alors donné par :

qi-d/zoCô^o/aya^qi.

Il résulte de (3.4.7) et du calcul des Fourier intégraux que :
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2ir

J qiCx(t,y,Tl).Ç(t,y, 'n))dt=(2k+1) TT avec k € Z
0

où ((x,t,y,Tl),Ç(t,y,Tl)) est la solution de :

dx , dÇ———— — f ——Z_ — _ y

dt ~ ç ' dt ~ x

x(0 ,y , -n )=y . Ç(0.y.-n)=^ .

2lT

On a donc qi=r+(k+^) avec | r(x(t,y,^),Ç(t,y,îl))=0.
o

Cherchons maintenant RQ elliptique d'ordre 0 t.q.

Qç ^ Rç = RQ ^Q mod0(h2) .

On voit que l'on doit vérifier 1a condition

HqQrO•{•}rrO = ° •

Soit (d/dt) roC^Pt(x,Ç))=-ir(^)roOPt)

2ir

qui est résoluble car r('\p^(y,Tl))dt=0 (qu'on peut relever
o

modulo ©(h) en un opérateur unitaire RÇ)).

Après conjugaison par RQ, on est donc ramené à la situation où

^^^^,^L^^2)

,.e. Q-QoCS-Z.e^^e2 1^0^!.

On raisonne par récurrence en supposant qu'on a un Q^ t.q.
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^ -b 21TT Q^/h 21TT Qo/h , f^^^\Q^-QoeS K avec e = e = 1 (k>2)

et on va conjuguer par un o.p.d. unitaire qu'on va chercher sous la
forme

U^I+lh^Rk+O^-1-1) avec R^(x,Ç)cR

QO ^ ̂ ^ t Q ( k )+®(h k + 1) .

II suffit alors de résoudre :

(n<»qo} = ^k
qu'on peut résoudre sous la condition jq^ C^t^y»^)) o^0-

11 Q^^h -11
So11 y(1) l'opérateur pseudodifférentiel (d/dt)(e e
Qo/h^

2n
On a : J y(t)dt=0

o

et son symbole principal est hk q|<C^Pt(x»Ç))-

On a donc bien :
2-ir

J qkC^t(x»Ç))dt=0 .
o

Par récurrence, on obtient le lemme 3.4.3.

Remarque 3.4.4. Le lemme 3.4.2 admet une version analytique
qui sera développée dans [HeSjô], La version C1 a été obtenue dans
[CDU-Ue].

3.5. Etude module ^^yp-rp/h). Cas de la bande simple.

L'objet de ce paragraphe est de préciser le comportement du
spectre du problème à un puits dans le cas où on ajoute des
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hypothèses d'analyticité pour les (x,Ç) dans jï^dc) (cl". §.3.5).

Compte tenu des résultats du §.3.2, 1 1 suffit d'étudier le cas
scalaire et comme on a dans l'idée d'utiliser les constructions
ci-dessus pour construire des quasimodes, on travaillera avec des
o.p.d. analytiques formels et des Fourier intégraux analytiques
formels définis dans un voisinage complexe de {[ (Iç^- Certaines

justifications techniques seront données dans [HeSj6].

On remplace comme au paragraphe précédent JÏQ P^ PO et îç,
par [y,&+c].

Tout dans la suite est microlocalisé dans un voisinage complexe
Q de p (1^) (ou dans son image après transformation canonique).

Même, si nous conservons des notations ^opérateurs" il s'agit
toujours de relations au sens des symboles analytiques formels ou au
sens de la composition d'un F.1.0. formel et d'un o.p.d. formel.

Compte tenu de la remarque 3.4.4, des résultats de [HeRo3] et
observant que E~» J dx dÇ est analytique par rapport à E,

P O < X , ^ > < E
on peut trouver une fonction analytique réelle f(t) définie au
voisinage de y avec f'(y)>0 et un F.1.0 unitaire analytique t.q.

LT1 f(P) U

a comme symbole principal ^(Tl^+y2).

Ici KP)(x Ç)=J ( P - z ) ~ 1 f(z)dz où r est le bord d'un
' " r \ ° > ̂ /

disque de C de rayon assez petit centré en y et 1e symbole de U~1

f(P)U est calculé comme le résultat d'un théorème de phase
stationnaire analytique pour les (y,"n)€)<(ft) où X est la
transformation canononique de la remarque 3.4. On est donc ramené
è considérer un o.p.d. analytique formel auto-adjoint défini pour la
boule B(0,&) dans C2 de symbole principal ^ (Ç^x2). Ce qui suit
est calqué sur le cas C°°. Les relations formelles sont donc
satisfaites mais ce que nous avons à vérifier est que les o.p.d. ou
F.1.0 qui apparaissent sont analytiques.
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On construit alors formellement pour |t| petit le F.1.0
, ,. itP/h .analytique e de noyau

^^(i/hWt,X.Ç)-9.ç)^^ç^ç

ou

y 2 . t 2 ^
-P(t.x.ç)=-^-|i-tgt^

et a(t,x,Ç,h) est un symbole analytique formel (cf. [S j2 ]§ .9 ,
[HeRo3]) sont définis pour |t| <TT/2).

On définit alors e21^^ comme le F.I.O (e^4^)8 et

comme dans la théorie C°°, on constate que compte-tenu du fait
que le flot hamiltonlen associé è ^ (Ç^x2) est ZîT-périodIque que

e2 p h est un o.p.d analytique formel R d'ordre 0 défini dans
Q, formellement unitaire et commutant avec P dans l'algèbre
S0'^^) muni de la loi ^ . Dans 1e cas C00, on avait montré (cf.
[HeRo3]) que R=F(P,h) où F(t.h)-E Fj(t)hJ Fj(t)€C°°(]-&,&[).
Montrons que si R est un o.p.d analytique d'ordre 0, alors F est un
symbole analytique d'ordre 0. On remarque que près d'un point

(xoJÇc^ dans Po^00 V 0 1 s 1 n de (0'0) ma1s ^°' p est de type

principal et donc umtairement équivalent à D^ (cf. [Sj2]) (par
conjugaison par un F.1.0 analytique V). On voit alors que
R==V" • 1 RV=F( D^,h) de sorte que F(t,h) est un symbole analytique
formel. Comme R et F(P,h) sont deux o.p.d analytiques formels
coïncidant au voisinage de ( xo . lÇo )» 1 1 S coïncident dans tout un
voisinage de (0,0) dans C2. On trouve alors un symbole analytique
G(E,h) t.q. :

2(lTT/h)CP+hG(P.h)) ^ ^

au sens des o.p.d analytiques formels dans ft^ avec &>0 assez
petit.
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On est ainsi ramené (comme au §.3.4) à savoir si l'on peut relier
par conjugaison par un o.p.d analytique formel, 2 o.p.d Q et QQ
ayant même symbole principal et sous-principal et vérifiant donc :

(3.5.1)a ,2nr(Q/h) ^2iTT(Qo/h) ̂

au sens des o.p.d analytiques formels
et

(3.5.1)b Q-QoCS"2 ' ^^) .

On cherche donc un symbole analytique ReS'"1 '6^) t.q.

(3.5.2) Qo(I+R) = (I+R)Q

qu'on réécrit sous la forme :

(3.5.3) S - R = Q - Q o où S R = Q o R - R Q .

Considérons l'opérateur n e qui agit sur les o.p.d

analytiques formels par :

(3.5.4) ,-it(£/h)^-U(Qo/h)^U(Q/h)_

On sait que :

(3.5.5) e21^7^! dans ZÇs°^W,S°^(^ .

Observons maintenant que si B est un o.p.d analytique d'ordre
-k, alors :

2-îf

(3.5.6) A= (i/h) J O-^/2^)) e"11^^ B dt
o

est un pseudodifférentiel analytique d'ordre ( - k + 1 ) et qu'on a :

2ir
(3.5.7) ;C-A=B-(1 /2TT) f e "1t(3:/h) B dt .
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2ir

(En effet SA=(i/h)J 0-(t/2Tr)) C e"^^^ B dt

2ir
= - [ 0-(t/2Tr))[(d/dt)e''1ts /hB]dt

-o

=6-1/2^ e-^^Bdt).
0

On pourra donc résoudre SA=B si :

J^e-^^Bdt^.
0

Vérifions cette condition pour B = Q - Q Q -

On a :

F e^^EQ-Qo]^ r'e-^^Q-Qoîe^^dt
^ o

=h^d /d t [e " 1 t ( Q O / h ) •e 1 t ( Q / h ) ] d t
'o

= o grâce è (3.5.1).

On peut donc trouver R solution de (3.5.3) dans S"'1 . Il reste è
montrer que l'on peut choisir R de telle sorte que U=(I+R) soit
unitaire.

On a Q o U = U Q . Comme Q et QQ sont auto-adjoints, on a

aussi :

U * Q o = Q - U * .

dont on déduit :
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(3.5.8) Q(U*U) = (U*U)Q

avec U * U = I + T (TeS-1).

On n'a pas de problème pour définir les o.p.d analytiques
(L^U)^ parla formule :

(U*{])±^=}/2T(} { (z-U*U)~1 z^dz
y

où y est un contour dans C entourant 1 .

Observons maintenant que :

V = Ud^U)"^

satisfait à :

-1 -1/»v- m*m 2 ii».ii ni*m 2 -(3.5.10) V*V= (U*U) 2U*-U(U*U) 2 = 1

et
QOV = QoU (U*U)''1 = U Q (U*U)^2

et que (U*U) 2- commute avec Q compte-tenu de (3.5.8) et
(3.5.9), soit :

(3 .5 .11) QQV = V Q .

V est bien de la forme I+R avec R dans S"1 et on a donc
résolu (3.5.2). j

Pour récapituler, on a donc bien démontré la :

Remarque 3.5.1. Si p(x,hD,h) est un o.p.d analytique formel
satisfaisant (3.4.1) è (3.4.4), les conclusions de la proposition
3.4.1 sont satisfaites dans le cadre analytique.

Application 3.5.2. (3.3.6) peut être précisé sous la forme : il
existe un symbole analytique g(E,h) t.q. dans I^h avec
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wIo==[yj^»y^l assez petit, le spectre de JJL (x,hD^,h) est donné
c

n
par >Jl (h)=g((n+^)h,h) (modulo ©(exp-Co/^' neZ.

3.6. Etude du cas de 2 bandes oui se touchent.

Les paragraphes 3.3 et 3.4 nous ont permis de localiser (modulo
©(h00)) le spectre du système ^à un puits" dans des intervalles 1
satisfaisant aux hypothèses des lemmes 2.3.1 et 2.3.3. On se place
maintenant dans le cadre du lemme 2.3.5 et l'on va étudier le
spectre de l'opérateur M^(x,hD) obtenu dans ce lemme. Utilisant la
décomposition par bloc réalisée au § .3 .1 , on est ramené (modulo
0(h°°)) è l'étude d'un système 2x2, A^tx.hD^,h) et, compte-tenu
du lemme 2.2.8, après changement de variable, conjugaison et
utilisation du calcul fonctionnel pour les systèmes (cf. [HeRo2,3]),
on se ramène à l'étude d'un système de la forme :

/ 0 bW(x,hD)\ y/
(3.6.1) AW(x .hD.h )= + h A i ( x . h D . h )

YbW(x .hD) 0 )

où

(3.6.2) b(x,Ç) = Ç+ix+o((x.Ç)2)

et où le symbole principal admet 2 valeurs propres ^(x.Ç),^^'^
vérifiant :

(3.6.3) ^i(x,Ç) = -\z^^)
^l(x.Ç) = ^x^+Ç^ + ©( ( Ix l+ IÇI ) 2 ) .

On se propose de montrer l'analogue de la proposition 3.3.1 :

P r o p o s i t i o n 3 . 6 . 1 . Pour 00 assez petit,
A^x.hD^h) admet dans l'intervalle [-c,c] des valeurs propres de
multiplicité 1 \^W de la forme :

(3.6.4) \p(h) = Vo(signn)/Inlh +0(h) , ncZ .

En particulier, il existe CQ^O t.q.
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(3.6.5) l^n+l^-^n^)! ̂ ^ S1 ^n^^-^l •

Démonst ra t ion . Pour montrer (3.6.4), 1 1 suffit d'étudier le
spectre de

/ 0 bW(x,hD) N
AW(x .hD,h )= (_ )

0 <bW(x,hD) 0 )

qui se présente comme un système du type Dirac, dont le modèle ^en
fond

/ 0 hDx+ix \
de puits" est ( ) dont les valeurs propres sont

^ hDx- ix 0 }
explici tement connues : ( \ ^ (h )=s1gnn / |2n|h ) et sont de
multiplicité 1 .

(3.6.6) Pour de tels systèmes, on observe que le spectre est
Invariant par l'application \—*- \ .

.bw.bw» o N
On calcule A2 = ( ) dont on peut étudier le

0 \ 0 b^*-b^ )
spectre par les techniques des paragraphes précédents.

^
On note alors que nécessairement A a une valeur propre nulle

de multiplicité 1 et que les autres valeurs propres sont équivalentes
à nh+0(h3^2) pour n>0 avec comme multiplicité 2. (3 .6 .1)
Implique alors (3.6.4).

Remarquons finalement que si / nh < C , alors l'écart entre 2
valeurs propres est minoré par h/2C et que si 00 est asez petit,
une perturbation de ©(h) (indépendante de c ) ne modifie par la
situation et qu'on a donc (3.6.5).

Remarquons aussi que en dehors de [-C,C], la propriété (3.6.5)
est également vérifiée car on est sous 1e régime où le symbole
principal è des racines simples. _
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On va maintenant préciser la proposition 3.6.1, en essayant de
trouver une forme canonique pour le système via le calcul fonctionnel
et des transformations unitaires comme dans 3.5.

On présente le résultat dans le cadre analytique (la version C00

ne pose pas de problème nouveau). On considère donc un système
2 x 2 d'o.p.d analytiques formels d'ordre 0, auto-adjoint,
A^x.hD.h) pour lequel on suppose qu'il existe une fonction
analytique t.q :

(3.6.7) fo (AQ) = PO'I au voisinage de (0,0)
où po vérifie (3.4.1) à (3.4.4).

(3.6.7) est vérif iée pour le sys tème qui nous intéresse,
compte-tenu du lemme 2.2.9.

De nouveau, après changement de fonction fo et conjugaison
par un F.1.0 unitaire, on peut supposer que ;

(3.6.8) fo (AQ) = ^(Ç^x2) 1 pour I Ç 1 2 + | x | 2<& .

L'o.p.d correspondant satisfait alors è :

(3.6.9) P = fo (A^x.hD.h)) = ^ (h^+x^I+h S
où S est un o.p.d analytique d'ordre 0.

Dans [HeRo3] ou aux §.3.4-3.5. on cherchait alors à se
ramener par le calcul fonctionnel ou la conjugaison unitaire è un
modèle simple : ̂  (h^^+x2). Notre ambition est ici plus modeste.

On va chercher un opérateur qui commute avec P et qui permettra
de se ramener à un modèle simple. On a :

(3.6.10) e-'^^R^D.h)
avec R unitaire (o.p.d analytique d'ordre 0).

Il est clair que [P,R]=0 (et également [A,R]==0), mais on ne peut
pas en déduire que R est une fonction de P. On cherche à trouver T
auto-adjoint t.q. R=e i T et IT,Q]=0.
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Formellement, le candidat est T= (1 / i )LogR qui se définit bien
quand R est proche de l'identité.

Quand R n'est pas proche de l'Identité, on considère R()(O,O)

qu'on peut écrire sous la forme e ° RQ(O,O) où R()(O,O) a 2

valeurs propres conjuguées po,pi. On définit alors T par:

(3 .6 .11 ) T == ÔO+O/D f C6 "1 9 0 R-z) " 1 LogzdzJ y

où y est un contour simple, contenant po»Pi évitant 0 et t.q.

y=y.
On a donc trouvé un o.p.d analytique T (défini près de (0,0))

t.q.

(3.6.12) e}J=R ; T=T* ; [T.A]=0 et [T,P]=0 .

On a donc trouvé T avec [T ,A]=0, [T,P]=0 t.q. pour
Q=P+h(T/2TT), on ait :

(3.6.13) , -12Tr (Q/h)^

par ailleurs Qo=Ci (h^^+x^-h/^)! vérifie également :

(3.6.14) ,-i2TT(Qo/h)^

On déduit maintenant de (3 .6 .13) , après éventuellement,
conjugaison par une matrice unitaire dans U(2) que le symbole

sous-principal de Q en (0,0) est donné par Q](O,O) = ( o 1 -\ )

avec \ j€Z.

On va montrer que Q est unitairement équivalent par
conjugaison par o.p.d analytique elliptique U à :

(3.6.15) Q1 = Ci^D^x^h^I+h ( ̂  ̂  ).
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La démonstration est alors très voisine de celle donnée aux
paragraphes précédents.

Posons, 33 A = C ? A - A Q pour A o.p.d analytique 2x2.
On Introduit :

-11 S/h _ - I tQVh- 11 Q/he B = e B e

qui est un o.p.d analytique, comme dans 1e cas scalaire.

On a :

-21TT S/h ,,e = Id.
On pose :

2ir
Uo=1 /2 î r J e^^dtol.

o

UQ est proche de l'Identité et S UQ=O. soit cPUo-UoC^O.

On construit alors U=UO(U*UQ) 2 qui vérifie :

C^U-UQ = 0 et U*U = 1 .

On obtient ainsi la :

Proposition 3.6.2. Soit A^^hD.h) un système 2x2
pseudodifférentiel analytique formel t.q. (3.6.7) soit satisfaite.

1 ) Alors on peut trouver un système 2x2 TQ t.q-

[Tç^A^^O avec Tç auto-adjoint t.q.

-2lTT/h [ foCA^x.hD.hM+hTo] ,e = l
au sens des o.p.d analytiques formels dans un voisinage de (0,0).

2) Un 0.1.F unitaire analytique formel U.

3) Des entiers Xp^62 t • c î •
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U-WA^hD^h^+hTollU = Qo+h ( ̂  ^ )

où Qo^iDhD^+x^-h/Z)!.

Application. Si on veut déterminer les basses valeurs propres de
A^ on observe que l'on connaft celles de foC^^h D^,h))+h TQ,
qui sont données par :

^0<^1<^2<-

et, si on connaît U, on connaît aussi les espaces propres
correspondants : E^,E^....,E^.... avec dimE^2.

Comme A w commute avec f o ( A ^x.h D^.h)) + h T Q,
A^x^D^h) respecte chaque E n . On obtient alors les valeurs
propres de A^x.hD.h) en étudiant A^EM . Dans toute cet te
discussion, on travaille avec des quasimodes et des quasi valeurs
propres (module ©(exp-Co/h)).

Si on s'intéresse aux développements formels des valeurs
propres, on part de ^^v,^^2 les 2 fonctions propres d'énergie

^ (on suppose dimEu^=;2). du système d'oscillateur harmonique
et le spectre asymptotique est décrit par la matrice 2x2 :

(3.6.16) A^ =<A^j|u^)^ = ((U^A^U^j |^)

(où des puissances de h3 peuvent apparaître).

Il est clair (v étant fixé) que en utilisant un théorème de phase

stationnaire ^^i^ est une matrice à coeff ic ients symboles

analytiques en h et les valeurs propres sont donc les solutions d'un
polynôme de degré 2 è coeff ic ients symboles analytiques qu'on
pourra analyser plus explicitement dans notre cas particulier.

Le cas où Ejĵ  est de dimension 1 est plus simple et on obtient
que la valeur propre correspondante est un symbole analytique en
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1
puissances de h8 donné par

(3.6.17) ((U-^U)^!^) .

On peut également obtenir des expressions B.K,,W fonds de puits
pour les fonctions propres de Aw puisque c'est une combinaison
linéaire à coefficients symboles analytiques de U'9, et U .̂

Etude dans notre cas particulier. Dans notre réduction de
M^x.hD^) près de l'énergie & j ^ - ^=y^ , on a vu que l'on pouvait se
ramener è l'étude d'un système

A^x.hD.^A^x.hDÎ+hA^x^DÎ+^h2)

ou

/ c(x.Ç) b(ç.x) N
(3.6.18) Ao(x,Ç) = _

Y b(ç.x) c(x,ç) )

(3.6.19) c(x,Ç) = 0 ( | x |2+ |Ç | 2 )
b(ç.x) = BQ(Ç+IX) + © ( l x | 2 + | Ç 1 2 ) . Bo>0

et on a montré l'existence d'une fonction fo avec :

(3.6.20) fo(E) = CQ E2 + 0(E3)

t.q. (3.6.8) soit vérifiée. On est donc bien dans les conditions
d'application de 1a proposition 3.6.2. On va suivre les différentes
étapes pour préciser le théorème dans ce cas.

Remarquons tout d'abord que, pour le terme sous-principal de
f o C A ^ x . h D,h)), on a compte tenu de (3.6.20), (3 .6 .18 ) et
(3.6.19) :

^Cfc/A^Xo.O)^ ( o 1 -,î )•

?.iTr/h fc^A^x.h Dx)) .... .,Quand on calcule e , on en déduit que le

symbole principal de R en (0,0) est l'identité de sorte que



72 B. HELFFER, J. SJÔSTRAND

l'opérateur TQ construit a un symbole principal nul en (0,0).

On peut donc prendre alors \\=0, \^=}. Le spectre de

QO + h( Q « ) est alors donné par une valeur propre nulle simple

correspondant au vecteur propre : e ( ] ) et des valeurs

propres de multiplicité 2 de la Corme nh (neN*) de vecteurs

propres normalisés : h^Cx/^/Ti) ( ' ) et h^^Cx/v^TOC , ) où h^(x)

correspond è la (k+l)^® valeur propre de l'oscillateur harmonique ^
(-ô^+x2).

Cas de la valeur propre simple. La forme de A^x.hD.h) n'est
pas modifiée par conjugaison unitaire et on a donc pour le niveau
fondamental è calculer un développement asymptotique de la forme :

/ -x^Zh^ i ^ i -w/- ... . - ^ r -x^Zh r \ ̂ \
<e C ^ ) | A^(x,hD,.h)Ce (^ ̂ \z^^ =

i -x2 /2h \ r -w r , - ^ -x2 /2h^^<e | C A ^ (x.hD^)e )> .

Or o'((A (x,hD^))= ?(x,Ç)+h a « . (x,Ç)+... avec c vérifiant

(3.6.19).

Cette valeur propre est donc un symbole analytique dont le
développement se calcule par le théorème de la phase stationnaire
analytique (cf. [SJ2]) et on obtient :

(3.6.21) \oW - ^ i^j • hJ avec I V j l ^ c J - ^ j !
jeIN/2

j ^ i
(ce qui est cohérent avec (3.6.4)).

Cas de l'espace propre double. Soit donc è calculer la matrice

A^" définie en (3.6.16).

On fait d'abord un calcul moduîo 0(h) en regardant le modèle :
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/ o yo(hDx+1x) ^
^yo(hDx- lx ) 0 )

et par lequel on a la matrice 2x2 : ( - " ) avec
\ 0( n U /

«n^) = ^0 <ChDx-1x)hnCx/^TO|hn-iCx/^R))

«n(h) = ^o ̂ ïï <CDx-1x)hn|hn- i )^2 •

On a clairement 0(^=1 ^o'^^' vriï Pour une normalisation
convenable des hrr

On peut maintenant décrire la forme générale pour la matrice

A" . (neN* fixé ; 1J=1,2)

^"i-s'1,,-'. "^
jeEN/2

J > 1

^'^l'1^^"014' S ^ Z ^ -
jeEN/2

J > 1

On en déduit alors l'existence de 2 valeurs propres :

(3.6.22) ^^(h) - ±yo 7iïh—+ S ^^
je IN/2

J î l

où 'X ~ est la réalisation d'un symbole analytique formel.n

Dans la base : U - hn(x/^Tï ) ( 1 ) , U - hn-iCx7'^ X ^ )» 1es

vecteurs propres correspondants s'écrivent C ^ ) + ® ( h ^ ) et ( )

^-©(h2 )^ sont è coeff ic ients symboles analytiques (pour le voir,
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remarquons que (O/v^TOA ..) est un système dont 1e coefficient de

h° est une matrice 2x2 è racines simples).

On peut donc bien construire des solutions B.K.W analytiques
fond de puits, qu'on pourrait préciser dans l'esprit du §.8 de
[HeSj5].

3,7. Cas de la bande centrale (une autre approche).

On a vu au §.9 de [HeSj5] que dans le cas où q est pair, on a

(3.7.1) V^a^l)'0

(résultat de BELLISSARD-SIMON [BeSi]).

La situation décrite au paragraphe précédent se produit donc
réellement et compte tenu de la Remarque 0.3 c'est le seul cas qui
apparaît dans l'étude de Harper. Dans ce cas, on peut procéder
différemment compte-tenu des symétries du problème.

On a en effet observé au §.9 de [HeSj5] (formules 9.3.26 et
suivantes) l 'existence d'un opérateur unitaire

(3.7.2) V^^.K^2

t.q.

(3.7.3) M V = - V M

et

(3.7.4) v2=( - i ) ^ 2 .

On est alors dans une situation du type ^supersymétrique" (cf.
par exemple la présentation dans le chapitre 6 de [C-F-K-S]).

Dans le cas a^Z modulo 4 . On avait <\fz•=-l et on introduisait
deux espaces orthogonaux £4^ par :
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E± = { u € C q t .q. U u = ±1u}

s'échangeant par l'opération u—>u".

Dans la décomposition de
L^IR/^C^CL^R")®^)®^2^)®^.-) l'opérateur M^x, h D^)
s'écrit :

/ 0 A^x.hD^K

^ A W ^ x . h D x ) 0 )

et on ramène alors l'étude du spectre è l'étude du carré :

A^x.hOA^x.hD) 0

0 A^x^hD)* A^x.hD)

L'étude semi-classique des systèmes A^x^h D^) A^x^ D)* et
A^x^hD)* A(x,hD) relève alors du cas de la bande simple lorsqu'on
travaille près de 0.

/ coshD cosx ^
Par exemple, dans le cas q=2, le système ( - coshD )

se ramène è l'étude du système :

.' 0 c o s h D x + l c o s x \

^ c o s h D x - l c o s x 0 /

sott encore en prenant le carré, è l'étude de 2 opérateurs scalaires

(cos h D +1 cos x)(cos h D^-1 cos x)

et
( c o s h D ^ - 1 c o s x ) ( c o s h D ^ + 1 c o s x )

de symbole principal (cos ̂ ^(cos x)2^ [cos2Ç+cos2x+2 ] .

Le cas où qs0 modulo 4 se traite de la même manière.
Observons ici que la 1 ^ ® valeur propre semi-c lassique de
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(h^^hD^))2 est 0(h°°) car on sait que 0 appartient au spectre
de l'équation de Harper correspondante. Le fait que le spectre est
invariant par X — ^ - X montre également qu'il suffit d'étudier le
carré pour lequel les valeurs propres semi-classiques seront doubles
(sauf la 1^).



On va dans ce paragraphe étendre tous les résultats démontrés
au §.3 de [HeSj5] au cas des systèmes qui nous Intéressent.

Nous avons déjà démontré (Propositions 3.3.1 et 3 .6 .1 )
l'équivalent de la proposition 3.2 de [HeSj5] à savoir la ;

Proposition 4J. Soit IQ un intervalle fermé dans Bj^\{^}.
Alors pour C convenable et Ihl^ho, le spectre des systèmes

M^(x ,hD^) dans Io+[~Ch,Ch] (avec M^(x ,Ç)=M(x .Ç) dans

^(0 O/1^ ̂  constitué d'une suite monotone de valeurs propres
simples jJlj(h) j=0,...,Ni(h) t.q.

(4.1) l)Jlj+i(h)-)Jlj(h)|2:Cilh|

(la suite est choisie croissante si Î()C[^^,^^[, décroissante si

lo^^'8^-

II est également démontré dans [HeSj5] que si l'on change en
dehors de £(o o)^^ 1e Problème de référence è un puits en
conservant les propriétés de M^(x,Ç), on ne modifie pas le spectre
module 0(h00). Pour des raisons techniques et surtout pour garder
plus d'informations sur M(x,Ç) en dehors de ^(o^)^1^)' on ne

souhaite modifier M(x,Ç) qu'au voisinage des S^O^) avec
o(^(0,0) (au moins dans le cas où IQ est assez petit).

Rappelons très brièvement la démarche suivie au §3 de [HeSj5].
Pour étudier l'opérateur : P(h)=(1-cos h D><)+\(1-cos x) près d'une
valeur propre vM, il fallait contrôler sur un cercle y^(h) centré

en v(h) et de rayon a(h)=(1/Cph (avec C^ assez grand pour que
dans le cercle y^(h) n "^ a1t ̂  ̂ ^ comme valeur propre et que
les autres soient à l'extérieur et à distance supérieure à (1/Cph) la

norme de la résolvante (P(h)-z)~1 dans des espaces è poids L^

(où < î > c C 1 ' 1 vérifiait ;

(4.2) l^>"I^Co , C\(l-cosx)-v(h)-e)^.-2Csh(^'/2))2sO
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pour un 00 donné) avec une majoration par CçVa(h).
(4 .1) permettrait de montrer le résultat avec <3>==0, mais pour
obtenir ces est imations, la clef dans [ H e S j 5 ] était dans
l'introduction des opérateurs de référence :

(4.3) P=P+E9j ; P(<= P-e^

00
ou ô j€Co , ôj^O a comme fonction de boucher tous les puits au

dessus de TT^ (V^ )=V j= {x ; \ (1 -cosx ) -v (h ) :$0 , | x -2T r j |<TT} (avec
o<=(j,k)),
Vo(={(x,Ç)AO-cosx)+( l -cosÇ)=v(h), l x -2Tr j |<TrJÇ-2Trk |<Tr } .
TT^ désigne la projection sur les x. On prenait pour cela le support
de 9j petit autour du puits V, avec 9,>0 sur V,.

Tout revient alors à bien contrôler la résolvante de P sur le
contour y^(h) :

(4.4) II ( P - z ) - 1 1 1 ^ 2 L 2 ) " ^ ' Z€^W'^ vérifiant (4.2).

Ces estimations utilisaient (au §3 de [HeSj5]) explicitement 1a
forme de l'opérateur P à savoir : ( 1 - c o s h D)+W(x) pour lequel on
démontrait des inégalités à la Agmon.

Toute fo is au §7 de [ H e S j 5 ] ( 7 e ) , on a besoin d'une
démonstration plus générale qui s'appuie sur l'ellipticité, au sens des
opérateurs h-admissibles, du symbole principal de l 'opérateur
pseudodifférentiel

e<ï>/h pW^hOe-^

pour des e>€C00 t.q. |<î>' | ̂ t l^ ' l , 0 < t < 1 , l^^l ^Cç, V seM, où
^f> est solution de :

{(\(1-cosx)-^(h)-c)+=2(sh(^72))2 avec 00.
^p(0)=0 , ̂ 's0 .

Une raison d'être très optimiste pour l'obtention d'inégalités
dans les espaces à poids est de remarquer qu'en considérant la
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matrice N^(x,Ç) des cofacteurs de (M(x,Ç)-z), on a :

(4.5) N^^oCM^^^^^+ZCcosqç+cosqxK-l)^1)!

de sorte que :

(4.6) N^(x,hD)oCMW (x,hD)-z)=

[Kzî+Mî^^cosqhD+cosqx)] ! 4-hR^

2 woù R^ est un o.p.d borné dans 33(L ) de même que N^ (x ,hD) .

On n'a pas de problème pour obtenir l 'analogue de la
proposition 3.1 (dans [HeSj5]) pour l'opérateur M^x^hD) mais cet
argument semble insuffisant pour analyser 17? (le projecteur
orthogonal sur [p,,(h)-Cih,}Jlj(h)+Cih] avec cpo assez petit)

dans les espaces ^(L2 , ) et l'on devra donc reprendre toute 1a
<î>i,<î>2

démonstrat ion. Il s'agit en particulier de définir l 'analogue des
opérateurs P et P^ dont la définition est rappelée en (4.2) et
(4.3) et donc de définir un procédé convenable de ^bouchage des
puits". Rappelons que la technique de bouchage de puits a pour
objectif de comparer le problème de départ à une infinité de puits à la
somme directe de problèmes è un puits. C 'est une var iante
microlocale des techniques util isées pour l'équation de Schrôdinger
pour les problèmes à plusieurs puits.

La technique varie selon qu'on est dans le cas de la bande simple
ou dans le cas de deux bandes qui se touchent.

Technique de bouchage de puits.

Soit (a) I o = [ y j ^ > y ^ ] ^vec y'^<^
ou ® lo^l^d avec ^P^ •

On va montrer qu'on peut toujours modifier M(x,Ç) dans £(I^) de
sorte que (N(x,Ç)->Jl) soit inversible pour jJieI^/^.



80 B. HELFFER, J. SJÔSTRAND

On traite le cas (a) avec d'abord l'hypothèse (a)^ &j^<y^. On
a vu que pour une famille unitaire U(x,Ç) définie pour (x,Ç)€£(I^)
on a :

-1 / J^(x,Ç) 0 N"(«,() „(«,() u<«,î).(————^^).

Posons : <n^(x,Ç) = XcO^x.Ç)) avec

Xe^^y^^^) si t€[y^,y^+(3c/4)[
î(c(t)=t si ts:y^+c .

Alors on définit une perturbation de M(x,Ç) M(x,Ç) par

/ )Jl^(x,Ç) 0 \)JI^(X,Ç)__0^

0 A22(x,Ç)
M(x,ç) =U(x,Ç) ( — — „ — — — ) U-1(x ,ç )

'< 0 A22rv .^ ) /

pour (X,Ç)€E(I^) et M(x,Ç)=M(x.Ç) pour (x,Ç)^E(I^).
On a ainsi "bouché" tous les puits.

Le cas ®^ (l.e. O+l'hypothèse : & j ^ < y ^ + i ) se traite de 1a
même manière.

Traitons maintenant le cas

(9)2 io=[yj^y^i avec y^<î j^ et- ^ ^ -1=^^ -
On a vu qu'on a une famine unitaire U(x,Ç) définie dans 2:(I^) t.q.

A l 1 ( x . Ç ) | 0/ A"^X,Ç,; U \
-KX,Ç) M(X,Ç) U(X,Ç) = ( —————————————————)

< 0 A22cx.^) /
U-'(x,Ç) M(x,Ç) U(x

0 |A22(x^ç )

avec A^(x,Ç) ayant comme valeur propre )Jlj^-^(x,ç) et )Jlj^(x,Ç).

Le problème est que )J l^- i (x^Ç^)=>Jl^(x^Ç^).

Au voisinage de ces puits, on peut après une nouvelle transformation
., . -,,, -, ( c(x,Ç) b(x,Ç) '\

unitaire supposer que A"(x,Ç) = ( - .. , ^ ) et on a

déjà vu que dans ce cas une perturbation par une fonction \ positive
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à support petit voisin de chacun des (x^iÇ^) du type ( )

permettait d'écarter ^Ij^-] et p^ (cf. lemme 2.3).

On est alors de nouveau ramené è une solution à racines simples
pour laquelle la technique du cas (a)^ peut être utilisée.

Le cas (b)^ ^îi<^fSi<^fi.=^ Si+\^ se traite de la même manière.
On a donc dans tous les cas construit, étant donné un intervalle
IQ dans Bj^\(^}, construit un symbole M(x,Ç) coïncidant avec
M(x,Ç) en dehors de E(I^) et t.q.

(4.7) det C^(x»Ç) -M)

est uniformément elliptique pour ^el^/^ dans R2".

On peut écrire :

(4.8) M(x.Ç) : = M(x,Ç) + ^ IVx.Ç) avec supp N^CS^(I^)

0(€Z2

(NQ( correspond è la modification de M que nous avons effectué dans

^"c»-

On définit également :

(4.9) No:(x,Ç) := M(x,Ç) + ̂  N^(x,Ç)

3?^
(correspondant à un problème à un puits)

et

(4.10) Mj(x.Ç) := M(x,Ç) + ̂  ^ N(k^)(x.Ç)

k ^ j ^
(correspondant è une rangée de puits).

Quant i f i ca t ion . On s' intéressera è des inégalités è poids pour
( M(x ,Ç) ->J l (h ) ) où )Jl(h) sera une quasi valeur propre qu'on
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supposera dans un intervalle LHo'^o'^O^ol (^ec Co<c/2 par
rapport à la construction précédente où on prend lo^y^^ol ^ou

UJlo^D-

On se place pour fixer les idées dans le cas (a) et on suppose
(-1)q ^p,q(y^)==4. Les espaces è poids seront modelés sur des poids
<î> satisfaisant à (avec epc) :

( 4 . 1 1 ) I^^Cs , l^l^tl^l , 0 < t < 1

où •>}> vérifie :

(4 .12) ,((-0^ fp^OJlo+^)-2(cosqx+1))+=2(Chq^-1)

où ^p(x) rep résen te la ^d is tance d'Agmon" aux pui ts
^TxCE(o OÎ^^^'^O'^^I^) et est- constant sur chaque composante
connexe de 'n'^(E([y^,jJlo+Cil)).

Comme M(x,Ç) est analytique en Ç pour x en dehors de
TT^ (E ( I ^ )), il n'y aurait pas de problème pour faire opérer

M^x^D^M^x^hD) ou M^x^D) dans les espaces L^, (cf. §7

dans [HeSj5]).

Il est toutefois préférable pour mieux contrôler les supports
d^introduire une famille C00 9, t.q. : supp9,CTT^(£ j k^c^) et :

9j(x)2 Nj«(x,Ç)=Nj^(x,Ç).

On quantifie alors par :

M^x^hD) = M^x^hD) + ̂  ôj(x)C^ Nj^x.h D))9j(x)
j k

(correspond è tous les puits bouchés)

M^x^D) = MW(x,hD) + ^ 9j(^ N]vk(x,hD))9j(x)
(j.k)^o( k

(correspond è un problème è un puits)
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M ^ 1 ( x , h D ) = M W ( x . h D ) + ^ ôj(^ N^^hD^ .

J7^ k

(correspond è un problème è une rangée de puits).

Notons que le symbole principal est toujours le même et que

M^x^D) vérifie :

'-' w
(4.13) II existe une bijection \-^b(\) entre Sp M ^(x,h D)

(introduit au §3) et SpM^x^hD) dans IQ t - q -

b(\)-\==©(h00) (à condition de modifier légèrement les
bornes de IQ).

Pour montrer les inégalités a priori voulues dans l'esprit du §7
de [HeSj5], on calcule l'expression

(4 .14) deKFkx^+i^-^o)

où <i> satisfait è ( 4 . 1 1 ) et (4 .12) .

On distingue 2 zones.

1 ) Dans C U TT^Cz^dy^^O-^6"). o n a No<(x.Ç)=° et

a

detCMO^+i^-i^W^+ZM)^'^0^^"^^'^

et on vérifie l'elliplicité comme dans 1e cas scalaire.

2) Dans T T ^ C E ̂ [V ̂  o+ ^ oD) ' on a (E)'=0 et on utilise

1'e1lipticité de FÎ(x,Ç)-p.o-
(4 .14) reste vrai avec ^o remplacé par p.(h) dans

[^O-to'^O+^ol-

On obtient ainsi que ;

(4.15) "^-^"'"SO-2,!-2)^
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pour les ^ vérifiant ( 4 . 1 1 ) . (4.12) et pour les zey^(h) où y^(h)
est un cercle de rayon ph (avec p>0 ad hoc) centré en une valeur

— Wi
propre de M(Q Q) jJl(h) et à distance h du reste du spectre

(^(hîe^o-eo'^O-^oO-

On en déduit comme dans 1a démonstration du théorème 3.3 de
[HeSj5] que :

< 4 - 1 6 ) ii(M-z)-i|i^^c,yh

(pour les couples (<ï>,z) comme dans (4.15)

et que

< 4 - 1 7 ) "^II^L^ ̂ ^^)

î } 1 ï }

pour h assez petit pour tout triple! (^>^,^^,z) sat is fa isante
(4.10), ( 4 . 1 1 ) et vérifiant <S>^=<S>^ sur U TT^(E^(I^^)).
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On se propose dans ce paragraphe d'étendre les résultats des §4
et 5 de [HeSj5] au cas de nos systèmes.

5 . 1 . Problèmes de références ; conservation des
propres ^Invariance.
Etant donné un Intervalle I, on a construit par

différentes méthodes aux §2 et 4 des problèmes de références M^
attachés aux différentes composantes connexes ^^W des surfaces
d'énergie £(!). On n'a pas fait attention jusqu'à présent è préserver
les symétries de M(x,Ç) pour les différents MQ( (bien qu'une
certaine uniformité soit nécessaire pour appliquer les résultats des
§2 et 3 de [HeSj5]). C'est l'objet de ce paragraphe d'expliciter un
choix très invariant des M^, qui permet en particulier d'obtenir
l'isospectralité des différents RQ(.

Dans le cas de l 'opérateur de Harper de symbole
c o s Ç + c o s x , les invariances utilisées étaient :

(x,Ç) ——> (X+2TT.Ç)

(x.Ç) ——> (X.Ç+2TT)

et au paragraphe 7

(x,Ç) -^(Ç.-x)

qui étaient quantifiées respectivement par les opérateurs X , X * et
[Th 1a transformée de Fourier :

'^'^TT où (tu)(x)==u(x-2Tr)
. 2TTix/hT:»=t^ i.e.: t*u=e u

et = (ynuKO^TTh)'"72 Je'1'^ u(x)dx .

Ici, on observe que le polynôme caractéristique de M(x,Ç) :
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ZM)^-1-1 (cosqx+cosqÇ)+rp^( \ )

est invariant par :

(x,Ç)-^(x+(2TT/q),Ç)
(x,ç)-»(x,ç+(2Tr/q))

(x,Ç) -)^ (ç,-x)

mais on n'a plus l'Invariance correspondante pour M(x,Ç) car on a
seulement l'Invariance par translation de 2TTo<, o (€Z 2 . On a
toutefois présenté au §9 de [HeSj5 ] et au §1 de cet article le
matériel nécessaire pour retrouver les propriétés d'invariance
correspondantes pour M(x,Ç) que l'on rappelle brièvement Ici.

Rappelons que :

( 5 . 1 . 1 ) Mp^q(x,ç) = e^ JP + e^Ç (JP)* + e^ K + e-^ K*

avec

0. 0, 1
1 • '0

o^"' / ^ 0 1 0
(5.1 .2) J=f ^ } avec a)=e2^^ , K= ( 1 . "0 )

< r,^-1 ^ v- n i n ^

et qu'on a les propriétés :

(5 .1 .3) JK=olKJ , J*=J~1 , K * = t K = K ~ 1

(5 .1 .4 ) ^==1 , KC1=I .

On obtient alors :

^•'•^ ^X^'^.-^TT/q)^

^•'•^ ^^^"'^.^-(ZTrp/q)-

Remarquons maintenant que comme p et q sont
premiers entre eux 1 1 ex is te £(p)e2 t.q. avec Kp=K^P) on ait :
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^•'•^ ^x.Ç^^^ZTT/q)-

Dans le cas où p = 1 , on prend J^ (p)=-1 , dans le cas général J£(p)
vérité :

(-2TTp/qK(p) = 2Tî7q mod 2-rrZ
soit :

(5.1.8) +p J^(p) + n(p)q=-l pour un n(p)eZ

(^(p) est défini modulo (qZ) mais Kp est indépendant de ce
choix !).

On aura besoin également de 1a matrice unitaire Up
(transformée de Fourier finie)

(5.1.9) (Up) = 1/^qo)P(J-0(»<-1) j=1,...,q
k=1,.. . ,q

qui a les propriétés suivantes :

(5 .1 .10 ) U^ = Up"1 . ^p = Up

( 5 . 1 . 1 1 ) U^Mp^(x ,Ç)Up = Mp^q(Ç,-x)

(5 .1 .12 ) U ^ J P U p = K ; U ^ K U p = ( J P ) - J - P

U;(JP)*Up=K» ; U ; J » U p = J P .

Armés de cet te batterie de formules, nous sommes en mesure de
définir l'analogue des opérateurs Jç^ introduits dans [HeSj5]. On
introduit :

(5 .1 .13 ) T=r^J îT- r^^T^T^T^.

avec o:=(o:p0:2) •
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Notons maintenant que :

( 5 . 1 . 1 4 ) T T * = exp(- ih) T*T

avec

( 5 . 1 . 1 5 ) h = (ZnVq)2 1 /h - 2TT(JZ(p)/q) (module 2-rrZ)

h € ]-Tr,TT] .
En effet, on a :

^^rr/q^Tr/q^
= exp-(2Tr/q)2 1/h o)^P) K J = e x p - i h T * T .

On en déduit alors ( c f . 1 . 1 0 dans [HeSj5]) :

To(TR=exp(io(23i ^OC+B î
( 5 . 1 . 1 6 ) p p z:pl ^^ avec o(=(o<i.0(2), 3=(3l^2)

To( Tp=exp(icr(o(,3) h)Tp J^

où o' désigne la forme symplectique standard.

Partant d'un problème de référence attaché à un puits L(Q^Q)W

^Q Q)(X,^D), on ûéf]T}\{^}ors M^(x,hD) par:

(5 .1 .17 ) M^(x,hD) = TocM^o^)^1 '^1)

et M^ est bien attaché aux puits translaté EQ((I).

Etudions maintenant les propriétés d'invariance par Fourier
(examinées au §6 de [HeSj5] (Remarque 6 .1 ) et qui sont utiles pour
l'étude de la renormalisation) (c f .§1) .

On introduit comme ^transformée de Fourier" l'opérateur 9h défini
par :

(5 .1 .18 ) 9h = Up~ ^h qui est clairement unitaire.

On vérifie grâce à ( 5 .1 .12 ) que :
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( 5 . 1 . 1 9 ) Q^^ 9h = ^w •

On a ainsi bien quantifié ^l'invariance par Fourier".

Pour pouvoir suivre mot è mot la démarche de [HeSj5] au §6, on
aura besoin des propriétés suivantes :

(5.1.20) 9 ^ = I d

(il suffit de 1e vérifier pour Up, car c'est vrai pour y^» et nous 1a

laissons au lecteur) et

( 5 . 1 . 2 1 ) 9h-To( = exp(-i h 0^-0:2) TK(oO-9h -

Vérification de (5 .1 .21 ) .

9h-Tc, = (Up-V1 K^HJp) . ̂ hC^ A^^ - 9h .

Compte-tenu des calculs effectués (formule (6.14) de [HeSj5]), il
s'agit de montrer que ;

(5.1.22) Up^^^o^2^^2. K-^.

Partons de U^ K Up = J~P (cf. (5.1.)2)). On a :

uÎK^Up^-^^J^'^J.

D'où :

U; K^Up^2

U-pJ^'Up^-^.

(5.1.22) et donc ( 5 . 1 . 2 1 ) s'en déduisent alors aisément, j

(5 .1 .19 ) è ( 5 . 1 . 2 1 ) constituent les trois points è utiliser pour
que 1a remarque 6.1 de [HeSj5] s'appliquent dans notre situation.
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5.2. Matrice ^Interaction ; étude générale.

On a défini au §.5.1 la famine de problèmes de référence
Mç( isospectraux, en partant de la définition d'un problème à un

puits M(Q o)- on se donne une valeur propre }JL(h) (nécessairement
simple) de ce problème séparée du reste du spectre de a(h) (avec
a(h)s(1/C) |h | ) . Ici on ne veut pas traiter uniquement le cas h>0
mais aussi h<0 (cf. des remarques au §.7 de [HeSj5]). On ne fera
dans la suite la démonstration que dans le cas h>0, l'autre cas ne
posant pas de problèmes particuliers. On notera ^Q un v6^6111"
propre correspondant à )Jl(h). Le seul point à vérifier (cf. [HeSj5])
est de montrer l'existence de goCC^dRîC^DnL2 t.q.

(5.2.1) <gol^Po)L2 = ]

(5.2.2) llgoll = ©(h^0)

(5.2.3) nygol l = ©O^dEsuppy.Uo]"^. V N
uniformément pour Y € borné C S° ,

dîsupp^Vo)^^0 où on a noté

Vo^^C^oO^)-^-^"1))-

On suppose que )Jl(h)€l+[-Ch,Ch] avec ICBj^\(^).

(5.2.4) Si Cxo(h) 'Ço(h))€S:(o,0)C^(h)+[-Ch,Ch]), b>0. On va
montrer l'existence de
(xi(h).Çi(h))t.q. |(Xl(h),Çl(h))-(xo(h),Ço(h))|-'o et

de C(h)ecq t.q. IIC(h)ll. IIC(h)ll-^©Ch"1^0) et t.q.

go(x»h)=C(h) exp(l/h)(i(x-Xi(h))-Çi(h)-(b/2)(x-Xi(h))2)
vérifie les hypothèses (5.2.1) è (5.2.3).

C'est bien entendu l'analogue du lemme 4.1 de [HeSj5].

Voyons les points qui diffèrent. Le point délicat est
(5.2.1) . On raisonne par l'absurde en obtenant une contradiction
entre (non 5.2.4) et le fait que ^PQ a son énergie concentrée dans
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un voisinage de EQ oC)-^")4-[ -c "^ h!)- S1 (5.2.4) n'est pas
vérifiée, on a, en notant :

(5.2.5) (T^o)(x,ç) = <^olvo(x»Ç)>(L2®C^L2 ) € cq

/ ^w ^ ^(x-uî-Ç+ibdj-x)2^')^ , , .,avec Vo(x,Ç)(u) = e v u " u J , pour tout NQ,

Inexistence de c^ t.q.

(5.2.6) ll(T^o)(x,Ç)||^q ^ h1^0 pour l(x,Ç)-(xo(h),Ço(h»l ^ ^1

pour une suite de h.

Quitte è extraire une sous-suite, on peut supposer )Jl(h)—>JJIQ€I et

que (x o^iÇo^) ""* ̂  O ' Ç o)- on Peut a10rs remplacer
Cxo(h) ,Ço( h ) ) P^ ( X O ' Ç Q ) et €'\ Par t\/2• et supposer que
(5.2.6) est vérifiée avec (xQiÇo^^îO 0)^0^ on veut en déduire

que :

(5.2.7) ll(T^o)(x.Ç)ll ^ hNO~N1

(où N^ est universel) dans une boule EQ o(J JLo^+^^o ' c2^ ce qu1

contredira pour NQ assez grand la propriété que ^PQ a son énergie
concentrée dans EQ oO^O^-

Si ( X , Ç ) € E Q o(^o)+B(o 'c2) avec &2> 0 assez petit, il existe
T= t ( x , Ç) € [ - C o , C ol avec CQ f ixé assez grand et t.q.
expÎHp (x,Ç)=(x(î) ,Ç(0) arrive dans BOxc^Ço^l) où :

(5.2.8) p^(x,Ç)=detCM(x,Ç)->Jl)=f(>Jl)+2(-1) (^+ 1 (cosqÇ+cosqx).

Pour éviter l'étude du système, on remarque que, d'après (4.6), i1
existe un opérateur î^ t.q.

(5.2.9) (P^ = P^(x,hD)-I+hRu

avec
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(5.2.10) ^^0 = o(hoo) •

On peut construire d'autre part une matrice qxq, W^(x,Ç)(y) avec

( 5 . 2 . 1 1 ) W^(x,Ç)(y) = A(t ,y ,x ,Ç,h) exp i^(t,y,x,Ç)/h avec :
A(0,y,x,ç,h) = 1

^>(0.y,x,Ç) = (x-ylO+ltKy-x)2 /^
det A(t ,y,x,Ç,h) ^0
Im'9(t,y,x,Ç) ^ 0 avec égalité pour y=x( t )=x^

Im^p^>0,^py(t,Xt,x,ç) = Çt

et vérifiant

(5.2.12) (hD^4- 1P^ (y,hDy))W^(x,Ç)(y) = ©(h00)

pour y dans un voisinage de TT^EQ o^0^=^0^0^•

Compte tenu du symbole principal diagonal, la construction n'est pas
très différente du cas scalaire. (5.2.6) nous dit que :

| j w ^ ( x . ç ) ( y ) > p o ( y ) d y | =00^°"^).

(On utilise une formule d'inversion de la transformée de F.B.I., cf.
[Sj2] ou [HeSj5]).

On observe que

(hDt)(Jw^(x,ç)^o(y)dy)

= -J^(y,hDy)W^(x,Ç)(y)^o(y)dy

= 0 modulo 0(h00)

d'où Wo^îÇKy^c/y^y = 0^ ° ^ pour une suite de h et pour

tout (x,Ç) dans SQ 0+ B^O 'C2) qui implique (5.2.7).

On obtient ainsi une contradiction.
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Remarque 5 . 2 - 1 . Au §.6 de [ H e S j 5 ] , on a besoin d'avoir 1a
propriété :

(5.2.13) 9ngo = o^ogo avec l^ol = ] •

La démonstration est la même que dans cet article (compte-tenu de
(5.1.20)). •

Compte tenu des remarques précédentes, on laisse le
lecteur adapter les résultats obtenus au §.4 de [HeSj5]. On obtient
ainsi la :

Proposition 5.2.2. (Cf. Prop. 4.6 de [HeSj5]).

Soit ^Jl(h) une v.p de M^o)^'"0) ^^ ^(h)€l+[-Ch,Ch] et
ICB^\{^) . Dans une base convenable (l'orthonormalisée de

( T T p T ^ g o ) ) UQ(, la matrice de M^^hO/F est donnée par
jJl(h)I+W, avec

(5.2.14) W^ = expCihy2(3l-«l))Wo<+y,3+y

(5.2.15) W^o = ô^ e-(Si+^o)/h ^ ,^ ^ ^^ ^^^

pour un S^ correspondant à l 'action horizontale entre 2 puits
consécutifs £^oO^+[-Ch,Ch]). Eo,oO^+[-Ch,Ch])

(5.2.16) W^^=-<Uo|[M^]u^>+(â(1)e' ( s1+co ) /h

avec 'X=1]..^o.^/q] » ^OO, o(=(o(i,o<2) avec o<i=1

(5.2.17) W^^e^^^^W^KO).

Notons également que :

(5.2.18) "o^'ï'o^o ; 9hua:=a )0•e > <P (~ i h o <10 <2 ) UK(oO•
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On va étudier au paragraphe suivant, la matrice Wç( o P0111"
l lc< l loo=1-

5.3. Etude de Wç^o Dour l l°<l loo=1-

On suit étroitement le §.5 de [HeSJS] et on ne détaille
que les points nouveaux. On a montré comment construire à partir de
Q O » un quas imode essent ie l lement concen t ré dans

^0 oC^^"4 '!"0 ̂ 'c ^^O- Nous avons été conduit è écrire
EQ oCj^^+l^11^ ̂  au 11eu de ^o oC^^))» P0"1" traiter
simultanément des valeurs propres proches de yj^ ou &j^ mais qui
pourraient être inférieures è yj^ (resp. supérieures à &j^) mais
restent supérieures à yj^-Ch (resp. inférieures è Sj^+Ch). Dans la

suite, on écrira toujours EQ oC-^^O®110011^11^ (lue S1 ^^ est-
<y^ ou >&j^, il faut travailler pour le nombre fini de valeurs propres
dans ce cas avec }Jl(h)±Ch (ce qui revient è remplacer M^x.hD)
par M^x.hDîtCh ) et donc de remplacer EQ oC^^) P31^
EO o()JL(h)±Ch). Ce quasimode qu'on note UQ satisfait ô :

(5.3.1) CM^^JKh^Uo = 0(e'"co/h) dans L2 .

(On utilisera également un contrôle plus fin dans des espaces L2 à
poids, cf (5.1) dans [HeSj5]).

Soit ^>n(x) la fonction croissante continue t.q.

(5.3.2)® ^>q/S:o,0^)=°
@ <Î»Q est constante sur chaque Vj=Tr^(£j |<(jJl))

et © fp,q(^)+2(-l)(l+ï (ch q ^>q(x)+cosqx)=0 dansR\^V(<.

Après éventuellement une translation de 'n7q et conjugaison par
e q , on peut supposer que EQ oO^)) entoure (0,0) et que

VoC^(h)) = l-^o^ol •

On note



MATRICE D'INTERACTION 95

(5-3.3) Dq(x,y) = l^q(x)-<3&q(y)|.

Alors Dq(O.x) vérifie dans }^Q, -JJL o+(2îi7q)l (ou dans
l~(2Tl7q)+jJlo,~)JloO l'équation eiconale (5.3.2) (c) et on peut
étendre Dq(0,x) en une fonction holomorphe définie dans un
voisinage complexe de cet Intervalle.

La première étape est de démontrer la :

Proposition 5. J.L (cf. Prop. 5.1 dans [HeSJ5]).

Il existe CpC^>0 tels que :

(5.3.4) |uo(x.h)B^Cee" (ReD<< (o>><)-c) /h

pourtout 00 et tout X€D(;Jlo+CpC2)=(x€C ; Ix-jJlo-Cjl <C2)-

Démonstration. Elle suit étroitement celle de la proposition 5.1 de
[HeSJ5]. Notons d'abord qu'on a de bonnes estimations sur UQ et
9^0 ̂  assurent l'hoîomorphie.

w
On note (cf. (5.2.9) pour la définition de y^) que :

w
(5.3.5) ^U^O est exponentiellement petit

de sorte qu'après transformation de F.B.I. T définie par :

(5.3.6) Tutx^ah"374 Je'^^^utyîdy

on est amené è étudier les propriétés de :

(5.3.7) VO=TUQ

solution de :

(5.3.8) y^Vos[(2(-l)(l+lq(qx.qhDx)+fp,q(JJl))Iq+hi1L]voaO

dans H^<&o
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(où q(x.hD^) est l'opérateur scalaire introduit au §.5 de [HeSj5],

K est un opérateur matriciel) et UQ est récupéré, via la formule

(5.3.9) uoty^bh-174 f e^'^^votx.hîdx
J^<y)

où r(h) est le contour (x,Rex=y).

Toute la discussion faite dans la démonstration de la
proposition 5.1 de [HeSj5 ] passe alors sans changement
compte-tenu qu'on a affaire à un système è symbole principal
diagonal (et que ce symbole est celui étudié dans la proposition 5.1
de [HeSj5] !).

Dans le cas, où on est proche du fond de puits, on utilise
une autre transformée de F.B.I. et on applique le principe des
déformations non caractéristiques (cf. [Sj2]) à un système dont le
symbole principal est [ia(x,ç)x-Ç+f(>JL)lIq. •

Minoration de Uupilçq.

Cas de la bande simple .

Dans le cas de la bande simple, les réduction faites au §.3.2 qui
sont valables dans le complexe et respectent des expressions B.K.W
réduisent essentiellement au cas scalaire. On obtient alors de
manière analogue à [HeSj5] une expression pour uo(x,h) de la
forme

(5.3.10) uo(x,h)=b(h)?(x,h) e'0^0'^711

où ? est une réalisation d'un symbole analytique d'ordre 0 è valeurs
dans C^ au voisinage de yo (avec yo><Uo assez proche de JJL())
t.q l?(yo»h)l=l» et où lb(h)|+1/|b(h)|^C^ e6^, VOO (tout
étant uniforme par rapport à JJL).

La réduction par bloc dans le complexe près des points
(x,Ç) avec Ç=1D'q(0 ,x ) . x voisin de lyo , ( TT / q ) 1
(Dq(0,x)=d/dx(Dq(0,x)) ) ramène les constructions B.K.W.
analytiques pour notre système au cas scalaire. (On reviendra sur
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les constructions explicites pour le symbole principal de l'amplitude
au paragraphe suivant).

On peut alors étendre Ï(x,h) comme symbole analytique
dans un voisinage complexe de [yo»Tî/q] t.q si

(5 .3 .11 ) u'o(x.h)=b(h) ?'(x,h) e"^0'^

où a ' est une telle réalisation, alors :

(5.3.12) eDq( (o '><) /h )CMW(x,hD)-JJl(h))uo(x,h)=©(1)exp (-&o/h)
pour un tQ>0.

II se pourrait que la réduction par bloc ne soit pas globale le long de

(x ,±1Dq(0 .x ) ) , X€[yo,(Ti7q)+e^]. Ceci ne gêne pas cependant la
construction des solutions B.K.W. pour laquelle 1 1 suffit de savoir
qu'on peut localement diagonallser le système par blocs.
On a aussi Uo-u 'o=©(1)expC-(Re Dq(0,x)+&o)/h) dans un voisinage
de yo.

Observons alors que :

(5.3.13) e^^'^^M^x.hDÎ-jJlthOuotx.^OOîexp^Co/h)

(même démonstration que dans [HeSj'5]).

On déduit de (5 .3 .12) et (5.3.13) , compte tenu des
propriétés des o.p.d analytiques, que :

(5.3.14) y^(uo-Uo)=0(1)expC-(ReDq(0.x)+Co)/h).

wCompte-tenu du fait que 1P ^ a son symbole principal égal à

C2(-1)^(cosqx+cosqç)+fp^q( jJ l ) ) l , les arguments du cas scalaire
s'adaptent et l'on obtient :

(5.3.15) "("0-"b)e.P(Dc,(0,x)/h)||^^^^^^^^^^
p. l^

$ Coe 0 pour un Co>0
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et on a une descr ip t ion analogue pour U Q dans

[-(TT/qî-eo'^yo'^ol ainsi que pour 9hUo-

Cas de JQ bande double .

Le cas où on est proche de y^ (lorsque &j^- i=y^) est plus
délicat. On suppose que )Jl(h)€[yj^,y^+&] et on utilise la même
transformation de F.B.I. que dans [HeSJ5] , La seule difficulté
nouvelle est de montrer (5 .3 .10) car, ensuite, en travaillant

directement avec l'opérateur y n, laconstruction est inchangée.

Démonstration de (5.3.10). Elle relève de la même idée. On part
de (5.3.8). et on va démontrer (5 .3 .10 ) transporté par la
transformation de F.B.I., T associée è une transformation
canonique K, soit :

(5.3.16) vo(x.h)=b(h) a^hîe1^'^

dans Q^=voisinage de 0 n C T T ^ ( K [ £ o o^J^^l) et ^ est une

solution holomorphe de

ZM)^1 q(qx,qf /(x))+fp^OJO=0 .

(On retrouve (5.3.10) è partir de (5.3.16) grâce è (5.3.9)).

On peut construire dans Q^ un symbole analytique matriciel (qxq)

M(x,h) (inversible) t.q

(5.3.17) e^00^ ^CMtx.hîe1^^) - 0 dans H^.

(La construction est une perturbation de celle du cas scalaire ;
Notons que M(x,h) et f sont multivalués I).

On remarque alors que pour montrer que toute solution v dans

HJ00®^ de ? ^ v - 0 dans H^> a 1a structure (5.3.16), il suffit

. . ,/ , , -- — i f/h M /^T'~*\ if/h . . , /
de voir que 1 opérateur u —» e ^U^ u )e est- de 1a î^^^
B D où B est un o.p.d. d'ordre 0 dont le déterminant du symbole
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principal est non nul près de AQ. On en déduit M(x,h)~1 v e " 1 ^ ^"C"

vecteur constant. Notons qu'a priori fî et f sont multivalués mais
que Ch(x,h) 'C ' )e 1^ h est univalué (si v l'est !).

On a donc bien (5.3.16) dans le cas où l'on prend V = = V Q

en prenant b(h) a(x,h)=M(x,h)Ï'o- •

Etude de Wp^ pour o^=1 .

Le point de départ est la formule (5.2.16). (On suppose dans la

suite que x°=0) et on doit donc étudier :

(5.3.18) (a) 'W^o—^oll^tl^) (module ÔOe"^^60^)

• avec X t=1 ] -oo t] P0111' o<=0,k), t=TT/q et pour :
®(siC(h))=Dq(0,-)Jlo+(2Tr/q)) (cf. (5.3.3)).

On utilise les formules :

(5.3.19) F [rh.)(t]=1[t,t+h]^h

) [^-h^t^-^t-h^l^-h •
pour h>0

Posons :

(5.3.20) 1^(1) d^r -<Uo,o|[M,Xtlu1,k)=-J^ t+h<î>k(x»h)dx .

On a :

[M,Xtl=(JP)* 1[t , t+h]^h - ̂  1[t-h,tP-h

et on obtient :

(5.3.21) ^^("O.ol^^h^k^x^

-<(JP)<^:hu0.olu1.k)cqxcq•

Comme dans ( [HeSJ5 ] (5.26) à (5.27)), on démontre que :
^k(x+h,h)=^>k(x,h) et que I|<(t) est essentiellement constant.

On va montrer la :
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Proposition 5.3.2. Il existe Co>° tel que :

(5.3.22) |Ik(t)|^C e"^14^0^ pour k ^0 .

La démonstration diffère légèrement de celle de la proposition
5.5 de [HeSj5] car on n'a pas une relation aussi simple entre <&^ et
<E»o (c^- formule (5.30) de [HeSj5]) lorsque k n'est pas un multiple
de q. On a : u^ ^ = T - ( T * ) ^ U O o = e x p - 1 k h (J*)^ u^ Q(x) (grâce à
(5.1.14)) . D'où :

(5.3.23) expMkhî-^x.hî^Uo^ol^P^h^^^o)

'((JP^h^o.ol^^S.o)-

On utilise la formule (5.3.15) et la formule (5.3.10) qui permettent
modulo une erreur de l'ordre de l'estimation souhaitée dans (5.3.22)
de remplacer UQ Q P^ "b 0 et "O 1 Par (Tub 1 ^ ^on omet 1es /

dans la suite). On obtient pour x€l('n7q)-o(.(Tr/q)+o([ (o<>0) une
expression de la forme :

exp(-1kh)-^k(x)=exp(-2lTTkx/hq) c(h) dk(x,h) e~ s 1 / h

où [ |c(h) |+|1/c(h) |=0^(e c / h )VC>0
] dk(x,h) est un symbole analytique.

Si on exprime que <î>(<(x+h,h)=<ï>(<(x.h), on obtient

exp^iTKk/qîld^x+h.hî-d^x^^e"6072^ .

Développant en puissances de h (comme dans [HeSj5]), on
obtient

S1 k ^ s q (s€Z) , d^x.hîsO au sens des symboles analytiques
formels
SI k=sq (seZ). dk(x,h)=dk((TT/q),h).

On obtient aussi :

(5.3.24) <ï>k(x)=©(exp(-(S^+Co)/h)) si k ^ s q (seZ)
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et (exp-ik h)-<i>i<(x)=exp(-2iTTkx/hq)c(h)

d^TT/q^hîexpî-Si/h) si k=sq (seZ)

(module oCexpC-CSi+Co)^))-

Si k=sq , on peut expliciter (5.3.23) comme dans [HeSj5] , On
observe en effet que (T*)^8^^5.

On obtient alors, pour k=qs :

(5.3.25) exp(-ik h)^^(x,h)=exp(-2iTrsx/h)<î>o(x>h)

et

(5.3.26) exp(- ikh)<ï>k(x»h)

=exp(-2iTTsx/h)-c(h)d°((Tr/q).h)exp(-Si/h)

(modulo ©(expî-Oj+Co)) /1 1 ) ) -

La démonstrat ion de la proposition 5.3.2 résulte alors
facilement de (5.3.24) et (5.3.26). j

Le dernier objectif de ce paragraphe est de démontrer la :

Proposition 5.J.J. Il existe Co>° ^d- :

(i) W^o^Ce^31"'60^) si |o( i l -h |o<2l^2

(ii) CçT1 e~ ( s1+e) /h ^ IW(4: i^o).ol ^ c& expO-O^-O/h) , V C

(Ti i )C^1 e~ ( s1+c ) /h ^ IW(o,±i),ol ^ C^ exp(-(Si-C)/h) , V C

où Si()JL(h)) est défini en (5.3.18)®.

Démonstration. Compte tenu des remarques antérieures et du fait
que I()(TT/q)= -h^>o((TT/q,h)), le seul point à montrer est que

(5.3.27) Id^Tr/q^hîl^ch^ pour un v réel.

(iii) se déduit de (ii) en utilisant l'invariance par Fourier.

On part des expressions B.K.W. pour UQ Q et ^ 0 :
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— , - -(Dq(x,0))/h
"0,0 5= b^) a(x,h) e q

c/.^ "/ ^x -(Dq(x,2-n7q)/h)u^o = b^) a(x,h) e v q ' •

00

où a(x,h) ^ S a,(x)hJ avec ?o(xp^0. L'équation de transport
j=o

satisfaite par ~QQ (cr.§6 pour des calculs explicites) assure que
cette propriété reste vraie jusqu'à Tï/q :

?o(Tr/q) ^0

et de même

ao(TT/q) ^0 .

On obtient alors (aux erreurs autorisées près)

^(x»11)55

b^b^Ce-^^^^-^^^^^aîx.hîlUPraCx-h.h))

^-(D(0,x-h)+D(x,(2Tr/q)))/h^p^^_^| ̂ ^^ _

En prenant c(h)=b(h) b(h), on trouve :

do((Tr/q),h)=<ao(Tr/q)|Cexp(-D')(JP)*-exp(D')(JP))ao(Tr/q))+0(h)

et donc finalement ;

(5.3.28) |do((TT/q),h)|
=|<ao(TT/q)|(1/1)(ôri /aÇ)(-1D'((TT/q))ao(TT/q))>|+0(h).

Il s'agit donc de montrer :

(5.3.29) <ao(Tr/q)|(1/1)OM/ôÇ)(-1D'(TT/q))ao(Tr/q))^0 .

Cette propriété nécessite une étude plus fine des constructions
B.K.W. qui sera détaillée au §6. Admettant (5.3.29), on a bien
obtenu la proposition 5.3.3.

-E-
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5.4. Renormalisation et démonstration du théorème.

Compte-tenu du travail ef fectué au § 1 , le §6 de [HeSj5]
s'adapte entièrement è notre situation. On obtient la :

Proposition 5.4.1. Pour tout C Q > O , il existe ho>0. 00,
et C Q > O t.q. pour |h l<ho, on ait une suite d'intervalles Ij^ j(h)
avec je[-Ni^(h), N2^(h)], (N^(h)€N, N^(h)€N), ^=1,. . . ,q :

1^ j est à gauche de I j^ i+i
^-1,N2,jî(h) e s t é gauche de I^-Ni^(h)
I^ jC[y^-C|h l ,&^+C|h| ]
I^,o=lÎ£-&o'^+ col
Ij^j est de taille o(exp(-Co/lh|)) pour j ^ O
ôI^jeSpM^^hD) pour j ^O .

De plus dans Ij^ , (j^O), le spectre de M^x.hD) est celui d'un
opérateur pseudodifférentiel h-admissible de la forme :

(5.4.1) P^J(x,hDx,h,h)
=)JL£J(h)+p^J(h)[coshD^+cosx+RW(x, hD^, h,h)]

avec p^'J(h) vérifiant :

(5.4.2) Pour tout 00, 3C^>0 t.q.
^ ^(S,^/h)-./h ̂ ,̂  ̂ ^-(S,^/h)../h

où S^S^OJl^kh)) est défini en (5.3.18)®.

(5.4.3) R(x ,Ç, h,h) est un symbole admettant un prolongement
holomorphe dans |Im(x,Ç)l ̂ o^ et 9 vérifiant

|R (x .Ç .h ,h ) | ^C e"^0^.

(5.4.4) h = (2TT/q)2 (1/h)-2TT(£(p) /q) .
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h est donné en ( 5 . 1 . 1 5 ) . On est alors en mesure
d'appliquer les résultats de [ H e S j 5 ] , § 7 è l 'opérateur
P^'kx, hD^, h,h).
SI h est assez petit (le cas où h est proche d'un nouveau rationnel
nécess i tera i t du travai l supplémentaire) en fonct ion du
développement en fraction continue de h/2TT.

Discussion sur h .

Rappelons (formule (5 .1 .15) ) que :

h = (ZTf/q)2 (1/h) - ZTT Jî(p)/q (module 2îTZ)

où £(p) satisfait à :

p-JÎ(p)+qn(p)=-1 , Jî(p)€]-q,0l.

(Dans le cas p = 1 , J^(p)=-1, n(p)=0).

La proposition 5 .4 .1 , jointe aux résultats du § 1 , va nous
permettre d'étudier le spectre de l 'équation de Harper
c o s a D ^ + c o s x (ou de la famille HQ introduite en (0.1)) pour a
proche de p/q. L'objet de [HeSj5] était de l'étudier pour p=0.

Comprenons tout d'abord le cas où h(a)==0. On a alors :

CZTr/q)^!/»^ - 2TT i^(p)/q = 2TTN , NeZ

soit a=2TT p-n(p)/N
q+^(p)/N

Plus généralement, si on écrit que :

(^Tr/q)^!/^ - 2TT Jî(p)/q = 2Tf[N+ îi] .

avec f l = î / ( s ^+1 / ( s2+ - - - ) )» S j€2 (développement en fraction
continue de h= h/2îT).
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Le résultat que nous obtenons est Ici d'étudier le spectre
pour h vérifiant :

(ZiT^^I/h) - 2TT J^(p)/q = 2Tr[so+1/(si+1/(s2+...)) ]

où tous les Sj vérifient s,€Z, I sd^C c'est-à-dire:

1 1 ^(p) -
—— • ——2" = ——— + S0+ h

h q2 q

I/ n = £(p)q+(so+ ri )q2

.———[—————————]
q j^(p)+(so+ h)q

(a/2TT)= h + -p- = -!- F ^P ^(p)-t-P(sp+ h)q-. ^ -n(p)+p(sp+ h)
^ c! J^ (p)+(so+h)q £(p)+(so+Ti)q

Les a considérés sont donc :

( 5 4 5 ) a - 2TT P-C^P^o^i^-»)v / ' q+C^(p)/(so+1/(s,+1/. . . ) ) ) •

Dans le cas où p = 1 , on a déjà vu que n(p)=0, J^(p)=-1 et on traite
donc les cas où

a = 2Tr q-TF l/(so+l/(s1+...))) •

Regardons ma in tenant le cas g é n é r s l .

On va utiliser quelques résultats classiques sur les fractions
continues [Kh] qui permettent d'expliciter J^(p) et n(p) en fonction
du développement en fraction continue de p/q. (Notons que l'écriture
de a ci-dessus n'est pas unique).

Soit p /q=qo+ 1 / ( q ^ + 1 / (q^ + • - • ) ) = [q o> ̂ l » • • • » q J^l un

développement en fraction continue de p/q (non unique si on
s 'au to r i se des q ^ e Z ) . On écrit pour k=0, . . . , J£ :

[ Q O » "•^k^Pw / ̂ w avec p^ premier avec q^7 en particulier
p(^=p,q(^)=q.
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Les relations suivantes (Théorèmes 2, 3 dans [Kh] ) sont
classiques :

(5.4.6) q^) p(k-1)-p(k) q(k-1)=(_^k ^ yk^O
(avec la convention p^"1^!, q^'^O).

On peut alors faire le choix suivant pour C^(p,q),n(p,q)) :

^(P,q)=(-1)^ q^""0

(5.4.7) n ( p ^ ) = ( _ i ) ^ - 1 p ( ^ - 1 ) .

On trouve alors pour (5.4.5) :

(5^ Q) P^+M^p^Aso+h)
qœ+(_^q<^i>/(s^h)

On va maintenant montrer qu'on obtient ainsi le développement
en fraction continue de a/2'rr.

Récrivons (5.4.8) sous la forme :

a p<^i>+(-o<(so+ h)?^
(5.4.9)

ZTT q^^-O^so+h^q^

Le théorème 5 de [Kh] nous dit alors que a/2-rr admet comme
développement en fraction continue :

a/2TT = [qo.qî.-^;M)^So^(-0^;M)^S2;...]

où [so,Sp ...Sp,...] est le développement en fraction continue de
S Q + ^(l/q2)^!/ t?f)-(JÎ(p)/q) (pour le choix de J^(p) fait en
(5.4.7).

Cône îus /on.

C()S:2 étant donné, on a ainsi montré l 'existence de C ( C Q )
telle que pour tout a=[qo,-",q^,so,sp.- l avec ^CQ,

Iqjl ^CQ pour ]^S.

|Sj| >C(Co) pour js:0
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le spectre de HQ se décrive comme dans [HeSj5], L'énoncé précis
est donné au théorème 0 .1 .

L'article précédent traitait le cas £ = 1 . n semble raisonnable
d'espérer étudier plus généralement les a t.q.

a/2rr = {qo»ap---}

o u ï e s q, sont séparés en 2 paquets I^UI^ t.q.

jeli =» IqjKCo
j€l2 =» lq j l>C(Co)

et où Ii ne contient pas plus de CQ termes consécutifs.

R e m a r q u e 5 . 4 . 2 . Pour q=2, p = 1 , S Q = N . i.e
a/2TT=[0,2,-N]=N/2N-1 on décrit presque complètement le spectre
correspondant ; ceci correspond au deuxième cas envisagé chez
Horstadter [Ho] (cf. figure 1 ) .
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Dans l'esprit du §8 de [HeS j5 ] , on va développer dans ce
paragraphe des constructions plus explicites des développements
B.K.W. (dont on a montré l 'existence au §5). Dans un premier
temps, on terminera 1a démonstration de la proposition 5.3.3, dans
un deuxième temps, on explicitera certains ^détails" du dessin de
HOFSTADTER [Ho] liés à des phénomènes d'holonomie discutés par
WILKINSON [lDi2] et quej. BELLISSARD appelle dans un exposé récent
[Be2] : la formule de Wilkinson-Rammal. Certains résultats
annoncés dans [Be2ï (Théorèmes 8, 9, 10) interfèrent avec quelques
résultats présentés ici ou complètent ceux-ci.

6 - 1 - Constructions B.K.W. dans la zone classiquement
Interdite pour estimer l'Interaction.

CQS de îa bsnde simple.

On se place dans un intervalle ICB j ^= [ y^ ,&^ ] et on
suppose que :

(6.1.1) ^1

(6.1.2) Si y^e l . & ^ - i < y ^
s ^ e i . & j z < y ^ + i .

Dans ce cas, on a déjà vu que l'on peut décomposer par bloc et que
l'étude du spectre dans I+[-Ch,Ch] se ramène è l'étude d'un
opérateur scalaire :

(6.1.3) ^(x.hD.h) pour h ^0

dont le symbole principal est )Jlj^(x.Ç) solution dans 1 de

(6.1.4) ZM^+^qQJl^x.Ç^+^osqx+cosq^O .

Après translation éventuelle x — » x - x ^ , Ç — * Ç - ç ^ , on supposera
que
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(6.1.5) )Jlj^(0,0)=y^ .

En remplaçant éventuellement jJl^x.hD.h) par jJl ^(Xih D,h)±Ch,

on supposera que le spectre de ^^(x^D^) est dans I.

La solution B.K.W. correspondant à l'énergie jJl(h) pour
M^XyhD) (ou éventuellement M^x^DîiCh) se déduit alors

aisément de la construction B.K.W. pour ^ ^ ( X y h D y h ) car la

décomposition par bloc est encore possible dans le complexe quitte è
changer de diagonalisation près des points (x,Ç) avec Ç=±iDq(x)
où Dg est solution de :

(6.1.6) Zt-D^^cosx+cosODqM+rp^OJlîh))^
et x en dehors de TT^ (SQ o^^^^t'^O'^ol

(6.1.6) s'écrit encore :

(6.1.7) detCh(x,iDq(x))->Jl(h))=0 pour
X€[)Jlo+Cp(2TT/q)-)Jlo-^]

(on a éventuellement décalé jJl(h) de ±Ch si jJl(h)ç'Bj^).

Démonstration de (5.3.29). Soit donc à calculer :

(6.1.8) <ao(Tr/q)|(1/i)(ôM/ôç)(-iDWq))ao(TT/q))^q^q

BQ est solution de :

(6.1.9) aM/ôÇODQ-D^ao+D^M/ôÇOD'Oao+^-^JOa^O

(éventuellement, on ajoute ±Ch-ao si on a dû décaler jJL(h)).

ÎQ est solution de :

(6 .1 .10 ) ôM/^Ç(- iD / )D^ao+DxCaM/^Ç(- iD / ) )ao+(M-JJ l )aî=0
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(éventuellement on ajoute ±Ch BO si on a dû décaler jJL(h)).

Comme on l'a déjà vu au §5, on vérifie que :

( 6 . 1 . 1 1 ) d/dx[<ao(x)|(1/ i)(ôM/aÇ)(-iD'(x))ao(x))]=0

(cela résulte des équations (6.1.9) et (6 .1 .10) ) .

Considérons l 'effet de la transformation U(x,ç)
introduite au §2 (Remarque 2.2.3). (On ne s 'occupe que des
symboles principaux) t.q.

/ A l1 (x ,Ç ) 0 N
U(X ,Ç) - IM(X .Ç)U(X ,Ç) = ( ' „ ) = M ( x , ç )v- 0 A22(x,ç) /

avec A^X^^JJI^X,^), U(x,ç)*==U(x",ç)""1 définies près des points
(x,Ç) avec X€[)J lo+Ci,(2Tr/q)- jJLo-£^] , ç= ±iD'(x) et notons que
(A22(x^ç)-^(h)) est inversible en ces points.

Voyons comment se modifie l'expression (6.1.8) . Si on
pose : ao(x) = U(x. iD')co(x) , ao(x) = U(x,-iD') c'o(x) , on a :

<ao(x)|(1/i)OM/ôç)(-iD')ao(x))

=<Co(x)l(U(x,iD'))»(1/i)OM/ôÇ)(-x.i-D')U(x.-iD')co(x))
=<CQ(X) | (Utx^- iD' î -^ l / iXan/ôçX- iD' ÎUtx^ iD' îcoîx)) .

Notons maintenant que :

3N/aç (x,Ç) = U(x,ç)-1 OM/ÔÇ)(X,Ç) U(x,ç)
+(^/^Ç)(U(x,Ç)-1)(M-^)U(x,Ç)+U(x,Ç)--1(M--JJl)(^çU(x,Ç))

d'où

<co(x) |(U(x,- iD')--1(1/ i)(^M/^Ç)(- iD')U(x.- iD')c'o(x)>
=<CQ(X) | (1/i)ON/aç)(x.-iD') c'o(x))

compte tenu des équations satisfaites par BO et BQ :
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(rKxJD^-^jKhOaoîx)^
(6 .1 .12 ) CrKx^-iD^-^JKhOaoîx)^

qui donnent :

CN(x,iD^->Jl(h))co(x)=0
( 6 . 1 . 1 3 ) (N(x,-iDQ->Jl(h))co(x)=0 .

On a donc montré :

(6 .1 .14 ) <ao(x) | ( l /DOM/ôÇK-ID^aoCx))
=<CQ(X) | O/DON/ôÇKx.- iD^Coîx)} .

Si on note : C Q ( X ) = (b o (x ) , b o ( x ) ) , ^o^^ C b o ( x ) , bo ( x ) )
correspondant à la décomposition par bloc, on obtient :

( 6 . 1 . 1 5 ) <ao(x) | O/DOM/ôçX-iD') ao(x)>
=<bo(x) | ( l /DOA^/aÇXx.- iD^boCx)}

(car bo(x )=0 , ^bo^^0 ' compte tenu de l'inversibilité de
(A22(x,Ç)-^l(h)),soit, dans le cas de la racine simple où on s'est
placé :

(6 .1 .16 ) <ao(x) j (1/i)OM/aÇ)(-iDO ao(x))

=<bo(x) | ( l /DO^^/âÇKx^iD^boîx))^^^.

Remarquant que (1/i)(9)Jlj^/9Ç)(x,-iD') ^0 qui se déduit de

(6 .1 .17 ) 2(~1) c ^ + 1 (cosx+cosÇ)+rP ' ( lC^^(x .Ç) )=0
et de rp^E^O pour E € Ï .

On en déduit (5.3.29).

Cas de la bsnde double.

On suppose maintenant que :
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( 6 . 1 . 1 8 ) ^ [y^-^o^y j^^o l avec C0>o Q choisir assez
petit.

( 6 . 1 . 19 ) ^-1=^

et soit )Jl(h) une valeur propre dans I.

On va utiliser la formule ( 6 . 1 . 1 5 ) . Mais pour calculer
l'interaction (6.1.8), on va, en tenant compte de ( 6 . 1 . 1 1 ) . faire 1e
calcul en un point XQ assez proche de 0 pour utiliser la forme
normale de A^Cx .Ç) au voisinage de (0,0) mais relativement loin
de la surface d'énergie JJL.

Concrètement, on prend Xo€[ 'n,2 'H] et on choisit CQ
vérifiant :

(6.1.20) ^o<^\4 < < 1 •

A un facteur multiplicatif que l'on oublie, on a (cf.§2) :

/ c(x,Ç)-jJl b(x,Ç) N
( 6 . 1 . 2 1 ) An(x .ç ) -^L=(_ ' ' ' )

^b ( x , Ç ) C(X,Ç)-JJL )

avec bîx.^ç+ix+Odx^+IÇI2)
ctx.^Odx^+lçi2) .

La phase D(x) vérifie dans [Tl,2^]

Ccîx.iD^-^jO^bîx.iDOb'txJD')

soit D'(x)=X4-0(Tl2) pour xel^^^l.

On a alors :

A^x.iDO-^J^ix (^ ^+©(ia2)

(6.1.22) pourxe[^,2^]

A1 1 (x,- iD / ) -^=-2ix^ ^+0(lfl2)
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et

(6.1.23) 1/1 (ôçA^O^tiD^ (? d) +®Cn)

^'•'j^ï^-
(6.1.24) (^ d)bo(x)=®W

et

^ def bo(x) , ...
bo(x) s —=-—— vérifie :

Bbo(x)ll

(6.1.25) (^ )bo(x)=®Cn)

soit bo ( > < )=(y?x))+ o ( - n ) avec •y^)^1

boOO^^^+Ot'n) avec l y ( x ) | = l

on en déduit que :

<bo(x)/(1/ l )^çA Ï Ï(x,-1D')bo(x)>=Bbo(x) lB bo(x)l(yy+o(^))

soit :

(6.1.26) Kbo^/O/OôçA^^-iDO/boOO)!
=lao(x)BBao(x)l(l+0(^)) pour xchLZ-nl .

On obtient donc bien (5.3.29) dans ce cas en prenant x=3Tl/2
et Tl>0 assez petit. C.Q.F.D.

6.2. Calcul du sous-principal.

Nous n'avons jusqu'ici utilisé que des constructions
B.K.W. loin de la surface d'énergie même si après transformation de
F.B.L, on pouvait s'approcher de la surface d'énergie jJl(h) lorsque
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)JL(h) restait dans un intervalle 1 évitait y^, ̂ , Sj^ i.e. la
situation loin du fond de puits.

CQS de /a bande simple.

On a vu que les constructions B.K.W. se ramenaient dans
ce cas è l'étude d'un opérateur scalaire jJL^tx.hD.h). On va

présenter maintenant un calcul du coefficient sous-principal de
JJL ^(x^hD.h). Il est plus pratique ici de calculer en formalisme

d'o.p.d. classique et on va simplement détailler les constructions du
§3.

On a montré dans ce paragraphe l'existence d'un o.p.d
analytique unitaire

(6.2.1) U(x,hD,h) - U^x.hO+hU^x^hD) +...

tel que :

/Al1(x,hD,h) 0 \
(6.2.2) U-Kx,hD,h) M[x,hDl U(x,hD,h) a ( „ )

^ 0 A22(x,hD,h)^

où

A Î Ï(x,hD,h)=>Jl^(x,hD,h)+h}Jl&(x,hD)+...

(On omet désormais la référence è S.).

Il s'agit donc de donner une expression aussi intrinsèque
j^

que possible de ^ (x,Ç). Celle-ci permettra en particulier

d'expliciter l'équation vérifiée par le symbole principal de l'amplitude
pour une construction B.K.W. ou plus simplement d'expliciter les
règles de quantification è la Bohr-Sommerfeld des valeurs propres
jJL(h) dans l'intervalle I.

La 1^® colonne de U°(x,ç) est constituée par un vecteur
eo(x»Ç) dépendant holomorphiquement de (x,Ç) dans un voisinage
convenable qui vérifie :
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(6.2.3) CM^.ÇÎ-.H^x.ç^eo^ç)^

(6.2.4) Se^x.Çî.e^x'.ç)^ .

Ces 2 conditions ne déterminent pas eo(x,Ç). Par multiplication par
un facteur de phase e'^'O avec -»P holomorphe (réel pour (x,Ç)
réel), on peut obtenir un nouveau eçtx.Ç).

La première ligne de (U0)"^^,^) est alors donnée par
les coordonnées en ligne de eo(x'.Ç) ; (T'Q^T),—.e^x", Ç)).

Notons

V(x,hD)=U(x,hD,h)-•1=U*(x,hD,h)=VO(x,hD)+hV l(x,hD)+®(h2)

et calculons .H)(X,Ç) è partir de (6.2.2) en utilisant la loi de
composition des symboles ^ .

^oC^x.Ç.") h" ^.ÇOl.k = ^ v^ • M£k(x.O

o-_,Cv(x,Ç) ^ rl(x,Ç)))^ = £ (l/i)OV^/ôç).Ori/9x)(x,Ç)^«

+ ^V^TI(x,ç)^.

D'où
o--)(V(x,Ç,h) h'''M(x,ç) ^ U(x,Ç,h)),)

=0/1) ^^ aç[V';^M^]-9xU°k, + ^,V^Mllk.U°k,

+0/0 ̂  ov^/aç).0h^/ax).u°^ + ^v^.n^-u1^
=C^j9çv^.M^ax^,+v^.9çri^.a,u°^

^ç^,-9^^-^,]-^ ^ ^'l^tk.U^+V^^kU1,,]

=(^/i)[<^l•^xeo/^çeo(>^,0>^^çq+<aç^l•^xeo/eo(x'.Ç))cqxcc^

+<ôxM.eo/ôçeo(x',ç)>]+^ >Jl(x,ç)[V^e^(x,ç)

+e;(x-,Ç).U^]
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(car ;Jl(x,Ç) = >i(x',Ç))

et en exprimant que V |fu=1, on obtient alors :

(6.2.6)' >Jli(x.Ç)=(1/1)[<(M->Jl)8^eo/açeo(x',?)>ç^ç<,

+<9çM-ô,eo/eo(x"^)>^^

+<ô^-eo/ôçeo(x",ç)>ç^ç<,].

Cô/co/ ̂  sous-principQj.

Il est donné par l'expression ^(x^-d/ZiKa^o/QxaÇ)
(c'est le coefficient de h dans la quantification de Weyl).

Ecrivons quelques formules se déduisant de (6.2.3) par
dérivation :

(6.2.7) a> OçM-ôçjJlo)eo=-(M-jJL)ôçeo

<2) (9><M -BX ̂ o^O ̂ ^-J^x^
<3> axaç^o•eO=(açM"•aç^o) ^xeO+(axM~ax^)aÇeO

+(M-jJL)ôçô^eo
dont on déduit :

(6.2.8) (^,x^çJJlo)(x»Ç)=<(açM-^ç)Jlo)^xeo|eo(x',Ç))
+<O^M-ô^)ôçeo|eo(x",ç))

et finalement (en utilisant (6.2.7) <2> et (6.2.7) o> et
<ôçe/e(x\ ç)) + <e/ôçe(x'. Ç)> =0)

(6.2.9) o'^[JJl[x,hD,hl]=JJl1(x,Ç)-(1/2i)(a2>Jlo/axôÇ)

/ 1 ^ ^ / ^ a M B^ B^ aeo ^, .-vi / - 2 - v \^^^^-a^- ̂ r^r^'^160^'^
+ / 9U- 9en _ 9U 9e , - -,,
' aç ax ax aç l^^-^^ •
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On peut légitimement se demander si ce sous-principal dépend
réellement de eo(x,Ç) . Soit e o ( x , Ç ) = e ^(x.Ç) eo(x ,Ç) et
réécrivons la formule (6 .2 .11) en faisant apparaftre eo(x,Ç).

Dans la suite, on note ^(x.Çî^^x^î-O/^iKô^o70^) et

^[^(x.Ç) le sous-principal obtenu en faisant la construction avec

e(x,Ç). On obtient :

(6.2.10) ^(x.^ ^(x^+œ^pKx.ç) .

On pourrait y voir un problème, mais dans les règles de
quantification (cf. après le lemme 3.4.3) déduites de (3.3.4),
(3.3.5), la condition de quantification s'écrit (dans le cas où
i=[y^y^D

(6 .2 .11 ) foCV^^lCV^)^"4-^114-0^2) (P01^ ^^

ou encore (cf. [HeRo3] Cor. 3.7, [Pe-Ro])

(6.2.12) 1/2TT J dx dÇ =(n+^)h+0(h2)
^(x^+h)^ <x^)$?»^<h)

Ici

(6.2.13) fo(E) = 1/2Tf J dx dÇ
y i^(x,ï,XE

(6.2.14) fi(E) = -1/2TT J^,,^^^ ^ï^^ (dxdç/d>Jl^)

où dx-dÇ/d^Jl^ est la mesure de Leray.

Si <î>^ est le flot associé è HH (le champ hamiltonien
associé è ^Jl), on peut encore écrire (6.2.14) sous la forme ;
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1 F7^
(6.2.15) fl(E)=- ——— JJlW(>t(x,Ç))dt

2Tr J o ]

pour un point (x,Ç) sur jJl(x,ç)=E où T(E) est la
période minimale du flot H^

ou encore :

(6.2.16) ^(E)=-^^(J^^^^(x.ç)d.dç)/S=E.

On remarque donc que compte tenu de (6 .2 .10) et
(6.2.15), Î^E) ne dépend pas du choix de eo(x,Ç) (pourvu qu'il soit
défini au voisinage de jJl(x,Ç)=E et vérifie <eo(x,Ç)|eo(x,Ç))=1) ce
qui était clair a priori.

Remarquons aussi que si f^ dépend de e, on a pour fo(E)
l'expression suivante :

(6.2.17) ^ (E )= -——- f dxdÇ.
Eo.o^yji»^

qui ne fait pas intervenir explicitement yj^ (cf. (2.1.2)).

Une formule plus intrinsèque pour fi(E) : -(1/2îT)&(E).

On veut trouver une expression ne faisant plus apparaftre
explicitement le choix de eo(x,Ç) pour :

T<E>
(6.2.18) &(E)= JJl^Otîx^Odt

o '
(pour un point (x.Ç) t.q. JJI^X^^E).

On s'inspire ici de calculs de A Y R O N - S E I L E R [Ru-Se]
concernant différentes écritures de la formule de Kubo relative à
l'effet Hall quantique (cf. également [Be2]).
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On travaille pour (x,Ç) réels et on repart de la formule
(6.2.9) que l'on écrit :

(6.2.1,) ,̂̂ [<(-̂ -|̂ -|-|.>]

-^-^W———<-^-^-^^>

def
= ^(x.O+^i^Ç).

Notons que jJL'i(x,Ç) est indépendant du choix de e, compte tenu de
(6.2.7) alors que ^^(x^Ç) en dépend.

Etude de jJl'i(x,Ç).

Soit donc à étudier :

<......> ,,,,,,ç> [̂<(^-î -i-i.>
-<^-^^i8"-

Compte tenu de (6.2.7), on obtient :

, , ,.„ 1 r / r -v 9e i 9e » / /• -v 9e i 9e » ^A'i(x,ç)=^-[-<CM-A)-^-l-aç-)+<CM-^)^-l-97>].

On désigne par TT^ ç le projecteur sur l'espace propre associé à
jJL^(x.ç) :

•iï^çv = <v |e )e

alors on a la formule :

(6.2.21) >JL^(x,ç)dÇAdx = (1/2i) TraceCTTdTT(M-jJl)dTTTT)(x,Ç)

où dTT^ ç est une 1 forme è valeur dans les matrices M^C) :
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^X^'Y = (vide) e + <v|e) de = <v| (ôe/ôÇ))edÇ
+ <v|Oe/ôÇ)>edx + <v|e) Oe/ôÇ)dÇ+ <v|e) (ôe/ôx>dx .

L'expression (6.2.21) ne fait apparaftre que le projecteur
TT et est donc bien Intrinsèque.

Démonstration de (6.2.21).

TT<dTi '<»(M-jJL)odTT»TT est une î forme è valeur opérateur de rang 1 .
Pour calculer la trace, il suffit de calculer le coefficient de e de
(TrodTTo(M-^l)odTToTre). On a :

TTe=e
d'IT<»TTe=(e/de)e+de

(M->Jl)dTT-TTe=(M-)Jl)de
dïï(M-jJL)dTr-TTe=<(M-jJl)de|de)e+<(M-^)de|e)de

=<(M-)Jl)de|de)e
TT-dTr(M-)Jl)dTT-TTe=((M->Jl)de|de)e

=<(M->Jl)(ôe/ôç)|ôe/ôx)e-dÇAdx
-<(M--)Jl)Oe/ôx)|(ôe/ôç))edxAdç .

Remarquons que TT^TT et donc dTT<»TT+TT»dTT=d"n ' d'où
finalement :

(6.2.22) jJL^(x,Ç)-dÇAdx = (1 /21) Trace CdTTo(M->Jl)dTT).

On obtient finalement :
TŒ>

(6.2.23) &'(E) = J )Jl^(^t(x»Ç))dt
o

= (1/2i)(d/dt) ( J TrCdTro(M-jJl)odTT)^ / t=E .
^(x^Xt

Etude de >Jl^(x,Ç).

Soit

T<E>

(6.2.24) ^(E) = J >Jl^(<i>t(x,Ç))dt .
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On réécrit (6.2.24), compte-tenu de la définition de )JL"i(x,Ç) :

».̂  ,",(»,() _< -̂î i.>
(6.2.26) & " ( E ) = (1/1) Jy^l

où

(6.2.27) oJi=<de|e)=<(ôe/ôÇ)|e)dÇ+<Oe/ôx)|e>dx

et y^ est 1e ^^ paramétré par le temps t et décrit par
(x(t),Ç(t))où (x(t),Ç(t)) est la courbe Intégrale de H^, solution
donc de :

dx __ QJJL ^ d^ _ _ 9)JL
"dt~~ ôç ' dt ~ dx

oui dépend du choix de e, mais si a)^ est associé à e, on a

a^-o)l=d>JL

de sorte que oJ^0^^ (de lde) n/en dépend pas.

Appliquant le théorème de Stokes, on a donc (dans le cas
où &j^-.i<yj^E)

(6.2.28) ^^^JU.^^2-

Remarquons maintenant que :

aJ^^7^^1'1'0^^'^00^07^^'^

et on a donc une expression Intrinsèque pour &"(E) :

(6.2.29) & " ( E ) = ( 1 / 1 ) f f A T race (TTodTTodTToTT) .
J J jji < x , ^ > Î E

0)7 correspond à la courbure sur le fibre en droite d'une connection
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canonique (cf. WELLS [We], formule 2.9, chapitre III).

On a donc finalement démontré la formule intrinsèque
pour fj(E)

(6.2.30)

f l(E)= -^-^'"(J TraceCdTTo(M->Jl)odTT))t=E
^ <x^ ) î t

-(1/iTT) f f j( TraceCiïodTTodTT<TT)
JJ)Ji < x , ^ ) < E

Remarque 6 .2 .1 . Lorsque E—»y^ ou &j^ on retrouve la formule
de ^Rammal-Wilkinson" citée parj. BELLISSARD [Be2] Théorème 10
(l'énoncé dans [Be2] est à modifier).

On ne reviendra pas sur les construction B.K.W. pour
)Jl(x,hD^,h) qui relèvent des techniques classiques (rappelées dans
le §6 de [HeSj5]).

6.3. Etude de l^holonomle.

On étudie la situation où I=(y^,y^l avec y^<^,
&^- l<y^ (ou bien I=[&^.,&j^l avec &j^>^» &j^<yj^+i) de sorte
que les calculs effectués au §.6.2 peuvent être poussés jusqu'au
fond du puits.

On va s'intéresser au comportement d'un nombre fini de
valeurs propres dans l'intervalle lyj^-Ch,yj^+Ch] et on suppose
que JJL^(X,Ç) atteint son minimum en (0,0) (pour fixer les idées).

La théorie générale (approximation par un oscillateur
harmonique (cf. [HeSj l ] ) nous dit que les valeurs propres sont
décrites par :

(6.3.1) yj^+JJlih + >Jl2ln+^llh|+0(h2)

(cf. formule (6.9) dans [lDi2]).
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L'oscillateur fond de puits est en effet donné par :

s. a
, r B^O^O) ^ a2jJLQ

(6.3.2) y^E———————y2+2————y(hDy)
Bx- 9x9Ç

a^Sto.o)
+ ————^——ODy)2]+ h>Jli(0,0) .

On va calculer )JL] et JJL^.

^
Rappelons que JJL (x,Ç) vérifie:

(6.3.3) fp^qCM^.ÇO+Zt-O^Ecosqx+cosqÇ^O

et que

(6.3.4) rp ,q(yjz) ^o ;
^

Comme on a supposé que le minimum de jJl (x,Ç) est atteint en

(0,0), ceci implique :

(6.3.5) rp.q^)^^ •

Dérivant (6.3.3) par rapport è x,Ç (cf. les calculs du §.2.1) , on
obtient :

fp,q0^) (<^/aÇ) + (-Dq 2q sinqç = 0

rp,qOJl^) (a>Jl^/9x) + (-0e1 2q sinqx = 0

rp.q^x^S/^+r'^q (^) (^>JlS/aç)2+(-1)q 2-q2

cosqÇ=0

rp.q^o£)(^2^S/^^)+^ /p,q()Jlo^(aJJlS/9x)(^S/^)=o
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rp^^o^o^S/^^+r'p^ (^) (a^S/ax)2^-!^ 2-q2
cosqx=0

d'où l'on tire :

a a 2 aap.o ajjio a ^o
(6.3.6) .. (0,0) = ———(0,0) = . .. (0,0) = 0 .aç Bx ôxôç

a^S a2^ ( -1 )q+ l2q2
^ 2 <0 '0) = ^.2 (0,0) =——————————.Bx2 Bç2 rp ,q (y^)

On en déduit que :

( - O Q + 1 2 q 2
(6.3.7) >Jl2 =—————————rp .q(y^)
et que

^^(O.OÎ^^jJL^x.hD.hî^O.O) .

Le terme d'ordre h ne dépend pas de la quantification (en (0,0)) car
(a^o^/axaO^o)^.

On va maintenant s'efforcer de donner une formule
^pratique" pour calculer ^ et on donnera ensuite un exemple
d'application.

De (6.2.7)<3>. (6.2.9) et (6.3.6), on déduit la formule :

^ = (i/i) <on/aç)-(aeo/ax)|eo)(o,o).

Modulo un élément dans le noyau de Ker(M(0,0)-y^), (Beo/Bx) est
défini par(6.2.7)<2>.

En (0,0). on a Lr^rKO.O-y^ [ ° °22^(pour U unitaire).
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On définit Q p a r : U ( ° 2 2 - i ) u ~ 1 . Q est donc dans\ 0 (A ) /
Ker(M-y)-1- l'inverse de (M-y)/Ker(M-y)-1-.

On déduit alors de (6.2.7)<2> '-

(ô^e)(0,0)=-Q(a^M)eo+Xeo

d'où (en utilisant (6.2.7)<i>) :

K6.3.8) ^ = -0/i) <(ôrl/ôÇ)-Q(8rl/ôx)eo|eo)(0,0)

Appliquons ces formules dans les CQS q=2, q=3.

CQS q=2.

M(x £) = ( 2 cos ç 2 cos ' ^' l v > < î s / l 2 c o s x - 2 c o s ç )

^^(\) = \2-4 .

On a :

y^=-2^7 ,^2=^1=° » ^2=2^
^(^^^/(cosÇ^+^osx)2 ; JJl2(x.Ç)=-JJl1(x,Ç) .

On s'intéresse au point (0,0). On a :

^ = - (2x4)/(2x(-2^2)) = \^2 .

Calculons )Jlp On a :

(n<o,o,̂ ) , ( 2"^' .,,,.2 ,̂ )

OTT/ôx)(0.0) = 0 , OTT/ôÇ)(0,0) = 0 .
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La formule (6.3.7) montre alors qu'il n'y a pas d'holonomie :

^1=0 .

Le comportement est donné par :

\n(h) = -Z^+v^n+^lhl+OCh2) , neN .

On a la symétrie ^(h)^^"^)4'®^)- ^n ^a 1^» on P®"^ rnontrer ici
que ^(h)=^(-h). Ceci correspond au dessin de Hofstadter (cf.
Figure 1)

CQS q=3.
Ce cas est plus intéressant car on va ^voir" l'holonomie.

On prend p=1 , q=3 (l'autre cas se déduit par symétrie)

Z c o s Ç e"^ e^
M 1 , 3 ( x ' Ç ) = ( ei>< 2cos(Ç+(2TT/3)) e-^ }

e"^ e^ 2cos(Ç+(4TT/3))

On a vu dans [HeSj5] qu'on trouve 3 bandes [y^,&j^l ( ^=1 ,2 ,3 )
avec :

yi=-(1+v^î) &i=-2

y^=1-^3' &2=^?""1

y^=2 ^^^-v^T.

On travaille aux points (0,0) correspondant aux valeurs propres de

. 2 1 1 .
M(O,O) = ( 1 -1 1 )-2, 1-^7, l+v^T (soit &i, yz» ^3)-

v 1 1 -1 /

Compte tenu des symétries, on traite tous les cas.

Enfin, on a :

f^3<\) = -\~5+6\ , î\^(\) = -^X2^ .
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Calculons tout en &)=-2 .

2q2
.42= —————— = ~3 •

r'p,q(-2)

Calculons ^]. On a :

. 4 1 1 .
Ch(0,0)+2) = 1 ) 1

N 1 ) 1 /

ÔM / ° ° ° -\ 8M ( ° "' '
-^(0,0)= ( 0 - v ^ - 0 ) , — — — ( 0 , 0 ) = i ( + 1 0 -I

. 0 0 o ^ 9i-i / ' " " ' ' \
(0,0) = ( 0 -v^T 0 ) ,-^—(0,0)=i + 1 0 - 1v o o -rs ) 9>< v -i +1 o /

/ ° \ 9M / ° ^eo(0,0) = ( l/v^? );——eo(0,0)=(-^7/2 ,y-\/'rzj ^ ^-rs'n^

^ v 0 0 -TS ) 9>< v -1 +1 0

0 \ an / °

/ -^s
eo(0,0)=l( 1/^7

v^.l/•^/7/

9M
cuv^i'^y'v " v fc-

9x \\/^

}/^ë^M / l / vb v
Q •——eo(0,0) = ( - ^2/^7 )

^ v -^2/^7 }
• ^z/^n
--/Z/VT

d'où

^1 =^T

d'où

\n(h) = - 2 - (3/2) Ihl l2n+1] + -/?h + 0(h2) .

L'influence de l'holonomie est ici très visible (cf. Figure 2).

Calculons msmtenQnt en y^ = 1••v^•

On a :

2X9 ____6____^ __3_L.^.9 U -J , , ,N
N 7 = — — — — — — — — — — — — — — — — — = — — — — — — — — — — — — — — — — — — — = — — — — — — — — — — (~ 4,1)

3[2-(V r3-1)2] [2-1-3+2^1 (V^-l)
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Calculons JJL). On a :

. l+v^S 1 ) .
CM(O,O)-(I-v^))==( ) ^3^2 1 )

v 1 1 v^?7

___1 / ^--' -^
eo = , -fo avec \Q = ( -1 1 ;

y 6 - 2 v 3 ^ _ i -'-1

^o,o> ̂ (_^),-^0,0) ̂ (^)OT!-^^^- ^ 0/

QJ^-fO = f-l/tv^S""!) ).
9X v +1/(^3-1) /

On obtient ;

_ r 1 -.r -2^T . + -rs _ 1
^' "6-2^-^ ^T J (3-^7)(^3^f) ~ (^T^T)2

\n(h) = 1-^7 + -7^=f I"! <"+?) + -(73=f)2-" + ®(112)

Calculons enfin en £3 = ) + •/7.

On a :

2X9 _ -3
^2 ~ 3[(1+^3)2-2] - (1+-/3)

et des calculs analogues aux précédents donnent :

^ ' = - (^TT)2
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d'où

\n(h) = 1 + ^3 - -^Y IhKn-^) - ̂ 7^^ h + 0(h2) .
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Comparaison avec les résultats de h. Wlikinson.

Dans [UJi2] WILKINSON fournit les résultats suivants pour \QM
(qu'il calcule par la méthode de Hofstadter) et qu'il compare avec sa
règle de quantification.

A Hof,,x » Wllk,.» . - HeSj,.. ,On note À^ (h), Àp (h) et Àp '(h) les valeurs propres
données respectivement par un calcul numérique è la Hofstadter, par
le calcul de Wlikinson et par notre formule approchée :

\{fesîW=(\+^^)-'3/(\+^^ |h|(n+^)-1/(^3+1)2 h .

Le lien entre le A3 de Hofstadter et notre h est h=2TTA3.

Résultats dans le cas q=3 près de S3=1+V3.

A3

1 / 1 0 0

1/200

1 /400

1 /800

h

6.28318

xl0~2

3 . 1 4 1 5 9

xl0~2

1.57079

xl0~2

0.78540

xlO""2

^w

2.68295

2.70954

2.72120

2.72671

^esj

2 . 6 8 9 1 4

2.71058

2.72132

2.72669

.Hof
•^O

2.69043

2.71090

2.72140

2.72671

h2 (-

~ 4 . 1 0 ~ 3

-10-3

-2 .10~ 4

-6 .10~ 5

Xo^-^W

0.327

0.324

0.324

0.324

Le coefficient de h (h>0) est :

3 1 _ 3(^4-0+2 _ 5.09808
yo~' 2[1+^7] + (^3+1)2 2(^3+1)2 "' 7.46410

et on a :
yçh = 0.04291

= 0.02Î46
= 0.01073
= 0.00536

Les résultats sont bien cohérents.

0.683013
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Résultats pour n=4.

131

A3

1/200

1/400

1/800

h

3 . 1 4 1 5 9

x 1 0 ~ 2

1.57079

x10 '~ 2

0.78540

x10 "~ 2

. Wilk
^4

2.58201

2.65491

2.69286

< H e S j
^4

2.57261

2.65233

2.69219

\ Ho^
À4

2.58442

2. 65514

2.69288

h2

-1 .10 " 3

-2 .10~ 4

-6.10'"5

Le Décalage entre deux valeurs propres consécutives est :

^^-^^^-CVa+^Oihi

d'où

^^esJ(h)=-).^esj(h)-C12/(1+^3)) Ihl.

La précision dans le cas n=4 est moins bonne.

Conclusion. La formule théorique de Wlikinson semble plus précise,
surtout dès que le niveau d'énergie est plus loin de l'extrémité de la
bande. On a ainsi une vérification expérimentale du fait que :

\n(h)=^nHesJ(h)+(^n(h2) .

Par contre, il est difficile de s'y retrouver dans l'article de
Wilkinson avec les puissances de h, ce qui rend difficile la
comparaison entre ^sa" phase de Berry et la nôtre.

Notons que le terme suivant (coeff icient de h2) est en
principe théoriquement calculable. Notre première étude numérique
suggère que :

\o(h)=(1+v r3)-(3/1+^3)( lh| /2)-C1/(^3+1)2 )h+Coh2+©(h3 )

avec Co'^3.2.10"1 .



Réduction de l'étude du spectre de l'équation de Harper à un
système pseudo-différentiel.

On présente ici une variante de la démonstration faite au § . 1 . On
veut donc étudier la réunion sur 9€ [0 ,2TT ] des spectres des
opérateurs

(A.1 ) (He")k == i (u|<4.i+Uk_p+cos(ak+9)u^

sous l'hypothèse :

(A.2) a = 2TT(p/q)+h .

Si on pense à l'étude faite dans le cas rationnel où, lorsque
a=2TT(p/q), on se ramenait à un système qxq, la procédure qui va
suivre est assez naturelle et trouve son inspiration dans certains
calculs de SOKOLOFF [So] ou WILKINSON [UJi],

On introduit :

Ujq

(A.3) Uj = ( Ujq^.i ) . J€Z

"jq+Cq-O

et on réécrit (HQ-E)U=O sous la forme :

(A.4) ^ ( l O ) U j - M ^ ( O 1 ) ^ - !

^ 1 \
+ ^ ( ' • . ' • ' 1 )u i+ diag (cos(2Tr(p/q)v+vh+jqh+9))Uj = E Uj.

^ ' 1 ' O / J .,o,...,q-i

Pour harmoniser les notations, on remplace 9 par q9 dans

(A.4), ce qui ne porte pas è conséquence puisqu'on regarde U SpHç.

Dans ces nouvelles notations, le système (A.4) prend 1a forme :
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(A.5) (%ôU)j := ^ (SUj.^+S*Uj_i) + A(jh+9,h)Uj = E Uj

avec

0. 1 . 0

(A.6) S=(i°).A(ç.h)=4( 1 - - - . : 1 )
^ ^ ^ 0 1 0 ^

4- diag (cos(qÇ+2TT(p/q)v+vh))
v=0, -,q- 1

et on s'Intéresse à U Sp %Q.
e

En considérant les Uj comme les coefficients de Fourier d'une

fonction V dans L^S1)®^ (où S^ est le cercle de rayon ZTT), on
peut réécrire le système (A.4) sous la forme :

(A.7)e [ ^ [e-^S + e^S*] + A(hD^+ô,h)] V = E - V
V(x+2TT)=V(x) .

D'après la théorie de Roquet, l'étude de la réunion des spectres
des problèmes (A.7)Q se ramène à l'étude du spectre du système

pseudo-différentiel suivant défini sur L^IR.)®^ :

(A.8) ^ [ e-^S + e^S* ] + A(hD^h) .

On va maintenant faire une transformation unitaire dans
L^R)®^ de manière à retrouver le lien avec les matrices qxq
apparaissant dans l'étude du cas rationnel dans [HeSj5], II suffit
pour cela de faire une conjugaison unitaire par la matrice

( e~^/Q., - i (q-1)x /q ) puis de faire le changement de variable ;

y=x/q , on obtient alors la :

Proposition AJ. Soit a=2îT (p/q)+h. h 7^0 alors l'ensemble

U Sp N9 est égal au spectre du système pseudo-différentiel q x q :
9

Ï ̂  q^'^x^ où ^p q^*^ est 1a matrice :
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(A.9) Mp^q(x,ç) = e^JP + e-^CJP)* + e^K + e-^K*

( 0 1 \ / 1 0 \
avec K= l / ' - . 0 ) , J = ( e2lTT/q., . , , , , )

0 ' - 1 * 0 ) ^ 0 '• e1^-1)^ )

On a ainsi retrouvé les résultats du § .1 ,
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