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~ ANALYSE SEMI-CLASSIQUE
POUR L’EQUATION DE HARPER II

Comportement semi-classique pres d’un rationnel

PAR

B. HELFFER ET J. SIOSTRAND

RESUMI.

Dans ce travail nous continuons notre étude de l'opérateur de Harper,
cos hD; + cosx dans L%(R), par des méthodes d’analyse microlocale et
de renormalisation. On traite ici le cas oit h/27 est proche d’un rationnel :
h2m =1/(qo+ 1/(q +...)), avee q; € Z\ {0}, |¢;] < No, pour j < Ny,
el q; > C(Ng) pour j > Ny + 1. Ici Ny est arbitraire.

ABSTRACT.

In this paper, we continue our study of Harper’s operator, cos h D, +
cos x in L%(R), by microlocal analysis and renormalization. We treat here
the case when h/2m is close to rational number: h/27 = 1/(qo + 1 /(1 +...))
with ¢; € Z\ {0}, |¢;] < Ny for j < Ny, and ¢q; > C(Ny) for j > No+1.
Here Ny is arbitrary.
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0. INTRODUCTION.

Dans [He-$j5]1, nous avons étudié le spectre de 1'équation de
Harper

H 1
(0.1) (ukez RALR —2—(uk+1+uk_|)+cos(ak+e)uk

u — Hgu

ou plus précisément kél SpHg dans le cas ou :

(0.2) a/2w est rationnel (cas traité auparavant par
J. BELLISSARD et B. SIMON [BeSil).

(0.3) a/2m estcongrumodulo Z & h avec h petit (h=h/21m).
On se propose ici de regarder le cas ou :

(0.4) a=2m (p/q)+h (mod.2m2)

avec |h| assez petit et p et g premiers entre eux.

L'objet de cet article est donc de justifier les articles non
rigoureux mathématiquement mais trés fondés numériquement ou
physiquement consacrés a cette situation pour lesquels nous
référons a M. WILKINSON [Wi1-5] et un Survey de J.B. SOKOLOFF
[Sol. Mentionnons également un Survey récent de J. BELLISSARD
[Be2] qui annonce des résultats mathématiques qui recoupent
partiellement les ndtres en liaison avec les travaux de 1'école de
Grenoble (RAMMAL et ses collaborateurs [WPR]).

Nous espérons ainsi expliquer d'autres aspects du papillon de
HOFSTADTER [Hol tout en restant loin de 1'explication générale du
dessin car nous sommes limités par les contraintes de
'approximation semi-classique.

Par rapport a8 [HeSjS], le gain peut sembler minime mais il
élargit en fait sensiblement les résultats de cet article. On
démontrera par exemple le résultat suivant pour l‘opérateur de
Harper:

(0.5) P(a)=cos(aDy)+cosx
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dont le spectre est U SpHg.
0

Théoréme 0,1, Soit €4>0, CoeN (Co=z2). Il existe une
constante C(Cp,E0)>0 telle que si a/2m admet le développement
en fraction continue:

(0.6) a/21m = qg+1/(qy+1/(ap+1/-.)) = (p/Q)+h
avec pour un certain msCo

(0.7) 0<lqjl=Co pour 0<jsm
laj1=C(Co,€0) pour j=m+l1

alors, si a/21m ¢Q, le spectre de P(a) est inclus dans la réunion de
a{M) intervalles disjoints (si h #0) Ip(h) (R=1,...,q{M)) de Ia

forme: [¥ p(h),8p(h)] avec:

¥elh)>¥p-Ch , &p(h)<&p+Ch
(0.8) ER<ER=Y o +1<8 0 41
¥ g(h) , & p(h)eSpP(a)

ou q(m) est défini comme le dénominateur de la fraction rationnelle
obtenue en tronquant le développement en fraction continue & 1'étape
m:

(0.9) alm) = p(m) /q(M) = q 41 /(qy+1/(a2+1/ «eeQm-1+1/am)))

avec p(m) premier avec q(m); q(m)eN.

(0.10) h=a-2malm)

(0.11) L‘g [¥g,8p] correspond au spectre de P(Zﬂa(m))

(0.12) d(Ig(h),Ip(M)=1/C si Ep#¥ g4y et 21/C vh si
SR=¥R+1.

Dans chaque intervalle Ip(h), SpP(a)nIp(h) se décrit comme une



INTRODUCTION 5

réunion d'intervalles fermés Jj(Q), ou les JJ.(Q) sont des intervalles

fermés de longueur #O0 avec aJ}-CSp(P(a)), Jj(&)l se trouve a

droite de Jj(Q) et

(0.13) 1/ lam41] &d(Jj(Q),Jj(ﬁ)l)ﬁ1/¢lqm+]i.
(R)

(0.14) J est de longueur 2e9+0(1/ lam411)-

0

(0.15) Les autres bandes sont de largeur e’C(j)/ lam+1l avec
C(j)=1.

. . L .. . .
Pour j#0, si Kj( ) désigne la fonction affine croissante qui

transforme Jj(z) en [-2,2], on a alors KJQ(JJ,( 22) NnSp P(a))CUJj( Qk)
’ k ’

. (R) e ey
ou les Jj LK verifient des proprietés analogues avec Q4

remplacé par qp 42 et (0.13) peut étre précisé en:

(R) ,(R) ~
(0.16) d<Jj'k.Jj:k+]>~l/qm+1
et ainsi de suite ....
(Iei allb signifie que a/b est majoré par une constante qui ne

dépend que de Cq et £q).

Dans le cas rationnel, on a le méme résultat, mais la procédure
s'arréte aprés un nombre fini d’étapes. n

Remarque 0.2. €y correspond a 'exclusion dans chaque intervalle
(et & chaque étape de la renormalisation) d’un petit intervalle dans
lequel il faut faire une étude différente et qui correspond & un
voisinage de 1'énergie O pour 1'Hamiltonien cos +cosx. Ce probleme
sera étudié dans [HeSj6].

Remarque 0.3. Compte-tenu des résultats trés récents de
P. VAN MOUCHE [UM] et de CHol, ELLIOTT, et Yul [C-E-Y], on ne peut
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avoir &p=%p 41 que pour q(m) impair et pour 2=(q(m)-l)/2.

Au niveau des méthodes, on rameéne Vétude de Vopérateur de
Harper

cos((2malM 4 n)D,)+cos x

& 1'étude d'un systéme pseudodifférentiel a{Mxq(M)  dont on
constate qu'il est & caractéristiques au plus doubles.

En étant trés schématique, on se raméne alors & 1’étude ou bien
d'opérateurs pseudodifférentiels scalaires modelés sur:

coshDy+cosx+hy(x,hDy,h)

(ot Von voit apparaitre un terme d‘ordre inférieur 1ié a une phase de
Berry discutée chez WILKINSON [Wi2] et chez BELLISSARD [Be2]
(“Formule de Rammal-Wilkinson’’) et qui sera discuté au §.6 ou bien
a 1'étude de systéme 2x2 du type de Dirac analogues a celui observé
dans le cas alM=1 :

( cos hDy cos X )

cos X —coshDy

prés de 'énergie O et qui décriront la situation prés des valeurs de
1'énergie ou deux bandes de P(21al{M)) se touchent.

Apreés une étape, on se retrouve dans la situation décrite dans
[HesSj5].

Une grande partie de 1'étude (§1,3,5) est en fait trés générale et
s'applique & des hamiltoniens assez généraux du type des exemples
mentionnés par M. WILKINSON [Wi1].

Ce travail a été annoncé & la rencontre d'analyse microlocale
d’'Oberwolfach en Novembre 1987.

Nous tenons & remercier le referee pour toutes ses remarques
constructives.
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f. REDUCTION POUR L’ETUDE SEMI-CLASSIQUE PRES
D'UN RATIONNEL.

1.0. Introduction.

Il s'agit de développer la réduction & un systéme
pseudodifférentiel pour 'étude de 1'équation de Harper dans un cadre
général. Nous allons démontrer que, pour un opérateur
pseudo-différentiel pW(x,aDy) ol a/2m est proche d'un rationnel

p/q, 1'étude spectrale se raméne & celle d'un systéme qXxq
d'opérateurs pseudo-différentiels h-admissibles avec
h/2m=a/2m-p/q. Nous avons été influencés par les travaux de J.B.
SokoLoFF [So], M. WILKINSON [Wil et J. BELLISSARD [Be2]. Ce dernier
travaille dans le cadre des C* -algébres. Notre travail est sans doute
simplement une version “‘pseudodifférentielie’’ de ce travail mais qui
permet aprés d’'appliquer cette machinerie (en particulier les
techniques de [He$Sj51). La motivation d’une telle généralisation est
naturelle. Quand on vient du probléme ‘‘physique’’ : étude spectrale
pour Vopérateur de Schrédinger avec champ magnétique et potentiel
périodiques, que ce soit dans le cadre de l'approximation
semi-classique (cf. §9 de [HeSj5]1, [HeSj61), dans celui de
1'approximation champ magnétique fort (cf. [Be2], [HeSj?]) ou bien
de celui de Vapproximation champ magnétique faible (cf. [Be2],
[Nel, [HeSj71), Vopérateur de Harper n'apparait que comme une
approximation d'un opérateur plus général.

En fait selon la démarche de Bellissard (qui se place dans le
cadre de la méthode de projection de Feshbach) ou celle de [HeSj6]
appelée : étude d'un probléme de Grusin (méthode utilisée dans
d'autres contextes en E.D.P., cf. en particulier [HeSj4] (étude des
résonances)), on se ramene plutot a un probléme implicite du type :
trouver z t.q. OeKerH(z) oU H(z)=Harper-z+perturbation
dépendant de z qui est du type qui sera étudié dans [HeSj6]. Enfin,
le suivi des symétries est indispensable pour Yétude spectrale. on
suivra donc avec soin ces symétries dans le processus de réduction.

1.1. Réduction : préliminaires.
Soit :

(1.1.1) a=2mw(p/q)+h+21R

avec h/2mel-3,3[, ReZ, p premier avec g, 0<p/q<l.
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On s'intéresse au probléeme :

(1.1.2) Déterminer dans un intervalle d'énergie I, le spectre de
'opérateur p¥(x,aDy) ou p(x,£), p est C®
21 -périodique en x et €, et ol

(pW(x,an)u)(x)=Ia|"'jei/a<x‘9r€)p[(x+g)/Z,C]u(g)dgd§

qu'on peut ramener a :

(1.1.3) Déterminer dans un intervalle d’'énergie I, le spectre de
opérateur QW(x,hDy), ol
((x,6) > a(x,6))eC®(RxR;CIxCA), Q*=Q,
Q est 2w -périodique.

Bien entendu, on s'intéresse & une situation ou h est
petit de sorte que la réduction (1.1.2) = (1.1.3) nous rameéne a un
probléme plus “'connu’’ d’opérateurs h—admissibles.

Remarque initiale 1.1.1. On ne s'intéresse au spectre qu'au

niveau ensembliste.

On se placera dans la suite dans le cas h #0; pour h=0 il
faudrait remplacer (1.1.3) par:

(1.1.3) Déterminer dans un intervalle I la réunion pour (x,C)eRZ
des spectres des matrices Q(x,€).

La théorie de Floquet classique (cf. [ReSil, [HeSj51), montre
que p étant 21 -périodique en X, le probléme (1.1.2) est équivalent
a:

(1.1.4) Déterminer dansI1: U SpHg ou Hae est défini par :
6eR

H%u:pw(x,a D)u

3y 2 —alb
D(He)-{ueL]OC,u(x+2ﬁ)—e u(x)}

ou encore (cara #0):
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(1.1.5) Déterminerdans1 U Sp ﬁg ol ﬁae est défini par :
6eR

ﬁgu=pw(x,a D+6)u

Ha Y= 2 =
D(He) {ueLloc,u(x+21T) u(x)}.

Le probléme (1.1.5) est un probléme sur le tore. On peut
remarquer 2 propriétés simples:

(1.1.6) Si a est irrationnel, le spectre est indépendant de ©
(cf. pour une démonstration de cette propriété classique
[HesSjsD).

(1.1.7) ﬁg et ﬁg+2" ont méme spectre (ceci résulte de la

périodicité en £ du symbole de sorte que e2iTDx = 1),
On est donc ramené & étudier
(1.1.8) leJ Sp pW(x,aDy+6) ou pW(x,aDy+6) opére sur L2(sh
et si nécessaire, on peut supposer R=0 dans (1.1.1).

De la méme maniére, si on regarde le probléme (1.1.3), on
montrera qu'il existe une matrice unitaire Xo de sorte que sion

consideére

(1.1.9) K=Ko"T21m/q

on ait

(1.1.10) X-QW(x,hDy)=QY(x,hDy)-X

de sorte que 1'étude du spectre de QW(x,h Dy) se raméne & 1'étude
de Qg avec

(1.1.1n) Q% = a%(x,hDy)

D(Qg) = {ueL%oc®Cq , Xu=el®y}
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gu’‘on rameéne & un probléme sur un fibré sur le cercle de longueur
21/q avec:

(1.1.12) Qg = Q¥ (x,hDy+6)

D(Qg) = {ueL%Ochcq JXu=uj}.

On rameéne ainsi pour h#0, le probléme (1.1.3) (sous
'hypothése d'existence de X vérifiant (1.1.9) et (1.1.10)) & l'étude
de:

(1.1.13) (L:SD 66) nl.

Dans la suite pour comparer les problémes (1.1.2) et (1.1.3), il
sera plus commode de comparer (1.1.8) et (1.1.13).

1.2. Détermination p-\gi-» Q.

On cherche donc une application de l'algébre des o.p.d &

symboles 21 -périodiques en (x,€) dans une sous-—algébre de
'algébre des systémes gxq d'o.p.d & symboles 21 -périodiques en
(x,€):

D\P_a. Q

t.q. SppW(x,aD)=SpQ¥W(x,hD).

On souhaitera aussi conserver essentiellement des symétries en

travaillant dans des algébres d’o.p.d plus petites.

Etape 1. On reprend la discussion du §.6 de [HeS$jS] (cf. formules
(6.8), (6.11)) en écrivant 1'opérateur pseudodifférentiel:
pW¥(x,aDy+6) sous la forme:

(1.z2.n pW(x,aDy+6) = ZZ 1(k,j) (exp-ix)(exp—i(aDy+0)K
ko
(1.2.2) PW(x,aDy+0) = 3 5 flk,j) LY LK
ko j
avec
(1.2.3) Ly = e~ X
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L% = exp(-i(aDy+6)).

La correspondance p— pa(p)={f de c2(s'xs!)y dans 4(z2),

espace des suites doubles & décroissance rapide, est donné par :

(1.2.4) a(k,j) = exp[-ia(jk/2)] f(k,j)

ou les q(k,j) sont les coefficients de Fourier de p.

(Tout ce que nous faisons est trés voisin de ce que fait BELLISSARD

dans [Be2], sauf que nous travaillons sans doute dans des algébres

plus petites).

Si on munit C®(S;xS;) de la loi de Weyl

¥

correspondant & la composition de Weyl, on a par transport de
structure (p— pa(p) est un isomorphisme) une loi noté # sur

A(22) qui peut s'obtenir en utilisant (1.2.2).

S P - N X v dl By
22 1 L) 57 gL ) - (L)

Kk K,

)
_ ) PR N S VNS
=22 Mk g Ly (L) L) (L))"

] . . st
Remarquant que : (Lze)k LIJ =e~iaj'k LlJ (LS)k on obtient :

(1.2.5)  (1&g)m, 1= > fk,j) g(k',j') exp(iaj'k)
k+k‘=m

j+i=a

(qui correspond & une convolution dans le cas ou a=0).

Pour définir 1a correspondance au niveau des opérateurs,

on va dire maintenant comment on transforme:

°]

S]
(1.2.6) Ly et L2 en Ty et JSZ

et on définira ensuite Q par:
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N - N
(1.2.7) QW¥(x,hDy+0) = 5 f(K,)) 131] (z,)
k,j
défini sur LZ(S1:®Q).

Bien entendu, il s'agit pour I'instant d’une opération formelle et il
nous faudra ensuite identifier U pW(x,a Dy+9) et
]
Y SpQ¥(x,hDy+6).
Introduisons 1'opérateur M, de LZ(SI) dans L2(S|)®®q
défini par:

2. = vee, T
(1.2.8) (pu) (u.‘tzTrp/qu, 'rZﬁp/q u )

avec (‘cgu)(x) = u(x-y).

Si on introduit les matrices:

(1.2.9) J= W, avec w=exp 2ir/q .
"~ e
(PO
K=/ 1 o. 0
0 1. .

On remarque que :
(1.2.10) Tply=e WP
0 — o-i(hDyx+86) -1
TTp L2 =e x K TTp
ce qui nous conduit & Vintroduction de

(1.2.11) Ly =e Xgp
1;9 = e—i(th-f-e) K‘] .
2
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Sion veut retrouver le formalisme de Weyl, on doit écrire :
Qx,€) = Z Ak, j) exp(=i(jx+k€))
jok
QWY¥(x,hD) = Z Q(k,j) exp(ijk(h/2)) exp-ijx - exp-ikh Dy -
jik
D'ou
Ak, ) exp(ijkh/2)) = 1(k,)) - (PY (k=)
Atk,j) = exp(=ijk(h/2)) 1(k,j) WPy (k-K) .

On définit pour p dans C% (S'xs!), Q par:

(1.2.12)  (x,€) = > e 1UX+KE) exp(-ijk(h/2)) 1k, PP (K =K)
jrk
et on vérifie que :
(1.2.13) Q(x,6) = > exp-i(jx +k€) exp & jk(2mp/al-qlk,NIP)) KK
jrk
ou q correspond aux coefficients de Fourier de p.
Compte tenu des propriétés de commutations de &Ly et

.;Bg qui sont les mémes que pour Ly et LS a savoir:

(1.2.14) Lot =e@LL?

Oy = pldp, o
I;ZI;] e'd Iy >

(1.2.15) On vérifie que p£i+ Q est un homomorphisme d’algebre

et que Qwﬂpzﬂp pW

Etape 2. Il nous reste & montrer que SppW(x,aDy)=SpQW(x,hDy)
oU les opérateurs sont considérés respectivement comme opérant
sur L2(R) et L2(R)®CA. Cette propriété est sans doute classique,
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dans la théorie des C*-algébres (cf. [Be2]). On en donne une
démonstration a la main.

Démonstration de (a)=(b) : AeSppW(x,aDy)=>XeSpQW(x,hDy).
Onavuqu'ilexiste 6 t.q. AeSppW(x,aDy+9).

Cela simplifie 1'existence d'une suite up t.q.

(1.2.16) I(pW(x,aby+6)-N)up 0

LZ(SI) n - oo

”CZT( Un: Jn y "un"Lz(Sx) =1.

Considérons (1T up) ona:

tZﬂ/q(npu“):

T

(T 211/qu“’1:2ﬂ/q ’ TZﬁp/q Unseees 21/q r211[)/q u”)

=k&P) (1, up)

ou R=R(p) est choiside telle sorte que (p-R(p)+1)/q €Z.
Par exemple si p=1 on prend R=-1) (cf. formule (5.1.8) dans cet
article).

On peut réécrire ceci sous la forme :

(1.2.18) K= Rp) ¢

s (Mpun)=(Tpun)

et il est clair que (TTpun) vérifie

(1.2.19)  1(Q¥(x,hDy+8) =N )(Tup)l 0.

L2(]0,2T1/ql®CY 1 oo

Pour en déduire que X €SpQ¥W(x,hDy), il suffit donc, compte-tenu

des remarques (1.1.9) & (1.1.13) de montrer que K=k~ R(p) rzn/q

vérifie bien la relation (1.1.10).



REDUCTION 17
Notons d'abord que
T

w - nW¢ 2 / )
qO (x,hDy)T, q QW({x+21/q,hDy).

-2t/ /
On doit donc calculer

KR(P) q(x+(21/q), )k~ B0
en utilisant 1a formule (1.2.13).
On a donc & veérifier :

exp-ij2m/q) KLP) gpJ k= (P) = 4P,

Observons qu’on a la relation :
(1.2.20) JK = wKJ
de sorte qu’il suffit de vérifier :

exp-ij(2m/q) - w~PJ R(p) -
qui est bien vraicar (pR(p)+1)/q € 2.

On a danc bien (1.1.10) et compte-tenu de (1.2.18), (1.2.19) ceci
termine la démonstration de a=b.

Démonstration de (b)= (a): i.e. XeSpAW(X,hDy)=> X €
SppW(x,aDy). Soit donc AeSpQW(x,hDy). Alors il existe © et une

suite v, vérifiant:

- R(p) =
a K TZﬂ/q Yn=Vn

(1.2.21) (2> 1(QY(x,hDy+0)=X)vyll — 0

L2([0,(211/DDR T 5
=1,
< "Vn“l_z(lo,(ZTr/q)[)®‘Dq

(1.2.21)¢1» exprime que V[):(_Tfpl,)n) avec TppUp=uy,.

On vérifie alors immediatement qure :
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Tp(P¥(x,aDyg+0)up) = QW(x,hDy+0)vy,
de sorte que

(1.2.22) I(p¥W(x,aDy+6)uy)l 0

L2(S1) oo
T2 Up=Up

ce qui exprime bien que AeSp p~(x,a Dx), en remarquant que :

N, I ~ vyl

L2([o,21r]) L2([0,(zm/qQ))®C

Remarque 1.2.1. Cas de 1'équation _de Harper. (Cf. Appendice
pour une démonstration plus directe).

Soit p(x,€)=el€+e € 1elX1e™1X (1.2.13) donne :

Q(x,6) = e 1XgP4eiX g Pye 16K T4ei€k,

La transformée de Fourier usuelle ¥y dans L2(R)®CA correspond

a la transformation canonique (x,£)— (-€,x) et nous raméne & un
systéme pseudodifférentiel de symbole de Weyl.

(1.2.23) Mp,q(x,C)=ei€ JPre 1€ PyeiXKie XK1
qui sera celui que nous étudierons dans les paragraphes suivants.

C’est donc lopérateur MV; q(x,h Dy) que nous étudierons

dans les paragraphes suivants.
emarque 1.2,2. L’'application p—Q est injective.

1.3. Suivi des symétries.

Ce paragraphe est consacré & l'étude des symétries au
travers de la transformation p— Q. On renvoie & [Wi4] pour des
considérations de ce type.

Nous examinerons successivement comment les



























