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QUELQUES PROPRIETES DES PLONGEMENTS LAGRANGIENS

J.-C. Sikorav, Université Toulouse I1I
URA 1408 du CNRS "Géométrie et topologie"
février 1991

Introduction

Soit L une variété fermée connexe de dimension n et soit (V,w= dA) une variété
symplectique exacte de dimension 2n . Nous nous intéressons a l'existence d'un plongement

lagrangien j : L — V satisfaisant I'une au moins des conditions suivantes :

(@) j esthomotoped f:L — V, application continue donnée.

) [[*A)e HY(L;R) est donné.

() j est 2 valeurs dans un ouvert U € V donné, et est symplectiquement (resp.
hamiltoniennement) isotope & un plongement f : L — V donné (problémes d'engouffrement).

Une discussion générale de ce genre de problémes est donnée dans [9]. Nous nous limiterons a
deux cas particuliers, ot V = T*M est un fibré cotangent muni de sa structure symplectique
canonique w=dA,A=p.dq :

@ M =Rn.Onidentifie T"R" =", avec o(X,Y) = (iX,Y) (produit scalaire
euclidien).
Gi) M fermée.

Apres avoir rappelé certains des principaux résultats connus, nous en donnons quelques
nouveaux, les principaux étant :

Théoréme 1 (M. Gromov, communication orale ; ¢f. 1.2). Si j:L — @" est un plongement
lagrangien 2 valeurs dans le cylindre Z,(r) = B2(r) x €n-! | alors le sous-groupe im [j*A] C
R contient un élément a telque O <a<nr2,

Corollaire. Si [[*A] est multiple d'une classe enti¢re, il existe >0 tel que j n'admette
pas d'engouffrement hamiltonien la poussant dans le cylindre Z(r) .
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Théoréme 2 (cf. 2.3). Soit o une 1-forme non fermée sur une variété fermée M . Alors il existe
un voisinage W de o (M) dans T*M qui ne contient aucune sous-variéié lagrangienne homotope

A zéro.

On en déduit que sous certaines conditions une limite CO de sous-variétés lagrangiennes est

lagrangienne (cf. 2.4).

Théoréme 3 (cf. 2.7). Soit ¢ : T" —» Tn x (R"\{0}) un plongement lagrangien qui est
symplectiquement isotope 2 id x {0} dans T"x RN = T*Tn . Alors prye ¢ : Tn —» R"N\{0}
est homotope 2 zéro sauf peut-étre si N = 3.

Ceci généralise un résultat de F. Laudenbach [11] sur les 1-formes fermées non singuli¢res.

Enfin, généralisant A un cotangent quelconque une méthode introduite dans [21] pour T*TN,
nous définissons des invariants symplectiques d'ouverts d'un cotangent en mesurant le "nombre” de
sous-variétés qu'ils contiennent. Nous montrons notamment :

Théoréme 4 (cf. 3.4). Si by(M) 2 2, il existe une famille de dimension infinie d'ouverts étoilés
de T*M deux A deux non symplectomorphes.

Dans cet énoncé on a muni l'espace de tous les ouverts de T*M de la topologie Hausdorff. Un
ouvert U € T*M est dit étoilé (par rapport A la section nulle) si pour tout q € M Ila fibre Ug <
T'qM est étoilée par rapport & 0 . Ceci implique qu'il est difféomorphe au cotangent tout entier,

donc un corollaire est que I'espace des structures symplectiques sur T*M est de dimension infinie.

Les preuves utilisent certains résultats de Gromov obtenus par les courbes holomorphes [7],
ainsi que le résultat sur les phases génératrices de [19] et des corollaires donnés dans [10].

1. Sous-variétés lagrangiennes de €0

La premigre question est de savoir si une variélé fermée donnée L™ admet un plongement
P plong

lagrangien dans €N : voir M. Audin [1] pour les résultats connus en 1987. Entre autres :

- le h-principe de M. Gromov [7] permet d'expliciter les conditions nécessaires et suffisantes pour
que L admette une immersion lagrangienne régulierement homotope 2 un plongement, ou de fagon
équivalente : admette un plongement totalement réel. Ces conditions, de nature homotopique,
excluent toutes les spheres S sauf pour n =1 ou 3.
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- Si L admet un plongement lagrangien dans €7 etsi V admet une immersion lagrangienne
dans €™ (ce qui équivaut i la trivialit¢ du C-fibré TL ®R C ), alors L x V admet un
plongement lagrangien dans Cn+m

- A une exception pres, on connait exactement quelles sont les surfaces qui admettent un
plongement lagrangien dans @M : pour les orientables, seulement le tore T2 . Pour les
non-orientables : celles dont la caractéristique d'Euler est divisible par 4, sauf peut-étre la boutcille
de Klein.

- Comme obstruction "non homotopique" au plongement, il y a essenticllement le résultat de

Gromov [7] : si | est un plongement lagrangicn de L dans @, [j*A] cst toujours non nul. Ceci

implique en particulier que H'(L;RR) est non nul.

Plus récemment L. Polterovich [15] a défini une notion de chirurgie lagrangienne (inspirée de
[10]) permettant d'éliminer des points doubles d'immersions lagrangiennes quitte a rajouter des
anses rondes. Il obtient ainsi beaucoup de nouveaux exemples de variétés plongeables, notamment
les premicrs qui ne soient pas des fibrés sur le cercle ou des produits. Par ailleurs, utilisant un
résultat de C. Viterbo [22] sur l'indice de Maslov (cf. 1.5), Polterovich [16] donne une nouvelle
obstruction 2 I'existence d'un plongement lagrangien :par exemple la variété K, quotient de Tn
par l'application (Xq,...X,) = (xy+1/(2n-2),X5,...X,) n'est pas de plongeable si n 23 (K2
est la bouteille de Klein mais son obstruction ne marche pas dans ce cas).

On suppose maintenant que j est un plongement lagrangien de L dans 1. On identific L
et j(L).

1.1. Disques holomorphes (cf. [7]). Par définition, un disque holomorphe a bord dans L est
une application f: (D,dD) — (C",L) continue et holomorphe dans l'intérieur, ot D est le disque
unité fermé de € . Elle est alors de classe C*° sur D .

D'autre part, rappelons que l'aire d'une application f de D dans C" est

a(f) = Illp 19t/ax A af/dyl .

Si f est holomorphe, ona a(f) = [[p 1dfi2 = [ p f*w . En particulier, si f est non constante
ona a(f) > 0. Deplus, si floD est a valeurs dans la variété lagrangienne L, alors la formule de
Stokes donne a(f) = [ gp f*A = <[j*A],[floD]> . Donc im [j*A] contient laire de tout
disque holomorphe a bord dans L.

Dans (7], Gromov démontre le résultat suivant, dont la non nullité de la classe [j*A] est une
conséquence immédiate.

Théoréme. Soit L € €M une variété lagrangicnne fermée. Alors il existe un disque holomorphe
non constant a bord dans L.
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Soit a(L) la borne inférieure des aires des disques holomorphes non constants a bord dans L.
Reprenant certaines étapes de la preuve de Gromov, nous allons en donner une majoration en
fonction de la "taille” de L.

1.2. Proposition. Si L est contenue dans le cylindre Z,(r), ona a(L) < nr2. Autrement dit
: il existe un disque holomorphe A bord dans L et d'aire < wr2.
Corollaire. im [*A] contient un élément a telque O <a<nr2.

Démonstration. Pour trouver les disques holomorphes, on éwudice I'équation

(E) 9f=C , f:(D,0D) —» (Cn,L) homotope 2 zéro,
ot of = (1/2) (9f/ox + i d/dy) et C e @N est une constante donnée.
Lemme. L'équation (E) a une solutionsi: mICI2 < a(lL).

Preuve du lemme. D'aprés [7], si cette équation n'a pas de solution c'est qu'il y a perte de
compacité de l'ensemble {f=0110fl <C}, ce qui est dii aux disques holomorphes. Plus
précisément, supposons que C est un point limite de I'ensemble de résolubilité : alors il existe une
suite ( f;:(D,0D) » (€n,L),ie N) daplications homotopes a zéro telle que df; » C au
sens CO, et qui n'admet aucune sous-suite convergente. Le théoréme de compacité des courbes
holomorphes ([7], th. 1.5) dit alors qu'il existe

- des disques holomorphes non constants & bord dans L : hj ,1<j<k,avec k21,
- des points Z; aD et des voisinages Uj 3z

avec la propriété suivante : aprés reparamétrage, fil U converge vers h; | D\{1} . A fortiori on
apourtout j :

(*) lim a(fl Uy = lim i o =a(h).
i — oo imsoo U

ij
Nous allons montrer :
@) lim sup aff;) < 2r ICI2

G lim inf a(f;) 22 Z a(h) .

Ceci impliquera 7 ICI2 2 a(L) d'ou le lemme.
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Preuve de (i). Ona:
19f/9x A of/dyl < (1/2) (191/xI12 + 9f/dyl2)
= <i 3f/dx, Of/dy> + (1/2) (1 af/ax + i of/dy 1)2)
=fo + 2 012,

Comme f; est homotope a zéro ct que L est lagrangicnne, on a flp ff@ =0 donc a(f;) <
fIp 2 iof12 , d'ols la majoration cherchée.

reuv ii).  Ecrivons

a(fy) = a(f 1 D\U; Uy) + X j a(fiuy) .

Le second terme a pour limite 2 a(h;) dapres (*). Quant au premier, le fait que lbffo=0
et l'inégalité 10f/0x A of/dyl 2 (1/2) 19fl2 permettent de le minorer par
1 Ej if fi.(n I, qui a pour limite inférieure 5 j a(hj) d'apres (*) . Ceci prouve (ii) donc
ij
le lemme.

Fin de la preuve de la proposition. D'aprés le lemme, il suffit de montrer que si L est contenue
dans le cylindre Z(r) , 'équation (E) n'a pas de solution si 1C4l 2 r . Pour cela, procédant comme
dans [7], on observe qu'unc solution f est harmonique, donc que la formule de Poisson donne
f(0) = Jap f(s) du(s), ob 1 est une mesure de probabilité sur 9D . On en déduit que la
premiére coordonnée est majorée : If'y(0) < r, d'ob a fortiori ICyl <.

1.3. Preuve du corollaire 2. Généralisations possibles. Par hypothese, on a im [j*A]
=aZ avec o> 0.Le théoreme 1 implique O < a < r2. Comme [j*A] est invariante par
isotopie hamiltonienne, le corollaire 2 en résulte avec = V(o/n) .

On peut se demander si ce corollaire reste valide sans hypothese sur [j*A] . Un premier pas
vers une preuve pourrait étre la

Proposition. Si L € €M est une sous-variété lagrangienne fermée, il existe un disque
holomorphe 2 bord dans L d'aire minimale. En particulier: a(L) > 0.

Démonstration. Si (f;) est une suite de disques holomorphes telle que a(f;) — a(L) , alors (a
reparamétrage pres) :
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- ou bien (fj) est non compacte, ce qui implique I'existence d'une famille de disques
holomorphes hj ,1<j<k telleque 2 athy) < a(L) . Nécessairementona k =1 et athy) =
a(l) .

- ou bien (fj) est compacte, donc on peut supposer qu'elle converge vers un disque holomorphe
f,avec a(f) < a(l).Donc a(f) = a(L), 2 moins que f ne soit constante. Mais cette dernigre
éventualité ne se produit pas : en effet, les (f;) sont non homotopes & zéro donc la longueur du
bord f;(dD) est minorée.

Outre les courbes holomorphes, une autre méthode possible de preuve cst celle des systemes
hamiltoniens et notamment des capacités symplectiques d'Ekeland-Hofer [3] : il suffirait par exemple
de prouver qu'une des capacités de L est strictement positive. D'apres [3-11}, on peut calculer la
premire capacité pour les tores "standard” @ ¢;(S1(ry) x ....x S¥(ry)) = inf x r;2 . Donc lIe
corollaire 2 reste valide dans ce cas, avee = infr;. Viterbo [23] a montré que c'est encore vrai
pour un plongement lagrangien quelconque de TN . La valeur de T est i peu prés le rayon
maximal d'un tube du cotangent de L que I'on peut plonger dans €N, ce qui semble plausible

aussi en général.

Par ailleurs, mentionnons le résultat de Ya. M. Eliashberg [4] : par une isotopie hamiltonienne
est A valeurs dans (@\{0}) x €1, on ne pcut pousser le tore dans le cylindre Z,(ry) . La preuve

utilise un résultat d'intersection lagrangienne (cf. la scction 2 pour ce genre de raisonnement).

1.4. Un "contre-exemple” (Viterbo, communication oralc)\. Si [[*A] est irrationnelle (non
multiple d'une classe entiére), on'n'a pas en général de contrainte sur sa valeur en fonction de la
"taille” de L, comme le montre 'exemple suivant : pour toute classe @ € H'(T"R) irrationnelle
(non multiple d'une classe cntigre) et tout € > 0, il existe un plongement j : TN — B20(g) tel que
(*A] =a.

En effet, il existe A e G&(n,2) tel que A.a = (by,...,.b,) , avec b;> 0 et z bj<mne?.
Donc, en définissant r; = \/—(_b_,/;-) , lapplication naturelle jo : T0 — S'(ry) x ....x S(r,) est
a valeurs dans B2n(g) et vérifie [jg*A] = A.a par construction. 1l suffit alors d'utiliser I'action
naturelle de G£(n,2) sur T pour définir j = jg o A1,

1.5. Autres contraintes sur [j*A]. Dans [22], Viterbo montre que si j est un plongement
lagrangien de T" (ou plus généralement d'une variété admettant une métrique de courbure négative
ou nulle) dans €" , alors [[*A] n'est jamais un multiple négatif de la classe de Maslov u(j) €
HY(L;2).

Par exemple, si j: T" — €1 est symplectiquement isotope au plongement standard, alors
[i*A] n'est jamais un multiple négatif de (1,1...,1) . Dans ce dernicr cas, il semble probable
qu'on a toujours [j* ] = (ay,...,a,) avec @ >0 pour tout i.Une méthode de preuve pourrait
¢tre de suivre les disques holomorphes au cours de l'isotopie.
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2. Sous-variétés lagrangiennes dans le cotangent d'une variété fermée

Dans cette section M est unc variété fermée et L une sous-variété lagrangienne fermée de
T*M.Onnote j linclusion L — T*M et n la projection L — M. On note ®(M) l'image de la
scction nulle.

Le principal résultat est encore dii & Gromov |7] : il n'existe pas de plongement lagrangien j :
L - T"M\O(M) exact, ¢'est-d-dire tel que [j*A] = 0 . Notons qu'on ne connait pas d'exemple
d'une variété exacte et non hamiltonicnnement isotope & O(M) (voir [10]).

Par ailleurs, il est rare que I'on puisse engouffrer symplectiquement la section nulle dans
T*M\O(M) [18] [20]. Par exemple, si n =3 il faut que M fibre sur le cercle.

2.1. Intersection avec un conormal. Si K est une sous-variété de M, on rappelle que le
fibré conormal ¢*K C T*M est I'ensemble des covecteurs au-dessus de K qui sont orthogonaux
a TK. Clest une sous-variété lagrangicnne fibrée en espaces vectoriels sur K,

Conjecture . Si L est unc sous-variété exacte et si K € M est une sous-variété fermée, alors L
N v*K est non vide.

Dans [10] on montre que cette conjecture est vraic dans les trois cas suivants :

(i) L est hamiltoniennement isotope 2 la section nulle
(i) K estune fibre d'unc fibration différentiable d'cspace total M
(iii) l'inclusion K — M est homotope a zéro.

La preuve, trés simple, utilisc le théoréme de Gromov pour (ii) et (iii), et le résultat de || sur les
phases génératrices pour (i).

2.2. Définition. La sous-variété L C T*'M est essenticlle si [[*A] est dans 'image de n* :
H'(M;R) - H'(L; R).

De fagon équivalente : on peut rendre L exacte en la translatant dans les fibres par une 1-forme
fermée B sur M. Ouencore: L est I'image d'unc sous-variété exacte par un automorphisme
symplectique de T*M .

Exemple.  Toute sous-variété lagrangicnne homotopce i la section nulle est essenticlle.
Proposition. Si L estessenticlle ct si K € M est homotope 2 zéro, alors L rencontre v*K.
Démonstration. Par hypothese, L devient exacte apres translation par une forme fermée f3 .

Comme K est homologuc i zéro on peut supposer B nulle sur K. Alors L N v'K = (L+p) N
v*K , et cette intersection est non vide d'apres [10].
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2.3. Preuve du théoréme 2. Si o n'est pas fermée, il existe un lacet plongé y € M homotope
A zéro tel que I-Ya =a > 0. Paraméwrant y par [0,1], on définit

U =T*MVY) U {(q.p):qe v, pldydt) > a(dy/dt) - a} .

Il existe une fonction f sur M telle que (o+df) (dy/dt) = a sur y. Remplagant o et U par
o+df et ‘U+df, on se raméne au cas olt a(dy/dt) est constant sur y. Alors

U=T"Mwy)u{(@p):qey,p(dyd)>0},

donc U nerencontre pas v*y. La proposition 2.1 implique que U ne contient aucune
sous-variété essenticlle.

2.4. Théoréme. Soient (V,w) unc variété symplectique et (L; = ¢;(M)) une suite de
sous-variétés lagrangiennes fermées qui converge CO vers une sous-variéié lisse fermée L = ¢(M).
On suppose de plus que I'hypothése (*) suivante est vérifiée :

*) Le sous-fibré TL € TV | L admet un supplémentaire lagrangien.
Alors L est lagrangienne.

Démonstration. L'hypothése entraine que ¢*w est exacte, donc on peut supposer que @ =dX est
exacte. Il s'agit alors de montrer que o = ¢*A est fermée. Pour cela, nous allons montrer que o
o1 s'étend en un symplectomorphisme local @ : (V,¢(M)) — (T*M,a(M)) . Alors  d(L;)
sera une sous-variété lagrangienne homotope A la section nulle donc essentielle, et le théoréme 2
entrainera la fermeture de o.

Suivant une méthode diie a J. Martinet, et expliquée par D. Bennequin dans [2] (p. 23),
I'existence de @ résultera de celle d'un isomorphisme de fibrés symplectiques ¥ : TV IL —
T(T*L)) | a(L) qui prolonge I'isomorphisme do : TL — T(a{L)) . Par hypothese il existe F,
C TV I L, supplémentaire lagrangien de TL . Par ailleurs, la restriction E | a(L) du fibré
vertical donne un supplémentaire lagrangien F, de T(a(L)) € T(T*L) . Donc I'isomorphisme
¥ cherché vade TVIL=TL® F; vers T(T*L)) | «(L) = T(a(L)) ® F,. Cherchant ¥
sous la forme do. @ U ol U est un isomorphisme de Fy sur Fy, il sera symplectique si

(**) (VXeTL,Ye Fy) ®4(X,Y) = wy(da(X),u(Y)) .

Or le fait que Fy est lagrangien implique que Y — @;(.,Y) est un isomorphisme de F; sur le dual
(TL)* . De méme Y — wy(.,Y) estun isomorphisme de Fp sur (T(a(L)))* . Si I'on prend

pour U le composé des isomorphismes Fy — (TL)* — (T(a(L)))* — F5, la propriété (**)

sera vérifiée par construction.
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Remarque. L'hypothese (*) n'est peut-€tre pas nécessaire. Notons que cette question de
convergence CO de sous-variétés lagrangicnnes est liée au célebre résultat d'Eliashberg et Gromov
[4] (8] [9] (cf. aussi [3]) : si (¢;: (V2D,0) — (W2n ') ) est unc suite de plongements
symplectiques qui converge CO vers ¢, la différenticlle d¢ est symplectique 12 o ellc existe.

Remarquons toutcfois que ce dernier résultat est de nature locale, et n'a pas d'analogue pour les
plongements lagrangicns de variétés non fermées. Cela résulte du h-principe CO -fin (8], dont on
peut donner I'exemple élémentaire suivant :

O = id x fi . 82(1) s (([, (D) X ((]:, (.l)) s
avec fi*o=-w et fi >0 ausens CO ('existence de f; est géométriquement évidente).
Alors (¢;) estune suite de plongements lagrangiens qui converge CO vers le plongement
symplectique id x 0 !

Toujours & cause du h-principe CO -fin, unc limite CO d'immersions lagrangiennes n'a

aucune raison d'étre lagrangienne, méme si la variété est fermée.

2.5. Dans [10] on démontre que si L est exacte I'image de my(L) dans my(M) est d'indice fini,
donc m*: HI(M;R) — HY(L;RR) est injectif. Donc la définition suivante est licite :

Définition. Si L est essenticlle, on pose E(L) = n*-1([j*A]) .

Si l'on a une suite de variétés essentielles L; qui convergent au sens Hausdorff vers a(M) , on
peut se demander si E(L;) converge vers [at] . En considérant L - o eten utilisant les
homothéties, on voit que cela revient A la question suivante (cf. la question posée par Laudenbach
[11] sur l'aire balayable).

Conjecture. On fixe une norme (notée | 1) sur HI(M;R) et un voisinage compact U de la
section nulle dans T*M (par exemple le tube unité d'une métrique riemannienne). Alors il existe

une constante C telle que pour toute sous-variété essentielle L € U on ait IE(L)I <C.

2.6. Proposition. La conjecture 2.5 est vraie si L est symplectiquement isotope a la section
nulle.

Démonstration. On munit M d'une structure riemannienne et I'on pose
p(E)=sup{lpl : (qp)e E}, ECTM
EN = inf { p(a(M) : o estune 1-forme représentant E }

(norme de Whitney-Federer). 11 s'agit de trouver C telle que 1E(L)I < C p(L).
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(a) Fixons une base ([y1],-...[w]) de HI(M;R), ol les Y; sontdes lacets plongés, paramétrés
par [0,1] 2 vitesse constante Idy/dtl = v;. Comme toutes les normes sur H'(M;R) sont
équivalentes, il existe C' >0 telleque (V&) IEl < C' sup j I<g,[y]>I . On va voir que C =C'
Sup v; convient, et pour cela montrer : I<€.[yl> 1< vjp(L).

Fixons j e [1,k].On peut représenter &(L) par une 1-forme fermée o telle que
a(dyj/dt) soit constant sur ¥ d'ou

ler(dy/dt)t = 1 [ ody/dt) dt 1 = 1< E(L),[y)>!

De plus la translatée L - o est hamiltoniennement isotope A la section nulle, donc la propriété
2.1.(i) implique que L N (v*y;+ o) estnon vide. Soit X = (q,p) un point de cette intersection,
on peut minorer : p(L) 21pl 21 p 1 Ty, | (norme de la restriction de p & I'espace tangent A )
Comme p e (v +a(q) ) ot ofq) e T'qM est la valeurde o en q, on aensuite

Ip I Tyt = lody/dt)l vy = I<€(L), )=l vy

Onadonc p(L) 2 I<€(L),[y]>! / v; , d'ob le résultat.

Remarque. Cette preuve montre que la conjecture 2.5 est conséquence de la conjecture 2.1.

2.7. Preuve du théoréme 3. Rappelons I'énoncé. Par hypotheése, ¢ : Th— Tn x R™\{0} est
un plongement lagrangien, qui est symplectiquement isotope 2 la section nulle dans T" x R", et
I'on doit montrer que P = proe ¢ : TN — RN\{0} est homotope 2 zéro, sauf peut-étre si
n=3.

L'hypothese implique que ¢ est hamiltoniennement isotope 2 id x {@} dans Tn x R, avec
a # 0 sinon im (¢) rencontrerait la section nulle. Nous allons utiliser le résultat suivant :

Théoréme [19]. Si j:L — T*M est hamiltoniennement isotope 2 la section nulle, elle admet
une phase génératrice quadratique, c'est-a-dire une fonction S : M x RN — R avec les propriétés
suivantes :

- 9S/0v : M x RN — RN admet O pour valeur régulitre, de sorte que Ig = (9S/dv)-!
(0) est une variété de la dimension de M

- il existe un difféomorphisme ¢ : £g — L tel que j o ¢ (q,v) = (q,0S/dq(q,v))

- §(q,v) = g(v) hors d'un compact, ot g est une forme quadratique non dégénérée.

Appliquant ce résultat au translaté j = ¢ - (0,a) , on obtient que, i un difféomorphisme pres, ¢
s'identifie a I'application
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ig: Zg—> Tnx Rn, (q,v) - (q,a+dS/dq) .

Par hypothése ona p = a+dS/dq # 0 sur Zg. Nous allons voir que I'application a+dS/dq,
considérée comme 2 valeurs dans RM\{0} , est homotope a zéro.

Considérons la 1-forme fermée sur T" x Rn :
Q =dS + adq = (a+dS/dq) dq + dS/dv dv .

Comme a+9S5/dq # 0 sur (3S/dv)-! (0) , Q est non singuliére. La 1-forme Q =

dg - adq est aussi non singuliere, et 'ona Q = Qy hors de K. Par un argument dit & A. Douady
(cf. [11], [17]), Q et €, sont homotopes parmi les formes non singuliéres, par une homotopie
constante hors de K . Autrement dit, si I'on définit F, Fy: Tn x R" — RMN\{0} par

F(q,v) = (9S/dq + a, 9S/av) , Fy(q,v) = (a,0g/0v) ,
et G, Gy:Tnx RN — Sn+N-1 par

G=FIFl , Go=FyiFy,

alorsona G= Gy rel. (Tnx RN\ K).
Soit C > 0 tel que K soit contenu dans X = Tn x BN(C) . En considérant les restrictions &

la variété compacte A bord XM#N | on a les propriétés suivantes pour les applications G , Gy : X —
Sn+N-1 .

@ G =Gy rel. 0X
(i) Gyl {(a/lal,0)) = @

(i) G est transverse 2 Sn-1 € Sn+N-1 © (R0 x {0}) , G-1(S™1) = =g et
l'application g = GIZg : £g — S"-1 s'identific 2 (p-a)/lp-al .

D'apres la propriété (iii), il s'agit de montrer que g est homotope a zéro sauf peut-€tre si N =
3. Nous allons voir que cela résulte des propriétés (i) et (ii).

Soit X € Sn1 une valeur réguli¢re de g . Par la construction de Thom-Pontriaguine, la
classe d'homotopie [g] s'identifie A la classe de cobordisme framé [g-1(x)] € 4ff(Zg ). De
plus, x ¢ G(9dX) et x est une valeur réguliere de G, donc la classe d'homotopie [G] e [X rel.
9X,SM*N-1] (applications coincidant sur le bord avec Gy ) s'identifie 2 [G-1(x)] e ©,fT(X).
Comme Xg = G-1(S™1) a un fibré normal trivialisé, il est clair que [G-1(x)] est Iimage de
[g1(x)] par l'application naturelle i* : Q,ff(Zg ) — Q,fr(X).
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Si n=3,ilyadeux possibilités :

(1) Si n >3, 'application i* est un isomorphisme. En effet, Q4fT(Zg) s'identific aux classes
de cobordisme [Z,f],, ot Z est une variété fermée de dimension 1 stablement parallélisée et f
une application continue de Z dans £g . On a une propriété analogue pour Q,fT(X) (ceci pour
tout N, car on peut toujours supposer N + N > 3 ), d'oli des suites exactes courtcs :

0-2/22 - Q4ff(Zg) - Hy(25:2) - 0
0222 - Q,fr (X) 5 Hy(X;2) -0,

oli les termes 2/2Z correspondent & 11(SO(n-1)) eta ny(SO(n+N-1)) . Il suffit ensuite de
remarquer que (X,Zg ) est 2-connexe pour en déduire [g-1(X)] = 0 c'est-d-dire g=0.

(2 Sin=2,ona Qf(Zg)=H,(£5;2) = H,(X;2) , donc i* estinjective et l'argument
de (1) s'applique encore.

Remarques. (1) Si n=3,comme n;((SO(2)) = Z on a une suite exacte courte 0 —» 2 —
,f1(Zg) — Hy(Zg:2) - 0, et le fait que i*([g-'(x)]) = O se traduit par : [o1(x)] € 22.
(11 semble peu probable que N = 3 soit vraiment un cas particulier).

(2) On peut se demander si ce théoréme est encore vrai pour une variété essentielle. Si ce n'était pas

le cas, cela donnerait un exemple de variété essentielle non symplectiquement isotope 2 la section

nulle. Par exemple, existe-t-il un tore lagrangien L € T2 x ( R2{0}) qui induise en homologie
10

une matrice 01 avec a=0?

a0
3. Classification symplectique d'ouverts du cotangent. Dans cette section M est encore
une variété fermée.
3.1. Définitions. (a) Si U estunouvertde T*M, on pose:
(U)={ae H(M;R) : 3 L C U essenticlletelleque §(L)=a}.
lo(W) = {[o] e H(M;R) : 3 L C U hamiltoniennement isotope & a(M)}.

Ce sont des ouverts de HI(M;R) € Rk, k = by(M), et les applications |, |5 sont continues si
I'on munit les espaces d'ouverts de la topologie de Hausdorff.
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(b) Soient U et V deux ouvertsde T*M.Onditque U et U sont équivalents par isotopie
symplectique s'il existe une isotopie symplectique de ‘U dans T*M qui I'envoie sur U .

On a les propriétés d'invariance suivantes.

Proposition. (a) Si U et VU sont équivalents par isotopie symplectique, il existe b €
HY(M;R) tel que lp(V) = lp(U) +b.

(b) Soient U ct V dcux ouverts essentiels et symplectomorphes. Alors il existe A € Aut

H(M;2) et be H(M;R) telsque I(V) = Al(U) +b .

Démonstration. (a) Evident.

(b) (cf.[21]) Si ¢:U — V estun symplectomorphisme, il induit en cohomologie ¢* :
HY(V'; 2) - H'(U;2) qui s'identific A un élément de Aut H1(M; 2) . On définit A = ¢*-1.
Ensuite, la 1-forme fermée ¢*A sur U a une classe de cohomologie [ ¢*A] € HY(U;R) qui
s'identifie 2 un élément b de H(M;R) . 1l est alors facile de voir que si L est une sous-variété
essentielle de U, ¢(L) est une sous-variété essentielle de V et E(¢(L)) = AE(L) + b.On aune

propriété analogue pour ¢!, d'ol la proposition.

3.2. Proposition. Soit P € RK un poly&dre ouvert convexe contenant 0,  faces entidres et en

nombre fini. Si N = 2, on suppose de plus que les inéquations définissant I'appartenance de & €
HY(M;R) a P sontde la forme

(E,,ai) >¢,1< i<N, a, e Ht(M,Z) ,
ol les a; sont représentés par des lacets plongés disjoints ¥; (si n 23 c'est toujours le cas).
Alors il existe U étoilé tel que lo(U) =P .

Corollaire. Si by(M) 22 I'ensemble des valeurs prises par (‘W) sur les ouverts étoilés est de
dimension infinie.

Démonstration. Nous allons voir qu'il suffit de poser, les y; étant paramétrés par [0,1] :
U=TMUjy) Ui{(p) : gey, p(dy/d)>c}.

Comme P contient 0 ona C;< 0 donc U est étoilé. De plus :
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(1) Ig(W) > P . Eneffet, si & e P il existe une 1-forme fermée o représentant & et telle que
o( dy;/dt) = (€,a;) pourtout i : son graphe a(M) est contenu dans U donc & e lo(U).

(@) (W) € P . Ceci résulte aussitdt du lemme suivant, lui-méme conséquence immédiate de la
propriété 2.1.(i)

Lemme. Soient a une forme fermée et y un lacet. Si U ne rencontre pas vy + a, alors
Io(W) ne contient pas [a] .

Remarque. Sila conjecture 2.5 était vraie, la proposition resterait vraie pour 1(U) ce qui
permettrait directement d'obtenir le théoreme 4.

3.3. Nous allons voir que la différence entre I'isotopie symplectique et I'équivalence symplectique
peut n'étre "pas trop grande". Commengons par une définition : un ouvert ‘U est essentiel si la
projection U — M induit un isomorphisme H'(M;2) — H(U;2) .

Proposition. Soit (U})j ¢ | unc famille non dénombrable d'ouverts esscntiels dont I'un est
étoilé et borné. On suppose qu'ils sont deux A deux non équivalents dans. T*M . Alors il existe i et
j distincts tels que U; et U; ne soient pas symplectomorphes.

Démonstration. Soit Uq l'ouvert étoilé borné. Supposons qu'au contraire il existe pour tout i un
symplectomorphisme ¢;: Ug — U;. Alors ¢; | M donne un plongement lagrangien o; de M

dans T*M . Comme les classes d'isotopie symplectique de ces plongements sont en nombre au plus
dénombrable, il existe i et j distincts tels que o; et a; soient symplectiquement isotopes.

Nous allons voir que le fait que Ug est étoilé par rapport 3 M permet d'appliquer I'astuce
d'Alexander dans les fibres de T*M et d'en déduire que U; et ‘U; sont équivalents dans T*M.

Comme M C U; est une équivalence d’homotopie, on peut par extension d'isotopie
symplectique se ramener au cas ol ; = ;. Notons L = oj(M) = oj(M) . Puisque U; est
essentiel, L est aussi essentielle. Soit ¢ = oo ot U; - 'U.j . Par construction ¢ | L =id, et
I'on peut en fait supposer que ¢ = id présde L.En effet, ¢ a a une fonction génératrice et 'on
peut la rendre nulle présde L.

Montrons que, comme plongement de U; dans T*M, ¢ estisotope 2 l'identité, ce qui
montrera bien que U; et U; sont équivalents dans T*M contrairement a I'hypothése. Voici la
construction de l'isotopie de ¢ a id :

(1) Soit X = ¢;*(Xg) sur U; ot Xg =p.d/dp est le champ radial dans les fibres. On note
son flot : il est défini pour t £ 0 puisque Ug est étoilé.
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(2) Soit Y unchamp de Liouville complet sur T*M , tel que Y = X présde L . Ceci est
possible parce que X - Xq est le w-dual d'une forme fermée B et que le fait que L est essentielle
ditque P est cohomologue a une forme PB' qui provient de la base, donc qu'on peut trouver B"
sur T*"M quivaut B présde L et B' 2 l'infini. On note ¥, son flot, qui est défini pour t
quelconque.

(3) Soit ¢y =x°¢°y,,t20. Alors, pour T assez grand, y_1(K) est contenu dans un
voisinage de L assez petit pourque ¢ =id et X =Y ,donc ¢y=%xr°Vy.1.

L'isotopie cherchée s'obtient en faisant suivre (¢, 0St<T) de (xoy,y, T2t20).

3.4. Prcuve du théoréme 4. Soit E4(T*M) I'espace des ouverts étoilés. Il est muni de
deux relations d'équivalence :

- larelation d'équivalence symplectique, notée =
- larelation d'isotopie symplectique, notée =q .

La proposition 3.3 dit que les fibres de 8¢(T*M) /=g = E4 (T*M) /= sont dénombrables.
Ceci implique que 8¢(T*M) /= a la méme dimension que 8¢ (T*M)/=q. Or, si by(M) > 2,
le corollaire 3.2 et la continuité de |y montrent que ce dernier espace est encore de dimension
infinie.

Remarques. (1) A fortiori, I'espace des structures symplectiques sur T*M est alors de
dimension infinie. La topologie sur cet espace est donnée par la topologie compacte-ouverte CO (ou
C° ce qui revient au méme). Rappelons qu'au contraire, si V est une variété fermée, le lemme de
Moser implique que I'espace des structures symplectiques sur V est une variété de dimension finie,
égaled by(V).Si V estouverte, c'est encore vrai pourvu que l'on prenne la topologie fine, la
dimension étant alors b;(V,e0) . Le résultat ci-dessus indique que pour la topologie fine il y a sans

doute énormément de composantes connexes en général, alors que sur R2n par exemple I'espace
des structures symplectiques avec la topologie compacte-ouverte est connexe d'apres le h-principe

[8].

(2) 1l résulte du travail récent d'A. Floer et Hofer [S] que pour toute métrique riemannienne les
longueurs de toutes les géodésiques fermées sont des invariants d'isotopie symplectique du tube
unité ouvert. Plus généralement, pour tous les ouverts étoilés 2 bord lisse les aires des
caractéristiques fermées sont de tels invariants. En utilisant un résultat de J.-P. Otal {12}, on en
déduit, dans le cas ot M est une surface, que si les tubes unité de deux métriques a courbure
négative et sont équivalents par isotopie symplectique, alors les métriques sont les mémes A isotopie
pres. Il est probable que le symplectomorpisme des tubes devrait suffire, et plausible que le résultat
subsiste en dimension quelconque.






