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Résumé. On étudie l'équation de Schrôdinger semi-classique en dimension
deux, en présence d'un champ magnétique et d'un potentiel périodique et
possédant une symétrie de rotation d'ordre six. On traite les cas dits trian-
gulaires et hexagonaux qui sont ceux où le potentiel atteint son minimum
une ou deux fois par cellule de périodicité.

On montre que la partie inférieure du spectre de ces opérateurs est
le spectre d'opérateurs pseudo-différentiels à symboles périodiques dans les
deux variables, qui peuvent dans certains cas favorables être étudiés comme
les opérateurs de Schrôdinger.

Abstract. We study thé two dimensional semi-classical Schrôdinger équa-
tion, with periodic magnetic field and potential in thé présence of a sixfold
rotational symmetry. We treat thé so called triangular and hexagonal cases,
which are those when thé potential reaches ils minimum once or twice per
periodicity cell.

We show that thé lower part of thé Spectrum of thèse operators co-
ïncide with thé Spectra of pseudodifferential operators which symbols are
periodic in thé two variables, that, in thé best cases, can be studed like thé
Schrôdinger operators.
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0. INTRODUCTION

Ce travail est une étude semi-classique du spectre des opérateurs de
Weyl qh = cosx + cos (S 4- hD) 4- (§ - hD) agissant sur L^R; C) par

( x h\ . -. ( x h\
qh{u{x) == cosxu(x) 4- cos ( - 4- j ) u{x 4- ^) 4- cos ( - - - 1 t((;r - h)

et

/ 0 l+e^e1^
g / l ^ l 4 - e — + e - t A D 0 J

agissant sur L2 (R; C2) par :

qh 0^2) (x) = ((1 4- e1^) ̂ 2^) 4- ̂ (a; 4- h), (l 4- e-^) u^x) 4- ^i(rc - /i)) .

Ces opérateurs s^introduisent notamment lors de Pétude de Inéquation
de Schrôdinger en dimension 2, en présence d^un potentiel périodique possé-
dant une symétrie de rotation d'ordre Ç et d'un petit champ magnétique
constant.

Plusieurs études de ces opérateurs ont été faites.

Claro et Wannier [Cl-Wa] ont construit un analogue du fameux papillon
de Hofstadter pour l'opérateur q^ traçant le spectre de q^ en fonction de h
lorsque — est rationnel à dénominateur assez petit. On sait que le spectre
de q^p pour p et q entiers et premiers entre eux est formé de q bandes
(intervalles de R) qui peuvent se toucher mais pas se chevaucher. Le dessin
obtenu par Claro et Wannier présente des trous dans lesquels ces auteurs
étudient la densité d'états.

Récemment une prébublication de Bellissard, Kreft et Seiler [BKS]
donne une étude semi-classique du spectre d'un opérateur légèrement diffé-
rent de qh pour -L proche d'un rationnel. Ces auteurs étudient le spectre
de leur opérateur près des extrémités des bandes simples de celui correspon-
dant h = 2^.

Dans un article [Wi-Au] proche de mon travail, Wilkinson et Austin
étudient un opérateur un peu plus général. Leur approche, qui n'est pas
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entièrement rigoureuse mathématiquement, consiste à considérer des "puits
micro-locaux" dans l'espace cotangent T*R, interagissant par efïét tunnel
comme les puits de potentiel pour l'équation de Schrôdinger. Ils indiquent
comment l'analyse de ces interactions permet de ramener l'étude de cer-
taines parties du spectre à celle d'un opérateur proche de celui dont on est
parti, avec une nouvelle constante de Planck, et pensent qu'on peut obtenir
la structure complète du spectre en réitérant indéfiniment cette procédure,
ce qui est possible si -L admet un développement en fraction continue con-
venable.

Dans mon travail certains résultats pressentis par ces auteurs sont
démontrés rigoureusement. Ceci a été possible grâce aux techniques et
aux théorèmes obtenus par Heiffer et Sjôstrand dans une série d'articles
sur l'équation de Harper [He-Sj]4,5,6 et aux techniques qu'ils y ont intro-
duites. Ces auteurs se sont intéressés à l'opérateur cosa; + cos hDy d'abord
dans la partie du spectre où les courbes d'énergie sont connexes ([He-Sj^),
puis dans les zones de "branchement" ([He-Sjje). Dans le premier cas, suiv-
ant l'intuition de Wilkinson, ils étudient une matrice d'interaction entre
les puits, dont il peuvent majorer les coefficients par des estimations de
décroissance exponentielle des fonctions propres. Ils se ramènent ainsi à
un opérateur pseudo-différentiel, avec une nouvelle constante de Planck.
Cette opération a reçu le nom de renormalisation. Ils arrivent également à
obtenir des minorations de certains coefficients de la matrice d'interaction
par des constructions BKW et montrent ainsi que l'opérateur renormalisé
est proche de l'opérateur de Harper, et a conservé ses symétries. L'opérateur
renormalisé peut alors être étudié de la même façon. A chaque étape de la
renormalisation, les zones de branchement ont été laissées de côté et font
l'objet d'un étude spéciale ([He-Sj^).

J'ai adapté cette méthode aux deux opérateurs que j'étudie, en laissant
de côté les zones de branchement, soit un ou deux intervalles suivant qu'on
étudie l'opérateur scalaire ou le système. Pour chacun des deux opérateurs,
la renormalisation conduit à chacun des deux, suivant la zone du spectre
que l'on étudie. L'innovation principale de mon travail consiste en ceci :
dans l'étude des zones du spectre qui conduisent après renormalization à
l'opérateur scalaire, les constructions BKW n'existent plus au delà d'un
point où la phase est singulière. On a alors besoin de déplacer le problème
dans le complexe et d'étudier l'opérateur sur une droite R + rfz, avec d > 0
petit.

On obtient ainsi :
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Théorème 1. Soif CQ > 0. Alors il existe deux constantes CQ et CQ telles
que si ̂  admet le développement en fraction continue -h- = 1

? 1 + — 1 i
avec qj ç l,\qj\ >. Co^ on a : le plus petit intervalle fermé qui confient

Sp(^) est de la forme \-^ + ° (ï^) ̂  + 0 (r^)],

SP(^) C (UK,<N, Jj) U Io U (Ui<k<N,Kk) où Jo, les J, et les Kk
sont des intervalles fermés de longueur non nulle, avec 9Io,9Jj,9Kk C
Sp(ç/i),Jj < Jj+i < Io < Kk < Kk+i. Ces intervalles sont séparés d'au

moins û̂p IQ est de longueur 2eo + 0 ( —r ), contenant -1 à une distance

0 [ J—r ] ^ son centre. Les bandes Jj et Kk sont de largeur e~~^ et

e~nrf avec co < a{j) <, ̂  et CQ < b(k) ̂  i.

Le plus petit intervalle fermé qui contient Sp(Ç/i) est de la forme

L3+c,(__),3^-)],L \kil/ Vlîil/J

Sp(Ç.)c( U ^)ui-iu( U J/)u^uf U K^
\Mi<k<-l ) \1<;'<M2 / \l<k<Ms )

où I-i, Ji les Jj et les Kk sont des intervalles fermés de longueur non nuîîe^
avec

9I^9J^9Kk C Sp(Ç/0,i^

< K^ < I-i < Jj < J,-+i < h < K^ < Kk,+i
pour Â*i <^ —1 et Â'2 >. 1.

Ces intervalles sont séparés d^u moins -r^-r, Z^i est de longueur 2$:o4-

0 ( r—r j, contenant ±1 à une distance 0 ( T -̂r ) de son centre. Les bandes

^ ^ a(J) fc(fc)

J, e< J<jfc 'son^ (fe largeur e W et e W avec CQ <, a(j) <: •^ et Co <, b(k) <,

'^Q'

II existe une fonction affine ̂  qui transforme Kk en [—§,3] (respec-

tivement une fonction affine 4 qui transforme Kk en \-^3\) telle que
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£k (Sp(ç^) H Kk) (respectivement i^, (Sp(Ç/i) n Kjç ) vérifie les mêmes con-

clusions que Sp(ç/t), avec q\ remplacé par Ç2*

Soit fj la fonction affine croissante qui transforme Jj en [—3,3] (re-
spectivement fj la fonction affine croissante qui transforme Jj en [—3,3]).

fj(Sp(qh.)n J j ) (respectivement fj (Sp(Ç/i) H J j ) vérifie les mêmes con-

clusions que SpÇQh)} avec Ci remplacé par q^.

Et ainsi de suite, en remplaçant à chaque étape Çn pur Çn+i-i

Coinrne nous l'avons déjà vu, les opérateurs que nous étudions provi-
ennent de l'équation de Schrôdinger et le théorème 1 a donc une application
à l'étude de cette équation.

On considère dans R2 l'opérateur de Schrôdinger avec champ magnétique

PiM = W^ - ̂ Ai(^))2 + (hoD^ - tA^x))2 + V(x)

où V et A sont analytiques.

Le champ magnétique B est donné par B(x)dx\ A dx'z
= d(Ai(x)dxi + A'2(x)dx-î), soit B{x) = Q^A^x) - O^Ai(x).

On suppose que V et B sont invariants par la rotation /c de centre 0 et
d'angle 7T/3, et par translation selon un réseau Zi^i ®Zî/2» avec î/i -^ 0, v^ =
/î(ui).

On traite deux cas :

Le cas triangulaire est le cas où V atteint son minimum en un seul point
par cellule de périodicité. Compte-tenu des symétries que l'on s'impose, le
minimum est atteint en 0.

Le cas hexagonal est celui où V atteint son minimum en deux points
par cellule de périodicité. Ce minimum est alors atteint en fr {y\ 4-^2) et

en j(^i 4-^2)

On suppose que ces minima sont non dégénérés et, sans perte de
généralité, qu'ils sont nuls. On considère alors la distance dy associée à la
métrique d'Agmon V(x)dx2 et on suppose que les minima les plus proches
pour la distance usuelle de R2 sont aussi les plus proches pour la distance
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dv) et que ces minima sont reliés par une unique géodésique, non dégénérée
au sens de [He-Sjjs.

On a alors :

Théorème 2. Il existe un réel strictement positif Co(A^V) tel que, si

(t. ho) ç. —7^~î7^" x O» 7^~ L ^ désigne le flux de B à travers une
L ^o ^oJ L ^oJ

cellule de périodicité, et 7^0 admet le développement en fraction con-

tinue : -ĵ - = , 1 i —, avec qj ç Z,[^[ ^ CQ^(t,ho) est la plus
îi+^p-

petite valeur propre de Voscillateur harmonique (/lo-^i + -BÇxo^x^) +

ÇhoDx^ — ^B(xo)x\) + i (y"(xo)x \ x) où XQ est un point où V s'annule^
alors : le plus petit intervalle fermé contenant Sp (Pt,ho) H] — 00,^(^/1) 4-
Co^o] ^st de la forme

,̂ h,)-}-p{h,) [-3 + 0 (^\ + 0 (e-^\ ,34-0 f1) 4- 0(e-^)]L 2 \çi7 v / \çi/ J
^i on e^< dans le cas triangulaire,

]l{t,ho)+p(ho)\-3^o(^}+o(e~^Y3+o(^}+0(e~^)\
[ \çi/ v / \çi/ J

5î on est dans le cas hexagonal. Dans les deux cas, ]l(t^ho) — ^(t^ho) =
0 (h^Y p(ho) a un développement de la forme p(ho) = h^^0^ (h.o)e~ ^ ,
où VQ ç. R,ÛO ^t un symbole analytique elliptique, 0 <. S(t) — S <: Ct^^S
étant la distance d'Agmon entre les puits les plus proches.

De plus, après une similitude, le spectre de Pf^o a ^a même structure
que celle expliquée au théorème 1, pour l'opérateur scalaire si on est dans le
cas triangulaire, pour le système si on est dans le cas hexagonal, avec -sj— ==

_ — — 1 -^ c9 est-dire que h est le plus petit réel tel que h = —-r—[27rZ].
^ "̂î

Nous avons suivi le plan suivant :

Les trois premières sections traitent Inéquation de Schrôdinger :
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Dans la section 1, on construit des opérateurs commutant avec l'opéra-
teur de Schrôdinger étudié, pour pouvoir conserver les symétries lors de la
renormalisation.

Dans la section 2, on ramène l'étude de l'opérateur de Schrôdinger
triangulaire à celle d'une perturbation de l'opérateur scalaire ÇA.

Dans la section 3, on ramène l'étude de l'opérateur de Schrôdinger
hexagonal à celle d'une perturbation du système Qh.'

Dans la section 4, on construit des opérateurs commutant avec q^ ou
Qh, ainsi qu'avec les perturbations de ces opérateurs qui se sont introduites
aux sections 2 et 3.

Les sections 5 à 7 sont consacrées à l'étude de l'opérateur q^ : dans la
section 5, on prépare l'étude de la matrice d'interaction par la démonstration
d'inégalités à poids.

Dans la section 6, on majore les coefficients de la matrice d'interaction.
Dans la section 7, on minore les plus grands coefficients de cette matrice

et la renormalisation nous ramène à des perturbations des opérateurs q^ et
Qk.

La section 8 étend les sections 5 à 7 à l'opérateur scalaire perturbé.
Enfin la section 9 est consacrée à l'étude des systèmes.



1. LES TRANSLATIONS ET LA ROTATION MAGNETIQUE.
Comme annoncé dans l'introduction, nous définissons ici des opérateurs

appelés translations magnétiques et rotation magnétique, qui commutent'
avec un opérateur de Schrôdinger vérifiant les hypothèses du théorème 2.

On commence par traduire l'invariance de V et B par translation. Soit
TI la translation de vecteur z/i : r^u{x) = u (x - 1/1). Alors dÇA - 7-1 A) = 0
donc il existe une fonction <^i telle que tA - r^tA == cf^i. On définit alors
la translation magnétique associée à la translation TI comme l'opérateur
unitaire Ti = e~^Ti.

On a alors :

Lemme 1.1. T\ commute avec P.

Démonstration. Posons D = -ihd, où d est la différentielle extérieure.
Alors :
V^çCo00^2),

CD - tA^ TI = d^{x)e^r^u + e^r^Du) -tAe^r^u

= e^ri [(-M + D)u] === TïÇD - tA)u.

Donc pour j == 1,2, (ôj - tAj) Ti = Ti (ôj - tAj}.

Passant aux adjoints, on a :

(D,-tA^T,=T,(D,-tA^

et comme P = ̂  ( î ) j - tAj\ ( D j - tAj\ +V, et que V est 1/1 -périodique,
J=l,2

[Ti,P]=0.|

On définit de même T^ = e~7^2'T2, avec ï2^(a;) = u (x — v^) et d^ =
M — r^tA. Comme Ti, Ts commute avec P.

Nous avons besoin d'une relation de commutation entre Ti et T^ :
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Lemme 1.2. TiTz = e^TîTa OÀ ^ désigne le flux de B à travers une
cellule de périodicité: ^ = f^ Bdx^dx^.

Démonstration. On a : TiTz = e—î~~e—^~ Tiï2

et^2^l=ei£l^e^T2Tl
donc TiTz = e^1^^1^^2^2^"^"^2^7271'
Avec les notations de la figure ci dessous :

x - V i - v ^ (3) x - V 2

On a : ^i(rr) - ̂ {x - ̂ ) = J^ d^ = ;, (M - T^A) = < J^ A

et ̂ {x - 1/1) - (^O) = Ji ̂ 2 = Ji (*A - T2M) = t ̂ 3 A.

Donc ç?2(a; - 1/1) - ̂ (x) + ̂ i(x) - ̂ {x - ̂ ) = t Ji+2+3+4 A = t Se dA =

^/^B dxidx'2 =^.

Donc rira = e^rzTi.

Construisons maintenant la rotation magnétique : on a /c*(dA) = c?A,
donc il existe une fonction / avec tA — K*tA = df. On pose alors T =
e '̂  /c*, ^~ agit sur les espaces des fonctions et des 1-formes de carré intégrable
et est unitaire sur ces deux espaces. On a

Lemme 1.3. ^ commute avec P.

Démonstratîon.
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V u <E CS° (R2) ,f (S - tA\ u = e^/c* (b - tA\ u

= e^ \D^u - (/c*M) (/c^)]

= e^ (P/^n - A/c*n 4- dfi^u\

^(D-tA)(e^^u)

= (5 - tA} Tu.

Passant aux adjoints on a :

f(î)-tAY^ (D-tAY T

et comme (ô - tAY (b -tA\ = ̂  (hDj - tAj)2 + V, et que T com-
J'=l,2

mute avec V^f commute avec P = ̂  (hDj — tAj) 4- V. |
j==l,2

Lemme 1.4. Quitte à ajouter à f une constante^ on peut supposer J^ =
Id.

Démonstration J^ = id pour tout h équivaut à / + fï*f 4- • • • 4- /t*5/ = 0
et on a :

dU+^f+'-'+^f)
=tA- ^tA 4- ̂  {tA - i^tA} 4- • • • 4- /c*5 (M - ̂ tA)

== tA - /c^M = 0.

Quitte à ajouter une constante à /, on peut avoir /4-^*/4-- • •4-^*5/ =
0, et donc F^ = id. |

On a aussi besoin d^une troisième translation magnétique Ta définie
comme 2i et T^ à partir du vecteur ^3 = ^(^2) = ^2 (^i) et d'une fonction
y?3. On peut obtenir des relations de commutation commodes :

Lemme 1.5. Quitte à modifier ^1,952^3 en ^eur a'jouta.nt des constantes,
on peut supposer:
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(1.1)

(1.2)

(1.3)

P. KERDELHUÉ

JFT2 = Tî

jrTa = T2^

jFr;-1 = Ts^

Démonstration. On a les trois équivalences
Pour tout h > 0,^T2 = T^F ^=> (1.4)/ + ̂ 2 - <^i - r\î = 0

Pour tout h > 0,^3 == Ï2J' <==> (1.5)/ + ̂ 3 - y 2 - r^f = 0

Pour tout /i > O^Ti"1 = T^T ^=^ (1.6)/ - TS^I - ̂ 3 - 7-3/ ^ 0.

Les différentielles des membres de droite des égalités (1.4), (1.5) et
(1.6) sont nulles et les expressions à annuler sont donc des constantes.
Si on ajoute trois constantes a\^a^^a^ aux fonctions (^1,^2 et (^3, ces
trois expressions sont modifiées respectivement de —ai 4- o-îi—o-î + as-,

/ - 1 1 0 \
—ai — 03. Comme la matrice j 0 —1 1 [ est inversible, on peutV-i o -i/
trouver a^û^?0^ telles que (1.4), (1.5) et (1.6) soient vérifiées. |

Lemme 1.6. Pour ce choix de ^i,^?^^ on a ^es égalités :

(1.7) riT3 = c'^Ti = e^T2.

Démonstration. On a :
« ( ^ l + ^ y g ) «(^l+r^g-^)

21^3 = e h r - i == e h 1^

et d(^p\ + Tiç?3 — ^2) = O? donc (^i 4- Ti^3 — ^ 2 est une constante a et
rir3=e^r2.

On conjuge cette égalité par F. Les relations de commutation du Lemme
1.5 donnent ^T^T^ = TzTf1 et ̂ T^ = Ts et donc T^T^ = e^T^
soit r3Ti =e~^T-2.
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Ces deux relations combinées donnent TiTs = e^-T^Ti et le Lemme
1.2 avec Ta au lieu de T^ donnent T^ = e^T^, donc ̂  ES ^[27r] pour
tout À, d'où a = ̂  et le lemme est démontré. |

On remarque alors que T^~1 est une translation magnétique :
T^r^e-^ = exp (-z^1-) r-^
et rf(-T-^i) == -r.^c^i = -T_^ (M - TitA) = M - T-^M.

Ceci permet de considérer les trois translations magnétiques T^ =
ri-1^^-1 etT6=T3-1 .

On introduit h' le plus petit réel en valeur absolue tel que h1 == - ̂  [271-].

Ainsi eV = ±e~!^, et, quitte à changer tous les Tn en leurs opposés dans
le cas où e~^~ = —e^, on a, en considérant l'indice n comme un élément
de Z/6Z :

[p,^]=[p,r,]=o
T rp—1

^+3 == -ï-n

r̂,+i = r,.F

ïnîn+2 = e'^^Tn+l

r^2rn=e^r,+i
^+1^=6^7^n+l^n = e jtn^n+l

T7 — (°~'^T^ ,î-n+l — e •ln+2^nVTe^r.^e-^r.^

Posant alors F0 = el^i^^^l^2û2 pour a ç Z2, on a :

1.8) (F0)"1 = (F0)* = e-1-^1^^-02^-01(i.
=el^^^l-Q1^2-Q2

_ rp—Oi

et
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(1.9) r°r^ = e'^010^1^^1^1^24'^1^2^1

«^(o^l -°'1^2) i a
== g——' • 5——L-A2mQ-+/î

î̂ ^^+^

avec (T(Q,^) = 03^1 - ai^.

Enfin,

(1.10) ^•T0 = e- ^-01 y^^.

= exp î/i' f 0 1 0 2 " 0 1 ) Ti01^-01^2^^)]^

ïiM y^+o= exp '̂ f01^-01) r^+^r^01^
^ yr-^o-)^-

où r : (aiQ:2) »—>• (—û;2îQ'i + ûa) est la rotation d^angle TT/S dans le repère
suivant :

ît/3

Remarquons que, si on identifie Z2 avec le réseau 1Lv\ (3)2^ on a r

L'objet des deux sections suivantes est de ramener l'étude du spectre
des deux opérateurs étudiés, en fond de puits, à celle d'opérateurs pseudo-
différentiels.



2. REDUCTION DU CAS TRIANGULAIRE.
On veut ramener l'étude du spectre de l'opérateur de Schrôdinger tri-

angulaire en fond de puits à celle d'un opérateur pseudo-différentiel.

On commence par obtenir des fonctions approchant l'espace spectral
associé à un petit intervalle situé à la limite inférieure du spectre en con-
sidérant les fonctions propres d'un opérateur proche de celui que l'on étudie,
mais dont le spectre est discret, qu'on obtient en bouchant tous les puits
sauf un.

Soit donc w une fonction C00 à support dans la boule de centre 0 et
de rayon 77, r) étant assez petit. On prend w radiale, w >_ 0, w(0) > 0.

On pose Po,o == P + V^ w(x — 0). Pour /3 ç Z2, on a noté 0 =
/?eZ2\(o,o)

ftl^l +/?2^2.

Ainsi, avec ^ 0 0 = V+ Y^ w(x-ft), i =liminf Vo,o > 0 et, d'après
' z—' M—••oo

^1^(0,0)

un théorème de Persson, le spectre de Po,o est discret dans l'intervalle [0, ^].
Soit A(/i) la plus petite valeur propre. Elle est simple et il existe une con-
stante C telle que 0 < \(h) < Ch et Sp(Po,o)n] - oo,À(/i) + ^] = {A(/i)}.

Les résultats de Carisson [Ça] généralisés à A -^ 0 ramènent l'étude
du spectre de P dans I(h) =] - oo,A(/i) -h ^] à celle d'une matrice infinie
opérant sur L2 (Z2).

Soit ç?o,o une fonction propre normalisée de Po.o associée à la valeur
propre \(h) et ro,o = (p - ^W)yo^o. Ces fonctions ont les propriétés de
décroissance suivantes :

/ / dv{0,x)(l-£)-£\
(2.1) ^o,o^o,o = 0. (exp (——————^—————)

dans ^(R2)

/ / dv(Q,x)(l -£)-^
(2.2) V<A^o,o,V<Aro,o = Oe (exp (———————,——-——










