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LE PROBLEME DE CAUCHY RAMIFIE LINEAIRE

POUR DES DONNÉES À SINGULARITÉS ALGÉBRIQUES

Eric LEICHTNAM

Résumé Nous étudions le problème de Cauchy Ramifié d^ordrc 777, à.
caractéristiques simples lorsque les données sont algébriques et ramifiées au-
tour d'une queue d'aronde T. Nous montrons qu'il existe 777, queues d'arondes
caractéristiques issues de T et que le problème de Cauchy admet une (unique)
solution qui est somme de m fonctions chacune étant algébrique ramifiée au-
tour d'une des queues d'arondes caractéristiques.

Abstract. We study thé Ramified Cauchy Problem of order m with sim-
ple characteristics when thé Cauchy data are algebraic and ramified a.round
a swallowtail T. We prove that there are 771, characteristic swallowtails con-
taining T and that thé Cauchy Problem bas a (unique) solution which is thé
sum of 777 functions, each of them being algebraic ramified around one of thé
characteristic swallowtails.
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0. INTRODUCTION.

Nous considérons le problème de Cauchy :

F a(x,D)u = v(x)

[D^uÇx^^u^) 0^s<m
(0.1)

où a ( x ^ D ) désigne un opérateur différentiel linéaire d'ordre 7n à. coefficients
fonctions holomorphes de x == (.Tj)o<j<7i sur un voisinage ouvert de
0 G C"4'1; où l'hyperplan S d'équation ;ro == 0 est non caractéristique pour
a(x,D). Posons x ' = (.YI, . . . , .Tn). Soit k ç {1, 2, . .. , n.}, désignons par
Z)(a-i,:r2, • • • , .2-fc) le discriminant de l'équation polynomiale en z :

(0.2) F ( x , ^ ) = 2 k + l -Xkz^ -Xk-iz^2 . . . - x ^ z - x , =0.

Posons en outre :

(0.3) A(:r2, • • . , ̂  z) = A = 0,F(x, z).

Désignons par T Phypersurface analytique (dite queue d'aronde) de 5' d'équa-
tion D(xi, 2:2, • • • 5 ^ k ) = 0. Nous supposerons que chaque fonction z i . s ( ^ ' ' ) (0 ^
s < m) est holomorphe ra,minée autour de T et de la forme : (0 <: ••? <: m — 1 )

fc
(0.4) u^x) = ̂  P.,,(.̂ ; D) • (^(.r'))

f=0

où x -4- ^r7) désigne une solution holomorphe ramifiée autour de T de
l'équation (0.2), où (-w étant un entier naturel donné) les Ps,i(x'\D) sont
des opérateurs différentiels linéaires d'ordre s — w à coefficients holomorphes
sur un voisinage ouvert de 0 ç [ x ' ç Ck}. Indiquons - à t i tre d'exemple
- qu'en différentiant l'équation (0.2) on obtient : O ^ . z ^ x ' ) = (—^- pour
0 ^ £ <: k. Le second membre v(x) sera précisé dans le théorème 0.2. a
ce stade de la rédaction on peut supposer sans inconvénient - pour fixer les
idées - que v(x) = 0. En outre nous étudierons le problème (0.1) avec les
hypothèses suivantes. Notons a^(a;;$) le polynôme caractéristique homogène
en ç de l'opérateur a(x,D); nous supposerons que a ( x , D ) est à caractéristi-
ques simples ce qui signifie que l'équation de degré m en Ço :

(0.5) a , , (0 ;^ l ,0 , . . . ,0 )=0

possède m racines distinctes A i , X - z . . . . , A^.
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Posons m = 2p+ ^ où <$ G {0,1}, un exemple simple de symbole a^(:r; ^)
est le polynôme suivant :

^no^-^--- -^)-
7=1

L'hypothèse à caractéristiques simples est en quelque sorte l'analogue holo-
morphe de la notion (réelle, C°°) d'opérateurs strictement hyperbolique rela-
tivement à 5'. Nous rappelons la définition d'une queue d'aronde :

Définition 0.0. Une hypersurface analytique K de C"4'1 définie dans un
voisinage ouvert connexe U de 0 ç C"4'1 est appelée queue d'aronde de som-
met 0 s'il existe k ç N* et k fonctions holomorphes sur U s'annulant en 0
x —^ 9j(x) 1 < J ^ k telles que les différentielles dgj(0) (1 ^ j <^ k ) sont
linéairement indépendantes et K est définie par l'équation :

^07i( .T) , . . . , /7 , ( . ï ) )=0

où - D ( ^ i 5 . . . , g k ) désigne le discriminant de l'équation polynomialc en z :

(0.6) ^+l=^- l+...+^+</l.

Nous définissons le conormal N ( K ) de K comme étant l'adhérence dans
T*U\Q du conormal N(K\e^) de la partie lisse 7\reg de K- Nous dirons que K
est caractéristique pour a(rr, D) si la restriction du symbole principal a/n(.r. Ç)
à N ( K ) (ou 7V(A'reg)) est identiquement nulle.

Remarque. Soit mo ç U\K. considérons un germe holomorphe au point
(gï(mo),...,gk(mo)) { X ^ , . . . , X k ) —^ z ( X ^ , . . . , X k ) solution de l'équation :

k 4-1 y k — 1 i i \' , vz = A k z + . . . + A 2 z + A i

On peut prolonger (voir thm 3.2) holomorphiquement ce germe z(A ' i . . . . . X^. )
le long de tout chemin issu de ( ^ i (mo) , . . . ,^(mo)) ne rencontrant pas la
queue d'aronde D(X^,..., A^.)'"1^). Le germe en 777,0 x —> z ( g ^ ( x ) . . . . , g k ( ^ ) )
est alors prolongeable holomorphiquement le long de tout chemin issu de 77/0
et tracé dans U\K.

Le théorème suivant affirme qu'il existe (près de 0 ç C"4'1) 7/7
hypersurfaces analytiques (singulières) A" 1 , . . . ,Km de C"4'1 issues de T. car-
actéristiques pour û(;c, D). Les K1 sont des queues d'aronde de sommet 0 et
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- dans un voisinage de 0 - ce sont "essentiellement" les seules hypersurfaces
analytiques vérifiant ces propriétés. Notons :

yc^n+l __^ C"4'1

n (-T,O-^

la projection usuelle.

Théorème 0.1. (Avec les notations du Problème (0.1)). Soit \j (1 ^ j <^ m)
l'une des racines de l'équation (0.5). Alors :

1°. Il existe une lagrangienne holomorphe lisse homogène A, définie dans un
petit voisinage conique de (0 , . . . , 0; Xj, 1, 0 , . . . , 0) G r*C"4-1 et vérifiant les
quatre propriétés suivantes :

a) 7r(Ay) H 5' = T (dans un voisinage de 0)
b) (0 . . . . .0 ; A , , l , 0 , . . . , 0 ) e A ,
c) la restriction de am(x'^) à A, est identiquement nulle.

d) {(a^, <^)/E3Ço, (0,.T';$chO ê A^} es^ une lagrangienne holomorphe lisse
incluse dans N(T) (voir def 0.0) et comprenant ( 0 , . . . , 0; 1 ,0 , . . . . 0).

Il existe un voisinage conique V\ de (0,. . ., 0; \j^ 1, 0,. . . , 0) tel que toute
lagrangienne incluse dans V\ holomorphe lisse homogène vérifiant ces qua-
tre propriétés coïncide avec A, dans un petit voisinage conique de (0. • • • , 0;
Àj , 1 ,0, . . . , 0). Par ailleurs on peut construire Aj de sorte qu'il existe k fonc-
tions x —^ g^x) (1 ^ £ ^ k) définies et holomorphes sur un voisinage ouvert
n de 0 ç C"4'1 telles que g^Q.x') = x^ (1 <, H < fc), que l'hypersurface
K3 = 7r(A,)n^ soit une queue d'aronde caractéristique définie par l'équation
DÇg^... ,g^)(x) == 0 où D(g^... ,<^) désigne le discriminant de l'équation
polynomiale en z :

(0.7), ^+1 = ffi(.T)^-1 + ... + g{(x)z + g{(x),

et que A, et le conormal NÇK^ coïncident au-dessus d'un petit voisinage ou-
vert de l'origine. En particulier ( 0 , . . . , 0; Aj , 1, 0 , . . . , 0) appartient à N ( K } ).

2°. Soit A une hypersurface définie dans un voisina.ge de 0 ç. C"4'1 par une
équation analytique f ( x o ^ x ' ) == 0 telle que A H 5' == T (près de 0), a^(x\^)
s'annule sur le conormal de la partie lisse Ares, ^e -^ e^ clue f Ç ' ^ o ^ ' ) induise
un germe irréductible en 0 (c'est le ca.s si f ( Q ^ x ' ) = Z)(. ï i , . . . , .T^.)). Alors
3j ç {1 , . . . ,m} tel que A et TÎ'(A^) = K3 coincident dans un petit voisina.ge
deO.
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Remarque. 1°) Le conormal à la queue d'aronde T n'a qu'une seule direction
au-dessus de l'origine. Ce fait crucial et l'hypothèse faite sur l'équation (0.5)
permettent (par la géométrie symplectique complexe) de construire
A I , . . . , A ^ et doncA'1 = 7 r ( A i ) , . . . ,1^ = Tr(A^).

2°) La version initiale du 2°) du théorème 0.1 imposait une condition un
peu plus forte sur A\ je remercie J.-M. Delort de m'avoir indiqué comment
on pouvait se contenter de supposer A irréductible en 0.

L'un des résultats principaux de cet article est le théorème suivant :

Théorème 0.2 (Avec les notations précédentes). Soient —w un entier naturel
et U [resp. W] un voisinage ouvert de l'origine dans C"4"1 [resp. C"]. Alors
il existe un voisina.ge ouvert V (inclus dans U) de 0 6 C""1'1 vérifiant V H 5" C
W et tel que pour tous opérateurs différentiels linéaires P s ^ x ' ^ D ' ^ . ) d'ordre
inférieur ou égal h, s — w (où 0 < s < m — 1 et 0 ^ £ <^ k) à coefficients
holomorphes sur H7, pour tous opérateurs différentiels linéaires Qj^(x\Dr)
d'ordre inférieur ou égal à —w + m — 1 (où 1 < j < m et 0 <, G <, k ) à
coefficients holomorphes sur U^ pour tout point x° = (O,.Y'°) de S H V\T
et tout germe holomorphe en x ' ° x ' — ^ z Ç x ' ) solution de l'équation (0.2), le
problème (0.1) défini avec les données de Cauchy suivantes :

À:

^(^)= Y^P^(x^D^{z\x)) 0 < . < m - l
£=0

(0.8)
m À:

V(X)='E I^QjA^D^ÇG^x)))
j=l £=0

où Gj(x) = ( g ^ ( x ) ^ . . . ,^^(a*)) admet pour solution un germe en x° holomor-
phe u(x) qu'on peut prolonger holomorphiquement le long de tout chemin issu
de (0,2''°) tracé dans V\ U ^ ^ K3 et ne rencontrant pas les queues d'arondes
caractéristiques A" 1 , . . . . K^. En outre le germe solution u(x) est de la forme:

m k

^-E E^(•î"'JD^x2^(•T)));=i c=o

où les Rj ^(.T; -Dr) sont des opérateurs différentiels linéaires d'ordre —?/ ' à
coefficients holomorphes sur V

Remarque. 0°). Pour chaque j de { 1 , . . . ,m} on a G^O, x ' ) == (.TI. . . . ,;r^.).
1°). Les précisions sur les ordres des opérateurs Ps,^ Qj^i ^j^c montrent

que le théorème 0.2 précise la na.ture des singularités de la solution n.(x) en
fonction des singularités et la croissance des données.
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2°). La queue d'aronde T est définie dans un système de coordonnées
locales a - i , . . . ..r^,. Si (de manière plus intrinsèque) on considère une queue
d'aronde T ' c: 5' de sommet 0 telle que pour tout (0; $') ç N(T')\0 l'équation
û m ( 0 , . . . , 0; (o. <^) == 0 possède m racines simples alors on obtient des résultats
analogues aux théorèmes 0.1 et 0.2.

Note. En admettant le théorème géométrique 0.1, D'Agnolo et Schapira ([3])
ont démontré indépendamment une version plus faible du théorème 0.2.

Dans [15] et [16] nous avons étudié divers types de Problèmes de Cauchy
Ramifié, à chaque fois nous appliquons le programme suivant (voir aussi [17])
composé de quatre points :

1°). Si u(x) est holomorphe ramifiée autour d'une hypersurfacc analy-
tique K de C"4'1^ les singularités (microlocales) de u vivent dans une lagrangi-
enne complexe de T^C"'^1 : le conormal N { K ) de K. Lorsque K est singulière
il faut préciser de quel conormal il s'agit et étudier sa géométrie.

2°). Le not hamiltonien $ du symbole principal a^(:r;ç) propage les
singularités de u(.r) suivant des lagrangiennes caractéristiques (les conormaux
des hypersurfîices caractéristiques sont invariants sous l'action de <î>).

3°). On considère des régions où on a une représentation de u.(x) (i.e.
une expression explicite du revêtement sur lequel u(x) devient uniforme).

4°). On rcsoud l'équation a(.T; D)n(x) == v(x) en utilisant les représenta-
tions du 3° ptvr la méthode de l'optique géométrique. Le choix des opérateurs
d'intégration et des normes (pour établir la convergence des séries) dépend
de manière cruciale de la géométrie de la lagrangienne N ( K ) considérée au
point 1°).

Maintenu.nt nous allons décrire la structure de cet article en indiquant
comment nous avons appliqué ce programme.

Dans la section §9 nous montrons (z désignant une solution ramifiée de
l'équation (0,2)) que les singularités de z ^ ^ 2 ^ . . ^ ^ k vivent da.ns le conor-
mal N(T) de r, le théorème 9.1 fournit un énoncé précis. La section §8 est
consacrée à Fetude de la géométrie de N(T) et montre que N(T) ne possède
qu'une seule codirection au-dessus de l'origine : celle conormale à x - [ . Comme
le laisse prévoir les points 1° et 4° du programme, l'opérateur de primitivation
par rapport i\ ,n jouera un rôle clef.

Dans la section §2 nous prouvons le théorème 0.1. Dans le théorème
2.2 nous construisons la lagrangienne caractéristique A, (conformément au
point 2° du programme) en propageant par le flot ^ le lieu cara c té'rù tique
(pour û(.T; D^ constitué de points voisins de (0 , . . . . 0; \j, 1, 0 . . . . 0) et de la
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forme ( O . x ' ^ o ^ ' ) où Ç x ' ' ^ 1 ) ç N(T). Pour démontrer l'existence des fonc-
tions g[(x) vérifiant g ^ ( Q , x ' ) = Xf (ce qui est crucial pour notre objet) nous
devons reprendre en les précisant certains résultats d'Arnold (voir [l], [2]) de
la théorie des singularités. En utilisant la proposition 2.4 et la définition 2.7
nous montrons que

7r(A,(^o))={.T7(^o,^)G7r(A,)}

est la projection sur la base d'une legendrienne C(xo) de {(a:i, . . . , . ï n ;
P 2 , - - - , P n ) } muni de la structure (complexe) de contact standard par la 1-
forme dx^ —p-^dx-z .. .—pndxn. Le théorème 2.8 montre qu'on peut paramétrer
C(xo) à l'aide d'une fonction génératrice S ( x o , z , 3:3,... ,Xn) dépendant du
paramètre XQ. Le fait que 7r(A^) soit, une queue d'aronde repose alors sur le
théorème 2.9 qui affirme qu'on peut écrire 5'(a'o, ̂ 3,..., .r,,) - zx^ sous la
forme Z^4-1 - A'̂ "1 . . . - ̂ i où Z [resp. X^ 1 < £ < k] est fonction de
(a-o, z, x - 2 , . . . , Xn) [resp. (.YO, a'2, • • • , :r,,)]. La preuve du théorème 2.9 reprend
un argument de Martinet [18] (voir aussi [1] page 124) : nous utilisons la
versalité infinitésimale du déploiement 5'(0, 2 , 2 - 3 , . . . , a-n) — x^z — x^ de ^'+1

et le théorème de préparation de Wcicrstrass. Les queues d'arond K3 que
nous avons construites sont définies sur de "très petits voisinages ouverts de
O", en utilisant les résultats de Hauser [9] on devrait pouvoir construire des
queues d'aronde K3 définies sur des' ouverts beaucoup plus gros. Par ailleurs
nous prouvons le 2° du théorème 0.1 (Le. les Kj sont "essentiellement" les
seules hypersurfaces analytiques caractéristiques issues de T) en utilisant des
résultats de géométrie analytique locale et le fait que T et le discriminant
jD( .Ti , . . . ,Xk) induisent en l'origine des germes irréductibles (voir prop. 8.11
et thm 8.12).

Dans les sections numérotées de §3 à §9 nous travaillerons avec les vari-
ables y = ( î / i , . . . , y k ) € ^k et considérerons les solutions z de l'équation:

(0.9) F(y, z) = z^1 - y,^-1 . . . - y^ - y, = Q

nous avons en quelque sorte remplacé ( ; r i , . . . . x j,.) par ( î / i , . . . , Î/À:) dans l'équa-
tion (0.2) pour éviter ultérieurement des confusions de notations. Dans la sec-
tion §3 nous étudions les ramifications (autour de T) des fonctions algébriques
en z et dégageons (voir thm 3.11) le contenu géométrique du concept de la
somme aux k 4- 1 racines de l'équation (0.9). Dans le théorème 3.6 nous con-
struisons des fonctions ei = 2e — N e ( y - 2 , . . . , y k ) 1 ̂  £ <^ k dont la somme a.ux
k 4- 1 racines est nulle : elles joueront un rôle fondamental.

Dans la section §4 nous étudions la géométrie (qui est à la fois riche et
compliquée) de l'algèbre A = Oy[z] où z est solution de l'équation (0.9) et
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OY désigne l'algèbre des germes u(y) holomorphes en 0. Dans le cas simple
de l'équation z2 = y\ les éléments de A de la forme v/yT^(î/i) sont singuliers
et leur somme suivant les deux racines est nulle. Cette remarque nous conduit
- dans le cas général - à introduire l'ensemble S des éléments de A dont la,
somme suivant les k + 1 racines de l'équation (0.9) est nulle; ei, 6 2 , . . . , €k
appartiennent à «S. La proposition 4.10 et le théorème 4.11 montrent qu'on a
une décomposition A == Oy © <S" sur laquelle les dérivations Qy^ (1 <_ £ <^ k)
opèrent de manière diagonale, de plus «? est un (^y-module libre de rang k
admettant ei, 6 2 , . . . , €k pour base. Le théorème 4.12 montre que tout u de
<S possède - dans <S - une unique primitive en y\ notée v = D~lu. De plus si
pour p ç_ N on pose

AJ) = [u ç. A I 9° IL G A pour tout a de longueur <_ p]

alors le corollaire 4.16 montre que -D~1 induit une bijection de Ap H S sur
A^4'1 D S. Conformément à ce que laissent prévoir les points 1° et 4° de
notre programme, D~1 joue un rôle crucial. Si h ç: N on pose e^ = D~ ' e c
et e^11 = Q^ e^ pour étudier les primitives itérées e^ des e^ (h ç. N) il est
très commode de travailler avec des matrices et d'introduire (voir déf. 4.25)
la matrice carrée d'ordre k P(y) telle que :

= P(y)
' < 2 l "

Ê2

- C f c -

Une récurrence facile sur h ç N montre que (voir théorème 4.27) :

r^+i-i
=(là^h9y,P)~lP

^+1 kj
On peut alors facilement obtenir des majorations du type e^| <, ^—^—r1' pour
\y\ < r (voir thm 4.32). Les théorèmes 4.34 et 4.36 montrent qu'on peut
décomposer chaque terme du type 9°,^^ suivant les e^q où 1 <, i <^ k et
0 ^ q <^ [al. Cette section §4 se termine par l'important théorème 4.37 qui
affirme que si c(î/; Dy) est un opérateur différentiel d'ordre ij]_ caractéristique
pour la. queue d'aronde T alors les c(y\ Dy)e^~1 s'expriment en fonction des
Ci , 62, . . ., ejc (et non pas de leurs dérivées).

Dans la section §6 on se ramène à une situation où les données de Cauchy
et le second membre v(x) du problème (0.1) admettent des représentations
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(cf. point 3° de notre programme) du type (0 <: s <, m - 1) suivant :

«^')=E E <^•')^+"^-l(•^•.•^•)
^==1 h>w—m-}-l—s

^)=ÈE E ^r'̂ ) ^(^-(.r))
J=l ^=1 /i>w+l-m

où on a posé Gj(x) = (^(rr) , . . . ,gi(x)). Rappelons que dans le théorème
0.2 les opérateurs différentiels P^ [resp. Qj^] avec lesquels on définit U s ( x ' )
[resp. v(x)] sont d'ordre < -w + 5 [resp. <, -w + m - 1]. La section §5
définit - à l'aide de fonctions majorantes convenables les espaces de Ba.na.ch
dans lesquels vivent les séries permettant de définir v ( x ) et. les u . s ( x ' ) .

Dans la section §7 nous prouvons le théorème 0.2. Nous recherchons la
solution u(x) du problème (0.1) sous la forme :

m k

"(-«^EE E ^^"-'(G^))
j=l ^=1 /i>w-m+l

Conformément au point 4° de notre programme nous construisons u(x) par la
méthode de l'optique géométrique. Le fait que la queue d'a.rondc K3 soit car-
actéristique pour l'opérateur a(x\ D) d'ordre 772 montre qu'on peut exprimer
a{x;D) [^(a:)e^+m-l(Gf,(a:))] en fonction des e^(G,(x)) (1 ^ z <, k).

L'hypothèse " à caractéristiques simples" faite sur l'équation (0.5 ) montre
que dans l'expression obtenue en développant 0(2'; D) ô^ ̂ (.r)^4'"7"'1 (G j ( x ) ) \

le coefficient de 9^Qb^^(x)xe^(Gj(x)) n'est pas nul pour x = 0 (voir théorèmes
7.7 et 7.10). On met alors en place un processus formel de résolution par la
méthode de l'optique géométrique où Qxo^j c J0116 ^e fô^ c^ terme pivot. Par
ailleurs on ramène l'étude des données de Ca.uchy du problème (0.1) à l'étude
d'une formule linéaire récurrente exprimant ^(0, x ' ) (voir théorème 7.16)
après avoir inversé la matrice de Vandermonde définie par A i , . . . , A,,,; un
procédé analogue a été utilisé par Wagschal dans [23]. On montre alors que le
théorème 0.2 est conséquence du théorème 7.18 qui établit l'existence - dans
un espace de séries du type ^C ̂  e^4'"1"1 - d'une solution d'un gros système
d'équations. Notre démonstration est effective : elle fournit un algorithme
pour calculer de proche en proche les 6 ^ .

Nous pensons (et espérons) que les méthodes développées dans cet
article - notamment l'étude géométrique de Oy[2] - peuvent être utilisées
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pour construire des solutions ramifiées de certaines équations aux dérivées par-
tielles venant de la physique (Euler, par exemple). A titre de motivation nous
montrons dans la section §10 qu'il se produit pour l'équation de Burger un
phénomène d'éclatement des singularités (typiquement non-linéaire) faisant
apparaître des solutions algébriques ramifiées du type précédent.

Il semble très probable que l'on puisse étendre les théorèmes 0.1 et 0.2 au
cas d'un opérateur à caractéristiques multiples de multiplicité constante (voir
§1), toutefois la solution u(x) aura une structure beaucoup plus compliquée:
elle ne sera plus (en général) à croissance lente et il faudra remplacer les
opérateurs Rj,t{x\ Dj:) du théorème 0.2 par une somme "infinie" d'opérateurs
différentiels.

Dans la théorie des singularités la queue d'aronde est appelée singularité
(stable) de type Ak (voir [l], [2]). Il serait intéressant de généraliser les
résultats de cet article aux singularités de type Dk ou E^ qui (elles aussi)
sont stables.

Nous remercions Jean-Marc Delort pour avoir bien voulu lire ce
manuscrit.

Nous terminons cette introduction par un petit historique sur le problème
de Cauchy Ramifié :

(0.1)
û(.T, D)u = V

D^u(x)\^=u,(x1) Q ^ s ^ m - 1

où a(x^D) est à caractéristiques multiples de multiplicité constante (voir §1)
relativement à T ' définie par 3:0 == x! == 0 et les U s ( x ' ) sont holomorphes
ramifiées autour de T ' . Notons 5 i , . . . ^Sd la liste (voir [28]) des hypersurfaces
caractéristiques issues de T\

Le cas où le second membre vÇx) est identiquement nul a été traité
par Hamada [27] (dans le cas où les U s ( x ' ) ont des singularités polaires) et
par Hamada-Leray-Wagschal [28]. Leur méthode consiste à uniformiser le
problème et à montrer la convergence d'une solution formelle par des estima-
tions.

Ce même cas (v(x) = 0) est repris par :
- Kashiwara et Schapira [29] en utilisant des transformations de contact.
- D'Agnolo et Schapira [26] par les outils de la théorie microlocale des
faisceaux.

Dans [15] nous avons résolu le ca.s général où le second membre v ( x )
est holomorphe ramifié (quelconque) autour de la réunion des hypersurfaces
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caractéristiques si ^ <^ i <^ d. Nous avons montré en outre que si les données
v(x)^ U g ( x ' ) 0 ^ s <^ m — 1 sont de détermination finie alors il en est de
même de la solution; de plus si la monodromie des données est résoluble
[resp. unipotente] alors il est est de même de celle de la solution.



§1. NOTATIONS

Les coordonnées d'un point x de C714'1 seront notées (a^)o<j<n. Si /? =
(/?0î • . . ,/?n) est un multi-indice à composantes entières, on appelle longueur
de /? l'entier \f3\ = ^^ |/3i|. L'opérateur de dérivation par rapport à la variable
xj (0 < j < : n) sera noté indifféremment D^. ,02.. ou ——. Si /3 ç N"^1 est un
multi-indice de dérivation, nous poserons :

Z)f=Z)fo° x . . . x D ^ .

On peut écrire Û,(.Y, D) sous la forme

a(x^D)= E ^(:r)Df
|^|<m

les fonctions G/^ étant holomorphes sur un polydisque ouvert U de centre
0 ç C"4"1. Par définition le polynôme caractéristique de a(;r, D) a pour ex-
pression:

^(•^o- E ̂ w-
|/5|=m

On sait que l'anneau des polynômes à, n 4- 1 indéterminées à coefficients
dans l'anneau des germes de fonctions holomorphes à l'origine est factoriel:
le polynôme caractéristique OmC^O de a ( x ^ D ) se décompose en facteurs
irréductibles :

JJa,,,,,(,T;0'"- =«,,,(a-;0
3

l'entier m^ ^ 1 est appelé la multiplicité du facteur irréductible a-/,i a(.r; $);
Qm s^'ff.) Gst un polynôme homogène en ç et à coefficients holomorphes au
voisinage de l'origine; sans restreindre la généralité on peut supposer ces coef-
ficients holomorphes dans U. Dans cet article nous supposerons que l'équation
(0.5) suivante :

a ^ ( 0 , . . . , 0 ; ^ M , . . . , 0 ) = 0

possède m racines simples deux à deux distinctes À i . . . . , A , ^ . Ceci entraîne
que tous les entiers m s sont égaux à un.

Par convention on dit que o(:r; D) est à caractéristiques multiples de
multiplicité constante (voir [8]) si les racines de l'équation suivante :

^a^(o^l,o... . ,o)=o
5

sont toutes simples, on ne suppose pas que les 777^ valent 1.
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§2. PREUVE DU THEOREME 0.1.

Définition 2.0. Soient p = (x-^) ç ^C"4-1 et A ç C, on pose alors X.p =
(.Y; \(). On dit qu'une partie A de r*C714'1 est conique ou homogène si Vp ç A,
V/^ G C*, ^.p(E A.

Rappelons que le champ hamiltonien (complexe) Ha de «^ est défini
par :

H- ^.^-vp^ 9 aû- ^ 1^(^o-y^^--^^j^L^ ^ ^
Le flot (complexe) ^>(t^p) du champ hamiltonien est défini par :

f^p)=^W,p))

^^(o,p)=p per*c"4-1

Comme a^(.T;ç) est homogène de degré 7/1 en ç on démontre aisément la
relation suivante :

^.À.p^À.^À"1-1,?).

Soit j ç. { 1 , 2 , . . . , m}. Comme par hypothèse l'équation polynomiale (0.5)
possède m racines distinctes deux à deux, ^—^(0,. . . , 0; \^ 1, 0 , . . . ; 0) n'est
pas nul. Comme a,n(.T;ç) est homogène en ç, le théorème des fonctions
implicites montre qu'il existe un voisinage ouvert conique V\ [resp. V'z] de
( 0 , . . . , 0 ; A , , 1 , 0 , . . . , 0 ) dans T^C^^O [resp. de (0 , . . . , 0;, 1, 0 , . . . , 0) dans
C"4"1 X (C^O)] et une fonction homogène en ^ ' de degré 1 et holomorphe sur
V2 : (x; ̂ ) -. ^(.T; 0 de sorte que :

(2.1) : pour tout ( x ' ^ o ^ ' ) de \\, Çx-^1) ç V^ et Péquation o.,n(x^o^') = 0
équivaut à 1̂ 0 = ̂ '(^î O- Naturellement < f j ( 0 , . . . , 0; 1, 0.. . . , 0) = \j. Comme
^-(0,...,0: À ^ , l , 0 , . . . , 0 ) n'est pas nul, la différentielle de ( t . x ' : ^ -^
^(t, (0, x ' \ ̂ )) est inversible au point (0, 0 , . . . . 0; Ày, 1, 0 , . . . . 0). Le théorème
d'inversion locale permet alors de prouver la proposition suivante :

Proposition 2.1. On peut trouver e.o > 0, un voisinage ouvert (non conique)
TVi [resp. V] de (0,. . . , 0; A,, 1,0,. . . ,0) ç {(.T';O} [resp. { ( .T ;O)] tels que,
Z)(0, eo) désignant le disque ouvert de C de centre 0 et rayon 69, l'application:

D(Q,€o)xWi—>V

(<,(^;0)^^,(o^;0)
définisse un difféomorphisme holomorphe tel que t -^ 0 cntraine ^(t, (0, x ' ' , ^ ) )
^ 5'. Nous supposerons - ce qui est loisible - que V C \\.
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Rappelons (voir théorème 8.9) que le conormal N(T) de la queue cTaronde
T (cf. introduction) est paramétré par :

( x, = -kz^1 + (k - 2)^<:-l 4- . . . 4- x,z2

^ = (k 4-1)^ - (^ - l)^^-2 . . . - 2^
^ 3:3 = X3

<îi = A Çfc+i ^ 0

^=z\ \

^k-z^X ^=0
où (a:3,...,;r^2-,À) ç C"-2 x C x C*.

Note : le point (0 , . . . , 0; 1,0, . . . , 0) appartient à A^(.T). Le théorème suivant
fournit la construction de Ay. On note TT : (.T;$) —> x la projection usuelle de
^°(<C"+1 surC^1.

Théorème 2.2. (Avec les notations précédentes). On peut trouver Ci dans
]0,7^r[ et un voisinage ouvert (non conique) W-^ de (0 , . . . ,0; 1, 0 , . . . 0) ç
{(x1^1)} tels que :

1°)

Ay = {A.^O^^O^O^)) / |<| < ei, À ç C-ct (.r';^) ç N(T)r}W^}

est incluse dans Vi, est une sous-variété la,grangienne lisse holomorphe conique
de T i(tCn+l\0 contenant le point (0 , . . . , 0; \j, 1,0,.... 0) telle que :

a^(x'^)\^ =0 7r(A^)n5'- r

A, nS = {(O^'îA^^^;^)^^) /À ç C^(.r':^) ç ,Y(T)n^}

2°). Pour tout 6 G]0,Éi] et tout voisinage ouvert } } ' ' , (inclus dans W^) de
( 0 , . . . , 0 ; l , 0 , . . . , 0 ) ç { a ; ' ; ^ ) } :

A^. - {A.^(O^';^-(O,^;^),O) / H < 6, À e c-et (x^') e ^(r)nT^}

est une lagrangienne lisse conique contenant (0 , . . . . 0: À, 1 0 . . . 0). De plus
il existe un voisinage ouvert Q de 0 ç C"4'1 tel que :

TT-^nA^. ^Tr-^^nA^
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3°). Pour tout voisinage ouvert conique Y/ inclus dans \\ de (0 , . . . ,0 ;
\j, 1,0,..., 0) il existe un voisinage ouvert 0 de 0 e C"4'1 tel que Tr"1^) H
Aj-ny^TT-^nAy.

Preuve 1°). Le principe de la démonstration est classique (voir Hôrmander
[10] page 154). Rappelons que Vi,^ et Çj(x^1) ont été définis avant la pro-
priété (2.1). On vérifie aisément qu'on peut trouver T] dans
]0? î^[ et €! d^s ]0, jSr[, qu'on peut trouver un voisinage ouvert connexe W'z
de (0 , . . . ,0 ;1 ,0 , . . . ,0) dans {(^;^)}\0 et un voisinage ouvert V'(c Vi) de
(0 , . . . , 0; Ay, 1, 0 , . . . , 0) dans {(a;; <^)} de telle sorte que l'on ait :

(2^2) : VA e D(l, 77) (le disque ouvert de C de centre 1 et rayon 77), V(;^; ç^) ç
1^2, (O,^7) appartient à V^\Q et (0,^; A^-(0^; 0,À<f) appartient a ÎVi
(voir prop. 2.1).'

(2.3) : Si ^ G C* et p 6 V sont tels que /^.p ç V ' alors /z ç -D(l,^).

Si on rétrécit Wz alors (2.2) sera encore vérifiée, par conséquent nous
supposerons qu'en outre on a :

(2.4) : Pour tout t de D(Q, 61 ) et tout (rc\ ̂ ) de W^ <^; (0, a-^ ^(0. 2:'; ̂ ), ̂ ))
appartient à V 1 C Vi.

D'après le théorème 8.9 N(T)\0 est une sous-variété lisse de Î^C^O, la
propriété (2.2) montre alors que :

i = {(o, ̂  ̂ -(o, ̂ ; 0,0 / { x , 0 ç ^2 n Ar(r)} c w,

est une sous-variété isotrope lisse de TX"4'1 incluse dans TVi. La proposition
2.1 et la propriété (2.4) montrent alors que : (0 < Ci < 2~ lco)

Ay=W;p) / \ t \ < e ^ p e I } C V '

est une sous-variété holomorphe lisse de dimension 72+1 incluse dans V'{C V^)
contenant le point (0 , . . . , 0; \j, 1 ,0, . . . , 0). Comme a^(:r; ̂ ) est nul sur 1 et
est constant sur les courbes intégrales du champ Ha^, on constate que la
restriction de a,m à Ay est nulle. De plus pour chaque point p de J, TpAj est
engendré par Ha^ et Tpl (qui est isotrope), donc la 2-fbrme a = ̂  dxjf\d^
s'annule sur TpAj. Comme ^"(^ •)cr == a on vérifie alors aisément que Aj est
lagrangienne. Par ailleurs la proposition 2.1 et le fait que J C Wi montrent
que si ^(t,p) C S avec \t\ < e^ et p ç. 1 alors t est nul. Donc Aj H S == J.

Posons maintenant Aj = C*A^- = [\.^(t;p) / \t\ < c ^ ^ p ç J, A ç C*}.
Pour achever la preuve du 1°) du théorème nous devons prouver que A, est
une lagrangienne lisse de dimension n 4-1. Pour cela nous allons prouver que
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pour tout (t,p) de D(0, €1) x 1 il existe un voisinage ouvert W de <^(<.7:>) dans
TC714-1^ tel que:

^ n A^- = IF n c^- = w n A^

Raisonnons par l'absurde et supposons qu'un tel W n'existe pas. Il existe
alors pour chaque entier naturel q > 1, Ag ç C*, tq ç D(0, C i ) , py ç 1 tels
que : ^>(tq,pq) € Aj

\q.^(t^pq)^Aj et J^m Àg.^(^,pç)=^(^p).

Comme A^ est incluse dans V qui est ouvert et ^(t.p) appartient à, V, il
existe 7V > 0 tel que pour tout q ^ N : \q.^(tq,p^) (et <î>(^,pj) appartient
à Y7. La propriété (2.3) appliquée avec Xq à la place de //, montre alors que
pour q ^ 7V, Xq ç jD(l,7/). La définition de 1 et la propriété (2.2) montrent
alors que Xq.pq appartient à W\ pour tout q > N . De plus pour tout q ^ N
on a |^g| < ci ^ 6o2-m et |Àg | ^ 1 — 77 ^ 1 — — Par conséquent pour tout
q >_ N on 'à :

——r e ^(o, 60), Ap.p, e TVi, p, e i c TVi
Ag

À,.<^(^,p,) = ̂  (- ,̂ A,.p^ ̂ ^ ^(^p).

D'après la proposition 2.1 ^ définit un difféomorphisme de -D(0, 6u) x TVi sur
son image, on constate alors que :

^ 1-̂  = ^ e ^W6!)^ ̂  ^î-^î == P e L

Comme par hypothèse p et les py appartiennent à 1 on peut écrire :

p=^x^^x^l)^tY p^(o,^;^(0,.^;^),^)

où (rc';^) et les (.Y'9;^9) appartiennent à W-z H A^T). On vient de voir que
lim (.T'9; ^o^'9) == (^^S')- Comnie H^ est ouvert et A^r) est conique ceci

q—••oo

entraîne que (rc^Ag^9) ç W-2 0 -V(T) pour ç assez grand. On vérifie alors
aisément (vu la définition de I ) que pour q assez grand X g . ^ Ç t q ^ p y ) appartient
à A, , ce qui est absurde. Ceci prouve le 1°). Prouvons alors le 2°).

D'après ce qui précède A^- est bien une la,grangienne conique lisse. Raison-
nons par l'absurde et supposons eu'il n'existe pa.s de voisina.ge ouvert Q de
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0 6 C"4-1 tel que Tr-1^) H Aj = Ti-"1^) H A^.. comme, par construction,
Aj contient A^, il existe - pour chaque entier naturel q - t. ç D(Q.e^) et
(^U79) ç W^ H N(T) de sorte que :

(2.5) : a, = ̂ (U0^;^0^;^)^)) ^ A^.

/xm 7r(o'.,) == 0
ç-^co v • /

Quitte à considérer des suites extraites on peut supposer que :

h_^t,=tçD^e,\ Or^) ^ (^/) ç T., H 7V(T)\0.

D'après la propriété (2.2), (0, x ' ; <^(0, :r1: ̂ ), ç') appartient à IVi. La proposi-
tion 2.1 montre alors que ûç converge vers ^(t,(Q,xl'^j(0,xf•^')^l)), comme
7r(û'ç) tend vers 0 ç 5 on a forcément t = 0 puis x ' = 0. Par conséquent
(0;^). G N(T)\0, d'après le théomne 8.9 il existe À ç C* tel que
<f = A ( l , 0 , . . . , 0 ) . Par conséquent en reprenant la formule (2.5), on peut
écrire pour q assez grand :

^ = ̂ --^.(o,^;^, (o,^;^),Ç)) i ̂ .

Ceci est absurde; ceci prouve le 2°). Comme le 3°) est une conséquence facile
du 2°), le théorème 2.2 est prouvé.

Remarque 2.3. Soit A une lagrangicnne holomorphe lisse homogène in-
cluse dans YI et vérifiant les quatre propriétés a), b), c), d) du théorème
0.1. Soit (O,^;^^) € A, les propriétés c), (2.1) et d) montrent alors que
<^o = ^'(0^';^) et ( x 1 ' ^ ' ) ê N(T). La propriété c) montre en outre que A
est invariante sous l'action du flot <î>. Comme ( 0 , . . . , 0; À , , 1, 0 , . . . , 0) G A, la
propriété d) et le mécanisme de la preuve du théorème 2.2 permettent de voir
que A et Aj contiennent le même germe en ( 0 , . . . , 0; \j, 1, 0 , . . . . 0) de variété
lagrangienne holomorphe lisse homogène. Par conséquent A coïncide avec \j
dans un petit voisinage conique de (0 . . . . 0' A, 1, 0 , . . . , 0).

Proposition 2.4. Il existe un voisinage ouvert conique V[ (inclus dans
Yi H T'^C714-1^) de (0 , . . . . 0; \j, 1, 0 , . . . . 0), il existe un voisinage ouvert U
de l'origine de C71 == {(XQ, z, 3:3,.. . , .T,,)}, on peut trouver des fonctions holo-
morphes sur U (à valeurs complexes) u == (.rp, z, 3 - 3 , . . . , Xj,) -+ /z,(u) ( 1 < ?' ^
2), u = ( x o , z , X 3 , . . . , x,n) i-̂  gp(u) (3 ^ p <, 7î) de sorte que l'on ait :
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hl(0,^,^3,...,a-n)=-fc^t+l+(<;-2)^^Â:- l

+(<;-3)a;^-l2t-2+...+;r3^2

/t2(0,2,a;3,. . . ,a-n) =(<• + 1)^ - (^ - l)^*-2

/ l. 0\^. >.<;—3 n(k-2)xk-lZk-3...-2^z

(*)

g 3 ( 0 , 2 , X 3 , . . . , X n ) = ^2

5^(0, 2:, 3 -3 , . . . , rr^) = ̂ -1

^+i(0,^a'3,. . .^n) == 0

[ g n ( 0 , Z , X 3 , . . . , X n ) = 0

et l'application : U x C* -^ A^- n Y/

(iz = (a-o^^s^.^a-n)^) -^ (a'o^i(^),^2(^)^3,-., .Tn;

À^o(^), A, À2:, A^(^),..., \gn(u)) = (x, $)

où on a posé go(u) = ̂ j{xQ,h^(u),h^{u),X3,... ,Xn', l.z.g^îiY... ,gn(u)) soit
l^inverse d'une carte locale de Aj (et donc un difféomorphisme) définie sur
tout A^ H V/.

2°) Si (xQ,h^(n),h'2(u),X3,...,Xn) tend vers 0 alors u == (-XQ, z ^ x ^ , . . . ,x,n)
tend vers 0.

Preuve, désignons par 7ï Phypersurface lisse de ^*C^+1 d'équation Ci = 1.
7^ est transverse à Aj (conique) au point (0 , . . . , 0; Aj, 1, 0 , . . . , 0) == ITIQ. Il
existe donc un voisinage ouvert W (dans yc71'1'1) de mo tel que "H. H H7 H A^
(9 mo) soit une sous-variété holomorphe lisse de dimension n.

Lemme 2.5. 'H 0 W H A^- est transverse - au point mo - à la sous-variété
définie par les équations : XQ = 0, x^ = ... = x^ = 0, ^ == 0.

Preuve du lemme. Rappelons que Aj est conique et que le champ hamil-
tonien Ha^ est tangent à Aj. Notons t —^ (x(t)'^(t)) la courbe intégrale
de Ha^ issue de mo = (:r(0);$(0)). La courbe t -^ 'T(t) = (;r(<); J^, 1 ,

j^l^,.. . , (—^1) est définie pour t dans un petit voisinage ouvert de 0 ç C et
est tracée dans H H W H Aj. Comme c^oam(mo) 7^ 0 on constate que r'(0)
est trans verse (en mo) à Phyperplan S d'équation XQ = 0. Par ailleurs, la
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paramétrisation de N(T) rappelée au début de cette section et le théorème
2.2 montrent que S H A, H 7ï H W est transverse - au point 7720 - à la sous-
variété déûnie par les équations : 3:3 = ... = x^ == 0, <?2 == 0. On obtient
alors immédiatement le lemme 2.5.

Comme 7^ H TV H Ay est de dimension n, le lemme 2.5 montre qu'il existe
un voisinage ouvert U de 0 ç C" = {u == (a:o, z^ 2 ^ 3 , . . . , a;n)} et des fonctions
holomorphes sur J7 ^i(^), ^2(^)5 ^0(^)5 ̂ p(^) (3 < p < n) telles que :

ÎA = ( x o , 2 , X 3 , . . . , X n ) I——^ (xQ, k^ {u),h'î{u\ X^, . . . , Xn',

gQ(u),l,z,g3(u),...,g^(u))

soit l'inverse d'une carte locale de TïHWHAj au point (0 , . . . , 0; Aj, 1, 0 , . . . , 0).
Par construction A, est caractéristique et incluse dans Vi, la propriété (2.1)
entraîne alors que go(u) = Çj(xo,h^(u),h'2(u), ̂ 3 , . . . ,x^ l.z.gzÇu),
. . . , gn(u)). L'expression de Aj n S fournie par le théorème 2.2 et la paramétri-
sation de 7V(T) rappelée au début de cette section (voir aussi théorème 8.9)
montrent que les fonctions /ii(0,-), /^(O, •), <7p(0, •) (3 < p <, n) vérifient
nécessairement les conditions (*) de la proposition. On obtient alors aisément
le 1°). Le 2°) est une simple conséquence du 3°) du théorème 2.2. Ceci prouve
la proposition 2.4.

Corollaire 2.6. (Avec les notations de la proposition 2.4). soient D un
disque ouvert de centre 0 ç C et P un polydisque ouvert de centre 0 6
C"'"1 = {(2 ,a ;3 , . . . ,3'n)} tels que D X P C U. Alors il existe un voisinage
ouvert conique V{ de (0 , . . . , 0; \j, 1,0,. . . , 0) ç ^C"4-1 tels que pour tout
XQ ç. D l'application :

(u = (2:, 3:3,..., a-^), À) ç P X C* —> (h^xo,u),h'2(xQ,u'),X3,...,Xn;

X, \z, \gz(xQ, u'),..., Xgn(xo,u))

définit un plongement dont l'image est une lagrangienne holomorphe lisse
conique Aj(To) de T^C^O, et que

A, n y; = {(^o,^o,0 / XQ ç D,(x^1) e A^oUo = ̂ o^O}.

Note. Les Aj(xo) constituent une déformation holomorphe du conormal
N(T) = Aj(0) de la queue d'aronde T (restreinte à un voisinage de l'origine).

Preuve. Considérons D et P comme dans le corollaire 2.6. Pour chaque XQ
de D la proposition 2.4 montre que l'application :

(î/, A) ç P X C* ——> (M^O, U), h^XQ, U1), X3, . . . , Xn,
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XgoÇxQ.u'), À, \z, Xg^XQ, u),..., À^(:ro, u))

définit un plongement. Comme gQ(xo,u') = ^-(a-o, h^(xo, u ' ) , h^xo.u'),
2:35.. • ,^n; ^^^ (^Oî^ ) , - - ' , 9 n ( x o , u ' ) ) avec î^ = (^, .2-3, . . . , a*n) il est clair
que pour chaque XQ 6 D l'application du corollaire 2.6 définit un plonge-
ment. Ainsi les ^.j(xo) sont des sous-variétés lisses coniques de dimension n
de T^C^O. Comme la 1-forme ^dxQ -h ^dx^ + . • . Çndxn s'annule sur la la-
grangiennè conique Aj il est clair que Va-o € D la 1-forme ^dx^ + ... + $n^n
s'annule sur A^(a'o). Le corollaire 2.6 est alors une conséquence facile de la
proposition 2.4.

Mamtemuit nous munissons C2""1 = {(2:1,2*27 • • • i^n\p2^ • • • ^Pn)} de la
structure de contact standard définie par la 1-forme u = dx-^ — p^dx^ ... —
pndxn et nous introduisons les sous-variétés legendriennes suivantes :

Définition 2.7. (Avec les notations du corollaire 2.6). Pour tout XQ ç D
nous posons

^(a-o) = {(a:/;p2,.•.,Pn) / (^;l,-p2,...,-Pn) C A^(.To)}

C^Xo) définit une legendrienne holomorphe lisse de C271"'1 et est l'image du
plongement suivant :

U' = (^,.Y3,...,3;n) e P ——> (hl(xo,U'),h'2(xo,Uf),X3,...,Xn',

-z, -g^XQ, u ) , . . . , -gn(xo, ii'))

Notons que ^C(O) correspond à la queue d'aronde T et est paramétrée par :

U' == (z, 2-3, . . . , a-n) -^ (^l(0, U1), ̂ (O, ÎA'), 2-3, . . . , a-n;

-^,-^,...,-^<:-1,0,...,0)

où

/ii(0, iz') == -k^ + (À; - 2)a•^Â:-l + (k - 3)a-fc-i^-2 + . . . + .TS^

/i2(0, u^ == (fc 4- 1)^ - (k - l).^-2 - (^ - 2)a-fc_i^-3 ... - 2x,z

Par conséquent, dans le système de coordonnées (2*1,3*2, . . . , x^p-î-, • • • ;Pn),
C(0) est paramétrée par la fonction phase S Ç z ^ x s ^ . . . ̂ Xn) = -^fc+l — X k Z 1 ^ ' 1 . . .
-x,z2:

r(^ \ ( ç 9S 9S 9S ^MC(Q)^[{S-^^^IÎ-••^-^^•••^)}•
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Le théorème suivant montre que nous pouvons paramétrer les legendriennes
C(xo) par des fonctions phases S ( x o ^ ' ) constituant une déformation de S.

Théorème 2.8 (Avec les notations du corollaire 2.6). La fonction S(xo^ z^ x^^
... ̂ Xn) = (^i + -s^X^Oî^^s? • • • î ^ n ) est holomorphe sur D X P et vérifie les
relations |̂ - = —g^ (3 < £ < n), ^ = h-z de sorte que pour tout XQ de D on
a :

«•̂  Ç fî Ç1

^(^o) = {(5'(;ro, î/) - Z—{XQ, î/), —(xo,u'), 2:3,. . . , ̂ ;

-Z, ^——(^O, ̂ ), . • . , ̂ ——(xo.U1) ')/ ! !1 = (Z, 2:3, . . . , X n) G P}

en outre 5'(0, z^ 2 :3, . . . . , a;n) == 2;fc+l — rr^^""1 ... — a'3^2.

Preuve. Soit XQ ç. D. Comme la 1-forme dx\ — ̂ ^ pcdx^ est nulle sur OÇx'o)^
la 1-forme d(x\ — p-zx-z) — ^^ pidxt 4- x-^dp-z est nulle sur C(xo). D'après la
définition 2.7 ^C(a'o) es^ paramétrée par :

xi = h^{xQ,u'),x-2 = /l2(alo^/), P2 = -2;, P^ = -ge(xo,u'') (3 ^ ^ ̂  7î)

où u' = (2;, a:3,. . . , Xn) décrit le polydisque P. Par conséquent, .TO étant fixé,
la 1-forme suivante est identiquement nulle sur le polydisque ouvert P :

n

d(h^ + zh-z) + ̂  gtdxf - h^dz = 0
3

La fonction S(xo^) définie par S(xo^ z^ 2 * 3 , . . . , Xn) = (h^ + zh^)(xQ^ 2 , ^33
. . . , Xn) est alors holomorphe sur P et vérifie :

|--<.(3^n), |̂ /.

On obtient alors a-i = h^ = S - z ^, x ' z = h-z = •|̂ , ^(.To) est donc
bien paramétrée comme indiqué dans le théorème. Enfin, dans le système
de coordonnées (a*i ,a ;2 , . . . , .Tn;p2î • • • iPn)i il n'existe qu'une seule fonction
phase des variables (2,3*3, . . . ,a:n) paramétrant C(0) comme indiqué dans le
théorème. Par conséquent on a : 5(0, •z.a's, . . . ^Xn) = z '}~l—XkZ - 1 . . .—.T3-^ .
Ceci prouve le théorème 2.8.

Nous admettons provisoirement le théorème suivant (qui sera une consé-
quence du théorème 2.11) et montrerons comment - via le corollaire 2.10 - il
entraîne le 1°) du théorème 0.1.
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Théorème 2.9. Posons x " = (2:2,. • . ,a*n). Il existe des fonctions holo-
morphes sur un voisinage de l'origine de C x C x C""1 : ( x o , z , x " ) i—>
Z ( x Q , z ^ x " ) , (XQ,X") i—> Xj(xo,x") (1 < j < n) telles que sur un voisinage
de l'origine on ait identiquement :

' Z ( 0 , z , x " ) = z

^(0,^)=^ 2 ^ j ^ n

^i(0,^)=0

et

SÇx^z, x ^ . . . , x n ) - z x ^ = Z^\x^z, x " ) - Xk(x^ x^Z^ (x^ z, x " ) ...

-X2(.ro, x")Z(xo, z, x " ) - X^x11).

Dans le corollaire suivant nous noterons 7r(a:i , . . . ,a'^; p 2 , . . . ,pn) =
(2:1,... ,a;n) la projection usuelle.

Théorème 2.10. (Avec les notations de la définition 2.7 et du théorème 2.9).
Si le disque D(C C) du corollaire 2.6 est choisi suffisamment petit alors on
peut trouver un voisinage ouvert connexe V de 0 ç. (^ = {a:' = ( x - ^ ^ x " ) } de
sorte que les fonctions (a-o,^) —^ XJ^XQ^X") (1 ^ J < n) soient holomorphes
sur D x V et que pour tout XQ de D on ait :

7r(r(^o)) n v = { ( x ^ x " ) e y / D(x, + Xi(.ro, ̂ /), ̂ 2(0:0; x"\...,

A^(:ro, ̂ )) = 0} = 7r(A,(.To)) n y.
où D(Xi^... ̂ X k ) désigne le discriminant de l'équation :

^+1 _ X ï ^ Z ^ . . . - X ' î Z - Xi = 0.

Preuve du corollaire (à partir du théorème 2.9). Pour R > 0 nous noterons
yyÇR) le polydisque ouvert de centre 0 G C^ et de rayon R > 0; comme
Z(0,2',.r") = z le théorème des fonctions implicites montre qu'il existe deux
disques ouverts A, A de centre 0 € C de sorte que si R > 0 et le disque
D du corollaire 2.6 sont suffisamment petits alors Z ^ X Q ^ Z ^ X " ) [resp. chaque
XjÇxQ.x")] est holomorphe sur D x A x V71-1^) [resp. D x V^^R)],
9 ^ Z ( x o , z , x ' 1 ) ne s'annule pas sur D x A x V^ÇR)} et :

(2.6) VZ ç À, ^(xo,x") ç D x V^W^.z e A, Z ( x o , z , x " ) = Z.
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et A x y""2^) est inclus dans le polydisque P du corollaire 2.6. Nous fixons
ainsi A et A.

Le 2°) de la proposition 2.4 montre que - quitte à diminuer encore R > 0
et D - les z utilisés pour paramétrer ^C(a*o) H ^"'^^"(J?)) comme indiqué
dans le théorème 2.8 (où XQ ç. D) appartiennent nécessairement à A. De plus
comme les -X^(0,0) sont nuls (voir thm 2.9) nous pouvons supposer R et D
tels que pour chaque ^ X Q ^ X ' ) ç D x Vn(R)^ tous les nombres complexes Z
vérifiant les deux équations suivantes : (x' == (a;i,a*"))

x, + X,(x^ x " ) = -kZ^ + (k - ̂ XkÇx^x^-1 + ... + A'3(.To, x " ) Z 2

(2.7)

X^x^x") = (k + 1)^ - (k - ̂ XkÇx^x'^Z^2 . . . - 2Z3(.ïo, x " ) Z

appartiennent au disque À de Pa-ssertion (2.6). Nous fixons ainsi R > 0 et D.
Maintenant posons X = (Xi , . . . , Xk) et

F(Z,Z)=Z^1 -A rJfcZÂ : - l . . . -A'2^-Xl .

Soit a-o 6 -D- Considérons un point a:' = (a-i^r") de V^ÇR) H 7r(/:(a:o)) et
montrons que x ' vérifie l'équation :

D ( x , - } - X , ( x o , x " ) , X 2 ( x o , x l t ) , . . . , X k ( x o , x t ) ) = Q .

D'après le choix de (RyD) et le théorème 2.8 il existe z ç A tel que a-i =
[S - z9zS) (xQ,z,Xî,...,Xn) et .Y2 = QzS(xQ , z , 2-3,. • . , Xn). Par ailleurs le
théorème 2.9 montre que par définition on a :

(2.8). S(XQ,Z, X3, . . . , Xn) - ZXï = F(X{XQ,X'), Z(XQ, Z, X " ) )

Comme x'2 = Q^S et que 9zZ(xo, z, x " ) ̂  0 (Q^Z ne s'annule pas sur D x A x
Vn~l{R)) on vérifie aisément que :

QzFÇXÇxo.x^.ZÇx^z^"))^^

On en déduit alors que X-zÇxo^x") =

(A- + l)^o^ x " ) - (k - l)Xk(x^ x^Z^Çx^z, x " ) ...

-2X3(^^)^0^,^).
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Rappelons que a-i + XïÇxo^x") =

S - zQ,S + X,{xo, x " ) = F(X(xo,x11), Z ( x o , z , x " ) ) + A^o, x 1 } .

En remplaçant -^(a'ch3'") P^ Ie1 valeur précédemment trouvée on obtient
rri +Xi(a:o,^)=

-^^(rro, ̂  ̂ ) + (k - 2)Xk(x^ x1^-1^ z, x 1 1 ) + ...

^X^x^x^Z^x^z.x1).

On peut alors affirmer que (voir Proposition 8.4) :

D(x^X^x^xll),X^x^xf^..^Xk(x^xl))=Q.

Réciproquement considérons ( x o ^ x 9 ) ç. D x V71^) vérifiant l'équation précé-
dente. L'étude effectuée dans l'appendice §8 sur la queue d'aronde mon-
tre alors qu'il existe Z G C tel que Les deux relations (2.7) soient vérifiées.
D'après le choix de (Jî, D) un tel Z appartient à À. D'après l'assertion (2.6)
il existe alors z ç, A tel que Z = Z(xo^ z ^ x " ) . Rappelons que d'après le choix
de (R,D), A x Vn~2(R) est inclus dans le polydisque P du théorème 2.8.
Comme 0 = ( O z F ) ( X ( x o , x " ' ) , Z ( x o , z , x " ) ) , la relation (2.8) (conséquence du
théorème 2.9) permet de voir que x^ = (c^5')(a:o, z, 2:3,.. . , a-n). En ajoutant
à la première des relations (2.7) le produit de Z et de la deuxième de ces
relations - avec Z == Z ( X Q ^ Z ^ X " ) - on vérifie alors aisément que :

a-i = F ( X ( x o , x f f ) ' , Z ( x o , z , x l l ) ) = S(xo, z . x ^ , . . . , Xn) - x^z

= S(XQ, Z, X3, . . . , Xn) - z9zS.

Comme ( z , x^ , . . . ,a;n) € A x V""2^) C P, le théorème 2.8 montre que x '
appartient alors à 7^(C(xo))^\Vn(R'). D'après la définition 2.7 on a 7r(^(a;o)) =
7r(Aj(a:o)), on obtient alors immédiatement le corollaire 2.10 en prenant V =
y^j?).

Preuve du 1°) du théorème 0.1. La lagrangienne Aj a été construite
dans le théorème 2.2, voir aussi la remarque 2.3. Fixons un disque ouvert D
de centre 0 ç C et un voisinage ouvert Y de 0 6 C" de sorte qu'on puisse
appliquer les corollaires 2.10 et 2.6. Le corollaire 2.6 permet de voir qu'il
existe un voisinage ouvert conique V[ de (0 , . . . , 0; Ai , 1,0, . . . , 0) tel que :

7r(A, H Y/) = {(x^x) I xo e D, x € 7r(A,(rco)) H V}.
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Posons g{ (x) = x^ 4- ^(a-o,^,... ,a*n) et ^(a:) = ^(a-o, a-2 , . . • , Xn) pour
2 < ^ ^ A:. D'après le théorème 2.9 on a ^(0,:^) = xi pour 1 < £ <: k (sur
•D x Y). Le corollaire 2.10 montre alors que

7r(A, H Y/) = {(:ro^) € D x V / D(g{(x^ x\..., g^x)) = 0}.

D'après le 3°) du théorème 2.2 il existe un voisinage ouvert H inclus dans
D x V de 0 ç C714-1 tel que H H 7r(Aj) = H H 7r(T/ H Ay). Il est alors clair que
K3 == ^(Aj) H Î2 est une queue d'aronde de sommet 0 définie par l'équation
^(^(^O? ' • • i ô^C^)) = 0}. Montrons que K3 est caractéristique pour a(.r; D).
Par construction (cf. thm 2.2) la restriction de a^(a:; <^) à Aj est identiquement
nulle, comme la lagrangienne homogène lisse Aj contient le conorma.1 de la
partie lisse de sa projection (i.e. 7r(A,)) sur la base il est alors clair que K3

est caractéristique. Maintenant prouvons que N(K-1) et Aj coïncident au-
dessus d'un petit voisinage ouvert de l'origine. Comme D{g[,..., g^)(0, x1) =
D(x\^..., Xk\ le 2°) du théorème 8.9 permet de voir que tout point lisse de
•STiîînT est un point lisse de K 3 ' . Comme NÇK3) et AJ coïncident au-dessus
de ^gg, on vérifie alors aisément - avec les notations du 2°) du théorème 2.2 -
qu'il existe un voisinage ouvert W^ (inclus dans W^) de (0 . . . , 0.1, 0 . . . , 0) €
{(^;0} tel que

{(o, ̂ ; ̂ (o. rr'; 0,0 / (^; 0 e w, n N(T)} c N(1^).
Donc (0 . . . , 0; \j, 1,0 . . . , 0) ç N ( K J ) . Comme N(KJ)\O est une lagran-
gienne lisse homogène caractéristique^ elle est invariante sous l'action du flot
hamiltonien $ de a^(a*; ̂ ). Quitte à réduire W^ le 2°) du théorème 2.2 mon-
tre qu'il existe e ç]0,€i] tel que N{K3) D A^- puis qu'il existe un voisinage
ouvert Uï de 0 G C"4-1 tel que N ( K 3 ) H Tr-1^) D Tr-1^) n Aj.

Par ailleurs considérons un voisinage ouvert conique V-^ de (0 , . . . , 0; A , , 1,
0 . . . , 0) tel que AjHV'2 soit fermée dans Vz. Comme K3 est une queue d'aronde
de sommet 0, elle ne possède qu'une seule codirection au-dessus de l'origine
(voir théorème 8.9) à savoir : (0,.. . <, 0; \j, 1,0.. . , 0). Par conséquent il existe
un voisinage ouvert \Ji de 0 G C""^ tel que Ti-"1^) H N ( K 3 ) C V-z. Comme
Aj et NÇK3) coïncident au-dessus de K{ nU-2 on voit que ^(Ji^riTr"^^) C
Aj n Vï. On a donc prouvé que N ( K 3 ) et Aj coïncident au-dessus d'un petit
voisinage ouvert de l'origine. Ceci prouve le 1°) du théorème 0.1.

Preuve du théorème 2.9 : Nous allons reprendre en les adaptant à notre
situation les arguments utilisés dans [1] et [18] pour étudier les déploiements
y-versels. Nous devons prouver le théorème suivant qui est un peu plus fort
que le théorème 2.9.
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Théorème 2.11. Posons E(xo, z , x ' ) == S(xo, z , x z , . . . ,a-n) - zx-z -x^. Alors
il existe des fonctions holomorphes sur un voisinage de l'origine de C x C x C":

(xo,z,x') •—> Z(xo,z,x')

(xQ,x')\—> X p ( x Q , x ' ) 1 <, p <, n.

telles que sur un voisinage de l'origine on ait

Xp{0, X 1 ) = Xp 1 ^ p <n, Z(0, z, x ) = z

et
E(x^ z, x ) = Z^^x^z, x ) - Xk^x^-^x^z, x ' ) . . .

- X ^ x o , x ) Z ( x o , z , x ) - X , ( x o , x ) .

Note. On obtient le théorème 2.9 en faisant x\ = 0 dans l'énonce du théorème
précédent. La démonstration du théorème utilise le lemme suivant :

Lemme 2.12 (Avec les notations précédentes). Il existe un germe holomorphe
en 0 ç. { ( x Q ^ z ^ x ' ) } de champ de vecteurs v tel que :

10) "=^+E^(a:°'a;')ô|-+^'^'a:')^•
p=i p

2°) v.E=Q.

Preuve du lemme 2.12. D'après le théorème 2.8 on a 5'(0, ;:, a - s , . . . ^ x ^ )
= .s^4'1 — X k ^ k ~ l . . . - x^z2, la définition de E(xo, z, x ' ) montre alors que :
E(Q^,xl)=zk^-XkZk-l...-X2Z-x^ lf(0^0)=(Â;+l)^, ^(0^,^)
= -zP~1 (1 ^ p < k).

On vérifie alors aisément que pour tout germe holomorphe en 0
a ( x o ^ z ^ x ' ) il existe des germes holomorphes en 0, h{z\ ^(.ro, z^ x ' ) (0 <
p < n) et des constantes complexes C i , . . . , $n telles que :

^n n ^T^
(2.9) a(xo,z, x ) = -Q^^O^'. x)h(z) + ̂  ̂ -^p + xoQo{x^z, x )

p=i > P

n

•}-^XpQp(xo,Z,X').

p==l

Rappelons alors le théorème de préparation de Weierstrass.
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Théorème de Weierstrass. (Voir [20] pages 10 et 14). Notons OxQ,z,x'
[resp. OT^ x ' } l'anneau des germes holomorphes en 0 ç C X C x C" [resp.
C X C"]. Notons J ridéal de Oxy^^' engendré par XQ et 2:1,... ^ x ^ et con-
sidérons Ph-lgèbre analytique F = : C Q ' z ' a : à Ë ' Supposons que des éléments

u 3:0,^,3:' Ôx

e i , . . . e ^ de F engendrent le C-espace vectoriel jp. alors C I , . . . , Q engen-
drent F considéré comme C^p^'-module :

t
F=^0^'e,.

j=i

Quand on réduit modulo Oxo^^1^ l'égalité numérotée (2.9) on vérifie
aisément qu^on. peut appliquer le théorème de Weierstrass avec £ == n et
ep == ôî" (1 ^ P ^ n)' On obtient alors l'existence de germes holomorphes en
0 fp^x')

(1 < P <: n) e^ 9{XO•l z-> x ) ̂ s (lue -^(^Oî 2:î x l )

vérifie l'équation homologique suivante :

9E ^^ ,.QE QE
-^-E^o^^+^o-^^ôT-

Ceci prouve le lemme 2.12.

Preuve du théorème 2.11. Reprenons les notations du lemme 2.12. Le
flot complexe de v est défini par les équations différentielles suivantes :

f ^ = i
(2.10) ^ ̂  = f,(xo(t),x'(t)) ï ^ p ^ n

[^=g(xo(t),z(t^x'{t))

On observe que t —»• xo(t) et t —^ x ' ( t ) ne dépendent pas de 2(0). Notons ^(t-, •)
le flot du champ v de sorte que i p ( t ' , ( x o , z , x ' ) ) = (xQ(t),2(t), x\t)) désigne
la solution des équations (2.10) vérifiant (a-o(O), ^(0), ^'(0)) = (.TO, z , x ' ) \ on
note que ^\)(t) = t 4- XQ. Il est alors clair qu'il existe des voisinages ouverts
connexes D^ de 0 ç. C, U^ de 0 ç {(2,2' ')} et U-z de 0 G {(x.o,z,x1)} tels que
l'application induite par le flot :

Di x Ui —> Uï

[t^Z^')} -^ ^;(0^,^)) = (^^),.T/(<))
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soit un difféomorphisme holomorphe. En outre son inverse H~1 est de la
forme :

H-\x^ z, x ) = [rco; (Z(xo, z, x'\ X ' { x ^ x ) ) }

où X'(xQ^ x1) = (Xi(a*0î 2^)5 " " > Xn(xo^x')), et comme î/?(0, •) = identité on a
Z { Q , z , x ' ) = z e t X ' ( Q , x ' ) = x 1 .

On peut évidemment supposer E(XQ, z ^ x ' ) holomorphe sur D\ x U\ et
U'2. D'après le 2°) du lemme 2.12 on a v.E = 0, par conséquent E(xQy z. x ' )
est constante sur les courbes intégrales de v : XQ —^ ^(a-o; (0, Z, X ' ) ) . On peut
donc écrire, pour tout ( x Q ^ z ^ x ' ) de U-z :

E{x^z, x ) = E(H o H-\x^ z, ̂ )) = E[^x^ (0, Z ( x ^ z , x^ X'(x^ x ) ) ) } =

E [ 0 , Z ( x ^ z , x ) , X I ( x o , x l ) } = Z k + \ x o , z , x ' ) - X k ( x o , x ) Z k - î ( x a , z , x ' ) . . .

-X,(x^x)Z(x^z^x) - X^xo^')

où la dernière égalité résulte de la définition de E et de l'identité S Ç Q ^ Z ^ X Z ^
. . . , a'yi) = ^k+l — X k Z 1 ^ ' 1 . . . — x ^ z ' 2 (voir thm 2.8). Ceci prouve le théorème
2.11.

Preuve du 2°) du théorème 0.1.
Pour <e = (^...^n) € C^1 nous poserons ||$||2 = ^^^ ^^ et ||̂  =

<fi î • • • 5<în)||2 = l^?=i ^^- Considérons donc une hypersurface C-analytique
A (définie dans un voisinage de l'origine) caractéristique pour 0(2:; D) et telle
que A H S == T et A induise un germe irréductible en 0 ç C"4'1. Il existe
alors (voir [7]) un système fondamental T de voisinages ouverts connexes de 0
tel que W ç. F ^ A H V est un sous-ensemble C-analytique fermé irréductible
de V, A H V H S = F H V et de plus les n{Aj) H Y (1 <, j ^ m) sont des
sous-ensembles C-analytiques fermés de V. Dans la suite de cette section §2
nous fixons un V € 7 de sorte que ûm(a'; 1,0,... ,0) ne s'annule pas sur V.
La preuve est composée de plusieurs propositions.

Proposition 2.13 (Verdier [24]). Il existe une stratification C-analytique de
Whitney (Aa)açl de A D V telle que pour chaque a de 1 ou bien Ao C S ou
bien Aa fi S = <f> et vérifiant les propriétés suivantes :

1) A H V = U A» et AQ H A^ = (f) pour a ^ f3. Chaque A^ est une
açl

sous-variété holomorphe lisse connexe localement fermée de Y, telle que Aa
et ÀQ\Aa soient des sous-ensembles C-analytiques fermés et dimc Aa\Aa <
—1 4- dimAc,.

2) La famille (Aa) est localement finie.
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3) Si ÂO H Aft ^ (f) alors Aa D A^.

4) Si AQ, D A^ et a 7^ /? alors (Ao, A^) vérifie la condition a) de Whitney
suivante : soit x un point quelconque de A^, alors pour toute suite (xp)p de
points de A» convergeant vers x et telle que la suite des espaces tangents
(TxyAa)p admette une limite C^ C contient T^A^.

Note. Quitte à diminuer Y, nous supposerons (ce qui est loisible d'après
le 2)) que 1 est fini. Jusqu'à la fin de cette section §2 nous fixons une telle
stratification (Acr).

Preuve. Prouvons d'abord que (A H V)\S = Â H V . Soit x un point de
AnViïS C Tny, si x n'adhérait pas à (Ar\V)\S alors il existerait un voisinage
ouvert Z (dans C"4'1) de x tel que Z H A H V = Z H T ce qui contredirait
le fait que A H V est irréductible et donc de dimension pure = n (voir [25],
p. 169) y compris en x. Donc A H V)\S_-== AnV. Posons alors Yi = AnVnS
et Y-2 = (AU V)\S. Il est clair que les Y;- et Yi\Yi (1 <, i < 2) sont des fermés
C-analytiques de X = A H V. Comme la condition w) de Verdier entraîne la
condition a) (voir [24] p 299) les résultats de [24] page 300 montrent qu'il existe
une stratification (Aa)aç.I de Ar\ V vérifiant toutes les assertions de la prop.
2.13 sauf peut-être le fait que dimc(Att\Aa) < -1 4- dimA^. Raisonnons
par l'absurde et considérons a ç. I tel que dimç Àa\Àa = d >_ dimc Aa.
Considérons (ce qui est loisible) une composante irréductible C deAa\Aa de
dimension d (cf [25]). Considérons la décomposition de Àa en composantes
irréductibles (fermées) : Àa = U I\^ cette réunion est localement finie etv À€A
\ -^ \1 =^ TA (/_ I\i (cf. [25]). Si, pour un À ç A, I\ rencontre Aa (localement
fermé) en un point x alors (dimjT\);r <, dimAa. On vérifie alors aisément que
d = dimÂa = dimC. Comme C est iréductible (C Àa\Aa), C est inclus
dans l'un des I\ (irréductibles) et lui est égal pour une raison de dimension.
Par conséquent la réunion localement finie de fermés U I\ ne contient pas

i\^c
C (sinon C serait l'un de ces I\). Comme A^ est inclus dans le fermé U I\i\^-c
il est alors clair que C n'est pas inclus dans Ao ce qui est absurde. Ceci
prouve la prop. 2.13.

Définitions géométriques 2.14. Comme TÇ}V = U Âo, on peut trouver

parmi les Aa C S une strate a de dimension (complexe) n — 1 telle que 0 € o-.
Si Acr C 5" est une strate différente de a alors a H Aa = (f>, en effet si a H Âa
n'était pas vide alors les points 1) et 3) de la proposition 2.13 entraîneraient
que a C Àa\Aa, or , comme dimcÂo\Ao. < -1 4- dimAc, < n - 2, ceci
est absurde. Comme le nombre de strates est fini, a est donc un ouvert de T
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inclus dans Treg. Par ailleurs comme AnV est irréductible (de dimension pure
n) on peut trouver parmi les strates Aa C V\S une strate E de dimension
(complexe) n telle que S H a ^ <f> et donc <7 C È. Il est clair que E est un
ouvert de A H V inclus dans Areg H Y. Dans la suite nous fixonsde tels a et
S.

Nous pouvons supposer que - dans la proposition 2.2 toutes les lagran-
giennes A^(l <, j <, m) sont définies à l'aide du même voisinage W^ de
(0, , . . . ,0; 1,0,... ,0) et du même réel ci > 0.

Proposition 2.15. Il existe une constante C > 0 et un voisinage ouvert
(dans S) X de 0 ç. C71 tels que X C S H V et pour tout ( x ' ; ̂ ) du conormal
N(cr) de a vérifiant x ' ç. X et ||̂ || = 1 on a :

1 ) ( x ' ^ ' ) ç N ( T ) n W 2

2) Pour chaque solution $o € C de l'équation ayn(0, x1', $o, 0 = 0 il existe
j ç {1 , . . . ,m} tel que $o = ^-(0, x1', ̂ ) (cf. prop. 2.2) et :

^(0^;^0 ^ C > 0 .
ô$o

Preuve. Rappelons que (par hypothèse) les racines de l'équation (0.5)
am(0, . . . ,0; <fo, 1,0,... ,0) = 0 sont simples, que 0 adhère à a C îreg et que
7V(T) n'a qu'une seule codirection (à savoir (1,0, . . . ,0), cf. thm 8.9). La
proposition 2.15 est alors une conséquence facile de la définition des A, (cf.
prop. 2.2) et du théorème des fonctions implicites.

Dans la suite nous fixons de tel C et X et un point x10 ç. a H X. Le
principe de la preuve consiste à établir l'existence d'un voisinage Q de (0, x10)
ç C71-^1 tel que pour tout (î/; T?) de 7VE vérifiant y ç ^ et \\r)\\ = 1, la
bicaractéristique de dm passant par (î/; rj) rencontre (au-dessus de 5") U A,.

Ceci prouvera que E H Q est inclus dans U 7r(A^) et on conciliera par un
argument d'irréductibilité.

Proposition 2.16. Il existe une constante C' > 0 et un voisinage ouvert
U(C V) de (0,^°) tels que 5" H U C X (cf. Prop. 2.15) et pour chaque (.T; Q
de 7V(E)\0 vérifiant x ç U on a :

9am ( c\
TfT^^0^0

ï W/ l ld im-1
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Preuve. Raisonnons par l'absurde. Comme ^—m- est homogène de degré
m -- 1 en ^ il existe alors une suite (a^^peN de points de A^S telle que
VP € N, H^ll = 1, lim^= (0,^°) et lim ^(^;^) = 0. Quitte à

p—>-+oo p-—••-l-oo -<*0

considérer une suite extraite on peut supposer que la suite (a;^; ^P)p converge
vers un point (0,^°;$). Comme Are^ est caractéristique pour a^ et que S
est un ouvert de Areg les (a^; ̂ p) annulent dm- Par conséquent on a :

(2.11) ^(0^°;0=0 et ^(O^O^O.
o'ço

Posons $ = (<îo,0. Comme ||$|| = 1 et que a^(0, x10; 1,0, . . . ,0) 7^ O
(cf. choix de V\ ( , ' est non nul. Comme (O,^0 ;^) est limite d'une suite de
points de 7VS\0 la condition a) pour (S, a) (cf. 4) prop. 2.13) montre alors
que ( x 1 0 ' ^ ' ) ç Na\0. Le 2°) de la proposition 2.15 contredit alors l'assertion
(2.11) précédente. Ceci prouve la proposition 2.16.

Proposition 2.17. On peut choisir U suffisamment petit dans la proposition
2.16 de sorte que U H <9S C o H X (cf. prop. 2.15). Nous fixons un tel U
jusqu'à la fin de cette section §2.

Preuve. D'après les points 1) et 3) de la proposition 2.13, <9E = S\E est une
réunion finie de strates deux à deux disjointes : Ê\S == a U ( U Ao) de sorte

06 J
que Va € J dim^ Aa < dimc(S\S) <_ n — 1. On peut supposer J non vide
sinon le résultat est trivial. Soit a 6 J, si on avait Àa H a ^ (f) alors on aurait
(d'après la prop. 2.13) a C Àa\Aa et dimc o <, dim(Âo\Ao) ^ (dimA^) -
1 < n — 2 ce qui est absurde. Donc a ne rencontre pas les ÀQ (a ç .7) et il
existe un voisinage ouvert U de (0, a;'0) tel que U H <9S C o" H .Y; ceci prouve
la prop. 2.17.

Nous pouvons supposer que - dans la proposition 2.2 - toutes les la.gran-
giennes Aj (1 ^ j<_ m) sont définies à l'aide du même réel 61 > 0. Rappelons
que <& désigne le flot hamiltonien de ûm(:r; ç) et que la constante C ' a été
introduite dans la proposition 2.16.

Proposition 2.18. (Avec les notations précédentes). 1°) On peut trouver
un réel p ç]0, 21~mCl[ et un polydisque ouvert P inclus dans U (cf. Prop.
2.17) de centre (O,^0) de sorte que si on pose

^={(o^;0ç'rp/o,5^| |0<2, ^•'••^ > ̂ iia""
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alors pour chaque (0, x ' \ ̂ ) de E la courbe t -^ <^(<, (Q, x ' ' , $)) est définie pour
t ç. D(Q, /?), est tracée dans T"U (i.e. au-dessus de U), et ne rencontre plus S
si(e£)(0,p)\{0}.

2) E et p étant fixés comme dans le 1°), il existe un polydisque ouvert Q
de centre (0, a;'0) tel que pour tout (î/; 77) de 7VS vérifiant \\rj\\ = 1 et y ç ^ on
peut trouver < ç Z)(0, />) et (0, x1; $) ç £? de sorte que <^(<, (0, x'-^)) = (?/; 77).

Preuve 1°) (Esquisse). On observe que ( t , x ' ^ ) -^ <^, (0, a^; $)) définit un
germe de dinéomorphisme local en chaque point de E. En raisonnant par
l'absurde et en utilisant des suites on obtient alors aisément le 1°). Prouvons
le 2°) en raisonnant par l'absurde. Il existe alors une suite (î/^;^) ç^ de
points de 7VE telle que lim yP = (O,^0), pour chaque p de N [^H = 1

et (î/^;^) ne peut pas s'écrire sous la forme ^(^ (0, rc'; $)) avec \t\ < p et
(0,^;$) 6 E . Quitte à considérer une suite extraite nous pouvons sup-
poser que (Y;^) converge vers un point (O,^0^) où ||77|| = 1. Comme les
(î/^^) appartiennent à 7vE\0 la proposition 2.16 montre que pour p assez
grand on a ^(î/W) >C',d'oM ^(O,^) > C'. Comme (^ x'-^ Q -.

^(^(O,^;^)) induit un germe de difféomorphisme au point (0,a:'°;77) et que
||77|| = 1 on vérifie aisément que pour p assez grand chaque (i/^;^) est de la
forme <^(<,(0,^;<0) avec \t\ < p et (O,^;^) ç E\ ceci constitue une contra-
diction. La proposition 2.18 est donc prouvée.

Preuve du 2°) du théorème 0.1.

Rappelons que (Q,x'°) adhère à S de sorte que S H ^î -^ (f> (cf. Prop.
2.18, 2°)). Nous allons prouver que S H Î2 est inclus dans U TÎ'(A,). Comme

E H Q est un ouvert non vide de Areg H V (cf. def. géométriques 2.14) et

A H V est irréductible^ ceci entraînera d'abord que A H V C U TÎ'(A,) (voir

[25] page 170) puisqu'il existe j ç {!, . . . ,m} tel que A H V C 7r(Aj) H V.
D'après le 1°) du théorème 0.1 et la proposition S. 11 la queue d'aronde de
sommet 0, 7r(Aj) induit un germe en l'origine irréductible, par conséquent A
et 7r(Aj) coïncideront dans un petit voisinage de l'origine ce qui prouvera le
2°) du théorème 0.1.

Considérons donc un point y de S H Q. et un covecteur 77 tel que (?/; 77) ç
7VS et ||77|| = 1. D'après le 2) de la proposition 2.18 il existe t ç D(Q,p)
et (0,^;$) ç E tels que (î/; 77) = ^(^(0,^;$)). Pour .s(réel)e [0,1] posons
g(s) = ^(st^O,^;^)) et notons :

5o = in f{5 i ç [0,1]/V5€ [6i,l] g { ^ ç N ^ }
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Comme Areg est caractéristique pour a{x\D) et que S est un ouvert de Aeg,
la lagrangienne lisse 7VS est invariante sous l'action du flot hamiltonien <î>,
par conséquent les g{s) annulent a,m et 7r(^(.so)) € 9S. D'après le 1) de la
prop. 2.18 les 7r(g(s)) - et donc n(g(so)) - appartiennent à U. D'après la prop.
2.17 on a U H <9S C o- H X C 5'. Donc n(g(so)) ç 5', d'après le 1°) de la prop.
2.18 on a nécessairement SQ = 0 de sorte que g(Q) = (O,^;^) et x ' ç a D X.
Par ailleurs (0, x1'^) appartient à E (cf. prop. 2.18) et annule a^, d'après le
choix de V ^ ' = ($1,... ,$n) est nécessairement non nul. De plus (0, x ' \ <^) est
limite d'une suite de points de 7VE, la condition a) pour (S, a) (cf. 4) prop.
2.13) montre alors que (x1'^1) ç. Na. Comme x ' ç. a D X la proposition 2.15
montre alors que :

(x^^N(T)nw^ (o^ ;^ )eGA,

Comme (0,a;';$) ç E on a ||̂ || ^ ||^|| < 2. D'après la proposition 2.18 on
a l^7""'1 ^ y^7""1 < €i. Par conséquent, en invoquant la proposition 2.2 et
l'homogénéité de am^O on peut écrire :

(y;7,)=$((,(o,^;n|^))=^||.$((r^-l,(o,ï';„—))
m

où par définition le membre de droite de la dernière égalité appartient à U Aj.
m.

Par conséquent U 7r(Aj) contient tout point y de S H ïï. Ceci prouve le 2°)
du théorème 0.1.
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§3. POINT DE VUE TOPOLOGIQUE

Dans cette section ainsi que dans les sections §4,5,6,7 et 8 nous
travaillerons avec les variables y = ( î / i , . . . , y k ) € C^ et étudierons les so-
lutions z de l'équation (3.1) définies par

(3.1) F(y, z) = ̂ +1 - ykz^ - yk-i^-2 . . . - y2z - yi = 0.

Ainsi, nous remplaçons dans l'équation (0.1) ( a - i , . . . , Xk) par ( î / i . . . . . y k ) pour
éviter ultérieurement des confusions de notation. Nous posons en outre :

ô.F(î/. z) = AQ/, z) = (À; + 1)^ - (k - l)^-2 - {k - 2)yk-^-3 ...-y,.

La queue d'aronde T (voir §8) est l'ensemble des y == ( î / i , . . . . y k ) tels que
^ec. AO/^)=F(^)=O.

Dans cette section nous montrons que la solution z de l'équation (3.1)
définit une fonction holomorphe ramifiée autour de T (voir thm 3.2) et que
le groupe fondamental 7Ti(P(Jî)\T) opère transitivement sur l'ensemble des
racines (voir thm 3.5). Dans le théorème 3.6 nous construisons des fonctions
algébriques e^ == z1 — N(^(g) 1 < £ < k dont la somme aux k + 1 racines
est nulle. Dans §4 nous utiliserons beaucoup le concept de somme aux k + 1
racines. Dans cette section nous donnons de ce concept une définition (et in-
terprétation) géométrique intrinsèque (voir thm 3.11 et prop 3.12) après avoir
construit le revêtement uniformisant z (voir def 3.9). Nous pourrons ainsi
expliquer le fait apparamment miraculeux que si la somme aux k + 1 racines
d'une fonction algébrique / est identiquement nulle alors il en est de même
des 9y.f, 1 <: j <: k. (Voir thm 3.11). Nous pensons que cette interprétation
géométrique indique la marche à suivre pour essayer de généraliser le théorème
0.2 aux autres types Dk.Ek de singularités stables (voir [l], [2]).

Considérons un point qo = ( î / ? , . . . , y°k) G C^T; notons ̂  (1 <; j < k-}-l)
les k + 1 racines simples de l'équation (3.1) : F(qo, z) = 0.

Définition 3.1. Pour chaque j ç { 1 , . . . , k-}-l] nous notons Zj(qo, y ) le germe
en qo holomorphe vérifiant Zj(qo, qo) = ̂  et F(y, Zj(qo, y)) = 0. L'existence et
l'unicité de ce germe holomorphe sont assurées par le théorème des fonctions
implicites.

Théorème 3.2. (Avec les notations précédentes). Pour chaque j C { 1 , . . . ,
À: 4- 1} le germe holomorphe Zj(qo,y) est prolongeable holomorphiquement le
long de tout chemin issu de qo et tracé dans Ck\T.
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Preuve (esquisse). Considérons un chemin F : [0,1] —»• C^T joignant qo =
F(0) à F(l). Posons alors :

B = [t ç [0, l]/ on peut prolonger Zj(qo, y )

holomorphiquement le long de F | [(),<]}.

Il est clair que supB > 0. Pour t ç [0,supB[ nous noterons Zj(qo,r(t)) la
valeur en F(t) du prolongement ramifié de Zj(qo,y) suivant F|[0^]}.

Comme 11-+ F(<) est bornée sur [0,1] on vérifie aisément que les solutions
en z de l'équation F(F(t),z) == 0 restent dans un compact de C. Il existe
donc une suite (<p) de points de [0,supB[ telle que la suite (2j(qo^(tp)))p
converge vers un nombre complexe Zj. On a alors F(F(sup B), zj) = 0 et
9zF(T(s\ipB),Zj) ^ 0 En utilisant le théorème des fonctions implicites on
vérifie alors aisément que sup B ç. B puis que sup B = 1 et donc que B = [0,1].
Ceci prouve le théorème.

Définition 3.3. Nous notons ak+i(z^qo, • ) , . . . ,^4-1(^0, •)) l'ensemble des
permutations de {(^(ço, • ) , • • • , 2^+1(90, •} (voir def 3.1).

Remarque 3.4. Soit F un chemin tracé dans C^T, d'origine et d'extrémité
qo (F est un lacet). Pour i ç { 1 , . . . , k + 1} nous notons r.^(ço, y ) le germe
holomorphe en qo obtenu en prolongeant holomorphiquement Zi(qo^y) le long
de F. Comme les racines de l'équation (3.1) F(qo^z) = 0 sont simples on
vérifie alors - à l'aide du théorème des fonctions implicites - que l'application:

^(ço,-) —> r2i(ço,')

définit un élément de <7À:+l(2:l(ço, •), • • . , ^+1(90, •))•

Théorème 3.5 (avec les notations précédentes). Soit R > 0 et P(R) le
poly disque ouvert de centre 0 ç. Ck de rayon R > 0. alors :

7ri(P(^)\T, qo) —— a^i(^(ço, •),.. . , ̂ +i(ço, •))

r-^(ç(h-)-^(ço,-))

définit un morphisme surjectif de groupes; TTI désignant le groupe fondamen-
tal.

Preuve. Le théorème de monodromie montre que si F et I^ sont deux lacets
de base ço homotopes dans 7r^(P(R)\T alors F^Ço,') = F'z^o,') pour j
variant de 1 à k 4- 1. La remarque 3.4 montre alors que l'application du
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théorème 3.5 est bien définie et est un morphisme de groupes. Prouvons qu'il
est surjectif. Posons :

fc+i
E= {(z^...,zk+i) 1 ^^- =0, zi- Zj ^ pour î ^j}.

E est homogène. E est un hyperplan de Ck+l privé d'un sous-ensemble
analytique fermé de codimension complexe 1 donc E est connexe par arcs.
Considérons alors une permutation a de { 1 , 2 , . . . , k + 1). Il existe un chemin
t -^ Z(t) = {z^(t\... ,Zk+i{t)) tracé dans E et vérifiant, avec les notations
de la définition 3.1 :

z(o)=(^...^i), z(i)=(4(i).-^(^i))
Vu la définition de E, on peut écrire :

k+i
^ - z,(t)) = ̂ +1 - î/j^)^-1 ... - V2(t)z - y,(t)

.r=l

t —^ r(t) = (yiW,--^ykW) est un chemin tracé dans C^T. D'après la
définition des z^ on a A(0) = A(l) == qo.

Comme E est homogène on peut supposer - quitte à multiplier les zj(t)
par une même fonction continue positive convenable - que le chemin F est
tracé dans P(R)\T. Considérons j ç { 1 , . . . , Â-+1} et notons (pour 0 ^ t <, 1)
I\ • Zj le germe holomorphe en Y(f) obtenu en prolongeant Zj(qo, •) le long de
la restriction de F à [0, t}. Il est clair que t -^ (I\.zy)(r(<)) définit une fonction
continue sur [0, t] prenant en t = 0 la valeur z°j •= ^(0). Comme (par définition
de Z(t)) F(T(t),Zj(t)) = 0, le théorème des fonctions implicites permet de
voir pour tout t de [Q,t], (r(^)(r(<)) = Zj(t). Comme (par définition) ^(1) =
z ° . . on en déduit aisément que r^-(ço,-) est égal à ^)(ço, •). Ceci prouve
la surjectivité du morphisme du théorème 3.5.

Le théorème suivant donne k exemples - fondamentaux pour notre objet
- de fonctions dont la somme suivant les k + 1 racines de l'équation (3.1) est
nulle.

Théorème 3.6. Pour chaque £ de { 1 , . . . , k} posons :

A^/2,...^)==——T ^ ^X-
Â:a2+(^-l)"3+...-t-2ofc=^
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_o, (û '24- . . .+^- l ) !xy^ -————.———————
Q'2' . . . û^!

(par convention A^i =0) et

^ = e^ ( î / 2 , . . . , y,,, z) = ^t - Nt ( y - î , . . . , ̂ ).

Alors pour tout ( î / i , . . . , y k ) de C^ la somme de Cf suivant les A: + 1 racines
21,..., Zk^i de l'équation (3.1) est nulle E î1 ^(î/2, • . • , Î/Â:, ̂ ) = 0

Exemples : e, = z , e^ = z2 - ̂  y^ 63 = z3 - ̂  y^, e^ = z4 -
4î(î/J+2^-2).

Preuve. Rappelons que :

k+l

Y[(Z - Z,) = Z^l _ ^Z^-l . . . _ y,Z - y,.

J=l

Nous allons reprendre - en la précisant un peu - la preuve des formules de
Waring qui relient les Xf = ̂ ^ zj (^ ^ 1) aux y^ ̂ ..., y ^ . On a :

k+i k+i

^(l-^)=^+l^(è-^=^4^-^•••-ï- î / l]=

l-^22/,. . .-Z^-^Â:+ l!/l.

En utilisant la formule log(l -11) =-^^ ^- on obtient les égalités suivantes,
entre séries formelles en Z :

^•+1 fc-H +00

(3.2) log n(l - Zz,) = ̂  log(l - Z z , ) = - E 7 x^ -
3=^ J=l ^=1

log[l-(Z22/,+.. .+^^24-Z^ l î /0]=-El(^2^4-.. .+^^2+^^ '+ l î / l) J .
j=i •;

En utilisant la formule du multinôme on voit que le second membre de l'égalité
précédente est égal à :

+00 r-it= - E E y?' v^ • • • y? u , z^^1)0^-^^.
y=i a,+...+^.=, ai!. . .û^!
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En regroupant - pour chaque £ de N* - les termes en Zt et en identifiant avec
le coefficient de Zt dans (3.2) on obtient :

l v - 1 ^ ^ - Y" .a,^ (ai4-. . .+afc- l ) !
^-^2^- ^ yl y2 " ' y k — — a i ! . . . a,!——•

.7=1 (À;-H)oi+...4-2afc==^ 1 "

Si £ est inférieur ou égal à k alors o;i est nul. De plus pour £ = 1 Xi est nul
par hypothèse. On obtient alors immédiatement le théorème 3.6.

Maintenant nous allons construire le revêtement uniformisant (voir def
3.9) la solution z de l'équation (3.1) et dégager la signification topologique
(voir thm 3.11) du concept de la somme aux k + 1 racines. Jusqu'à la fin de
cette section nous fixons un polydisque P(R) comme dans le théorème 3.5.
La théorie des revêtements nous permet d'énoncer la définition suivante :

Définition 3.7. Notons K -p-^ P(R)\T de revêtement universel de P(R)\T.
Soit qo € 7^ tel que p(ço) = ço- Chaque lacet de base qo de P(R)\T se relève
par p en un chemin de 7Ï. joignant qo a un point q de p~l(qo)• Par ailleurs il
existe un et un seul élément du groupe G des automorphismes de p envoyant
qo sur un point donné de p~l{qo). G s'identifie ainsi à 7i-i(P(.R)\T1, qo). En
outre G opère de manière proprement discontinue et sans point fixe sur 7^,
l'espace des orbites K/G s'identifie à P(R)\T.

Pour chaque j ç { 1 , . . . , fc 4- 1} le germe z 7(905 •) permet de définir une
unique fonction holomorphe (uniforme) zj sur 7Î. telle que zj(qo) = zj(c[o^ ço) ==

^ et que les restrictions de Zj et ^i(çoî ')°P a un voisinage suffisamment petit
de ÇQ coïncident. Il est clair que l'ensemble { i i , . . . , 2^4-1} ne dépend pas du
choix des points ço et ço-

Pour chaque g de G, le théorème 3.5 et la définition 3.3 montrent que
l'application i, —»• Z{ o g définit un élément de l'ensemble (7k-\-\{^\^ • • ' •> ^--n}
des permutations de { ^ i , . . . 5 Zk+i}-

Le théorème suivant est alors une conséquence du théorème 3.5.

Théorème 3.8 (Avec les notations précédentes). Notons G° le groupe opposé
à G' (voir def 3.7). L'application suivante :

G° ——> 0^4.1(^1,. . . ,2fc-n)

g ,—, (^. ̂  ^ o g)

définit un morphisme surjectifde groupes. Le noyau H est égal à {g ç G / Z J ==
z } ° Si J variant de 1 à k 4- 1}, il ne dépend pas du choix des points qo et qo.



44 E. LEICHTNAM

La théorie des revêtements permet alors de prouver ce que nous allons
écrire. Comme H est un sous-groupe distingué de G, le groupe quotient G / H
opère sur l'espace des orbites 1Ï./H de la manière suivante : si gH ç G / H et
q ç 7Z, ^f.ç = {/i(ç)//i 6 ^} ç TZ/^f alors on pose :

W.(H.q) = H.g(q)

L'application suivante :

Kl H -^ n/G^ P(R)\T

H.q —. G.q = { g ( q ) / g ç G}

définit un revêtement galoisien, le groupe des automorphismes de p ' s'identifie
a G / H r^ crfc-n(2'i5 • . • ^k+i) et opère de manière simplement transitive sur
chaque fibre de p ' . Une fonction holomorphe sur 7^ invariante sous l'action de
H induit une fonction holomorphe (uniforme) sur Kl H , et réciproquement.
Il est donc naturel de donner la définition suivante :

Définition 3.9.
n/H -p^ P(R)\T

est appelé le revêtement uniformisant de la solution z de l'équation (3.1)
F ( y , z ) = 0, et z définit une fonction uniforme s u r T Ï / H .

Remarque 3.10. Si f(y,0) est une fonction holomorphe sur P(K) x
C\{(y,e) I QeF(y,0) = A(î/,6>) = 0} alors fÇy.z) définit une fonction uni-
forme H / H .

Soit j ç { 1 , . . . , Â * 4 - 1}. Comme 9y^ définit un opérateur différentiel sur
7^ invariant sous l'action de G, il définit aussi un opérateur différentiel sur
K / H invariant sous l'action de G / H ^ 0-^4-1 ( i i , . . . , -^-n).

Avec ces notations nous pouvons maintenant énoncer l'un des résultats
centraux de cette section :

Théorème 3.11. Soit / une fonction holomorphe sur K / H , posons :

Ti-f = -———— Y^ f o nJ (Â-+I)! z-1 J g
v • / g(EG/H

où g parcourt la liste des automorphismes du revêtement p ' uniformisant z
(voir def. 3.9). Alors :
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1°) TT/ définit une fonction holomorphe sur P(7?)\T, TT o TT/ = TT. De plus /
se décompose de manière unique en / = /i + fi où /i définit une fonction
holomorphe sur P(R)\T et Tr/2 = 0.
2°) Pour chaque j de {1 , . . . , k + 1} on a Oy^ TT/ = Qy^ f. De plus si nf = 0
alors TTC^. / = 0.

Preuve 1°) On vérifie aisément que irf est une fonction sur 7Ï./H invariante
sous l'action de G / H , le groupe des automorphismes du revêtement galoisien
p ' . Donc TT/ est constant sur chaque fibre de p ' et définit une fonction sur
P(R)\T. Il est clair que TT o TT = TT. On obtient alors immédiatement le 1°)
en posant /i = nf et f^ = f — TT/. Comme 9y. est invariant sous l'action de
G / H on obtient immédiatement le 2°).

La proposition suivante donne une expression concrète de TT/ dans un cas
particulier mais significatif.

Proposition 3.12 (Avec les notations de la remarque 3.10 et du théorème
3.11). Soit f(y,0) une fonction holomorphe sur P(R)xC\{(y,6) / QeF(y,0) =
A(y,6) = 0}. Alors on a :

- k+i

Wy)-^Ef^2^

où 2:1,. . . , Zk+i est la liste des racines de l'équation (3.1) : F{y\ z) == 0.

Preuve (esquisse). D'après les théorèmes 3.5 et 3.8 G / H s'identifie au groupe
de permutation <7fc - ( - i ( z i , . . . , .2^+1). Le résultat est alors immédiat.



s



§4. ETUDE GEOMETRIQUE DE L'ALGEBRE Ov[z}

Les résultats centraux de cette section sont essentiellement les suivants.
Dans le théorème 4.12 nous montrons qu'il existe un opérateur noté D~1 de
primitivation par rapport à î/i opérant sur l'ensemble des éléments de Oy^]
dont la somme aux À: + 1 racines est nulle. Nous posons e\ = D^ (voir
def 4.24) et montrons qu'il existe une importante matrice P(y) permettant
d'exprimer le vecteur colonne (c^1)^^^ en fonction de (e^)i<c<k (cf. thm
4.27). Nous établissons (cf. thm 4.32V des inégalités du type h~^\e^\ <, C^4'1.
Dans le théorème 4.36 nous effectuons le calcul de cÇ|e^ . Dans le théorème
4.37 nous montrons que si c ( y ^ D y ) est un opérateur différentiel d'ordre 7_n_
caractéristique pour T alors les c{y\ Dy)e^~1 s'expriment en fonction des ej
(et non pas de leurs dérivées).

Considérons l'application H suivante :

Z — — — ^ = { ( î / 1 ^ 2 , . . . , ? / , ) }

(4-1) (p2 , . . . ,pfc , ̂  — H ( p 2 , . . . ,^- <) - (yi = ̂ +1 - p k ^ - 1 . . .
-P3^2 - P2^ V2 = P2, V3 = P-î, • • • - Vk -= Pk)

Le déterminant jacobien de H vaut A(^,p2. • • • ^ P k ) = (k -}- 1)^^' — (k —
^Pk^"2 • • • — 273.32: — p2- La conçue d'aronde T est l'image par H de A'^O).
Comme H est une application finie on a le :

Théorème 4.1. Notons Oz [resp. Oy} l'algèbre des germes g Ç p ' z , • • • ,Pfc , ^)
[resp. c(î/i,. .. ^ V k ) } en l'origine holomorphes. Alors l'application H induit
un isomorphisme naturel Oz ^ OvI^] où z est solution de l'équation (3.1) :
zk+l = yk^k~~^ + . .. + y^z + y\. Nous poserons A = Oz = ^vl-^]? ainsi un
élément de A pourra - indifféremment - s'écrire sous la forme g ( p ' 2 - ' - • ^ P k i z)
ou sous la forme ^^o ^^(î/i.- • • , V k ) -

Preuve. Notons IH l'idéal de Oy engendré par les composantes H ^ , . . . ,-9\-
de H (on a posé H ( p 2 ^ . . . ,pji., ^) == ( H ^ , . . . , Hk)). Il est clair que 1, z , . . . , ^ fc

constituent une base du C-espace vectoriel Oy / I H . L'applica.tion H est alors
de multiplicité finie k + 1 (voir [1] page 65). Le théorème de préparation de
Weierstrass (voir [l] page 66) aiiirme alors que pour tout g(p-2. ' • • - P k ^ ) € Oz
il existe des germes holomorphes c ^ ( î / i , . . . , y k ) (0 ^ f <^ k) appartenant à
Oy tels que :

k
g ( p 2 , . . . , p k , = ) = ̂  C [ ( H ( p 2 , . . . , p k ^ ) ) z £ .

£=0
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Ceci prouve le théorème.

Dans cet article nous adopterons la convention suivante :

Convention 4.2. Soient V un voisinage ouvert de 0 ç C^ et uip-^,. ,pk z )
une fonction holomorphe sur '^A-^O) . Nous lui associerons une fonction
holomorphe ramifiée de la manière suivante. Soit P(-R) un polydisque ouvert
de centre 0 6 C^ tels que pour tout y ç P(R) et tout z solution de l'équation
(3.1) F ( y ' , z ) == 0 on a ( î / 2 , . . . ,î/^) ç V. Soit qo = ( ? / ? , . . . , y°k) € P(R)\T,
considérons (avec les notations de la définition 3.1) z° l'une des k + 1 racines
solutions de l'équation (3.1) F(qo,z) = 0. Reprenons le germe Zj(qo,y)
holomorphe en qo vérifiant Zj(qo,qo) = ^ et F(y; Zj{qo, y)) = 0. Alors
Y ^ ^(î/2, . • . , Vk, Zj(qo,y)) est un germe en qo holomorphiquement prolonge-
able le long de tout chemin issu de qo et tracé dans P(R)\T (voir théorèmes
3.2 et 3.5). Ce germe définit une fonction holomorphe ramifiée "associé" à
u ( p 2 , - " , P k ^ ) .

Cela dit, en différentiant l'équation (3.1) : 2^1(qo,y)-yk^k~l(qo.y) .. .-
y2zj{(lo^y) — î/i = 0 on obtient les relations suivantes :

(4.2) ô ,^y)^——^^ l < , C < k ^
A(î/,^(ço,2/)) - '

naturellement si ÇQ ç T et si z°. est racine simple de l'équation (3.1) : F(qo. z)
== 0, alors Z j ( q o ^ y ) vérifie encore les relation (4.2).

La proposition suivante explicite alors les relations existant entre les
dérivations en (p2? • • • ^ P k ^ z) et les dérivations en ( î / i , . . ., î/jk).

Proposition 4.3. Soit g ( p 2 , . . . ,pjfc , 2) une fonction holomorphe sur un ouvert
V ne rencontrant pas A'^O). Considérons un point noté ( î / S , . . . , y° z°) de
V : A( î /^ . - . ,2 /^^) 7^ 0. L'application H (notée (4.1)) induit alors un
difféomorphisme local d'un voisinage de ( y ^ , . . . , î/j?., c0) sur un voisinage de
qo = H ( y ^ . . . , î/j^ 2^) dont l'inverse est noté H ~ ^ { y ^ , . . . ^ y ^ ) . On a alors :

(4.3) 9y, [ g o H - l ( y ^ . . . ^ y k ) } = (^ 9^} o H-1

/ .^-i \
(4.4) 0 ^ [ g o H - l ( y ^ . . ^ y k ) ] = ^ a p , g ^ ^ - ô , g } o H - l (2 ^ ê < k).

Preuve. Posons H ( y ^ . . . , ?/^ ^°) == (^°, • . . , ̂ ) = ÇQ ^t considérons le germe
en qo holomorphe Zj(qo,y) tel que Zj(qo,qo) = z] et F{y, Zj(qo, y ) ) = 0. On
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vérifie alors aisément que H-1^,..., y k ) = ( î / 2 , . . . , y k , Zj(qo, y)). La propo-
sition 4.3 découle alors des relations (4.2).

Ceci motive la définition suivante :

Définition 4.4. Soit u(p^^... ,pjfc, z) comme dans la proposition 4.3.
1°). On pose alors, (pour A(p2,. • . , P k , z ) ^ 0) :

(4.5) 9y,u = ————1————- Q,u,y A(p2,...,pjc^)

(4.6) 9y,u^9p,u+———z-————- Q,u 2 < , £ ^ k .
A(P2,•••,7^•,2:)

La proposition 4.3 permet de voir que ces opérateurs <9y; commutent. Si
u 6 Oy on retrouve bien les dérivations usuelles.
2°). Soit p ç N, on note A'^ le Oy-module engendré par les ô^u où a décrit

. y
les multi-indices de N de longueur <_ p et u parcourt A. Les éléments de A~1

sont des germes en 0 définis par des fonctions de (p2, - • • ,pjcî z) holomorphes
sur le complémentaire de /\~1(0) dans un petit voisina.ge de l'origine.
3°). Soit p ç N, on pose A7' = {u ç A / cÇu ç A pour tout multi-indice a de
longueur <_ p}.

Remarque 4.5. Reprenons la fonction holomorphe ramifiée u ( y ' z ^ . . . , î/^,
Zj(qo^y)) de la convention 4.2. Pour tout multi-indice a de N^ la proposition
4.3 et la définition 4.4 permettent de voir que :

Q^[y -^ u(y^,...,yk,Zj(qo,y))] = (0^u)(y^,... , y^, z^qo, y)).

Proposition 4.6. Soit p ç N et u C A~r

1°). Supposons que Qy^u = 0, alors u définit un germe holomorphe
u(y2, • • • -, Vk) en l'origine.
2°). Soit N ç N*, supposons que 9^[u = 0, alors IL définit un germe
u(î/i , î/2, • • • ? y k ) holomorphe en l'origine.

Preuve. 1°). On peut trouver un polydisque ouvert P de centre 0 6 C^
et une fonction u(p^,... ̂ p k , 2) holomorphe sur P\A-1(0) qui induise en 0
le germe n. D'après la définition 4.4 on a 9 z u ( p ^ ^ . . . ,p^ 2) = 0, donc u ne
dépend pas de 2. Comme pour tout ( p - z , . . . , p k , 0) ç P il existe z ç. C tel que
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{?2,... , p k , z ) € PVA'^O) on obtient immédiatement le 1°). Le 2°) est une
conséquence facile du 1°).

Nous définissons maintenant pour les éléments de A = Oy[^] l'opérateur
(9^1 de primitivation par rapport à î/i, il joue un rôle crucial car le conormal
a la queue d'aronde T ne contient qu'une seule co-direction au-dessus de
l'origine (voir thm 8.9) : celle conormale à y\.

Définition 4.7. Soit u = ^(^25 • • • ^ p k i z) ç C^y^] = A [resp. A~1, cf.
dcf 4.4], on pose alors Qy^u = f^(k + 1)^ - (k - l)p^-2 . . . - 2:936' -
P2.)'«(p25 • • • ->Pki G)d6^ c'est un élément de C^y^]. Qy^ôy^u) = u.

Note. La convention 4.2 montre que 9ylu permet de définir une fonction
uniforme sur le revêtement uniformisant 7!,/H de la définition 3.8 associé à un
P{JÎ)\T suffisamment petit. Par contre une fonction holomorphe quelconque
sur ' R , / H (i.e. ne provenant pas de A ou A""1) ne possédera pas en général de
primitive par rapport à y\ qui soit uniforme sur 7 Ï . / H .

Maintenant nous traduisons dans un cadre algébrique le concept (géomé-
trique) de la "somme aux k -+- 1 racines" introduit dans le théorème 3.10.

Définition 4.8. Soit u(y,z) ç OY[Z\ = A [resp. A^ pour? ç N*], on pose :

, k+i

(^X^-TT^ E u^2^ y^T
K + l j=i

011 ^ i ? ^2î • • • 5 ^k+i est la liste des racines de l'équation (3.1) : zk+l — y k Z k ~ l • . .
~~ U ' z ^ ~ y\ =0. Elles tendent vers 0 si y —^ 0. Nous verrons dans le théorème
4.11 que nu définit un germe holomorphe en 0 et n'a pas de singularités sur
T (pour u ç A~P).

Définition 4.9. Nous posons S = {u 6 Oy[z} / nu = 0}. Rappelons que
dcuis le théorème 3.6 nous avons construit des éléments ee(p2^ • • • ^ P k - > z) ==
z( — A^(p2î • • • - i P k ) (1 ^ ^ ^ ^) ci111 P^ définition appartiennent à S. (Les
A^(p^ ... ̂ p k ) sont des polynômes).

Proposition 4.10 1°) Entre C-espaces vectoriels (et ^y-modules) on a :
Oy[z] = Oy œ Oyez © ... € Oyek et S = Oye^ © ... © OyCk. De plus TT est
Oy -linéaire.
2°) Soit u ç C^y[^] alors nu ç. 0y, TT o -KU == nu et u — nu ç 6'. De plus,
u == nu si et seulement si u ç Oy.
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Preuve. Comme ^+1 = î/j^-1 + ... -h yiz 4- yi et a = ^i - N^,... , y k )
pour 1 <, £ <, k, il est clair que Ov[z\ = OY^OYC^ ©.. .œ^yejb. Considérons
alors un élément u de A, u = ao(î/)+ai(î/)ei 4-.. .4-ajk(î/)ejk où les a,(î/) e Oy.
Il est clair que TT est Oy-linéaire. Par construction des €f on TTC^ = 0. Donc
TTU = ao(î/) et appartient à Oy. On obtient alors aisément la proposition 4.10.

Théorème 4.11. Soient u ç Oy[z} et a e N^ alors on a :

^(7rzz)=7r(^)e0y.

De plus si u ç «S (voir def 4.9) alors 7r{9^u) = 0. Enfin soit p ç N* et i; ç A"^
(voir def 4.4) alors TTV définit un élément de Oy.

Preuve (esquisse). Ecrivons u = ao(î/) + ai(î/)ei + ... + ak(y)ek où les
aj(î/) G Oy comme dans la preuve de la proposition 4.10. On a nu = o-oÇy)^
pour établir que 9^(7ru) == nÇQ^u) il nous suffira de prouver que pour tout
multi-indice /3 Tr(ô^e^) = 0 pour 1 < £ < k. Commenç ons par le cas où
^y = ^Vi ou (pour fixer les idées) i ç { 2 , . . . , k}. D'après les définitions 4.4 et
4.8 on a :

1 Â:+l (\ ^ 1 \.(„„.,)(„, ̂  g ̂ ., ̂ —^ a.j.) („,...,„.„,,

Considérons qo = (y^..., y0^) ç C^T et reprenons les notations de la défini-
tion 3.1 et de la convention 4.2. On a alors, pour y dans un petit voisina.ge
de qo :

0 = 9,.(e,)(,) = ——— g f L 4- . ^0??/) „ O] e,}Â • + l ^ U ^^...^^(go^)) j y
( î /2, . . . , î / fc,^(ço,î /))

II est alors clair que 7r(9y,.e^)(î/) est nulle dans un petit voisinage de qo. En
utilisant la remarque 4.5 on vérifie alors aisément par récurrence sur \/3\ que
pour tout multi-indice /3 7r(ô^)(î/) est nul sur C^T. On en déduit que
9^ nu = 7r(9^u) 6 OY- Enfin si v G A~p alors la proposition 4.10 permet
de voir que î ; = a + 6 o ù a ç OY et ô est somme finie de termes du type
P(y;D)w où w 6 «S1 et P(î/;jD) est un opérateur différentiel d'ordre ^ p à
coefficients dans Oy- Comme les Tr(ô^e^) sont nuls on vérifie aisément que
7r(P(y; D)w) = 0 et TTV = TTÛ = a appartient à Oy. Ceci prouve le théorème
4.11.



52 E. LEICHTNAM

Le théorème suivant montre qu'il existe - pour les éléments de <S" - une
primitive naturelle.

Théorème 4.12. Soit u ç S (voir def 4.9) alors il existe un et un seul v
dans S tel que u = Qy^v. On posera v = D^u. Pour p 6 N* on posera
D~p == D~1 o . . . o D~1 (p fois) c'est un endomorphisme de S.

Preuve. Considérons l'opérateur 9y^ introduit dans la définition 4.7. Posons
v = 9y^ u — ^9^1u. D'après la proposition 4.10 7 ^ 0 7 ^ = 7 ^ e t ^ ; ç « S > . Comme
u ç. S le théorème montre 4.11 que 9y^v = u — 9 y ^ ' ^ ' 9 y l u = u — TTU -= u.
Prouvons la clause relative à l'unicité. Soit v ' Ci S tel que 9 y ^ v ' = u alors
v—v ç. S et 9y^ ( v — v ' ) = 0. D'après la proposition 4.6 v — v ' est alors un germe
holomorphe en 0 fonction de 2/2, • . • , Vk- On a donc 7r(u—î/) = v—v\ v — v ' € S
donc v — v ' == 0. Ceci prouve le théorème 4.12.

Le lemnu' suivant montre - "en gros" - que 9y1 "commute" avec les
9y, (1 <; J ^ k).

4.13. Soit j ç {2,... ,Â-}, pour tout u(p-2^... .p^, z) de A = OY^] on peut
écrire :

9y,o9^u= I 0j-19.u(p^...,pk,e)d0-{-9y,lo9^u(p^...,pk^)
Jo

^09y^==Qy^^o9^U.

Preuve. Comme A = (k + l)^^ - {k - l)pk^k~2 . . . - pi on obtient 9p^ A =
-(j — l)^"2. Rappelons que (cf. def 4.4) :

(4.7) ^=^+^ô, .

On a alors :

9y, \f A(p2,...,p,,0)u(p,,...,pt,e)^1 = ^[c»p,A)u+Aô,,,u]rfe+^-lu
Uo 1 Jo

= -̂/(c»,,,») - o- -1) r ̂ -1"^ + ̂ -l«•
Jo

En intégrant par parties on constate que :

^(j -1) / e3-2-^ de + z3-^ = / ^-^^ ^.
Jo Jo
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On obtient alors immédiatement la première égalité du lemme 4.13. Rap-
pelons que 9y^ est également défini pour les éléments de A~1. En utilisant
l'égalité (4.7) on obtient aisément que 9y, o 9y^u = 9y^ o 9y,u. Ceci prouve
le lemme 4.13.

La proposition suivante nous permettra d'analyser les termes du type
9y; o D-VCI (voir thm 4.34).

Proposition 4.14. 1°). Soient (p, h) C N2 et a = ( Q i , . . . , a f c ) de Nk de
longueur?. Alors 9y; oD~P envoie S dans S et 9y oD-^ = D ~ h o 9 y O D ~ P .
2°). Soient u ç. S et (1/2, . . . ,î/^) —> a(î /2, . . . ,î/jk) un germe holomorphe ç Oy
indépendant de y\. Alors D^^(au) = aD~l^L.

Preuve 1°). Si'|a| = p == 0 il n'y a rien à prouver. Supposons d'abord que
p = \a\ = 1, on pose alors 9y = Q Considérons u ç <S\ d'après la proposition
4.6 on peut écrire D-^u = 9y^u+ 6(2/2, . . . ,î/jQ où 6( î /2 , . . . .î/jQ ç Oy. D'après
le lemme 4.13 9y, o 9y'^u ç. A, donc 9y. o D^u ç. A. D'après les théorèmes
4.11 et 4.12, on a TT^y.D-^u) = 0 et nÇD^u) = 9y^(D~l^i) = 0. Donc -
par définition - 9y^ o D~l^l ç S.

Maintenant prouvons par récurrence sur h ç N que 9y^ oD~l~h = D"11 o
9y. o D~1. Pour h = 0 c'est vrai. Soit h ç N, supposons le résultat vrai
au rang h. Soit u ç <S, d'après ce qui précède 9y. o D~2u ç. <S'; par ailleurs
9y^ o 9y^ o D~2u = 9y^ o D~1 u 6 S. Le théorème 4.12 affirme alors que
9y. o D~2u = D~1 o 9y. o D~lu. Cela dit l'hypothèse de récurrence permet
alors d'écrire :

9y, o jD-1-^-1^) == D-\9y, o D^u) = JD-1-71^. o D-^i).

Ceci prouve le 1°) dans le cas p = \a\ = 1 . Nous allons prouver le 1°)
par récurrence sur p. Soir p ^ 1, supposons l'assertion vraie au rang p.
Soit a ç. N^ un multi-indice de longueur p + 1. Considérons alors un indice
j ç. { ! , . . . , k] et un multi-indice f3 de longueur p tels que 9y, o 9y = 9y .
L'hypothèse de récurrence permet alors d'écrire :

(4.8) 9y o D-y-1 = 9^ o (9y o 9~p~l) = 9y, o D-1 o (9y o D-^)

or 9y, o D~1 et 9 y o D ' y envoient S dans S, par conséquent 9 y o D""^"1

envoie S dans S. On a vu précédemment que D~1 o 9y, o D~1 = 9y, o D~2 ^
par conséquent en utilisant successivement (4.8), l'hypothèse de récurrence,
le cas p = 1, l'hypothèse de récurrence on obtient :

9yoD-P-loD-h -=9y,oD-1 o(9yoD-P)o D-h=9y, 00-^09^ OD-P =
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D-11 o 9y, o (D-1 o 9^ o D-P) = D^ o 9 .̂ o 9y o jD-^-1 = D-^ o 9y o D~P-1

ceci prouve le 1°). Prouvons le 2°) II est clair que axu ç S et que 9y^(aD~lu)
= au. D'après le théorème 4.12 on a alors aD~lu = D"1^'^).

Le théorème suivant nous permettra de prouver (cf; thm 4.37) que si
c(?/; D) est un opérateur différentiel d'order •m_ caractéristique pour N(T) alors
les c(y\D) (D~'m~}~lej) 1 <, j < k s'expriment en fonctions des ei, 6 2 , . . . ,efc.

Théorème 4.15. Soient p ç. N et a = (o'i,... ,0^) € N^ un multi-indice de
longueur p, posons b = I^=i0' - l)û^. Alors pour tout ^(p2, • • • ,pk, z) € A il
existe u G A1 (voir def 4.4) tel que : (p = |Q'|)

(9^o9yPu)(p^...,pk,z)= ( 6b9,u(p^...^6)d0^v
Jo

en outre, 9^ o 9^11 ç A et 9y^ o 9^ o 9yPu = 9^ o 9yP~lu.

Note : 9y1 o 92 n'est pas défini en général.

Preuve. Nous allons prouver le théorème en raisonnant par récurrence sur
la longueur p de a. Prouvons l'assertion da.ns le cas p = 0. On a :

u = f <9^(p2,...,PJ^)^+^(p2,...,.Pfc,0)
JQ

comme u ( p ^ ^ . . . ,pfc, 0) ç A1 l'assertion est prouvée. Soit maintenant p ç N et
supposons l'assertion prouvée au rang p. Considérons un multi-indice a' ç. N^
de longeur p + 1, on peut supposer a -^ (p 4- 1, 0 , . . . ,0) sinon le résultat est
trivial. Il existe alors un multi-indice /3 de longueur p et j ç { 2 , . . . .À-} tels
que 9y! = 9y^ o 9y. Rappelons que d'après le lemme 4.13 on a 9y. o 9y2 =
9y. l o ^y. o ^y. l e t :

(4.9) 9,, o9y^u = f'ô^-^^ d6^9^(9^u).
Jo

Comme 9y^ o 9y^ envoie A dans A l'hypothèse de récurrence permet alors
d'écrire :

(4.10) Q^ o a^u = 9y, ̂  o Q^u} = 9y, o Q^ [9^ o Q^u\ ç A

Appliquons l'égalité (4.10) en remplaçant u par 9yl^l^ en utilisant l'hypothèse
de récurrence et le lemme 4.13 on obtient :

^ ° ̂ -r2» = ̂  [̂  ° ô,7-2"] = 9y, ° 9y2 [Qy ° 9^} =
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^ ° ̂  o (ôf o Q^u} = ô^1 o 9y, o (c^ o ô^u) = 9^ o cç o Q^u.

En utilisant les égalités (4.10) et (4.9) on peut alors écrire :

(4.11) <ç o 9,P-\ = ̂ . o cÇ/ [̂  o ô^u] =

^ 6'-1 (9. ̂  o cÇ^)) ̂  + <Ç1 ( .̂ (9^ o ô^.)).

Rappelons que d'après l'hypothèse de récurrence on a :

Q^oQ^u^ l'O^.ude+v
Jo

où v € A 1 et 6=^ O'-l)/^.

Comme 9^ = Ac^. (cf. def 4.4) on constate alors que :

9. [9^ o Q^u] = ̂ 9,u + A9y^

En utilisant l'égalité (4.11) on obtient alors :

ô? ° V^ == F ô^^^zude + Ô^Tv
^o

où X = z^^Qy^v + c .̂ (9^ o 9^) îi appartient à A. Ceci prouve le théorème
4.15.

Corollaire 4.16 (Avec les notations de la def 4.4). Soit p 6 N, alors Ap =
[u ç A / 9^u ç A}. De plus jD-1 induit une bijection de APr\S sur A^1 n<?.

Preuve (esquisse). Soit u ç A tel que 9^u ç. A. Comme 9^ [u - cÇf(<%^)]
= 0 la proposition 4.6 permet d'crire :

(4.12) u=9yP[9^u}^H(y^...^)

où H ( y i ^ . . . ,î/jk) 6 OY- Considérons un multi-indice a de N^ de longueur
^ p. Le théorème 4.15 et l'égalité (4.12) montrent alors que Q°.u 6 A. Le
théorème 4.12 permet alors d'obtenir immédiatement le corollaire 4.16.

Notation 4.17. Soit a = (ûi,... ,aj^) ç N^, on pose :

y(a) = (À: 4- l)ûi + À'a2 4- {k - 1)03 4- ... + 2ajfc.
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Le concept de polynôme quasi-homogène introduit ci-après nous aidera
à obtenir et à formuler une expression concrète des primitives itérées D~hef
h ç N, 1 ̂  H <, k.

Définition 4.18. Soitp ç N, on dit que Q(y^... ,̂ ) ç C[y^... ,î/,] est un
polynôme quasi-homogène de poids p si on peut écrire :

Ç(2/i,---,î/t)=^A,y^...^
a

où les Aa sont des constantes complexes nulles si (^(a) ^ p (cf. not. 4.17).
Ceci équivaut à dire que VA ç C on a :

Q^'y^^y^... A) = \PQ(y^... ,^).

Remarque 4.19. En quelque sorte z est affecté du poids 1, î/i du poids k+1,
yj du poids À; 4- 2 - j. Ceci "rend homogène" l'équation (3.1) :

^+1 = 2/fc^"1 + yk-i^'2 4 - . . . + y2z + î/i

On obtient aisément le lemme suivant :

Lemme 4.20. 1°). Soient j ç {! , . . . , k} et Ç un polynôme quasi-homogène
de poids p. Alors Qy^ Q est quasi-homogène de poids p — k — 2 + j.
2°). Le produit de deux polynômes quasi-homogènes de poids pi et p2 est
quasi-homogène de poids pi +p2.

Théorème 4.21. Soit j ç. {0 ,1 , . . . ,k], on peut écrire : (z étant solution de
l'équation (3.1))

î.^Yp^ ^
^==0

où pour chaque £ ç {0 ,1 , . . . ,k] Pj^ est un polynôme quasi-homogène (voir
def 4.18) de poids k + j -+- 1 - ̂  à coefficients dans N. De plus Pjj est de la
forme Pyj(î/i, . . . ,î/j^) == î/i -\-Tj(y'2,... ,î/jfc) où 1̂  est un polynôme indépendant
de î/i. Enfin pour £ > j Pj^e ne dépend pas de î/i.

Preuve. Nous prouvons le théorème par récurrence sur j ç {0,1 , . . . ,^} .
L'équation (3.1) ^+1 = î/i -h 2/22 4- ... + î/jb^~1 montre que l'assertion est
vérifiée pour j = 0. soit j e {0 ,1 , . . . ,k - 1), supposons l'assertion prouvée
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au rang j. En utilisant l'hypothèse de récurrence et l'équation (3.1) on vérifie
aisément que :

k-i

•E
^==1

z X ̂ '+1 = yzP^k + ̂  ̂ (^-i + ̂ +iP,,jO + ̂ P,,,-i.
^=1

Posons alors :

Pj+1,0 == î/l-Pj,Jb

P î̂  = P^-i + ̂ +i^,fc Kê<k-l

^W = ̂ -1

Comme j <^ k — 1 Pj k est, d'après l'hypothèse de récurrence, indépendant
de î/i. En considérant séparément les cas j < k — 1 et j = k — 1 on vérifie
aisément que Pj^j^(y^,... ,yk) = Vi +-R(î/2, • • • ^ k ) ' Enfin si £ > j 4-1 alors
H — 1 > j, et en utilisant l'hypothèse de récurrence et les formules définissant
Pj-\.\ (. on vérifie aisément que Pj+i,ê ne dépend pas de î/i. Ceci prouve le
théorème 4.21.

Remarque fondamentale 4.22. Pour chaque £ de {1 , . . . , ^} on a défini
dans le théorème 3.6 ci = z ^ - N ^ y ï , . . . ,yk) où N^y-2,... ,yk) est un polynôme
quasi-homogène de poids £ indépendant de î/i.

Théorème 4.23 (Avec les notations du thm 3.6). Soit j ç { ! , . . . ;Â-}, on
peut écrire :

D^ej = ̂ e^Rj^(yi^..,yk)
£=1

où pour chaque £ de {1 , . . . yk} Rj^ est un polynôme quasi-homogène de poids
À: + 1 + J - ^. En outre Rjj est de la forme Rjj(yi,... ,yk] = j4î-ti yl 4-

Tj(î/25- • • ^yk)i où Tj est un polynôme indépendant de î/i. Enfin pour £ > j
Rj^ ne dépend pas de î/i.

Preuve. Il est clair que î/i == ^ A( î /2 , . . . ,yk,ô)d0. Comme ej = z3 - Nj où
Nj ne dépend pas de y\ on peut alors écrire :

Q^e, = (\6J - N,) [(k + 1)̂  - (k - l)^-2 . . . - y^] d6
Jo

j^
- -A±J_^+i ̂  y^ / l~ l î/,^4-^-1

Â - + J + 1 ^ , J + ^ - l ^
/i=Â:+2-j
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^-l-j

-Sr^ï^--^,.
j + ^ — 1 est supérieur ou égal à À- + 1 si et seulement si h > k 4- 2 - 7. En
utilisant le théorème 4.21 on vérifie alors aisément que :

A r k + 1 ^ ^ h - 1Q-I _ v-^ i K -h i v-^ n — 1

'"e'- è2 iT^-î "' ~ L-. ̂ ^ '/;t P7+'-2-^^=0 L h=k+2-j

k P
- Y ——
^ e - j
L, ~r~ yw-3z - N j V i '

^j+l
z-^ £

^j+l

Posons alors pour 1 < £ < j :

_ ^ + 1 - ^ h - 1D K v •L •D \~^ n — iR^ - nTTî^' ~ ̂ _. JTh-^^^-2-^
h=k+2-j

Posons également pour j: + 1 < £ <^ k :

r. __A±L_p v" h - 1 p ^ - jR^ - ̂ TTT p^ - 2. .7T7T-r yh P^-W - -y- y^-,.
h=k+2—j

Comme les e^ sont de la forme z1 — N^ on déduit alors aisément de ce qui
précède que :

X;k
<~^ 7;

(4-^) 9y^j = E R^ + T^- • • ̂
£=1

où T est un certain polynôme en y . Appliquons l'opérateur TT o cL à, l'égalité
(4.13) (voir théorème 4.11). comme les TT^ et 7r9y,ef sont nuls on constate
que TrQy^T = Qy^T = 0, donc T ne dépend pas de î/i. La définition de D~1

(voir théorème 4.12) montre alors que :

k
^ T,D-^j^^R^.
£=1

Diaprés le théorème 4.21, P^y = î/i + ^(2/2,...^) et pour £ > j P^^ ne
dépend pas de î/i. Si h est compris entre À; +2-j et À: alors j 4- /i- 2- k <, j -2.
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En utilisant la définition des Rj^ on vérifie alors aisément que pour i > j Rj,t
ne dépend pas de î/i et que :

À: 4- 1
R^ = k + j + 1 yl + TJ^25 • • •5Î /^

où Tj est un polynôme quasi-homogène de poids À* 4- 1 4- J ' ' ~ j '

Montrons maintenant que les Rj^ sont quasi-homogènes de poids k 4-1 +
J — ^. Si 1 <_ H < j, ceci résulte de ce que Pj^h-2-k,£ [resp. î//J est quasi-
homogène de poids k + 1 4- (j 4- h — 2 — k) — £ [resp. À: + 2 — h] et de ce que :
Â:4-l4-0'4-^-2-Â:)-^4-Â:4-2--/i) = k-}-l+j-£. Si .y 4-1 <: ^ <, k, ceci résulte
de ce que y^^_j est quasi-homogène de poids Â : 4 - 2 — ( ^ 4 - l — j ) = k-\-\-{-j —£.
Ceci prouve le théorème 4.23.

Définition 4.24. Soit H ç {1, 2 , . . . ;Â;}, nous poserons e\ •= D~ïef. Plus
généralement pour h ç N nous poserons e^ = D~he^ et e^11 == 9^e^. Si
q G N on a alors :

^+9 _ T)-^^ p-^ — M ^h
e^ — u e^,e^ — Oy^ e^ .

Enfin si h appartient à Z nous noterons eh le vecteur colonne :

ph pi
. hd

Définition 4.25 (Avec les notations du théorème 4.23). Nous notons
P(yï-> ' • • îî/Jc) la matrice carrée d'ordre À: définie par P(y) = (^^)i<j^<^-
Le théorème 4.23 affirme alors que Pe == e1.

La proposition suivante rassemble des résultats auxilli aires que nous per-
mettront de majorer les l e^ ] .

Proposition 4.26. Posons K(y) = (Kj^(y))i<j,e<k = Oy^P(y), c'est une
matrice carrée d'ordre k. Alors :

1°). K(y) est une matrice triangulaire inférieure : Kj^ est nul pour £ > j et
^jj == r^TT- ^(v) es^ indépendante de î/i et est inversible pour tout y de
C^'.

2°). Pour tout h de Z et tout ?/, îd-^-hK(y) est inversible (Id -= matrice
identité).
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3°). Pour tout h de Z* notons Lj^(h) le coefficient d'indice ( j ^ £ ) de
ÇîjL +K(y))~\ Si ^ > j alors I^(/i) = 0 . Si £ ^ j alors L^(/i) est un
polynôme quasi-homogène d'ordre j — £ (cf. def 4.18) indépendant de 2/1;
en outre quand \h\ —^ 4-00, Lj^(h) converge dans l'espace des polynômes de
degré < j — £ vers le coefficient d'indice (j — £) de (K(y))~1.

Preuve. Le 1°) est une conséquence immédiate du théorème 4.23. Prouvons
le 2°). Soit h ç. Z, ïd+hKÇy) est une matrice triangulaire inférieure dont
les éléments diagonaux valent 1 -(- • • . - . / . Comme j<_ k (= ordre de la ma-

trice) on constate que — ( ̂ fif1 ) n'appartient jamais à Z, donc les éléments
diagonaux de ïd-}-hK(y) ne s'annulent jamais. Ceci prouve le 2°). Prou-
vons le 3°). Notons -D/i la matrice diagonale carrée d'ordre k dont l'élément
diagonal d'indice (j,j) vaut ^ + '̂H (1 < j< k). Alors on peut écrire :

0 , lQ l+A'(y))=Id-^(h)

où T(h) == (T, i(h)) est une matrice triangulaire inférieure dont les éléments
diagonaux sont nuls et telle que pour j' > £ Tj^(h) est un polynôme quasi-
homogène de poids j — £ (et donc de degré <: j — £) convergeant vers une
limite quand \h\ —> 4-00. On a donc :

k
(id-r^))-1^ TW

p=o

Le coefficient d'indice (j,£) de T^Çh) (où 1 ̂  p ^ k - 1) est donné par :

^ Tj^ Ti,^ ...T,p^
îl,î'2,...,lp

s'il n'est pas nul, c'est une polynôme quasi-homogène d'ordre j —£. On obtient
alors aisément le 3°).

Le théorème suivant montre qu'il existe des relations matricielles
agréables entre les vecteurs colonnes e71"1'1 et €h.

Théorème 4.27. Reprenons les notations de la définition 4.25 et de la propo-
sition 4.26. Alors :

1°) \/h ç N on a : e714-1 = (Id +hK)~lPeh

2°) V/i ç N on a : e-^1 = (Id-/^7<)-lPe-/t
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Note. D'après la proposition 4.26, Id-{-hK(y) est inversible pour tout y de
C^ et h de Z. Un argument de prolongement analytique montre les identités
de 1°) [resp. 2°)] entre fonctions de (1/2, " ' ,Vk, z) sont valable globalement
dans Ck [resp.C^A-^O)].

Preuve. Prouvons le 1°) par récurrence sur h. Le théorème 4.23 et la
définition 4.25 montrent que le résultat est vrai pour h = 0. Soit h ç N,
supposons le résultat prouvé au rang /i. Comme K = 9y^ P ne dépend pas de
î/i on a :

(4.14) 9y, [(Id-K/i+WPe714-1] ^Id+^+lW-^Pe^+^e^1),

or l'hypothèse de récurrence assure que Pe^ = (Id^-/^)*0^1, les deux mem-
bres de l'égalité (4.14) sont donc égaux à :

(Id+(/z4- l)J<)- l((Id4-/^A')e / l+l +J<e / l+ l) = e714-1.

Comme les composantes du vecteur colonne (Id-h(/i+ l)K)~lPeh~{~l apparti-
ennent à S, le théorème 4.12 et la définition 4.24 montrent alors que :

^^(Id+^+lW-1?^4-1.

Ceci prouve le 1°). Prouvons le 2°) par récurrence sur h. Le résultat est vrai
pour h = 0. Soit h ç. N supposons le résultat vrai au rang h. L'hypothèse de
récurrence assure donc que :

e-714-1 ==(Id-/lJ<)- lPe- / l.

En dérivant cette relation par rapport î/i, on obtient :

-h _ /T-I _ i r^\-l/ V^-h , TD^-h-le-71 = (Id--/l7<)- l(Jve- r t4-Pe~' l - l)

(Id -/iJ^e-^ = Ke~h + Pe"^"1

(Id-^+^A^e-^Pe-^-1

e-h ^Id-^+lW^Pe-71"'1.

d'où

d'où

d'où

Ceci prouve le 2°).

Maintenant nous allons introduire des polynômes qui nous permettront
de majorer les e^ , 1 ̂  j < k lorsque h est grand.
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Définition 4.28. Soit p un entier ç { 0 , 1 , . . . , 2k + 1}. Nous notons H(p)
le polynôme égal à la somme de tous les monômes y " = y^y^2 . . . y^ (sans
répétition) quasi-homogènes de poids p (cf. def 4.18). Ainsi H(Q) =1. En
outre nous poserons, pour q < 0, H(q) = 0.

Définition 4.29. Considérons deux polynômes de C[î/ i ,... .̂ ,] ^ûaî/0 et
Y^baY0 , les &Q étant ^ 0. Nous écrirons ^ûaî/0 "G S^o^ si et seulement
s iVaçN^ |ao| < 6^.

Avec les deux définitions précédentes on prouve aisément la proposition
suivante :

Proposition 4.30. Il existe une constante C\ ^ 1 telle que pour tous j ^ £ ç
{ 1 , 2 , . . . ,k] et tout h de Z le coefficient Rj^(y) de la matrice P(y) (cf. Thm
4.23) et le coefficient Lj^(h) de la matrice (M + K(y)) (cf. proposition
4.26) vérifient les inégalités suivantes :

R ^ ^ C \ H ( k ^ - l + j - £ )

L^eW < Ci^O - f) (cf. def 4.28)

On prouve aisément le lemme suivant :

Lemme 4.31. Il existe une constante €2 >. 1 telle que pour tout
p ç {1, 2,... ,k + 1} et tout r ç]0,1] on a :

SUp |^(P)(Î/)| < C2F ^ C.2

|2/i|<^.-,|î/fc|<^

On a évidemment H(Q) = 1 ^ €2.

Le théorème suivant fournit une majoration des e^(î/).

Théorème 4.32. Soient j 6 { L . . . . Â : } et h ç N*. Alors pour chaque
i G {!, . . . , / ;} il existe un polynôme ai(j^h)Çy) quasi-homogène de poids
h(k + 1) + j - i tel que :

e^ = ai0\ ^)ei + ... + ûfc(j, h)ek

et vérifiant pour tout r ç]0,1]

sup |a,0,/,,)(y)|^2^C'l2/tC|/•Â•2/l.
\yi\^r,...,\y^\<r h-
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Preuve. D'après le théorème 4.27 les deux relations suivantes - entre vecteurs
colonnes - sont vérifiées :

e1 = Pe°, e^ = (Id+^Q^Pe^ h ç N.

On vérifie alors aisément que :

(h - l^e" = (^ + AT'P^ + AT1? ... (-^ + JvrPPe0.

Dans l'égalité précédente P intervient /i fois. En effectuant les produits ma-
triciels et en reprenant les notations de la proposition 4.30 on obtient :

(h - 1)! a,0\ h) = ̂  L^{h - l)R^^L^^(h - 2 ) . . . R^R^,.

Cette somme comprend au plus k211'1 termes produits. En utilisant la propo-
sition 4.30 on obtient l'inégalité suivante :

(h - 1)! a,0\ h) < G?71-1 ̂  H(j - £k)H(k + 1 4- 4 - 4-i) x .

H^h-i - 4-2) x . . . x ^(Â: 4- 1 + ^2 - ̂ i)^(Â: 4- 1 4- ^i - Q

Cette somme comprend au plus À;271"1 termes produits. Considérons main-
tenant r ç]0,1] et supposons que toutes les composantes de y = ( î / i , . . . ^jk)
sont de module inférieur à r. Comme r <^ 1 le lemme 4.31 permet alors de
voir que :

(h - 1)! \a,(j,h)(y)\ < Cf-^C^^k211-1.

En utilisant l'inégalité h <^ 2h et le fait que fc, Ci, €'2 sont supérieurs ou égaux
à 1 on obtient alors immédiatement le théorème 4.32.

Le théorème suivant (et sa démonstration) éclaire un peu les liens existant
entre la géométrie de (9y[.s] et la queue d'aronde T.

Théorème 4.33 (Avec les notations du thm 4.27). Soit y° = ( i / ? , . . . ,,?^)
un point de Ck. Alors la matrice P(y°) est inversible si et seulement si y°
n'appartient pa.s à la queue d'aronde T.

Note. En utilisant des résultats de Teissier [21] on pourrait décrire pour
chaque j e {0 ,1 , . . . ,k - 1} l'ensemble des y tels que rangP(î/) = j.

Preuve. Supposons que y° ^ T et prouvons que P(y°) est inversible. Raison-
nons par l'absurde, si P(y°) n'était pas inversible alors il existerait un vecteur
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ligne A = ( A i , . . . ,ÀjQ G C^O tel que A(Id -J^0))-1?^0) = 0: D'après le
2°) du théorème 4.27 on a e = (Id—/<') - lPe~ l. Comme on a e,( î /2^ • • • ^Vk^)
= z3 — N j ( y -2 , . . . ,yk) pour chaque j de {!,...,/:} (voir thm 3.6) on vérifie
aisément par un argument de prolongement analytique que le polynôme
P(Z)=Àl(Z-M(y o ) )+A2(^ 2 -^2( î / o ) )+ . . .+Afc(^ f c ~^( î / o ) )es tnonnul
et annule les k 4- 1 racines (deux à deux distinctes car y° ^ T) du polynôme
^+1 _ yQ^k-i _ _ ̂  _ y0^ ç^i est absurde car d°P(Z) ̂  k. Donc P(y°)
est inversible. Maintenant supposons que y° ç T, raisonnons par l'absurde et
supposons P(y°) inversible . Il existe alors un voisinage ouvert connexe V de
y° tel que Vî/ ç V P(y) est inversible. Pour chaque y = ( î / i , . . . ,î/fc) de V\T
et tout z vérifiant z^1 - y k ^ ' 1 • • • - y-iz - Vi = 0, le 2°) du théorème 4.27
permet alors d'écrire :

(4.15) e-\y^... ̂ , z) = P-1 x (Id -K(y))e(y^ ... ̂  z).

Comme y° ç T, on peut écrire :

fc-H
(4.16) ^ i_^^- i ,_^o^j j^_ ,p

j=i

où z^ == 2§ est une racine multiple. Comme

W
^ ^ { ( ^ ^ . . ^ j f c + i ) ^ ^ 4 - 1 / ^^==0 , ^ - ^ z ^ p o u r z ^ j }

i

est une partie dense de Phyperplan d'équation ^ Zi = 0 et est connexe par
arcs, on vérifie aisément qu'il existe un chemin continu t ç [0,1] —>• c(t) =
(^ i ( f ) , . . . ^Zk-{.\(t)) vérifiant les deux propriétés suivantes :

a ) V < e [ 0 , l [ c(t)çEet c(l) = (z^z^... ̂ ,).

b) n^^^ - ̂ ^)) = ̂  - ykWz^-1 -... - ̂ (<)^ - yiW où ^ -. r(t) =
(î/i (Qî • • • ^Vk(t)) est un chemin tracé dans le voisinage V de î/°, V^ ç [0.1[ F(^)
Ç É T e t r ( l ) = î / ° .

En choisissant la racine (simple) z = ^i(O) de l'équation

^-^(O)^-1...--^)^

on définit deux germes en r(0) de vecteurs colonnes holomorphes : e(î/),
e"^?/). D'après le théorème 3.2 on peut prolonger holomorphiquement ces
deux germes le long du chemin F privé de son extrémité F(l) = y° et on définit
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ainsi deux fonctions : t —>• e(T(t)) , t —^ e-l(^(<)). Dans les expressions de
ces deux fonctions z a pour valeur zi(t). En utilisant les relations (4.5) on
vérifie aisément que (voir def 4.4) :

j_
A
l£
A

k z "

Comme z^ == 2'i(l) est racine multiple de l'équation (4.16) et que F(l) == î/°,
on vérifie que A(? /2(<) , . . . , î /fc(^), zi{t)) tend vers 0 quand t tend vers 1~. Donc
e'^r^)) n'est pas borné quand t —»• 1~. Or la relation (4.15) et le fait que
e(T(t)) reste borné montrent que c'^r^)) doit rester borné. C'est absurde.
Ceci prouve le théorème 4.33.

Théorème 4.34. Soient j et H ç. {1,2,...,/;}. Alors pour chaque 1 ^ i < k
il existe deux polynômes quasi-homogènes indépendants de y\ Vo(j^^i) de
poids j + ̂  — 1 — î, V\ (j, ̂ , î) de poids j - } - £ — 1 — i — k — 1 tels que :

À: k
^"^-E ^0,^00,4-^ Vi0^,z)e^.

î=l l'=l

Par convention un polynôme quasi-homogène de poids < 0 est nul. Si j + £ —
1 <^ k alors 9y•D~le^ = ^—r—.-e,-^_i; tous les polynômes V\(...) sont nuls
ainsi que les VoOî^, ^) pour z ̂  j -\- H—\.

Note. Heuristiquement jD"1 augmente le poids de k-\-\ unités, 9y^ le diminue
de À- 4- 2 - j unités, e, est de poids i, e} est de poids k + 1 + i, 9y^ D~ïe^ est
de poids j + -^ — 1. La relation du théorème 4.34 est donc homogène.

Preuve. On peut supposer j > , 2 sinon le résultat est trivial. Dans un
premier temps supposons avoir prouvé que :

(*) ^•^=E ^a^Qe,-1^ ^o'^oe,
où les V^Oî^O? Vi(j,^,î) sont des polynômes qua-si-homogènes indépendcmts
de î/i et vérifiant toutes les assertions du théorème 4.34. On constate alors
que 9yjD~lei et

«-E voO'^^.+E v^^1^
î=l
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ont même dérivée par rapport à yi, d'après la proposition 4.6 u - 9y^D~lee
appartient alors Oy. D'après le théorème 4.11 on a TTU = nÇQy^D'1^) = 0.
Donc d'après la proposition 4.10 on a 7r(u - Qy^D^ef) = u - (9^ D~1 e^) = 0
et le théorème 4.34 est prouvé. Maintenant nous prouvons la formule (*).
Rappelons (voir thm 3.6) que ef = ^t - N ^ y ' 2 , . . . ,yk). Donc Q^ee = ̂ -1.
La relation (4.6) de la définition 4.4 montre alors que :

P?J+^-2

(**) 9,, ei = -9^ Ne + ———————..
A(P2,.••,PJk,2)

Nous distinguons alors deux cas :

Premier cas • . j J s - £ - 2 < , k - l . Comme A^-^_i ne dépend pas de ?/i et que
^yi = A'^s on a :

^'^-2 ^
-A—==7T^~^ôyl(e^-l)•

Par conséquent (**) montre que :

^
Qy^ct = -Q^Nf + ^ ^ _ ^ 9y,ej^-i.

D'après le théorème 4.11, TT annule Qy^e^ et <9y^4.^_i, la fonction holomor-
phe —ôp^Nf est donc nulle. Par conséquent ^y.D~lef et . ^_ e,-^_i ont
même dérivée par rapport à î/i, comme ils sont tous deux annulés par TT les
propositions 4.6 et 4.10 montrent que 9yjD~lee = -_^_^ c^e^-i.

Deuxième cas : j + ^ - 2 ^ À;. On peut faire - dans (C[?/2, • • . ^À-])^] - la
division euclidienne de ^.^•H^-2 par A = (k + 1)^^ - (^ - l)?/^^^""2 . . . - y ^ ,
comme j 4- d - 2 < 2k - 1 on obtient :

/ À : \ fc

^^^^A^,...^^) ^ v^.W +^ yoO^.O^2-1
2 ? • • ' ;i/fc? -^ l / ^ ' ^ I W î ^ î *

\!=0 / 2=1

où les Vi(^, ^, i), Vo0\'^ 0 appartiennent à C[î/2? • • • ^Vk] et donc ne dépendent
pas de î/i. Dans cette égalité de division euclidienne remplaçons z par \z et
chaque y? par \k~{'2~pyp (2 ^ p <_ fc), À décrivant C*. Divisons les deux mem-
bres de l'égalité obtenue par À-^"2, comme A(À f c+2-2î/2, • • • ^ k ^ 2 ~ k y k ^ 2 ) =
A A(î /2 , . . . ^y^^ z) on obtient :

^^ = A(,/2, . . . ̂  2) ̂  ViO-,^ ̂ (À^^ . . . A)^^-^'2 ? • • • ^fc? ~ ) / ^ " i ^ J ^ ^ 1

î=0
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k

+ E y0^ ̂  ̂ ^ • • • A)^-^1^-1
ï'=0

L'unicité du dividende et du reste de la division euclidienne montre alors que
les V - ^ ( j ^ C y i ) [resp. VoOi^iO] sont quasi-homogènes (voir def 4.18) de poids
j -{- £ — 2 — i — k [resp. j 4- ^ — î — 1]. L'égalité de division euclidienne et
les égalités (**), z ' = e, + N,(y^... ̂ ), 9y,€i = e,-1 = ̂ - (1 < z ^ ^)
permettent alors d'écrire que :

k k

^•^=S ^i0'^)^+^ VoO^Oer'+^Q/i.---^)-

où w( î / i , . . . ,î/fc) est holomorphe sur C^. Comme TT annule ô^.e^, les e^ et les
e~1, (1 ^ î ^ Â') la proposition 4.10 permet de voir que TTW = w = 0. Ceci
prouve la formule (*) et le théorème 4.34.

Corollaire 4.35. Reprenons les notations et hypothèses du théorème 4.34.
Pour tout h de Z on a :

9y, ̂ +1 = E y»^ ̂ ' ̂ )e.'> + E y' ̂ ' ̂  ̂ )eA+l

î=l i=l

Preuve. Supposons d'abord h == —q avec ç ç N*. Par définition on a
e^ == ô^e./e^4'1 = 9^e}. Comme les Vo(...) et les ViC. . ) ne dépendent
pas de î/i on obtient immédiatement le résultat en appliquant 9^ à la re-
lation du théorème 4.34. Supposons maintenant que h ç. N. D'après le
1°) de la proposition 4.14 on a D~h9y^ o D~1 = 9y^ o jD-1-71. Comme
e^ == D~hei, e714'1 = D~he} et que les VQ,V\ ne dépendent pas de î/i, on
obtient immédiatement le corollaire 4.35 en appliquant D~h à la relation du
théorème 4.34.

Théorème 4.36. Soit a == (o^... ,û^) € N^\0 un multi-indice de longueur
|a| et £ ç { ! , . . . , k}. Il existe alors des polynômes indépendants de y\
Vq(a,£,i) quasi-homogènes de poids £-q(k+ 1) -î'4- I^^i(-5 - l)û'5, i variant
de 1 à fc, q variant de 0 à \a , tels que pour tout h de Z on a :

Q^^^Y^V^W^-
q=Q i=l

Si o = ( |o| ,0, . . . ,0) alors Vo(a,£,£) = 1 et tous les autres Vq(a^,z) sont
nuls.
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Note. e(. est de poids ^ D-H augmente le poids de |a|(Â- + 1) unités, ô"
le diminue de ^(Â: + 2 - j)a^ unités (voir lemme 4.20). Donc 901e[Q^ est de
po'ïdse+\a\(k+l)-Y,(k-}-2-j)aj. Par ailleurs e? est de poids i + q(k + 1).
On vérifie alors aisément que la relation du théorème 4.36 est homogène.

Preuve. Nous allons prouver le théorème en raisonnant par récurrence sur
p = \a\. Si p = |o| = 1, le résultat est une conséquence immédiate du
corollaire 4.35. Considérons maintenant p ç N* et supposons le résultat
prouvé pour tous les multi-indices de longueur p. Soit a un multi-indice de
longueur p + 1 et £ ç {1 , . . . ,k}. Soient j ç {! , . . . ,k] et un multi-indice /3
de longueur p tels que 9^ = 9y^ o 9^. nous allons dériver par rapport à yj la
relation de récurrence écrite ave h == 1 et /3 à la place de o, on obtient donc :

\/3\ k

(4.17) Qy.Q^ = E E^W^)^
q=0 î==l

1 ^ 1 k

+E E ̂ (/w)^r-1-
ç=0 d=l

Or, d'après le corollaire 4.35 on a :

k k

(4.18) ^ e^1 = ̂  VoO, ̂  0 e? + ̂  ̂ 0, d, z)e^
i=l i=l

Posons alors pour q variant de 0 à |o'| •= 1 + \/3\ :

k
V^^z)=9^V^(^^i)+Y^ V^^d)V,{^d^

k

+Ey°o'^^x(/^^)j=i
où, par convention, on a posé VJQ((/?,^,-) = 0 et V-\ (/?,-(?,•) = 0.

En utilisant l'hypothèse de récurrence et le corollaire 4.35 on constate que
Vq(a^^i) est un polynôme indépendant de î/i et on vérifie immédiatement les
trois faits suivants :

a) s'il n'est pas nul, Qy^Vq-\(ft^^i) est quasi-homogène de poids :

k k
^(q-l)(k^l)-i+^(s-l)^-(k+2)^j=£-q(k-^l)-z-{-^(s-l)a,

5=1 S==l
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b) s'il n'est pas nul, le produit Vq-i(l3,£,d')Vï(j,d, i) est quasi-homogène de
poids :

k
£ - (q - l)(k 4- 1) - d + ̂ (s - l)/^ + d + j - i - 1 - k - 1

== £ - q(k + 1) - i 4- ̂ (5 - l)û,
i

c) s'il n'est pas nul, le produit Vo(j^d^i) V q ( / 3 ^ £ ^ d ) est quasi-homogène de
poids :

k k

- z + ̂  - q{k 4- 1 ) - d 4- ̂ (5 - 1)A = ^ - ç(^ 4- 1) -1 4- ̂ (^ - l)û'.
i i

j 4- d- 1 -î 4-^- ç(Â: 4- 1) - d4- ̂ (5 - l ) A = ^ - ç ( Â ; + l ) - î 4-^(3-l)c

Par conséquent ^(a,^,?') est quasi-homogène avec le poids indiqué dans
l'énoncé du théorème 4.36. En outre si on remplace dans la formule (4.17)
Qy-e^ par le second membre de l'égalité (4.18) alors on obtient :

^^E E v^w-
g=0 !'=!

Rappelons que les polynômes VqÇa^^i) que nous venons de construire ne
dépendent pas de y\. Si h est un entier relatif strictement négatif alors
on obtient la relation du théorème 4.36 en appliquant Qy à la relation
précédente. Si h est un entier naturel > 0 alors on obtient la relation
du théorème 4.36 en appliquant D~h à la relation précédente, en utilisant
l'identité D~h9aD~^ == Qaj^-h-\a\ /^^ proposition 4.14) et les égalitésy y v

D~heqi = e^ . Ceci prouve le théorème 4.36.

Maintenant nous devons - pour les besoins de la section §7 - rajouter
à y = ( î / i , . . . ,î/jfc) des variables î/o, î / f c + i , . . . ,î/n qui - "moralement" - ne
joueront aucun rôle vis à vis de la queue d'aronde T. Nous notons alors
y == (^o, î / i , . . . ,2/fc, î / f c + i ? . . . ,î/n) le point courant de C"'1"1 et nous considérons:

c(y^D)= ^ c,(^
| Q | < m

un opérateur différentiel d'ordre m à coefficients Ca(^) holomorphes sur un
voisinage ouvert de 0 ç C""^'1. Dans l'expression définissant c(y.D) a ==
(QO,ÛI- • • ,0^,0^+1,... ,Q^) est un multi-indice.
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Nous poserons T = {y ç C"-^ / jD(î/ i , . . . ,^) = 0} où D ( y ^ . . . , y k )
est le discriminant de l'équation ^Â:4'1 — î/jk^""1 . . . — 1/2 2 — î/i = 0. Il est
clair que les fonctions e^ définies dans la def 4.24 ne dépendent pas de
î/o, î/jb-n, yk+2-, • • • •>yn' P^ abus de notations nous noterons A = €^[-2] où
Ov désigne l'algèbre des germes holomorphes en 0 6 C""1'1 et nous noterons
(encore) S l'ensemble des éléments de Oy[z\ dont la somme aux À: + 1 racines
est nulle.

En utilisant l'expression que le théorème 4.36 fournit pour chaque
cÇe^"1'771""1 (h est donc remplacé par h -{- m — 1 — |Q;|) on obtient :

(4.19) c(y,D)eh,+m-l - ̂  c,(y)^ ̂  V,(a,^) ^/.+">-ï-l»l^
|a|^m ç=0 î'=l

on peut supposer que Vç(û,^, •) = 0 si OQ + Q'jfc+i -h • • • 4- o-n >. 1 •

Le théorème suivant jouera un rôle crucial dans la section §7.

Théorème 4.37 (avec les notations précédentes). Supposons que l'opérateur
d'ordre m c(?/, D) soit caractéristique pour T (voir def 0.0). Alors :

1°). Pour chaque £ de { 1 , . . . ,k} c(y, D)e^~1 appartient à A H S.

2°). Il existe une matrice carrée d'ordre k B(y) à coefficients holomorphes
sur un voisinage ouvert de 0 6 C"4'1 telle que :

^ C,(^MZ) = B(y)(ïd-K(y)r1 PW.
Vl0^"1 / K^,i<k

les coefficients matriciels du membre de gauche sont indexés par (^'); P(y)
et K(y) ont été définis dans la proposition 4.26.

3°). Il existe pour chaque (£,i) de { ! , . . . , k]2 des fonctions c^^(y), c^i(y)
holomorphes sur un voisinage ouvert de 0 ç C""1'1 de sorte qu'on ait :

^D^-1 = ̂  c,(y) ^ f; V^W^-1-^
\a\<nt <}^|Q|+l-m î=l
1 1- <l>,0

k

^(c^y)^-hc^y^
!==1
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Preuve. Prouvons le 1°). Par définition, e^~1 = D'^-^ei. D'après la
proposition il suffit de prouver que :

E ^{y^e^çAnS

Regardons e^~1 comme fonction de (1/2,... ,yk^)- la proposition 4.6 permet
d'écrire que :

D-^-^ei == e^-1 = 9ym+le, + ue(y)

où u^(y) ç Oy est un germe en 0 holomorphe. Considérons maintenant
a = (ao, . . . ,a^) un multi-indice de N71^1 de longueur m figurant dans
l'expression c(î/,D), on peut supposer que OQ = û'jb-n = = . . . = = un = 0 sinon
9^T~1 Gst nul. Il existe alors j ç {1 , . . . ^k} et un multi-indice /3 de longueur
m - 1 tels que 9^ == 9 .̂ o Q^. D'après le théorème 4.15 on peut écrire :

Q^y^e^ Fô^^dO^-'.
Jo

où v C A1 (voir def 4.4) et & = ^^(.s - l)f3,. Rappelons (voir def 4.4)
que 9y^ == ^Qz et que si j > 2 alors 9y^ == 9p .̂ + ^-9z. En utilisant ce qui
précède on vérifie alors aisément que :

W = ̂  o Ô^er-1 = ̂ ^^ô.e, + ̂^ c^ - ̂ S 0 ^y ^i

où ̂  6 A et 6(a) = E?=i(1 - l)ûz.

Il est alors clair qu'il existe w ç A tel que :

E ^(y)ô^?1-1 =^( ^ ^(y)^^0)') ô.e, + w
|a|=m \Q'i+...4-»*:="i /

et dans cette égalité î/i est regardée comme fonction de ( ? / 2 , . . . .^ki -s) :

(*) y ,=^ k + l -y^ k - l . . . - y , ^ .

Rappelons que par hypothèse l'opérateur d'ordre m c(^, -D) est caractéristique
pour la queue d'aronde T. Ceci signifie que le symbole principal c^($,$) =
£|o|=m ^(^Ç" s'annule sur le conormal (voir def 0.0) de T. Rappelons (voir
thm 8.9) que le conormal de T est paramétré par :
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2/i = -kz^ 4- (À: - 2)î/fc2<:-l 4- . . . 4- î/3^2

î/2 = (A- 4- 1)^ - (A: - l)^-2 . . . - 2^

2/o î î/3, • • • ,Vk , . . • ,Vn étant quelconques

$ i = A

^2 = Z\ $o = $fc+l = = . . . = <fn = 0

^^À

Rappelons (voir §8) que les deux relations définissant ?/i et y^ sont équivalentes
à la conjection des relations (*) et A = 0. Par conséquent les relations (*) et
A = 0 entraînent que :

^ 0^)^=0.
o'i+...+ûfc=m

Or la différentielle en 0 de A n'est pas nulle. On vérifie alors aisément que :

^ ^ c,(y)^°) € A.
ai+...4-0fc=7n

En utilisant ce qui précède on vérifie immédiatement que

E ^œ w1 e ̂
|(ï|=m

En invoquant le théorème 4.36 et le théorème 4.11 on vérifie que cette fonction
appartient aussi à S. Ceci prouve le 1°).

Prouvons le 2°) . En examinant l'expression (4.19) de c(y,D)e^l~l écrite
(avec h = 0) juste avant l'énoncé du théorème 4.37 et en utilisant le 1°) du
théorème 4.37 on vérifie immédiatement que :

Ui = V^ Cc,(y)Vo(a^£^ i)e^1 appartient à 6'.
IQ |=m

D'après la proposition 4.10 il existe alors des fonctions b^^Çy) holomorphes
sur un voisina.ge ouvert de l'origine (£ et i variant de 1 à A*) telles que :

(4.20) ^ = 6^1 (^)ei 4- . . . 4- b(^(y)ek.
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Notons W(y) la matrice carrée d'ordre k dont le coefficient d'indice (^, i)
^,i($) vau^ :

(4.21) ^ ^0/)yo(a^O=H^($).
|o|=m

Considérons la matrice B(y) = (b^i(y)i<f,i<k' Les relations (4.20) signifient
que W(y)e~1 = B{y)e. Rappelons que (voir théorème 4.27) :
e = (là-K(y))~lP(y)e~l. Par conséquent on a :

(4.22) W(y)e-1 = ̂ (Id-^Q/))-1?^-1.

Rappelons que le vecteur colonne e~1 est égal à :

11
A

fc^-1

A

Si $ ^ T est suffisamment proche de 0 alors l'argument de prolongement
analytique du théorème 3.5 montre qu'on peut donner à z dans l'expression
de e~1 figurant dans la formule (4.22) les À- + 1 valeurs deux à deux dis-
tinctes solutions de l'équation (3.1). On en déduit alors que les matrices W (y)
et B(].d-K)~lP{y) coïncident lorsque y appartient à un petit voisinage de
l'origine. Ceci prouve le 2°).

Prouvons le 3°). Soit h C Z. La. relation établie au 2°) montre que : (W(ij)
a été définie par les relations (4.21))

W^e-^ = B(5)(Id-J<)- l(Id+(/^ - l)J<)(Id+(/z - WPe-1^1.

Rappelons (voir théorème 4.27) que :

eh ^Id+^-l)^)-^-14-71.

Par conséquent on a :

(4.23) B(U-K)~\îd-}-{h - 1)1^ = W^e-^.

Il est clair qu'il existe des fonctions holomorphes sur un voisinage de l'origine
ca(y),ce,i(y), H et i variant de 1 à. À; telles que le coefficient d'indice (£,i) de
la matrice B(ld -K)-1^ 4-(/i - 1)J<) soit égal à :

^(^^-/i c^i(y).
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En outre l'égalité matricielle (4.23) et les relations (4.21) montrent que pour
tout Càe { 1 , , . . . , k} on a :

Je Je

E^œ+^-fô^-E E ̂ (y)V^^z)e^\
ï'==l ï=l |o(=m

En reprenant l'expression (4.19) de c(y^D) e^4'7""1 écrite juste avant l'énoncé
du théorème 4.37 on vérifie que :

c^O)^"1-1^ ^ c^y)V,(a,^-1

î == 1 | c» | == m

À:

\~^ / \ 'S""̂  'ST^ TT- / /) -\ q-}-h-{-m—l—\a\+ ̂  cû(î/) L. 2^ yî(a^^)e?
|o|<m ,>|a|+l-m 1=1

en (.'net, comme lu i <_ m l'inégalité 0 < ç < |o'| + 1 — m équivaut à q = 0 et
lû'1 == 772. On obtient alors immédiatement le théorème 4.37.



§5. NORMES ET FONCTIONS MAJORANTES

Définition 5.1. Soient ^e^ln+l u^xat = ^M et SoçN^1 ̂ a'0 = v(x)
deux séries formelles à coefficients complexes. Nous écrirons u(x) <€ v(x)
pour exprimer que Va 6 N""1'1, Va ç. R"1" et \Ua\ < Va.

Nous allons rappeler les définitions et propriétés de fonctions majorantes
définies dans [22].

Définition 5.2. Soient R > 0, p > 1 et h ç N. On pose

h\
^) =

(l-T-E;^)^

Les résultats de la proposition suivante sont essentiellement prouvés dans
[22].

Proposition 5.3.. Avec les notations précédentes, on c\. :

1°) ^)<^i(^ ^o^=-ê^4-i ' D^^=T,^l 1<J^
2°) Soit x \—^ b(x) une fonction holomorphe bornée par M sur le poly disque

jD(jR) ouvert de centre 0 et de rayon R > 0. alors ou a :

b(x) < M ̂ (x)

3°) Soient RQ >, 2R et x —»• a(x) une fonction holomorphe bornée par M
sur le polydisque D(Ro). Considérons h ç N, C > 0 et u(x) une série
formelle. Alors on peut affirmer que :

u(x) < C^ ^ a(x)u(x) < 2MC ^(x).

Note. Le 3°) de la proposition 5.3 nous permettra de majorer l'action des
coefficients des opérateurs par des constantes multiplicatives.

Preuve. Nous allons - en gros - reproduire une démonstration de [22]. On
obtient immédiatement le 1°). Prouvons le 2°). Les inégalités de Cauchy
montrent que :

^) « ̂  n d-̂ ) « MTz^—^ «M ̂ M.
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Ceci prouve le 2°). Prouvons le 3°). Pour alléger les notations, nous poserons
X = pXQ + a*i 4- . . . -h a'n. On a :

î^-î^^^î-irA^
D'où :

——^ ^(^) « 2^(.r).
1 •2R

Comme 2R < RQ le 2°) montre que :

/ ^ M
a(:r) « T———-X-^

1-ÏR

on obtient alors immédiatement le 3°).

On obtient immédiatement le lemme suivant :

Lemme 5.4. Soient A i , . . . , A p , I?i,. . . ,Bp des constantes réelles >_ 0. Si
U(x) est une série formelle vérifiant :

D^U(x) < A,D^ ̂  + . . . + ApD^ ̂

U(0,x) <Bi ^+. . .+^^

alors on a :

U{x) < Ai ̂  + ... + Ap <^^ + 5i ̂  + . . . + Bp ^fi.

Maintenant nous définissons les espaces de séries formelles qui nous permet-
tront de prouver le théorème 0.2. Notons 0-c, l'anneau des germes holomorphes
b(x) en l'origine.

Définition 5.5. Considérons w ç. Z et des réels p > 1, R ç]0,l[, e > 0.
Nous notons A^-R^c] le Or-module des séries formelles de la forme :

«=<T;y)=^ ^ b^e^-^y)
f=l h>-m+w+l

où les eh^~m~l(y) sont regardés comme des indéterminées linéairement indé-
pendantes sur Oa;, où les b^ (x) sont des germes en 0 holomorphes tels que si
on désigne par C^ les plus petites constantes ç R^ U {4-00} vérifiant :

^(:r)<C^^_J.T)
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alors la quantité suivante est finie :

k

= E E c^ <+TC-
^=1 /i>-m+w+l

Note 1°) h -h m - iy ç N et p figure dans l'expression de y^m-w ^our

démontrer - dans la section §7 - le théorème 0.2 nous choisirons les paramètres
dans l'ordre suivant : R <€ 1 puis p ^> -^ puis e <€ R.

2°). Nous avons désigné par les mêmes notations - à savoir e^4'7"""1^) - les
indéterminées de la définition 5.5 et les fonctions introduites dans la définition
4.24. Cet abus de notation est naturel (vu notre objet).

Théorème 5.6 (Avec les notations précédentes). ÀW[R,p,€} muni de l'appli-
cation u —> \\u\\^j est un C-espace vectoriel norme de Banach.

Preuve (esquisse). Il est clair que u -+ \u\\w définit une norme. Nous allons
utiliser le lemme suivant dont la démonstration est immédiate.

Lemme 5.7. Soit q ç N. Pour chaque série formelle f(x) notons Nq(f) la
plus petite constante ç R4" U {+00} vérifiant :

f(x) < N,(f)^(x).

Alors l'espace Eq == {f{x) \ Nq{f) < +00} muni de la norme Nq est un
Banach.

Considérons une suite de Cauchy (^(a:; î/))p^o de A^J^^e] :

uP(a-;y)=^ ^ ^(p)^)^"-1^).
i=\ /i>-m+w+l

II est clair que Vp ç N on a :

Je

11^11 - "E E M^-w(^(p))^.
i=\ /i>-m+w+l

On constate alors que pour tous h et i la suite (^(p))p est de Cauchy dans
l'espace de Banach Ek^m-w du lemme 5.7. Par conséquent elle converge dans
Eh+m-w vers un élément noté (6^). On vérifie alors aisément que u(x-, y ) =
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E^ E/i^M e?+m~l(^) appartient à A^J?,/^] et que (uP)p converge vers
u. Ceci prouve le théorème 5.6.

Rappelons que nous avons également noté e^m~l(y) les fonctions in-
troduites dans la définition 4.24 et associées à la solution z de l'équation
^k+i ^ yk^k~l 4- ... + y^z -h y\. Le théorème suivant associe à chaque série
formelle appartenant à A^-R,/^] une fonction holomorphe ramifiée et un
domaine géométrique de convergence.

Théorème 5.8 (Avec les notations du théorème 4.32). Considérons trois réels
strictement positifs R, p(> 1), et e. Fixons alors un réel r ç]0,1[ vérifiant :

^î^r^41^-''-'
où les constantes C\ et C-z sont introduites dans le théorème 4.32. On note
jDi(r) [resp. D^r)] le polydisque ouvert de rayon r de centre 0 G C"4'1 = {x}
[resp. Ck = {y}]' Alors pour tout entier relatif w et tout élément :

»(^)=E E b^e^-^y)
£=1 h>-i-n-{-w+l

de A^T?,?^] la série de fonctions multiformes :

(5.1) E E b^e^-^y)
^=1 /i>-m+14-max(0,w)

est normalement sommable sur le polydisque jDi(r) X D^{r) de centre 0 ç
C714'1 X C^ = {(rr; ?/)} et de rayon r, et sa somme est de la forme Ef=i ai(.x'' V)
ef(y) où les fonctions a^x'^y) sont holomorphes sur -Di(r) x D-zÇr) . De plus
considérons un point y° de D'2(r)\T et un germe holomorphe en y° z{y)
solution de l'équation :

^+1 -î/^-1...- 2/2^ -î/i -O.

Notons (par abus) e^771'"1^) les germes holomorphes en y° définis par
^4-m-i ^^^ ^^ 4.24) et correspondant au choix de cette racine z(y). alors
pour tout x° de jDi(r), u(a;; y) définit un germe holomorphe (.T°; y°) prolonge-
able holomorphiquement le long de tout chemin issu de (a;0; y°) et tracé dans
J^i(r) x (Z)2(r)\r). On notera (par abus) u(x;y) la fonction holomorphe
ramifiée ainsi définie.
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Preuve. Par hypothèse on a, avec les notations de la def 5.5 :

mi- =ib E ^<+^-
1=1 /i>-m+w+l

Par conséquent il existe une constante M > 0 telle que pour tout h >_ —m +
w + 1 et £ de { ! , . . . , k] on a :

(5.2) C^ ^ Me-71.

D'après le théorème 4.32 on peut écrire (pour h -|- m — 1 >_ 0) :

^+w-1 = a i ( ^ / i + m - l ) e i -h . . . -h o^, /i + m - l)e^

où pour tout y de D^(r) et j de { 1 , . . . ,A'} on a :

(5.3) \a^ h + m - l)(î/)| ̂  (2r C? CJ ̂ )-^T^)f

Considérons un entier h >_ —m + 1 + max(0,w) et un point x de D^(r). En
utilisant la définition 5.2 et le fait que r < ^ . ^ et que p ^ 1 on vérifie
aisément que

^^.„-J.ï)<(A+^-^)!2/t+"l-"•+l.

Comme par hypothèse on a b^ <C C^ ^^ i^_y, l'inégalité (5.2) montre alors
que

(5.4) |^(:r)| < Me-^h + m - w)!2/l+m-w+l

Pour tout j de { ! , . . . ,k] et tout ( x ; y ) de D^(r) X D^r) les inégalités (5.3)
et (5.4) montrent alors que :

a.^h+m-l)(y)b't(x)\^

,m-^-.,+^^ + m - w)! ^ ̂  ̂  fcî)^"1-1.
(h + m — 1)!

Distinguons alors deux cas suivant la valeur de w

Premier cas : w >_ 1. Alors on a (/i + m — w) <^ h + m — 1 pour tout h

Deuxième cas : w < 1. On a alors

V (ft+^-^)! yA+n,-! ^ (1-W)\

^„(/l+m-l)! ^ (1-AT--
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Par hypothèse on a :

re-^ C? CJ k2 ̂  J.

Par ailleurs quand y décrit D'z{r) la solution z de l'équation (3.1) reste bornée
ainsi que les fonctions (multiformes) e^ = z1 - N^(y) (voir thm 3.6). On
vérifie alors aisément que la série (5.1) de fonctions multiformes est nor-
malement sommable sur -Di(r) x D^Çr) et que sa somme est de la forme
£Î=i at{x\y} et(y) ou ^es a^(x:y) sont holomorphes sur Di(r) X D-z(r) . Le
théorème 5.8 est alors une conséquence facile du théorème 3.2.



§6. REPRESENTATION DES DONNÉES DU PROBLÈME (0.1)

Dans cette section nous allons donner une représentation - en termes des
espaces A^-R, /9, c] - des données de Cauchy et du second membre du problème
(0.1).

Reprenons les notations du théorème 0.1. Pour chaque j de {1, 2 , . . . ,m}
l'application Gj : x —^ y = Gj(x) définie comme suit :

x = (xo,... ,xn) —^ (yo = a-o, yi = gi(x), • • • ,yk = giW, yk+i =

Xk-^.1,. . . ,Vn = •Tn)

vérifie Gj((Q^x')) = (0,a-'). Pour rendre homogène les notations nous
poserons:

(6.1) ^SO) = XQ, g^(x) = a-fc+i, - . . ,^(.r) = 2-n

de sorte que Gj = (g^ . . . ,g^).

Par ailleurs le théorème d'inversion locale montre qu'il existe deux voisi-
nages ouverts connexes Uj et Vj de 0 6 C"4'1 de sorte que Gj induit un
difféomorphisme holomorphe de Uj sur Vj et (d'après le théorème 0.1) que
GjÇK^ -= T.

Reprenons les notations du théorème 0.2. Quitte à diminuer le voisinage
U de 0 ç. C"'^"1 on peut supposer que U G FI Uj de sorte que chaque Gj

soit défini sur U. Considérons comme dans le théorème 0.2 un point x° =
(0,x'°) de (U H 5')\T et un germe holomorphe en x10 x ' -^ z ( x ' ) solution de
l'équation (0.2). Posons x ' ° = (x°^ . . . ̂ ) et y° == ( r c ? , . . . ,x^) ; pour chaque
j de { ! , . . • ,m} on a Gj(x°) = a:0. Considérons l'application F : x ' ^ y ==
F ( x ' ) = (a; i , . . . ^Xk) et le germe holomorphe en y° z(y) solution de l'équation
z^4'1 — y k 2 k ~ l . . . — î/2.2 — î/i == 0 tel que le germe (composé ) en x10 2 ( F ( x ' ) )
coïncide avec le germe z { x ' ) précédent. Notons e^4'7""'1^) le germe en y°
défini par e^"1"7""1 (voir def 4.24) et le choix de la racine z(y). Par abus
le germe en x10 ^+m-l(F(:^')) [resp. 2(F(x1))] sera noté e^-^x') [resp.
z{x')\.

Alors pour chaque j ç. { 1 , . . . ,m} le germe en x° = Gj(x°) z o Gj(x) =
z(93\(x\ • ' • •^K2')) ^rifie l'équation :

(^ o Gj^ = g{(x){z o G^-1 + ... + g[(x)(z o G,) 4- g{{x^

et les théorèmes 3.2 et 4.32 permettent de voir que les germes en x° =
Gj(x°)e^ m (Gj(x)) sont prolongeables holomorphiquement le long de tout
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chemin issu de x° et tracé dans Uj\K3. Par ailleurs rappelons (voir Thm 3.6)
que pour chaque £ de { 1 , . . . ^k] et j de {! , . . . ,m} on a :

e^) = z\x) - N((X^ ... ,^), e^ o G, = ̂  o G, - Ne o G,

Reprenons l'entier naturel (—w) du théorème 0.2. Soit s ç { 0 , 1 , . . . ,m — 1},
comme chaque P s ^ ( x ' ^ D'^} est d'ordre au plus 5 — w le théorème 4.36 permet
d'écrire la donnée de Cauchy Us { x ' ) du problème (0.1) sous la forme :

k k
u,(x) = E P^(x^ D'^x) + E P^(^; D'^N^... ̂ ,)+

^=1 ^=i

P,,o(ï';^)(l)=^ ^ <^')ef(.r') + F,(x)
{=1 h=w-s

où les fonctions F s ( x ' ) et ù^ ^(x1) sont holomorphes sur le voisinage W du
théorème 0.2. Par ailleurs comme chaque Qj,t{x\ Dr.) est d'ordre au plus
—w + m — 1 le théorème 4.36 permet d'écrire le second membre v(x) du
problème (0.1) (voir (0.8)) sous la forme :

^)= E Q^ ̂ x1) + E E[^^ Dx^et ° G^+
j==l j=l £=1

m k 0

Q,^x; D^)Nt{G,{x))] = ̂  ̂  ^ ^,((^) e^ o C?,(z) + w(x)
j'=l ^=1 /i==w—în4-l

où les fonctions w(x) et v11 ^ sont holomorphes sur U (nous avons supposé,
quitte à diminuer U\ que chaque Gj est holomorphe sur U). Le théorème
linéaire de Cauchy-Ko valeska montre alors que pour prouver le théorème
0.2 on peut remplacer v(x) par v(x) — w(a-) et chaque U s ( x ' ) par i L s ( x ' ) —
FsÇx')^ ce que nous ferons désormais. La proposition suivante nous permettra
d'exprimer les données du problème (0.1) en termes des espaces A^-R^e].

Proposition 6.1. Avec les notations précédentes. Fixons un réel RQ > 0 tel
que le polydisque D(2Ro) ouvert de centre 0 ç C""^ [resp. C"] soit inclus
dans U [resp. W]. Alors pour tout R ç]0, Ro], pour tous réels p > 1 et e > 0,
la série suivante indexée par ^ ç {0 ,1 , . . . ,m — 1} :

U,(.T;</)=^ ^ <^')e?(y)
f=l h=w-s
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appartient à l'espace A^"5^,/), e] (voir def 5.5) et la série suivante indexée
parj ç {!, . . . ,m}

k 0

^•(^-E E ^W^y)
ê=l /i==w—ni4-l

appartient à l'espace ÀW~m+l[R, p,e].

Preuve. Les fonctions ù^^(x'), v^^(x) sont toutes bornées par une même
constante M > 0 sur D(Ro). Le 2°) de la proposition 5.3 montre alors que
pour tout R ç]0, Ra] on a :

ù^x) < M^(x), v^(x) < M^(x).
La proposition découle alors du 1°) de la propostion 5.3.

Dans la suite nous travaillerons avec des données de Cauchy et un second
membre définis - plus généralement - de la. manière suivante. Pour chaque j
de {! , . . . ,m} nous travaillerons avec un élément Vj(x\y) de A^"1^1 [R, p , e]
de la forme :

(6.2) i^^-E E ^"^(.^(î/).
(=1 h>w+l-m

Pour chaque s de { 0 , . . . ,m - 1} nous travaillerons avec un élément U s ( x ' ; y )
de Â'^-^R, p , e] de la forme :

(6.3) ^(^)^ ^ n^e^-^y)
£=1 h>w-m-\-l-f

où les u^(x9) ne dépendent pas de XQ et où les réels R e]0, Ro], p et, 6 seront
précisés ultérieurement (juste après le théorème 7.18). Nous considérerons
alors un point x ' ° = (a^, . . . ,2-^) suffisamment proche de 0 et tel que y° ==
(x^...^) ^ T. Nous choisirons alors un germe en y° z(y) solution de
l'équation (3.1) et nous supposerons que chaque donnée de Cauchy î^(a-'') est
la forme U s ( x ' ^ x ' ) où U s ( x ' ^ y ) désigne par abus le germe au point (.Y'°;Î/°)
défini comme indiqué dans le théorème 5.S par l'élément (6.3) de A"'""5^, /), e]
et le choix du germe en yQ de racine z(y). Par ailleurs nous supposerons que
le second membre v(x) du problème (0.1) est de la forme :

•m

(6.4) ^-E^^))

où Vj{x\ y ) désigne par abus le germe holomorphe en (0, x10-, y°) défini comme
indiqué dans le théorème 5.8 par l'élément ^6.2) de ̂ ""^[.R, p, e] et le choix
de z(y).
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§7. PREUVE DU THÉORÈME 0.2.

Compte tenu de la forme (6.3) [resp. (6.4)] des données de Cauchy [resp.
du second membre v(x')} nous chercherons - a priori - la solution du problème
(0.1) sous la forme :

(7.1) u(x) = E E E ̂  e^"1-1^..))
j=l ^==1 h>w—m+l

où pour chaque j de {1, . . . ,m}

E E hh^x)ehw(y)<iÂW[R,p^}
^=1 /i>w-m+l

et où les réels R^ p y e seront déterminés ultérieurement.

Pour que l'on ait a(x, D)u(x) = v(x) il suffit que pour chaque j de
{1 , . . . ,m} on ait :

/ * \
^^ E E b^ ̂ "-^•(.•r))

^==1 /i>w-m+l f

(7.2)

=E E ^r^^^G^-)
^=1 /i>w-în+l

Nous allons introduire l'opérateur Cj{y\D) obtenu en conjuguant a ( x ^ D ) par
le difféomorphisme Gj : x —^ y = Gj(x).

Définition 7.1. Pour chaque j ç {! , . . . ,m} on note C j ( y ' , D ) l'opérateur
différentiel d'ordre m défni par :

b($; D)f(y)] o G,(x) = a(.ï, D) [f o G,(x)}

On peut supposer que les coefficients de C j ( y ' ^ D ) sont définis et holomorphes
sur le voisinage ouvert Vj de 0 défini au début de §6.

Le théorème suivant rassemble quelques propriétés importantes des
opérateurs c,(y;D).

Théorème 7.2. Soit j ç {!,...,m}. Alors Cj(y, D) est un opérateur diffé-
rentiel d'ordre m caractéristique pour la queue d'aronde T (i.e. son symbole
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principal Cj^m(y\r]) s'annule sur l'adhérence N(T) dans T*Vj\Q du conormal
à la partie lisse de T). En outre ôro^(°i • • • ft) = ^ (voir l'équation (0.5)),
9^SÎW = 1 et 9^(0) = 0 pour î ^ 2.

Preuve. Le difféomorphisme Gj induit le difféomorphisme ,\̂  entre fibres
cotangents :

T^Vj —>rUj
X j = (y^)——(G^(y^G^GJ\y)).ri)

II est alors bien connu que le symbole principal de Cj(y\D) est donné par
^'^(y;??) = QrnÇxjÇy'i'n)). Rappelons que d'après le 1°) du théorème 0.1 et la
définition de Gj on a Gj(K3) = T. Il est alors clair que :

(7.3) N(T)={(y^) I X j ( y ^ ) ^ N ( K ^ }

Comme K3 est (par construction) caractéristique pour a(a;; D) on en déduit
que T est caractéristique pour Cj(§; D).

Maintenant prouvons que Xj = ôro^(O)- Rappelons - avec les notations
du théorème 0.1 - que \j = NÇK3) et (0, . . . ,0; \j, 1,0, . . . ,0) G Aj. Par
ailleurs le théorème 8.9 montre que N(T) ne possède qu'une seule codirection
- à savoir C(0,1,0,.. . ,0) au-dessus de l'origine de C"4'1. Comme Gj(Q) = 0
l'égalité (7.3) permet alors d'affirmer que C(À^ 1,0,.. . ,0) est la seule codi-
rection de 7V(A^) située au-dessus de l'origine et qu'il existe À ç C tel que

/°\1
0

w
= À

f^\1
0

\ o /

Rappelons que Gj(x) = (xo,g{{x),... ̂ (a-), a - f c + i , . . . ,3^) et que ^(O,^) =
xi pour 1 <_ £ < k. Par conséquent la matrice (transposée) ^(O) est donné
par :
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<W(0) 00.0^(0)

87

• • . O- i

0

.̂(0) =

0 ...

Par conséquent on a :

QxagiW = ̂  ^ = ̂ i^(o) = i, 9r.^'(o) = o pour 2 ^ 2.

Ceci prouve le théorème 7.2.

Les trois théorèmes 7.5, 7.7 et 7.10 suivants joueront un rôle clef lors de
la construction de la solution du problème (0.1) par la méthode de l'optique
géométrique. Pour énoncer ces théorèmes il est commode de donner les deux
définitions suivantes :

Définition 7.3. Soit w C î et j C {!,. . . ,m}. On note À^^Gj} le module,
sur Pîumeau Ox des germes b(x) holomorphes en l'origine, des séries formelles
du type :

^-E E ^e^-^G^x))
£=1 h>w-m+l

où e^m~l(Gj(x)) sont regardées comme les indéterminées linéairement indé-
pendmites sur O^i °ù pour chaque £ de { 1 , . . . ,Â:} et chaque h> w 4- 1 —
m? ^?(:^') es^ un germe en 0 holomorphe. En dérivant terme en terme, en
appliquant les règles usuelles du calcul différentiel et les formules du théorème
4.36 qui expriment 901 e^"1'7"""1, on fait agir de manière naturelle les opérateurs
différentiels sur A^Gy] . Par exemple 9^ envoie A^Gy] dans A"1-1^].

Définition et convention 7.4. Pour alléger l'écriture nous désignerons da.ns
la suite par x H-+ y = G(x) l'un des Gj^ 1 ̂  j < ^ m. D'après le théorème 7.2
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on a donc: G{x) = (go(x),g,(x),... ,^)), G(0,x') = (O.rr '), ô.^i(O) = À
est l'une des racines Xj de l'équation (0.5), 9r^i(0) = l,9r;^i(0) = 0 pour
i ^ 2. On a vu au début de la section §6 que G induit un difféomorphisme de
U(3 0) sur GÇU). Nous pouvons supposer que les coefficients de a(;r; jD) sont
holomorphes sur U'.

Les formules de dérivation (formelle) dans les espaces A^Gj] ne sont pas
évidentes (cf. thm 4.36), aussi nous aurons besoin du théorème suivant qui
indique quand on peut associer à un élément de A^G,] une fonction holomor-
phe ramifiée de sorte que ces opérations de dérivations formelles coïncident
avec les dérivations holomorphes usuelles.

Théorème 7.5 (Avec les notations précédentes). Considérons w ç Z et des
réels p > 1, R ç]0,l[, e > 0, de sorte que U contienne le polydisque ou-
vert Di(3JÎ) de centre 0 ç C714-1 et de rayon 3R. Soit P(x;D) un opérateur
différentiel linéaire d'ordre p dont les coefficients sont holomorphes sur
D^R). Soient

^(^-E E ^)^+m-10/)
t=l h>w-m+l

un élément de ÀW[R,p,e} (voir def 5.5) et

^-E E v^We^-^GÇx))
»==1 h>w—p-{-l—rn

un élément de A^-^G] tels que dans À^^G} on ait P(a-; D) (u(a:; G(x))) =
v(x) (au sens des séries formelles). Alors :

1°).
"(.ï;y)=E E v^ e?+m-l(y)

î==l /i>w—p4-l—"i

appartient à A^'^.R.p, e].

2°). Considérons un réel r vérifiant les deux inégalités du théorème 5.8. Soit
V un voisinage ouvert connexe C Di(r) H î7 de 0 ç C"4'1 tel que Va: G
Y, G(.r)GDi(r) . Soit (O,^0) un point de (5" H V)\r avec ^° =(z;,...,^)
et posons î/0 = ( r r ^ , . . . ,a^). Choisissons un germe ^(î/) holomorphe en î/0

solution de l'équation (3.1) et notons par abus e^+m~l(y) le germe holomorphe
en y défini par ce choix de z(y). Alors les deux germes holomorphes en
(0,^°) = G(0,î'°), u(x',G{x)) et v(x-, G{x)) (définis comme indiqué dans le
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théorème 5.8) définissent des fonctions holomorphes ramifiées sur V\G~1(T)
et on a P(x', D) (u(x-, G(x))) = v(x; G(x)).

Preuve. Nous prouverons le théorème dans le cas où P(x\ D) est d'ordre 1
et de la forme f(x)9j; . On prouvera alors facilement le cas général en raison-
nant par récurrence sur l'ordre de P(x',D). Soient donc f(x) une fonction
holomorphe sur jDi(3.R) et g 6 { 0 , . . . ,n]. Rappelons que G = ( g o . g i , . . . .^71).

Lemme 7.6. On peut écrire : f(x)9r, {u(x',G(x))) =

Je

E ^ v^(x) e^-^GjÇx)) (au sens de A"-1 [G])
î == 1 /i > w — rn

où pour chaque (/î, i) on a :

-h^-f^) ^^+E E ^+ l x ^^)^=1 j=ir7'

k k

xyoO\r,z)oG(:r)+E E ̂ ^^^(^x^O'^^')06^)
^=1 J=l

où les polynômes quasi-homogènes Vo(j^^i)^ V\ (j^^i) sont introduits dans
le théorème 4,34. On pose 6^""' EE 0.

Preuve du lemme 7.6. En utilisant l'expression que le corollaire 4.35 fournit
pour chaque cVe^"1^"'1 on obtient que

k
(7.4) 9,, (^ x e^-^G)) = {9^) x e^-^G) 4- 6,' x ̂ (9^g,)x

j=i

fE^o'^^^'^E^^^^^"1^)L « = i î=i J
On obtient alors aisément le lemme 7.6.

Comme par hypothèse u(x',y) = Y,^ E/t>w-m+i ^(>T) e^m~ l

appartient à --^'[J?, p, e] la définition 5.5 montre que :

(7.5) b^x) « C^ ̂ ^(x)
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k

(7.6) IMk=E E ^<+^
^=1 /i>w-m+l

Maintenant considérons une constante M > 0 telle que les fonctions suivantes:

/(a-) x 9^g, x V,0-^,0(G(î)), /(a;)

(où 5 ç {0,1} et j, ̂ , i varient de 1 à À*), soient bornées par M sur le poly disque
Di(27î).

Comme p > 1 la proposition 5.3 et l'inégalité (7.5) montrent que :

f(x)Q^ « 2M^ C," ^+^_^i(î)

La finitude de la quantité (7.6) montre alors que :

(7.7) E E /(-QcV^"1-1^)
î'==l /i>w—m4-l

appartient à A"'"1^, y9, e] . Fixons provisoirement (j,£) dans {!,...,À:}2. La
proposition 5.3 et l'inégalité (7.5) permettent de voir que pour chaque i de
{ 1 , . . . , k ] on a :

f(x)0^g, x Vo(j^^)(G(x))b^1 <2A^4-1^_^.

f(x)9^gj x Via^O(G(:r))^ < 2MC^^_^,(x)

La finitude de la quantité (7.6) entraîne facilement la finitude des deux quan-
tités suivantes :

^ ^ 2A^4-16^ ^ ^ 2A/JC^/l

î'=l h>w—nz ai=l /i>iu—m+l

Par conséquent, (j,£) étant fixé, les deux séries formelles suivantes :

(7.8) i^f(x)9^g,(x) ^ V^.^Wb^e^-^y)
i=l /i>w—m

(7.9) EA^)^^(^) E ^(^^^(^^^'""'(y)
2=1 h>w—m-{-l
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appartiennent à A"'"1^, p, e\. Posons N -= 2k2 + 1 et notons E l'ensemble
des N séries formelles définies par les expressions (7.7), (7.8), (7.9) j et t
variant de 1 à k. Le lemme 7.6 permet alors de voir que f(x)9^^u(x;G(x)))
s'écrit sous la forme v{x) = ̂  H(x; G(x)). Comme E çA^-1^, p , e]
on obtient immédiatement le 1°) en posant :

v ( x ^ y ) = ^ H ( x ^ y ) .
H^E

Prouvons alors 2°). Le théorème 5.8 appliqué à u(x\y\ le fait que G(V) C
jDi(r) et le théorème de Weierstrass montrent que le germe holomorphe en
(0,rc'°) = G(^x'°)f(x) x a^(u{x^G(x))) est égal à :

(7-10) E E fW^ [b^ e^-^GÇx))]
^=1 /i>w—m-|-l

cette série étant normalement sommable sur un voisinage de (O,:^0). En
utilisant l'expression de Or W X e^"2"^^)) fournie par l'identité (7.4) et
en appliquant le théorème 5.8 aux éléments H(x-,y) de E C AW~1[R^ p, e] on
vérifie aisément que le germe (7.10) en (O.a^0) est de la forme :

r(:r;G(.r))= ^H(x',G(x)).
H ( E E

Le théorème 5.8 montre en outre que îi(x'^ G(x)) et v(x'^ GÇx)) définissent des
fonctions holomorphes réunifiées sur l^G'"1^). Ceci prouve le théorème 7.5.

Théorème 7.7. Avec les notations de la convention 7.4. Soit w ç Z. On
peut trouver pour chaque d de { 0 , . . . ,m — 1} et (^,p) de { 1 , . . . , Â ' } 2 une
fonction x —^ d^p(x) holomorphe sur un voisinage de 0 6 C71"4'1 et un opérateur
différentiel d'ordre < c?+l, QÇd-^l. £ ^ p ) dont les coefficients sont des fonctions
de x holomorphes sur un voisinage de 0 6 C714'1, Q(l,^,p) ne contenant pas
<9ro. De plus il existe pour chaque multi-indicc o de N"4'1 de longueur |o
m — 1 une fonction ta(x) holomorphe sur un voisinage de 0 ç C""^1. de telle
sorte que pour tout îi,(x) = ̂ ^ Eh>w-m^ ^(-T) ^+m-l(G<) appartenant
à A^'IG] on peut affirmer que a(x', D)u(x) appartient A"'-7"4'1^] et est de la
forme :

k
)u =5^ > V;a^D)u=^ ^ ^-^(.r) e^G)

f=l h>w-m-{-l
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où pour chaque h >_ w — m + 1 et ^ de {! , . . . ^k} on a :

m-l k k

^-m+l(.r)= ̂  ̂  Q(rf+l^,p^-"+/t ^dt,p(x)b^)+
d=0 p=l P=l

fc

^ ^)E ^o(û'^)[G(:r)]Ô^.
|o|=7n—l p=l

Lès Vo(a^p^) ont été définis dans le théorème 4.36; Qxo^ n'apparaît que dans
la dernière sommation. En outre le coefficient - noté B^(x) - de Oxo^ dans
l'expression de ^""^(.T) est égal à :

B,(x)= ^ t^(x)V^£^)[G(x)]
| a | = m — 1

et ne s'annule pas à l'origine.

Preuve. Nous aurons besoin des deux lemmes suivants :

Lemme 7.8. Posons /5° = (1,0, . . . ,0) et o1 = (0,777 - 1, 0 , . . . ,0) de sorte que
ç)^° = <9a.o et ô0'1 == ^m-l. Alors pour chaque couple (/^a) de multi-indices
de N"4'1 vérifiant \f3\ 4- |a| < m on peut trouver des fonctions x —»• t ^ ^ a ( x )
holomorphes sur le voisinage U de 0 de la convention 7.4 de telle sorte que
pour toute fonction w(x) [resp. f(y)} holomorphe sur un ouvert Ui [resp. Vi]
inclus dans U [resp. G(U)} on peut écrire : V;z- ç U\ H G^^Vi),

û(a;; D)[W(T) X / 0 G(X)} = W(X) û(.T; D)[f 0 G(X)]-}-

^ t^(x) ô^o(x)(9^f)(G(x)^
l ^ l ^ i

|a|+|/3|^m

en outre le coefficient tpo^i(x) de Q^wO^1 f ne s'annule pas en 0.

Preuve. Rappelons (voir §1) que :

a(x^ D)= ^ a6(x)D^.
\6\<m

La formule de Leibnitz permet alors d'écrire :

a(.T; D)[w(x) x f o G(x)] = w(x)a(x; D)[f o G(x)]
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+ ̂  as(x) ^ ——9fu^)x^[.foG'(a)].
H<- ^=/ ̂ -

Comme pour chaque fi = ( /2o , . . . , ^n ) il existe un opérateur différentiel
P^(y\D) d'ordre |^| tel que :

9S[foG(x)]^[P^D)f][G(x^

on obtient aisément les fonctions holomorphes x —»• t^a(x) permettant de
décomposer a(a:; D)[w x f o G] comme indiqué dans l'énoncé. Calculons alors
^/î0,»1^) e^ montrons que cette fonction ne s'annule pas en 0. Au point
y = G(x) le symbole principal (d'ordre |^|) de P^(î/;jD) est défini par :

n / n y.

1] = (7?0, . • . ̂ n) ——¥ 1̂  ( ̂  Q^(^p(x}11p j •
î==0 \p=0 /

Dans l'énoncé du lemme 7.8 le coefficient de <9ïo%~1 est ^ors ég3'! a :

^o,^(;'-)= ^ ^f0^ a^o(.r)f[(^,gi(.T)y'-.
|/t|=m-l ' ï=0

Rappelons (voir convention 7.4) que :

<9xo<7i(0) = À, ^^i(0) = 1, Q^giW = 0 pour i >. 2.

Par conséquent on a :

^°,o1 (0) = ^ (^o + 1) ^+^(0)À^°.
/i=(/io,7n-l-^°>0,...,0)

Rappelons que - par hypothèse (voir les sections §0 ou §1) - toutes les racines
de l'équation (0.5) suivante sont simples :

am(o , . . .A^ l^ . . . , o )=p(^ )= = o .

II est clair alors que t^o^iÇx) = 9^p(\) -^ 0. Ceci prouve le lemme 7.8.

Lemme 7.9 (Avec les notations du théorème 4.37). Notons c(y, D) •=
EH^^)^ l'opérateur défini par a{x', D)[f o G] = [c($; D}f](G). alors
pour chaque (79, i) de { 1 , . . . ,^}2 on peut trouver des fonctions Cp^(y). c.p^(y)
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holomorphes sur un voisinage de 0 6 C""1"1 de telle sorte que pour tout ( h ^ d )
de Z2 et tout germe holomorphe en 0 6 C"4'1 noté bh~d(x) on peut écrire :

a(x; D) {^-\x} e^"1-1 (G(x))] = 1 + J + K

W kI=bhp~\x) E C<(G'(:C)) E Ew'p'1)^"^"1"1^"1")
]<|<m t>|<H-l-m 1=1
' '- 1Î°

(G(.T)) + E^P,. + (/l - d)^,.•)[G] x e^-l'[G•]

j = E ^M^-^) E E
|/3|^l q=|a|+|^i+l-m î=l

|a|-H/3|<m ç ^ O

[-rr / •\ / l—rf4-"^—l4-î—|û|1 r/^/ \1V^a.p.i) x e, ï 1 'j [G(x)}

En conséquent dans l^xpression de J on se limite aux entiers naturels q
vérifiant q + m — 1 — |û'| ^ |/?|. Comme ç est ^ 0 , la condition ^ 4- ni — 1 —
la] < |/3| équivaut à q = 0 et |a'| + |/3| == w. Dans l'expression de .7 on a
nécessairement |a'| < m — 1.

k

K= E ^(ï) ̂ ^"'(^ E [^(^P,^-^'"-1-101] (G(,ï))
a|+|/3|^m 1=1

1^1

Preuve. Vu la définition de c(y\ D) le lemme 7.8 permet d'écrire :

a^D) [b^Çx) e^-rf+m-l(G(.T))] = ̂ -\x}[c(^ D)(^-^m-l)](G)4-

(7.11) ^ ^,o(:r) ^^-'(.r) x (c^-^"1-1)^).
l ^ l ^ i

^1+l^ l^ r

Rappelons que G est l^un des difféomorphismes Gj, donc l'opérateur c(^;-D)
est l'un des opérateurs Cj(y, D) introduits dans la. définition 7.4. D'après le
théorème 7.2 c(y, D) est caractéristique pour la queue d'aronde T. Le 3°) du
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théorème 4.37 assure alors l'existence de fonctions Cp i'(î/), Cp ,(?/) holomorphes
sur un voisinage de 0 € C""1'1 telles que :

^(rc) [c^D^-^'"-1)] (G{x)) = 1

où 1 est défini dans le lemme 7.9. Par ailleurs le théorème 4.36 (avec p à la
place de £ et h — d 4- m — 1 — [a] à la place de h) montre que :

^_^_^ = f; ̂  [y^p,,)^'"-1^-'0'] (G).
ç=0 i=l

En remplaçant - dans l'égalité (7.11) - (Q^e^-^171-1^) par le membre de
droite de l'égalité précédente et en regroupant les termes dont les indices
vérifient q > 0 et q >_ |û'[ + \P\ -h 1 — rn^ on obtient le terme J. En regroupant
les termes dont les indices vérifient q > 0 et q < \a\ + \f3\ 4- 1 — m (i.e. q = 0
et |o'| 4- |/?| = ̂ î) on obtient le terme K.

Ceci prouve le lemme 7.9.

Preuve du théorème 7.7 à partir du lemme 7.9. Fixons deux entiers
h ç. î et £ ç {l,...;Â;}. Considérons alors deux autres entiers d ç. î et
p ç {1, . . . ,Â:} tels que /î — <i > w — 7714-1. D'après le lemme 7.9 on peut écrire:

û(.T; D) [b^Çx) e^"1-1^))] = Z + J + K.

Nous allons étudier séparément les expressions de Z, J, K pour déterminer
dans chacune d'elles le coefficient de chaque terme du type (ôf bîp~d)e^(G).
Nous vérifierons à chaque fois que si le coefficient de (ôf ^-(f)e^(^) n'est
pas identiquement nul alors on a nécessairement \B\ <, d 4- 1 et 0 < d < m — 1.

De plus, comme par hypothèse on a h — d >, w — m 4- 1 ceci entrainera que
h >, w — m 4- 1 puis que tous les termes I^J^K (et donc aussi 0(3*; D)u)
appartiennent à A1^"7714'1^]. Nous obtiendrons alors aisément l'expression
annoncée pour v^~m~{'l(x).

Etude de 1 (cf. lemme 7.9). Dans l'expression de 1 on a clairement 0 <
q _ ]($[ -̂ - -p-i — 1 < m — 1, donc si d ^ {0 ,1 , . . . ,m — 1} alors le coefficient de
e^(G) dans 1 est nul. Si d = 0 alors le coefficient de e^(G) dans 1 est égal à :
(avec q = \6\ 4- 1 — rii)

6» ^ (c, x V^-^(6,p,£))(G(x)) + (<:„,( + (h - d)c^c)(G(x))
n-l<)<|<m
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comme q = \6\ 4- 1 — in est ^ 0 on a |<5| = m ou [6| = m — 1 . Nous poserons
<U )̂ = ̂ (^)).

Si (/ € {1,... ,m — 1} alors le coefficient de e^(G) dans 1 est égal à : (avec
ç = c f 4 - [ 6 | 4 - l -m.)

^M ^(c,x^i,i+i-^(^p^))(G(.T))
\6\<m

Etude de J. Considérons dans l'expression de J un indice fixé /3 ̂  0. Comme
dans l'expression de J on a |o'[ 4- ]/?[ 4- 1 — m < q < |a'|, on peut écrire les
deux inégalités suivantes :

q + m - 1 - |a| ̂  (|a'| 4- |/5[ 4- 1 - m) 4- m - 1 - \a\ = |/9|

q -r m — 1 - \a\ <, \a\ 4- (m - 1 - |û;|) = m - 1.

Par conséquent si (/ n'appartient pas à [|/?|,m — 1] alors le coefficient de
(<9^ ^-d) X e^(G) dans J est nul. /? 7^ 0 étant toujours fixé, supposons
que d ç [|/?|, 771 - 1] (alors d > |/?| ^ 1), le coefficient de (ô^ ^-d) e^(G) dans
J est alors égal à : (avec q = |û[ 4- (^ + 1 — m)

^ ^,o^)^|+^l-m(^P^)(^))

H<m-|/?|

Etude de K. Considérons l'expression de K un indice fixé {3 (|/5| > 1).
Comme |a[ = m — |/^| on a m - 1 - ]a| = |/?| - 1. Par conséquent si d -^ |/?[ - 1
alors le coefficient de (9^ ô^'^) e^(G) dans K est nul. Supposons donc que
d = |^|-l ç { 0 , . . . , m - 1}. Le coefficient de (^ ^T1^1) e^(G) dans
l'expression de K est alors égal à :

^ ^o(^)Vo(a,p^-)(G(^)).
|o|=în-|/î|

Dans le cas où /? == /3° == (1,0,...,0) on pose ta(x) = ^o^(a:) pour tout
multi-indice a de longueur m - 1. Les trois études précédentes montrent
que a(x\D)u(x) appArfient à A"'"7"'^1^] et qu'il existe des opérateurs Q(^4-
l,^p) permettant d'exprimer u^""714'^^) comme indiqué dans le théorème
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7.7. Il est clair que dans l'expression de t^""1"1"1^) le coefficient de Qxob^ est
égal à :

W>= E WVa(a^£)(G(x))
|of|=m—l

Rappelons (voir juste avant le thm 4.37) que si ao -r 0:^4-1 4- . . . 4- un >. 1
alors Vo(a,e,£) =0. Si û?i + ... 4- dk = IQ'I (= m - 1) alors le théorème 4.36
affirme que VoÇa^^) est un polynôme qua-si-homogène de poids Ei'r^2 —
l)o',. Si a 7^ Q1 = (0, m — 1,0,... ,0) alors ce polynôme s'annule en 0 = G(0).
Si a == a1 = (0,m- 1,0,.. . ,0) alors Vo((y,£,£) = 1 (voir Thm 4.36), de plus
le lemme 7.8 montre que tpo^i(x) égal par définition à t^(x) ne s'annule pas
à l'origine. Donc JÊ^(O) •^ 0. Ceci prouve le théorème 7.7.

Le théorème suivant est une conséquence facile du théorème 7.7, il jouera
un rôle clef dans la construction de la solution du problème (0.1) par la
méthode de l'optique géométrique.

Théorème 7.10. (Avec les notations du thm 7.7). Soit w ç Z. On peut
trouver pour chaque d ç. { 0 , . . . ,m - 1} et (^,p) de {! , . . . ,k}2 deux fonctions
Ic,p{x) et f^p(x) holomorphes sur un voisinage de 0 6 C"^ et un opérateur
différentiel d'ordre < d+1 P(rf+l,^,p) dont les coefficients sont holomorphes
(en x) sur un voisinage de 0 ç C"^, P(l,^,p) ne contenant pas c^p, de telle
sorte que pour tous v(x) = ]>^ E/»>w-2m+2 ̂ M^4'"1"^6') appartenant
à A——4-1^] et u(x) = Eti E^w-m+i^)^"1"1^) appartenant à
A'^IG'], a(x;D)u(x) est égal à v(x) dans AW~rn^[G} si et seulement si pour
tout i de { 1 , . . . ,k} et tout h > w - m -\- 1 on peut écrire :

O.M(x) = ̂  ^(^) ̂ -^(.r) + ̂  À,p(^) ^(^)
o==l P==lp=lp=l

m-1 Jb

(7.12) +^ ^P(d+l,^p)6^(ï)
d=;0 l)=l

Preuve. Reprenons les notations du théorème 7.7 et posons :

Bt,p(x)^ ^ (,(:r)Vo(Q,P,Wi)] l^ f ,P<fr .
|û'|=rn—l



98 E. LEICHTNAM

D'après le théorème 7.7 on a a(x\D)u = v dans A1^""^1^] si et seulement
si pour chaque h > w — m + 1 et £ de {1, . . . ,Â:} on a :

^ B^(x)9^= v^Çx)-^ ^Ç(rf+U,p)6^
p=l d=0 p=l

h

(*) -/Z^<U^
p=l

Rappelons (voir théorème 4.36) que pour? > ^, Vo(a^p^)(y) est un polynôme
quasi-homogène de poids > p — £ > 1 et s'annule donc en l'origine. D'après le
théorème 7.7 pour chaque £ de { 1 , . . . ,^}, 5^(0) est non nul, par conséquent
la matrice (^,p(0))i<^p<jb est inversible. La matrice (B^p(.T))i<^pa est
encore inversible si x est dans un voisinage suffisamment petit de l'origine;
En appliquant (f?^p(a;))~'1 aux vecteurs colonnes de C^ définis par les relations
(*) on obtient alors aisément le théorème 7.10.

Maintenant notre objectif est d'expliciter en termes des algèbres
À^R.p.e} (voir def 5.5) les conditions de Cauchy D^u(x)\s == u , ( x ' ) 0 ^
3 < m — 1 du Problème (0.1). Rappelons que les U y Ç x ' ) sont définies à partir
des relations (6.3) et que nous recherchons u(x) sous la forme a priori (7.1) :

(7.13) u^)=f^ ^ b^(x) e^-^G^x)).
j=l £=1 /i>w-m+l

Les difféomorphismes locaux Gj = (<^,^, • • • 3^^) ont été définis au début de
la section §6. Le théorème suivant constitue alors une étape importante pour
exprimer les conditions D^îi(x)\s = lisÇx').

Théorème 7.11. Considérons 5 ç { 0 , . . . ,m — 1} et j ç. { 1 , . . . ,m}. Alors
pour chaque d de {1 , . . . ,5} et (2, £) de { 1 , . . . ,Â:}2 on peut trouver un opérateur
différentiel en x d'ordre < d^ B^d^ê^i) dont les coefficients sont des fonctions
holomorphes de x sur un voisinage de 0 ç C.n+l de telle sorte que pour tout
h de Z et tout germe 6^-(^) en 0 ç C714'1 holomorphe on peut écrire :

^o [^.(^-""-'(^•M)] =

^ ̂ Bi(d,W^,(x) x eh^+m-l-a+d(G,(x))+
d=ï l=ï
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E —————— fn^)0^ ^(^[^(a^^^e^—^-KG,)
\a\=3 C X O • • • . Û / ^ . ^Q /

où dans la dernière sommation a = (o'Oîû'iî • • • ^n)- Nous poserons B^d^^i)
= 0 pour d > s.

Preuve. Nous aurons besoin du lemme auxilliaire suivant dont la démon-
stration est immédiate.

Lemme 7.12. Soit s ç. {1 , . . . ,m—l}. Il existe des fonctions holomorphes sur
le voisinage U de 0 de la convention 7.4 x —+ Lj(s^ û;)(.r) (a décrivant les multi-
indices de N"4'1 de longueur <_ s — 1) de telle sorte que pour toute fonction
f(y) holomorphe sur un ouvert V inclus dans G j{U) on ait : V;r ç G'71^'),

Q'.MG,{X))}= ̂  —^—i (^/) oG^n^.^0'M)
\c,\=,ao••••an• p=o

+ ^ L,(s,a)(x)^f)oG,(x).
\CI\<S-1

Cela dit, en appliquant la formule de Leibnitz on obtient :

(7.14) ^[^.Mxe^—^G,^)^

3 l

E ^s-s^h Q3i/ /i+m-1/y-T \ \ ____i____
^o bj^^a^ ^ J ) ) s,\(s-S,Y

31=0 v /

si ^i ^ 1 le lemme 7.12 montre que :

(7.15) ^(^'"-^G^.T))) = ̂  —————, (ôN^""1^)
, , "O- • • • " n -
|o|=5i

xn^^)^^)^ E ^(^^)M(^^m-l)(^•)
p=0 |a|<3i-l

Le théorème 4.36 (où l'on remplace h -h |Q| par h + m — 1 et on écha.nge les
indices i et £) montre que :

H k
(7.16) Q^e^-^y) = ̂  ^Vç(^^^) er^"1-1-10'^)

g=0 f=l
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(si OQ + Qfc+i 4- ... + On > 1 alors les Vg(o,i ,^) sont tous nuls).

Pour terminer la preuve du théorème 7.11 nous allons utiliser le lemme
suivant :

Lemme 7.13. (Avec les indices 5i, /?, a, q des égalités (7.14), (7.15) et (7.16)).
Définissons l'entier relatif d par l'égalité g4- / i4-m-l-]Q[=/ i4-m-l- .s+^.
Alors on a 5 > cl ^> |/9| en outre, d est nul si et seulement si q = 0 et
s = 5i == [û:| et [/?] == 0.

Preuve. Par définition on a d = ç — j a j 4- 5 et [a| ^ ̂ . D'où d> q-^-s-Si >
s — 5i. Comme \P\ <^ s — s^ on a bien d >_ \fî\. En outre comme q < \a\
on a bien c/ < s. Par ailleurs si ç == 0 et 5 = 5i = |o|, (f est clairement nul.
Supposons maintenant que d = 0 = s - \a\ + ç. Comme ç et 5 - |û| sont > 0
ceci entraîne q = 0 et s == \a\ = ^i .

Preuve du théorème 7.11. On remplace dans l'égalité (7.15) ̂ e^"1"1^)
par le second membre de l'égalité (7.16). On reporte l'expression ainsi trouvée
de ^^(^^"'"^^(.T))) dans le second membre de l'égalité (7.14). Pour
chaque entier relatif d et chaque i de { l , . . . ,Â;} on regroupe alors dans l'expres-
sion ainsi trouvée de 9^[b^(x)e^+m~l(Gj(x))} tous les termes de la forme :

(7.17) (0^(x)) x e^-1-^^)).

Si le coefficient du terme (7.17) n'est pas identiquement nul alors le lemme 7.13
montre que nécessairement d est de la forme d = q - |o'| -r s et que ]/?| < d < s.
En outre en utilisant le lemme 7.13 avec d = 0 et les égalités (7.14) et (7.15)
avec 5i = 5 on vérifie aisément que le coefficient de b^i(x))xelf+m~l~3(Gj(x))
est bien celui indiqué dans le théorème 7.11. Enfin on obtient aisément les
opérateurs jE?^(c?,^,t) permettant d'écrire l'égalité du théorème 7.11. Ceci
prouve le résultat.

Pour alléger l'écriture nous introduisons la notation suivante :

Notations 7.14. On note b^ ,(:r) le vecteur colonne de C^ de composantes
les fonctions holomorphes 6\-(ï) où j varie de 1 à m.

Convention. Rappelons que pour chaque 1 <, j < m Gj(Q,x') = (O.a;7). Par
conséquent quand on restreint x = ( x o ^ x ' ) à l'hyperplan 5' d'équation a'o = 0
les éléments de chaque Â^Gj] (voir def 7.3) s'identifient de manière naturelle
à des éléments de l'espace A^a^)]. Dans l'énoncé du théorème suivant nous
ferons cette identification.
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Théorème 7.15. (Avec les notations du théorème 7.11). Pour chaque d
de {! , . . . ,m- 1} et (^z) de {! , . . . , k}2 notons N(d,£,i) [resp. N(^i')] la
matrice carrée d'ordre 771 dont le coefficient d'indice (.s,j) avec 0 < 5 < m — 1
et 1 <: j < m est l'opérateur différentiel en x d'ordre < d [resp. la fonction
holomorphe de x ' } :

i n

^W,z) resp. ̂  ————^^(^^^oG^O^^xn^o^^O,^)

Alors eu dérivant formellement s fois terrmes à termes (pour chaque s de
{ 0 , . . . ,m - 1}) la série suivante puis en faisant XQ = 0 on peut écrire l'identité
suivante dans À^^Çx')} :

m k

CE E
j'==l i'=l /i>îr--m4-l

^o EE 6?,;(^) '̂ '"-^•(.T))

^ ^ u^V) ^m-l-3(.r,,..,r,)
^=1 /i>w—m+l

où pour chaque £ de {1 , . . . ,k} et h > w - m + 1 \e vecteur colonne de C""

U^x) = (^z^75(3;/))o<.<m-l est égal à :

7H-1 k

(7.18) U^x)= ̂  ^(A^^OÔ^'XO^^+^A^^^XO^').
(f=i 1=1

En outi\î la matrice A^^XO) coïncide avec la matrice de Vandermonde dont
le coefficient d'indice (sj) est À^. Enfin pour i > ê N(£,i}(Q) est nulle.

Preuve, Prouvons l'égalité matricielle (7.18) exprimant U^x'). Pour chaque
•s de { 1 , . . . ^n — 1} on applique le théorème 7.11 et on somme par rapport à
J G { 1 , . . . ,m}. Pour obtenir le coefficient - noté u^^x') - de e^771"1"5 on
remplace - dans l'énoncé du théorème 7.11 - h 4- d par h et on somme par
rapport a i ç {1, . . . ,k}. On obtient alors aisément l'égalité matricielle (7.18)
exprimmit U ^ ( x ' ) . Par ailleurs comme Gy(0) = 0 le coefficient d'indice ( s , j ' )
de la motrice A^^XO) est égal à :

(7.19) E
s\

Q'o! .. .û'u!
yo(o,^)(o) n^)^0)

p=0
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D'après le théorème 4.36 Vo(û,£,£) (où \a\ = s) est un polynôme quasi-
homogène de poids Y^^Çp - l)ûp s'annulant en 0 si o = ( û o , . . . , û n ) est
différent de (0,5,0, . . . ,0); si a = (0,5,0,. . . ,0) alors Vo(û',£,£) = 1. Or
d'après le théorème 7.2 on a <9:ro^(°) = xj^ n est alors clair q^ le terme
(7.19) vaut À^ et que N(£,£)(Q) coïncide avec la matrice de Vandermonde.
Enfin pour i > £ le théorème 4.36 affirme que Vo{a,i,£) est un polynôme
quasi-homogène de poids > ]>^\^(p - l)û'p 4- i - £ > 0; il s'annule donc à
l'origine. On en déduit aisément que pour i > £ N(£,i)(0) est la matrice nulle.
Ceci prouve le théorème 7.15.

On a vu à la fin de la section §6 qu'on pouvait représenter les données
de Cauchy du problème (0.1) par : (0 < s ^ m - 1)

"^-E E < '̂) ^+m-l(^••-^).
£=1 /»>w-m+l-5

Le théorème suivant fournit un système d'équations qui explicite totale-
ment les conditions de Cauchy D^u^ = U s ( x ' ) du problème (0.1).

Théorème 7.16. On peut trouver pour chaque d de { 1 , . . . ;m - 1} et (£,i)
de {1 , . . . ,k}2 une matrice carrée d'ordre m M(d,£,i) [resp. A^i(x')] dont
chaque coefficient est un opérateur différentiel en x d'ordre <_ d [resp. une
fonction de x ' holomorphe sur un voisinage de 0] dont les coefficients sont
holomorphes sur un voisinage de 0 ç C"4'1, de telle sorte que pour chaque £
de {1 , . . . ,Â;} et chaque h ^ w — m 4-1 l'égalité matricielle (7.18) du théorème
7.15 est équivalente à la relation suivante, entre vecteurs colonnes de C^ :

k k m -1
(7.20) b^^x')^^ A^x'^^+Y^ ̂  (M(d^,z)by)(0,x').

Preuve. Pour chaque ( de {1,. . . ,k} et h >, w — m + 1 la relation (7.18) du
théorème 7.15 est équivalente a. la relation :

(*), U^x')-J^ ̂  (.\W,i)b^d)^x>)=^ N({..,.)(x)bh.^0,xl).
d=l »'==! t'=l

Notons alors R(x') la matrice carrée d'ordre km constituée des blocs matriciels
carrés (d'ordre m) N(£, i ) ( x ' ) où £ [resp. i] 6 {1 ; . . . ,k} est l'indice des lignes
[resp. colonnes]. D'après le théorème 7.15 N(£,i)(0) est nulle pour i > £ et
pour chaque £N(£,£')(Q) est la matrice de Vandermonde des A i , À 2 , . . . ,Â^.
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Par conséquent R(Q) est inversible et R(x') sera encore inversible si x ' est
dans un voisinage suffisamment petit de 0. En appliquant R~l(xl) au vecteur
de C^ constitué par les membres gauche des relations (*)^ (1 < £ < k) on
obtient alors aisément le théorème 7.16.

Notations 7.17. Soit j ç {!,...,m}. On applique le théorème 7.10 en
remplaçant G par le difféomorphisme Gj (cf. Convention 7.4). Le théorème
7.10 définit alors des fonctions ï[ ( x ) , fi (x) et des opérateurs différentiels
P^d-^ l,^,p) permettant d'écrire l'égalité (7.12) du théorème 7.10 dans le
cas où G = Gj.

Le théorème suivant s'appuie sur les théorèmes 7.10 et 7.16 et entraînera
facilement le théorème 0.2.

Théorème 7.18. Avec les notations de la définition 5.5 et du théorème 7.16.
Soit w ç Z. Alors on peut trouver des réels strictement positifs Ri,pî.(> 1)

et €i de telle sorte que pour tout R ç]0, ̂ i], p = (-^-) p i , e = Ci [-^ et
pour tous :

k

^;y) = E E "J'J"1^) 40/) (i <; 3^ ̂
£=1 /i>ic-m+l

appartenant à A"1"7"4'1^, p, ç] et pour tous

(^-E E <^) e^m-l(^u^x^)=j^ ^ z^x') e;
^=1 h>w-s+l-m

appartenant à AW~'•9[J?, p, c] ,<; variant de 0 à m — 1; il existe une et une

seule solution (^(^2/)=ELi E/^-^i 6^) eh^m~l^)^^ dans

(A^IJ?,^^])7" du système d'équations suivant : pour tout h > w 4- 1 - rn,
tout £ de {1 , . . . ,k] et tout j de {! , . . . ,rn}

k k
9^(X) = E ̂ (^^(.T) + ̂  E fW^(x)

P=l p==l

m-1 fc

(7.21) +E EP^+I,^?)^^)
d=o p=i
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k k m-1

^)(O,^')=E ^.(^W^^+E E (Aw,^,7'^)(o,.^')
î=l i=l d=l

où U^x') est le vecteur colonne de (^ de composantes u^3^') 0 < s <_
m - 1.

Preuve du théorème 0.2 à partir du théorème 7.18. On se donne donc
—'^ ç. N, W et U comme dans l'énoncé du théorème 0.2. On peut supposer
(voir convention 7.4) que chaque Gj est défini sur U (1 < j < ^ 7n.). Con-
sidérons un réel RQ > 0 comme dans la proposition 6.1 et fixons un triplet
(-R,/), e) vérifiant les assertions du théorème 7.18 avec R < min(J?.o, R\).
L'espace A^J^^c] étant ainsi donné fixons un réel r > 0 vérifiant les deux
inégalités du théorème 5.8. Nous considérons alors un voisinage ouvert V(C
U) connexe de 0 G C"4'1 tel que V H S C W et :

(7.22) x ç V entraîne : x ç U^ sup |a*,| < r, sup |^(^)| < r.
0<i<n l^J^^i— — i ^ < ^ f c

Soit 3:0 = (Q,x10) un point de (V H 5')\r où x10 = (a:?,.. . ,.^) et y° -
(a'y. . .. 5^). Nous avons vu dans la section §6 qu'on pouvait trouver pour
chaque s de { 0 , l , , . . . , m — 1} un élément

(7.23) ^';y)=^ ^ u^(x1) e^"1-1^)
^=1 /t>W—3-+-l—"l

de AW~3[R^ p, e] et pour chaque j de { 1 , . . . ,m} un élément

(7.24) v,(x;y)=^ ^ ^J"^1^) e^y)
f=l /i>w-m+l

de AW-m+l[J?,/?, e], de telle sorte que si on note (encore) U s ( x ' ^ y ) et V j ( x ' ^ y )
les germes holomorphes en (x10^0) et (a:0, î/°) définis comme expliqué dans le
théorème 5.8 par les éléments (7.23), (7.24) et le choix d'un germe holomorphe
z ( y ) en y° solution de z k ' } ' l — y k 2 k ~ l . . .—2/2^— Vi = 0 alors les données de notre
problème (0.1) sont définies par les germes Ug ( x ' ) = U s Ç x ' - ^ x ' ) (0 < 3 ^ m—1),
et c(x) = S^i '^j^GjW). L'assertion (7.22) montre que Vj(x\ Gj(x))
définit bien un germe holomorphe en a;0 = G."1 (a;0) (1 <_ j<^ m).

Le théorème 7.18 fournit alors une solution (^(.r; ? / ) , . . . ^^(.T; y ) ) du
système d'équations (7.21) associé aux données (7.23) et (7.24) et, pour chaque
J de {! , , . . . ,m} :

k

(7.25) u^;î/)=E E ^U^ e^m~l^)
^=1 /i>w+l-7n
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appartient à ÀW[R,p,€\. Notons - par abus - ^'(rr; y ) (1 ^ j <, m) les germes
holomorphes en (x°^y°) définis comme indiqué dans le théorème 5.8 à l'aide
des termes (7.25) et du germe de racine en y°z(y) déjà choisi. L'assertion
(7.22) montre alors que pour chaque j 6 {1 , , . . . ,m} u^x; Gj(x)) définit bien
un germe holomorphe en a;0. Rappelons qu'avec ces notations le problème
(0.1) s'écrit :

(0.1)
' a(:r; D) u(x) == E7=i ̂  GjW) - ̂ )
D^u\, = u,{x'; x1) = u,(x') 0 < s ̂  m - 1

Le théorème 0.2 est alors une conséquence immédiate du théorème suivant où
V vérifie l'assertion (7.22).

Théorème 7.19. 1°) Le germe holomorphe en (0,x'°) u(x) = ][̂
u^x-.GjÇx)) est prolongeable holomorphiquement le long de tout chemin
issu de (O,^0) et tracé dans V\ UjLi K3 ' De P1118 il existe des opérateurs
différentiels Rj^{x\ D) (1 <: j <, m,0 <. H <. k) d'ordre -w à coefficients
holomorphes sur V de sorte que :

m k

^)=E E ̂ (^X^-M))j=i
2°). u(x) est solution du problème (0.1).

Preuve. 1°). Le théorème 5.8 affirme que pour chaque j le germe holomorphe
en (x°',y0) ^'(.T;Î/) (défini par (7.25) et le choix du germe en y° z(y)) est
prolongeable holomorphiquement le long de tout chemin issu de (.Y°;Î/°) et
tracé dans D^r)xÇD-2(r)\T). Comme Gj{K3) = T pour chaque j la propriété
de prolongement analytique du germe u(x) découle alors de l'assertion (7.22).
De plus le théorème 5.8 permet d'écrire pour chaque j de {! , . . . ,nî} :

k k

E E ô^(a;)e?+m~l(^(a;))=E ^^G^e^G^x))
£=1 h>î-m ^=1

où les fonctions a^(rr; y) sont holomorphes sur Z^i(r) x D^(r). Rappelons que
(voir thm 3.6) €f, = z1 - Nt{y^... ,yk) pour 1 ^ ê ̂  k. On introduit alors les
opérateurs différentiels en x suivants :

k
R,^ D) = - ̂  a^ G,(x))N,(G,(x))

e=i
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R,^ D) = a,^ G,(x)) + ̂  b^-^x) G^ )
p=i

où G^Q^) désigne le transmué de 9^ par le difféomorphisme Gj. Comme
9^ Ci = e^ (1 <^ £ <^ k) on vérifie alors aisément que les Rj^(x-, D) permet-
tent d'exprimer le germe u(x) comme indiqué dans le 1°). Prouvons main-
tenant le 2°). Soit j G {1 , . . . ,̂ }. Le théorème 7.10, les notations 7.17 et le
théorème 7.18 montrent que l'égalité suivante : (1 <_ j <^ m)

a^D)(u^x'^Gj))^v^x^Gj)

a lieu au sens des séries formelles de A^"7"'1"1^-] (voir def 7.3) et donc de
ÀW~m[Gj]. Le théorème 7.5 montre alors que les deux germes holomorphes en
(Q^x10) a(x'y .D^u^rr; Gj)) et v^x'^Gj) sont égaux. Par conséquent les deux
germes holomorphes en ( Q ^ x ' ° ) a{x\ D)u(x) et v(x) sont égaux.

Soit maintenant s ç. { 0 , . . . ,m — 1}, les théorèmes 7.18, 7.16 et 7.15
montrent que l'égalité suivante :

^o ^^(^;^) = U ^ X ^ X 1 )

^=1
\s

a lieu au sens des séries formelles de A1^"5^;^)]. Les théorèmes 7.5 et 7.15
montrent alors que les deux germes holomorphes en x ' ° D^o (^în ^(-T; Gj))\s
et U s ( x ' ^ x1) sont égaux, par conséquent le germe u(x) est solution du problème
(0.1).

Le théorème 7.18 sera une conséquence facile des théorèmes 7.22 et 7.26.
Avant de les énoncer nous devons préciser quelques notations et constantes
géométriques.

Définition 7.20. Reprenons les notations du théorème 7.18. Nous
fixons — w € N et deux constantes > 0 R'z et G telles que toutes les fonc-
tions suivantes sont holomorphes et bornées par G sur le polydisque D(Q^ R-^)
de centre l'origine : 7^p(:r), ][ (x)^ les coefficients des opérateurs différentiels
P-^^- l,^,p), les coefficients des matrices A^^(x')^ les fonctions coefficients
des opérateurs qui sont coefficients des matrices M(d^£^i).

Définition 7.21. Soit U(x; y ) = (^=1 E/^-^i ^(x)
e^+m~l(y))ï<j<m un m-uple de séries formelles, les b1- ^ étant tous des germes
en 0 holomorphes. Reprenons les notations du théorème 7.18 et pour chaque
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h >_ w - m + 1, j de {1 , . . . ,m}, Si de {1 , . . . ,k] considérons le germe en 0
holomorphe b^ défini par les deux égalités suivantes :

^ = ̂ E^)6?,^) + E E^"^1'^) ̂ p^)
P==l d=0 p=l

(6'.^)(0,a-')=^ ^ (M(<W)^/)(0,:r')
1=1 rf=i

où b',^ désigne le vecteur colonne de composantes 6'̂  1 <_ j <_ m. On pose

alors W(x; y ) = (ELi E/,>.-n,+i ̂ (î) ^+m-l'(y))
' — / Kj<m

Théorème 7.22. Munissons (A^^e])"1 - où 0 < R < min(l, -^) - de la
norme suivante :

m

\\(u\x^ y ) , . . . ̂ (rr; î/))||^ = ̂  \\u^x, y)\\^ (voir def 5.5)
j=i

Alors 7?. définit un endomorphisme de (A^J?,^, 6])"^ et on peut trouver des
réels strictement positifs Ri (< min(l, -^2-)), pi(> 1) et 61 tels que si pour R
quelconque dans ]0,-Ri] on pose p = (-^-)-l/9l, e = (-^-)2el alors 7 .̂ est de
norme ^ ^ : V?7 e (A-^ ^ÉJ)-, ||^Î7||J ̂  ^||^||^.

Preuve. Considérons pour chaque j de {!, . . . ,m}, u^x'.y) = ]C^i
E/t>w-m+i 6^(:z•)e^+m-l(î/) un élément de A^J^e] et considérons les
plus petites constantes > 0 C^ telles que

(7.26) b^(x) < C^ V^-^).

Nous aurons alors besoin des deux lemmes suivants :

Lemme 7.23. Notons N le nombre de monômes <9f vérifia.nt \j3\ <_ m.
Reprenons les notations des définitions 7.20 et 7.21. Alors pour tout h >_
w - m + 1 et (j,^) de { 1 , . . . ,m} x { ! , . . . ,k} on a :

1°) 9^^2C(D^^_J[p-\N+R(l^\w-m-l\)) E î ̂
+^ E^1 E î(i)' ̂ /]

2°) ^(o^') « 2C^_, [^E^-^é^E^i E?=i ̂ L-l-
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Preuve du lemme 7.23. 1°) Comme on suppose 0 < R < -^ les fonctions
j[ (x) sont bornées par C sur -D(0,2Jî). La proposition 5.3 et l'inégalité
(7.26) permettent d'écrire les deux inégalités suivantes :

(/, + m + 1 - w)f^ b^ < 2C(h 4- m + 1 - w)C^ ̂ ^ <

(7.27) 2C C^ ^^nz+i-w = 2C C^ R D^ ̂ ^

(7.28) (w - m - l)/^ 6^ « 2C|w - m - 1|C^ ^ 2^ ^^,,_,.

L'opérateur différentiel d'ordre ^ 1 P-^l,^?) comprend au plus ^V termes du
type a(x)Q^ où \f3\ < 1, ô^ 7^ ô^o et a(x) est borné par C sur D(Q,2R). En
utilisant la proposition 5.3 on vérifie aisément que (0 < R < 1) :

(7.29) °Mĉ ,p < 2C C^ ̂  D^ y^^.

Soit d ç. {1 , . . . ,m — 1}, P^d 4- l,^,p) comprend au plus N termes du type
a(x)9^ où |/5| < d+1 et a(x) est borné par C sur i^(0, 2JÎ). Comme R < 1 < p ,
la proposition 5.3 et l'inégalité (7.26) permettent alors d'écrire :

(7.30) a(x)9^ b';-/(x) < 2C C^-/ D^_^_^

« 2C ̂ /(i)^'-1^, ^-d+m-»+w-i

< 2C C^^^)^ ^f^_,.

La définition de Oxob'^f (voir def 7.21) et la conjonction des quatre inégalités
(7.27),. . . , (7.30) permettent alors d'obtenir immédiatement le 1°) du lemme
7.23. Maintenant prouvons le 2°). Soit d ç. { 1 , . . . ,m - 1} chaque coefficient
de la matrice carrée d'ordre m M(d^£^i) est somme d'au plus N termes de
la forme a(x)9^ où \/3\ <, d et a(x) est borné par C sur D(0,2R). Comme
p > 1 > R la proposition 5.3 et l'inégalité (7.26) permettent d'écrire :

Ôf ^_^_, < D\^ ^.d+m-^

(7.31)

^)5f ^-f(x) « 2C Cf^M-^-- « 2C C^-^^-w.
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La définition de 6^(0, x ' ) et l'inégalité (7.31) permettent alors d'obtenir
immédiatement le 2°) du lemme 7.23.

Lemme 7.24. Avec les notations précédentes. Pour chaque j de { 1 , . . . ,m}

«'^;y)=E E b'^(x) e^-^y)
(=1 h>w--m-\-l

appartient à AW[R^p^€\ et :

m-l

||^||w<4C \p-\N^R(l-}-\w-m-l\))+N E (^) \x
l- rf==i J

m

E ii^^^ii-.71=1
Preuve du lemme 7.24. Soient j ç {! , . . . ,m}, ê ç {!,...,k] et h ^
w - 77i 4- 1; notons C'^ la plus petite constante G R4' U {+00} telle que :
b'^(x) < C'^ ^^m-wW- Les lemmes 5.4 et 7.23 permettent alors d'écrire :

m k

C^éCL-^+^l+lw-m-ll)) ^ ^C »̂ A
Jl-p"

Jl=l p=l

m fc

(7.32) ^E(^EE^
rf=l Jl=l p=l

où les C^ sont définis par les inégalités (7.26) et on pose Ch~d = 0 pour
h — d < w — 777+1. Rappelons que par définition on a :

(^n—E E °y-[l•13(.x\y)\\w
i=\ /i>w-m-H

Le lemme 7.24 est alors une conséquence facile des inégalités (7.32).

Fin de la preuve du théorème 7.22. D'après le lemme 7.24 il est clair
que 'R, envoie (A^-R, p, e]^ dans lui-même et que la norme de 7Ï, est majorée
par :

(7.33). 4mC ^ O V + ^ l + l w - m - l l ^ + A T ^ (^)
d=l
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II est clair qu'on peut trouver J?i ç]0, mm(l, •^2-)] puis pi > 1 puis 0 < 61 < 1
de telle sorte que le nombre (7.33) associé à (Jî i ,pi ,ei) soit inférieur à ^.
Maintenant considérons R ç]0,7?i] et posons p = ^pii ^ = (T^)2^. Comme
p > pi et ^ = ^LL il est clair que le nombre (7.33) associé à ( R ^ p ^ e ) est
inférieur à ^. Ceci prouve le théorème 7.22.

Convention 7.25. Reprenons les notations du théorème 7.22. Jusqu'à la
fin de cette section nous fixons R dans ]0,^?i] et posons p •= (— î-) - lpl, € ==
/ R \ 2 -(pr) ( c ! -

Considérons - comme dcuis l'énoncé du théorème 7.18 - des éléments
Vj(x;y) (1 < j ^ m) de Â1^-^1^ p,e] et des éléments u , ( x ' ' , y ) (Q <: s <
m-1) de À^^R.p.e}.

Théorènie 7.26. Avec les notations du théorème 7.18. Considérons pour
chaque h > w+l—m^ £ de {1 , . . . ̂ }, j de {1 , . . . ,m} le germe en 0 holomorphe
6^( . ï ) défini par :

(7.34) 9^{x) = Y^I^(x) v^\x)
p==i

^^-^^(^(x)
1=1

où b^(0,x') [resp. U^(x1)} désigne le vecteur colonne de C"1 de composantes
6\(0, x1), 1 <: j <: m [resp. u^^x'), 0 < 5 <, m - 1]. Alors pour chaque

/de {! , . . . , m}, ^;î/) = ELi E^-^i ̂ ) e^m-l(?/) ^Partient
à A'^^^e] . Dans la suite on posera Uo(x;y) = (^^.T; ? / ) , . . • ̂ {x; y)},
Uo(x',y) appartient à ÀW[R, p, c]"1 .

Preuve. Comme Vj(x\ y ) C A'*'-"14-1^^ e] et (/i-m4-l)4-m-(w-m+l) =
h 4- m — w la définition 5.5 permet d'écrire :

(7.35). <r+l(:r) « ̂ r4'^— E E ^r^" < +~
£=1 /i>w-m4-l

Comme u,(a:';i/) 6 A"'-5^^] et (/i - ^) + m - (w - s) = h + m - w la
définition 5.5 permet d'écrire : (/i > w — m + 1)

(7.36) <T^') « C '̂ .^^-., E E c^seh <+œ-
1=1 /i>w—m-4-l



PROBLÈME DE CAUCHY RAMIFIÉ ALGÉBRIQUE 111

Rappelons que (voir def 7.20) les It,p(x) et les coefficients des matrices Af^(x')
sont holomorphes et bornés par C sur D(0,2R) (où R < ̂ 2)- De plus d'après
la proposition 5.3 on a y^+rn-w < ^o^.+.m-w par conséquent, les égalités
(7.34), les inégalités (7.35) et (7.36), et la proposition 5.3 entraînent que :

/ k \
Ô j h ^ o/^ / \ ^ n^—rn~^l i n // -^

ro6^ < 2G [ ̂  ^j.p ] ^xo^h+m-w

\P=1 1

/ k m-1 \

b^x) < 2C ^ ^ C^3 -̂..
\î==l 5=0 /

Le lemme 5.4 entraîne alors que

( k k m-i \

&^)«2G E^r^+E E^r ^—-
p=l î=l s=0 /

Les inégalités (7.35) et (7.36) permettent alors d'obtenir immédiatement le
théorème 7.26.

Preuve du théorème 7.18. Reprenons l'élément Uo(x',y) de (ÂW[R,p,e})rn

défini dans le théorème 7.26. La définition 7.21 de l'opérateur K montre qu'un
élément U(x, y ) = (^(.T; î / ) , . . . ̂ (rr; y)) de (A^ p , e])"1 vérifie le système
d'équations du théorème 7.18 si et seulement si on a : U - UQ = KU. D'après
la convention 7.25, les théorèmes 7.22 et 5.6, K définit un endomorphisme
de l'espace de Banach (A^JÎ.p, e})"1 et |[7Z|| ^ ^. Par conséquent l'équation
U = UQ + KU possède une et une seule solution dans (A^J?, p , e])"', à savoir:
U = ̂  >Q IÏ^UQ. Ceci prouve le théorème 7.18.
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§8. ETUDE GÉOMÉTRIQUE DE LA QUEUE D^ARONDE T
ET DE SON CONORMAL

Pour alléger l'écriture nous poserons - dans cette section - y = ( î / i , . . . ,î/^)
ç C et y ' = (1/3,... ̂ ). Notons 2:1,... ^jc-n les racines complexes du
polynôme en z : ̂ k+l — î/j^'"1 . . . — y^z — î/i. Les relations entre coefficients
et racines permettent alors d'écrire que :

fc+i
(8.1) ^+1 - y^ ... - y,z - y, = fj^ - z^

j=i

zi + • • . + 2'Â:+i = 0, et pour £ variant de 0 à À: — 1:

(8.2) ^=-(-1)^ ^ ^...^-,-
KJ'I <^2<-.<jfc+i-< <^4-1

En écrivant que l'équation (8.1) possède une racine multiple nous obtiendrons
(voir prop 8.4) une paramétrisation - notée ^ - de T. L'usage de ^ nous
permettra (voir thm 8.9) d'obtenir une paramétrisation agréable de A^Treg) =
N(T) et de montrer que la partie lisse Treg est l'ensemble des y tels que
l'équation (8.1) associée possède une racine double et k — 1 racines simples.
Enfin nous montrons (voir- thm 8.12) que le discriminant D [resp. T] induit
en l'origine un germe de fonction holomorphe [resp. d'ensemble C-analytique]
irréductible. Certains résultats de cette section sont probablement connus des
géomètres mais n'étaient pas (semble-t-il) énoncés sous une forme adaptée à
nos besoins spécifiques.

Définition 8.1. Le polynôme Y[i^. (^ ~~ z ] ) es^ symétrique en les variables
2:1,... ,^fc-n. Sa restriction à l'hyperplan d'équation : 2:1 + . • • + ^ji-+i == 0 est
un polynôme l^(î/i , . . . ^ y k ) en les variables î / i , . . . .yk définies par les relations
(8.2). Ce polynôme est appelé discriminant de l'équation (8.1).

Définition 8.2. On appelle queue d'aronde l'ensemble r des points y •=
( î / i , . . . ,î/jk) de Ck tels que l'équation (8.1) possède au moins une racine double.
T est un sous-ensemble C-analytique défini par l'équation D( î / i , . . . .y h) = 0

Proposition 8.3. Notons C l'ensemble des points ( î / i , . . . ,î/fc) tels que l'équa-
tion associée (8.1) possède une racine double et k — 1 racines simples. Alors
C est une partie ouverte dense de T.

Preuve. Prouvons que C est dense dans T. Considérons un point ( î / ? . . . . ,î/jçl)
de T et notons -2 '? , . . . ,2^1 les racines de l'équation (8.1) associée, on peut
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supposer z^ = z^. On construit alors aisément une suite ( z ^ , . . . ,2^,1) çN*
de C^4"1 convergeant vers ( 2 ^ , . . . ,2^) et telle que Vp ç N* on ait :

(2^ + .. . 4- 2^ = 0, 2f = 2Ç, ^f = ̂  pour z ^ j, i et ^ ^ 2.

Pour chaque p de N* considérons le point (? / f , . . . ,î/j^) défini par :

fc+i2 f c + l-^- l . . .-^2-,f=^(^-.p..7=1
Les relations (8.2) permettent alors de voir que ( î / f , . . . .y1^) est une suite de
points de C convergeant vers ( î / ? , . . . ,î/^) G T. Prouvons que C est ouverte
dans T. Soit ( ? / ? , . . . ̂ ) un point de C, notons ( 2 ^ , . . . ,2^) les racines de
l'équation (8.1)- associée, on peut supposer 2? =2^ . Posons F(y^ z ) == zk+l —
î/^2^"1 . . . - y^z — î/i. En appliquant le théorème des résidus à 2 —^ '^^J40

et en utilisant des lacets entourant respectivement z^ = ^.°. z° . . . , 2 ° , on
prouve facilement que si (î/i, • . . ,?/fc) € T est suffisamment proche de
( î/?? • • • ^JÎ) alors l'équation (8.1) associée possède une racine double et À: — 1
racines simples. Ceci prouve la proposition 8.3.

La proposition suivante fournit une paramétrisation de T.

Proposition 8.4. La queue d'aronde T est exactement l'image de Ck~'2 x C
par l'application $ : ( î /3 , . . . ,yk, 2) —> $(2/3... . ̂  z) == ( < î > i . . .. ̂ ) où

<^0/3,... ̂ , 2) = -Â:2^•+1 + (k - 2)ykzk-l + . . . 4- 27/423 + y3Z2(= y,)

^ (y3 , . . . , y k , z ) = (Â:+1)2Â :-(^--1)^2 ; ;-2 . . . -2y^z = y^
^£(V3, • • • ,Vk, 2) == ^ pour ^ ç { 3 , . . . ,k}.

Nous poserons y' == ( î /3 , . . . ,î/jk).

Preuve. Un point y = ( ? y i , . . . , ? / A . ) de C^" appartient à T si et seulement
si l'équation (8.1) possède au moins une racine double 2, ce qui équivaut à
l'existence d'un 2 ç C tel que :

(8.3) F(y, 2) = 2Â:+1 - ykz^ . . . - ^ 2 - 2 / 1 = 0 .

9,F = (k + 1)2' - (À; - l)^-2 ... - 2î/32 - î/2 = 0

En reportant dans l'équation -F = 0 la valeur de y^ fournie par l'équation
QzF = 0 on obtient immédiatement la proposition 8.4.
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La matrice de la différentielle de <Ï> a k — 1 colonnes et est donnée par :

22 2Z3

-2z -3z2

1 0

(k - 2)^-1 c î
-(k - l)^-2 9,$2

0 0
(8.4)

Théorème 8.5. 1°) On a : Q^^y'.z) = -zQ^^y'.z). De plus O^^y', z)
est non nul si et seulement si z est racine d'ordre exactement deux de l'équa-
tion en 2:1 : ̂ +1 - <î>k(yl,z}zk,-l ...- ̂ (y1, z)z, - <^(î/, z) = 0.

2°). Soit ( î / ^ , . . . ,î/^) un point de T tel que l'équation (8.1) associée possède
une racine triple et À: — 2 racines simples. Alors ( î / ^ , . . . ,î/^) n'appartient pas
à la partie lisse Treg de T.

3°). Notons C l'ensemble des points de T tels que l'équation (8.1) possède
une racine double et k — 1 racines simples . Alors (S)~1(C) est ouvert dans
C^"2 x C, la différentielle de <& est injective en tout point de ^~1(C)^ C est
inclus dans la partie lisse Treg de T et ^ induit un homéomorphisme (et même
un difféomorphisme holomorphe) de ^~1(C) sur C.

Note. Nous verrons plus loin que C = îreg-

Preuve. 1°). L'égalité 9z^i.= —zQ^ï résulte d'un calcul immédiat. Posons
F(^) = ^+1 - ̂ k ( y ' ^ ) ^ ~ 1 . . . - W^)zï - ^ i { y ' ^ ) . Vu la définition
des ^{ on a clairement Q^F{z\) = Qz(^2(zl)' P8-17 construction z est une
racine multiple de l'équation F ' ( z i ) = 0. On obtient alors immédiatement
le 1°). Prouvons le 2°). Considérons ( î / ? , . . . , y^) 6 T tel que l'équation
(8.1) associée possède une racine triple z^ = z^ = z^ et À- — 2 racines sim-
ples z° ... ̂ z 0 - , . En utilisant le théorème des résidus on vérifie aisément
qu'il existe un polydisque ouvert P de centre ( y ^ , . . . ,î/^) et des disques ou-
verts de C deux à deux disjoints jDi,!^.... ,-Djk+i respectivement de centre
2^ 2$ , . . . ,2:5^ tels que : si y G P H T alors l'équation (8.1) asociée possède
trois racines (dont une au moins double) dans D\ et une racine simple dans
chaque D^... ,2^-n. Comme <^(î/^ . . . .î/^ 2?) est égal à (î/^ . . . ,î^) il existe
un voisinage ouvert V de ( î / ^ , . . . ,î/^, z^) tel que ( î /s , . . . ,î/jfc, 2) ç. V entraîne
z ç. D\ et ^(?/3,. . . ,î/fc, 2) 6 P. Considérons un tel Y :
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On vérifie alors aisément que la restriction de ̂  à V est injective. Comme
z°, est racine triple le 1°) montre que 9^i(y^... ,y^ z?) et Q^Çy^. • . ̂  ̂ î)
sont nuls. Par conséquent d^(y^... ,î/^, ̂ ) est au plus de rang À; - 2. Si
(î/îî • • • îî/2) ctait un point lisse de T alors T serait dans un voisinage de
(î/i i • • • î2/jk) nne hypersurface /î\?5e de dimension k — 1 == dim Y. Comme la
restriction de <& à V est injective, c?<^ devrait être de rang Â-- 1 (voir Griffiths-
Harris [6] page 19) ce qui est absurde. Ceci prouve le 2°). Maintenant prou-
vons le 3°). D'après la proposition 8.3 C est ouvert dans T = image de $, donc
^"^(.C) est ouvert. Si ^(î/3, . . . ,î/jb, z) = ( î / i , . . . ,yk) appartient à C alors z est
l'unique racine multiple de l'équation (8.1) associé à ( î / i , . . . ,î/j,.). On vérifie
alors aisément que ^(^"^(jC)) = C^ que la restriction de <Ï» à ^~1(C) est in-
jective. Le 1°) du théorème 8.5 montre qu'en chaque point de ^'^(C) Oz^2
n'est pas nul et c?<î> est injective. Prouvons que ^ induit un homéomorphisme
de ^>~1(C) sur C. Considérons mo = ( y ' i 2 ) un point de <Ï>-1(^) et U un
voisinage ouvert de 77/0. Raisonnons par l'absurde et supposons que ^(U) ne
soit pas un voisinage de $(mo) dans T. Il existe alors une suite (y113\ z p ) de
points de C^-2 x C telle que Vp G N ^ ( y ' P ^ P ) ^ ^(U) et la suite ^ ( y ^ . z P )
converge vers ^>(mo). Il est clair (vu la définition de <î>) que lim y ' ? = y ' .

p—'•oo

Comme ^(î/^, 2?} est une suite bornée de T les racines des équations associées
(8.1) restent dans un compact de C. Quitte à prendre une suite extraite nous
pouvons supposer que ^p —¥ z ç. C. On a donc ^ ( y ' , i) = ^>(mo) et i est une
racine double de l'équation associée à ^(zno). On a donc forcément ^ = z donc
(î/^,-^) appartient à U pour p assez grand. Ceci est absurde. Donc <î> induit
un homéomorphisme de ^"^(^C) sur £. Vu l'injectivité de d^> il est alors clair
que Treg contient C et. on obtient immédiatement le 3°). Le résultat suivant
est probablement connu des géomètres analytiques.

Proposition 8.6. La différentielle du discriminant D(y\^... .yk) ne s'annule
pas sur C.

Preuve (esquisse). Soit m° = (y^... ,î/^) un point de C^ notons 2^ z^ z^
•••^î+i ^es f81011^ de l'équation (8.1) associée. On peut supposer z^ = z^
et que les autres racines sont simples. D'après le 3°) du théorème 8.5 m°
est un point lisse de T donc il existe une fonction f(y) holomorphe sur un
voisinage ouvert V de 771° telle que df(m°) -^ 0 et V H T = /^(O). Notons
H l'hyperplan de Ck^ï d'équation : 21 + z^ + ... + 2jc-n = 0. Notons A
l'application qui à ( < : i , . . . ,^4-1) G H associe A ( ^ i , . . . ,Zk+i) = ( y i ^ - ^ V k )
défini par :

k+i
JJ(, - ̂ .) = ̂ +1 - y^-l . . . - y,, - y, .

.7=1
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En procédant comme dans la preuve du théorème 8.5 on vérifie aisément qu'il
existe dans H un voisinage ouvert P de ( ^ l ' - ' i ^ 0 ^ ) ç H tel que A(P) C
Y, A(P) est un voisinage de m°, les fonctions z\ —zj et z^—Zj ne s'annulent pas
sur P pour j ^ 3 , P est stable par la symétrie qui échange z\ et 2:2. Comme
/ est nulle sur V H T, / o A(zi, 2:2, • • • ^k+i) est nulle sur P H {2:1 — z-z = 0}.
Il existe alors une fonction ^ (^ i , , . . . ^jk-n) holomorphe sur P telle que :

/oA(2:i ,2:2, . . .^Jfc-n) = (^1 -2:2) g ( ^ , Z ' 2 , Z ^ , . . . , Z k )

/oA(2:i ,2 '2, . . . ,2:Â:4-l) == (^2 -^l) ^2^1^3,...,^).

Les deux égalités précédentes contraignent g à s'annuler aux points de P de la
forme (2:1, 2:1, 2:3, . . . ,2:^;). Donc ^ est divisible par 2:2—2:1 et / o A est divisible
par (2:1 — 2:2 )2. Rappelons (voir def 8.2) que le discriminant est donné par :

Y[(zi-Zj)=D(y^...^)
W

comme les fonctions 2:1 — Zj et 2:2 — Zj ne s'annulent pas sur P pour ^ ^ 3
on vérifie alors aisément qu'il existe un germe en m° holomorphe u(y) tel
que f(y) = u(y)D(y). Comme df(7i-i°) ^ 0 et D(m°) == 0 on a forcément
cLD(m°) ^ 0. Ceci prouve la proposition 8.6.

Proposition 8.7. 1°) Soit ( î /s , . . . ,?/<:, z) ç ^^(.C) alors Im^$(î/3,. . . ,î/jç, 2)
est le noyau de la forme linéaire ç ^(v z)^ définie - dans les coordonnées
duales - par (1, 2:, 2 ; 2 , . . . ^ z k ~ l ) .

2°) { ( î / i , . . . ,î/fc; À , 2 : A , . . . ̂ ^À) /(?/! , . . . ,î/fc) € ^, 2: est V unique racine m-^-
ûp/e de l'équation (8.1) associée, À ç C} C T*C est exactement le conormal
N(C)deC(cT^).

Preuve. 1°). La définition'de C (cf. Prop. 8.3) et le 1°) du théorème 8.5
montrent que Q z ^ ^ y ' ^ z ) -^ 0 de sorte que la différentielle d^(y\z) donnée
par l'expression (8.4) est de rang (maximum) À; — 1. Nous allons prouver que
le déterminant suivant d'ordre k :

(^-2)2• fc- l c^i ui
-(k -1)^-2 0^2 ^

0 0 u^

(8.5)

Uk

z

•

C

C

2

22-

L

3

3

2.~3 ...
-3z2 ...

0

1 0

0 1

0
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est égal à :
-^^2(^1 4- zu-2 + ... 4- ^ ^-Uk)

ceci prouvera le 1°). Développons le déterminant (8.5) par rapport à la
dernière colonne et calculons le coefficient de chaque îz,. Comme Oz^i =
— ̂ 9z{î>2 (voir Thm 8.5, 1°)) on vérifie aisément que le coefficient de u\ [resp.
u-z] est égal à —9^^2 [resp. —zQz^^}. Considérons maintenant j ç { 3 , . . . ,Â*},
le coefficient de Uj est égal au déterminant :

(-1) '̂

z "
-ïz

1

0 1

0'-
-0'

1 0
1 0 -

- 2)z'-1

-1)^-2

0
0

^$1-1
9^2

0

1 0

î k - j
ternies

En développant ce déterminant suivant la dernière ligne et en raisonnant par
récurrence on constate qu'il est égal au déterminant suivant :

(-1)
k+J-^-k-j

Z-

-Iz
1

0

0- - 2)^-1 ô^i
-0--1)^-2 9^2

0

Comme 9z^i = —zQ^i (voir Thm 3.5) il est clair que ce déterminant est
égal :

[^y-^ y^\ —^(O'- 2)^^2+0- -1)9^) =-^-19^2.

Ceci prouve le 1°). Le 2°) est alors une simple conséquence du 3°) du théorème
8.5.
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Définition 8.8. On appelle conormal de T l'adhérence N(T) du conormal
A^(Treg) de la partie lisse Treg de T.

Théorème 8.9. 1°) N(T) est l'ensemble des points (î/;$) de Tl'Ck de la
forme :

f y, = -kz^ + (k - 2)^Â;-1 + . . . 4- ̂ 2 Ci = A
î/2 = (À: + 1)^ - (k - l)^^-2 . . . - 2^ 6 - ^A

(8.6) ^ î/3 = î/3 :

- Vk = î/fc <^ = ^'-^À

où ( î /3 , . . . ,yk, z , A) parcourt Ck~2 X C x C. Hors de la section nulle c'est une
lagrangienne holomorphe homogène lisse difféomorphe à Ck~2 x C x C*.

2°). C = T,eg, T,eg = {y G Ck I D(y) = 0 et </ / ; (^) ^ 0}.

Corollaire 8.10. Pour tout voisinage conique V de (0,. . . ;0; 1; 0.. . . ,0) il
existe un voisinage ouvert U de 0 G C^ tel que Tr'^CLQ H N(T)\0 est inclus
dans V.

Preuve. Il est clair que Ve > 0 il existe un polvdisque ouvert P de centre
0 ç C^' tel que V(î/3, • . ' ^ k ^ ) ç C^-2 X C, <I>(^ . . . . y k . z ) ç P entraîne
|2:| < e. On obtient alors immédiatement le coroihure 8.10.

Preuve du théorème 8.9. 1°) Rappelons que d'après le 3°) du théorème
8.5 C C Treg. Dans un premier temps nous allons montrer que N(C) coïncide
avec le sous-ensemble de r*C^ défini par la pnramétrisation (8.6) du 1°).
Considérons un point de T*^ paramétré par (8.6) et donc de la forme
( ^ ( y ' , z ) : \ , \ z , . . .,\^k~l). En reprenant la preuve de la proposition 8.3 on
construit aisément une suite { y ^ ^ Z p ) convergeant vers ( y ' ' , 2 : ) telle que Vp 6
N W^Zp) G C. D'après le 2°) de la proposition 8.7 ( ^ ( y ' P . Z p ) ;
X , \ Z p , . . . ,h^~1) est une suite de points de N(C) convergeant vers
(^(î/', 2:); À , . . . .A^^"1). Réciproquement considérons une suite
(^(î/^, Zp): A^. \ p Z p , . . . ,\pZ^~1) de points de N [ C ) convergeant vers (y: ̂ ) ç
T*Ck+l. Alors (y^) converge vers y ' (où y == (?/^ y^^ y ' ) ) , (\p) converge
vers (fi et (z?) est une suite bornée. Quitte a prendre une suite extraite
on peut supposer que z? converge vers un z ç C. On constate alors que
(y'îO = ( ^ ( y ' ' - ^ ' ^ i ^ i ^ z^ • • • •f,l2k~l)• ^ar œnséquent N(C) coïncide avec
l'ensemble paramétré par (8.6). Maintenant prouvons C = Tree- Considérons
V € ^regî dans un voisinage de y T est définie par une équation f == 0 où
df(y) ̂  0. Comme C C Treg C C on vérifie aisément que :

N(C) n ̂ ({y}) = {(y;\df(ii\)/\ ç C}.
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Si z est une racine multiple de l'équation (8.1) associée à y alors y = $(?/; ^) et
- d'après ce qui précède - (?/; 1, z , . . . ^ k ~ l ) 6 N(C). Par conséquent l'équation
(8.1) associée à y ne possède qu'une .se^fe racine multiple z. Comme y ç Treg
le 2°) du théorème 3.5 montre que z n'est pas racine d'ordre 3. Si z était
racine d'ordre >_ 4 alors on vérifierait facilement que y serait limite d'une
suite (î/^) de T telle que pour chaque p l'équation (8.1) associée à î/^ possède
au moins deux racines multiples distinctes^ y ç Treg serait donc limite d'une
suite de points non lisses de T, c'est absurde. Par conséquent C = Treg
et N(T) coïncide avec l'ensemble paramétré par (8.6). Enfin il est clair que
7V(T)\0 = 7V(Treg)\0 est un lieu homogène lisse difféomorphe à, Ck~'2 x C x C*
et que la 1-forme ̂  ̂ dyj est nulle sur TV(Treg) et N(T). Ceci prouve le 1°).
Comme on a vu que C == Treg le 2°) découle de la proposition 8.6.

Maintenant nous allons examiner les propriétés d'irréductibilité vérifiées
par la queue d'Aronde T.

Proposition 8.11. 1°). Pour tout polydisque P ouvert de centre 0 ç C^, PU
Treg est connexe.

2°). T est un sous-ensemble analytique irréductible de C^ et induit un germe
en l'origine d'ensemble analytique irréductible.

Preuve. 1°). Considérons P(R) le polydisque ouvert de rayon R > 0 de
centre 0 (E C^ et y° = (y? , . . . , î /Z), y1 = (î/i1,. • • ^D deux points de P(R) H
T^eg. Notons alors z°, = z^ z°^ ... ,z^ [resp. z\ = z^z^...,z\^} les k + 1
racines de l'équation (8.1) associées à y° [resp. y1]. Comme C == Treg les
^9 - z°. [resp. z] - z1.} ne sont pa.s nuls pour 2 ^ i < j < k 4- 1. Cela. dit on
vérifie que l'ensemble suivant :

H= { (^ . . . ^ Jc+ l ) eC^ /2^-^3-^4+...+2'À-+1 =0. ^-^3 + ° P0111' i ̂  J ]

est connexe par arcs. Par conséquent il existe une application continue Z :

^ [O,!]-^^1

(^^(Q=(2l(f) ,^2(f) ,•••A-+l( ())

telle que :

V < € [ 0 , 1 ] , 2i(t)=^(() et,(z2(f),...,2fc+i(t))€^

Z(0) = (^°,.. - ,^.+, ), Z(\) = (2^ . . . ,4+i)

Considérons l'application t -* y(t) = ( y i ( t ) , . . . •yk(t}) définie par :
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k+l

n^ - ̂ -W) = ̂ +1 - Vk^-1 ... - y^t)z - y,(t).
j=i

Par définition de Z((), < —^ y(t) définit un chemin continu tracé dans C = Treg
joignant y° à î/1. Les relations (8.2) entre coefficients et racines permettent
de voir qu'il existe une application continue t —»• c(t) ç R^* vérifiant c(0) =
c(l) = 1 et telle que si on remplace Z(t) par c(t)Z(t) alors le chemin t —^ y(t)
associé à c(t)Z(t) est tracé dans P(R) H T^g. Ceci prouve le 1°). Prou-
vons le 2°). Comme Treg est connexe T est irréductible (voir [13] page 194).
Raisonnons par l'absurde et supposons que T induise en l'origine un germe TQ
d'ensemble analytique non irréductible. Considérons alors la décomposition
de To en germes irréductibles en 0 Ii,... ,7ç (q ^ 2) : To = U^. Il existe
un voisinage ouvert Y de 0 et des sous-ensembles C-analytiqus de V notés
par abus 7 i , . . . ,Jg induisant respectivement en 0 les germes I i , . . . .7g. Par
définition il existe alors un polydisque ouvert de centre 0 P inclus dans V
tel que P H 7i et P H (^2 U .. . U 7g) soient strictement inclus dans P H T et
P H (7i U ... U Iq) = P H T. Or d'après le 1°) P H T^g est connexe donc T H P
est irréductible dans P et on aboutit à une contradiction. Ceci prouve le 2°).

Théorème 8.12. 1°). En chaque point de T le discriminant D =
J9(î / i , . . . ^ y k ) définit un germe réduit.

2°). En l'origine jD définit un germe irréductible.

Preuve. 1°). Soit y° ç T. Raisonnons par l'absurde et supposons que D
induise un germe DQ en y° non réductible. Considérons la décomposition en
facteurs irréductibles Do == f^1 x . . . X f^^ où pour fixer les idées mi >, 2. On
peut supposer que /î,.'.. ,/g définissent des fonctions holomorphes sur un petit
voisinage ouvert V de y° de sorte que sur V on ait D(y) = (/{nl x . . . x/g^ )(?/).
D'après le Nullstellensatz de Hilbert-Rùckert f^\Q) </_ f^^O) U . . . U /^(O),
donc il existe y° ç V tel que fi(y°) == Q et (f^x.. .xfq)(y°) ̂  0. Il existe alors
un petit voisinage ouvert W de y° tel que WnT = ^UD'^O) -= H^n/^O).
Comme m\ >_ 2, dD s'annule en chaque point de W H /^(O), ceci contredit
le fait que Treg est dense dans WD /^(O) et que dD ne s'annule pas sur Treg
(voir thm 8.9. 2°). Ceci prouve le 1°). Le 2°) est alors une conséquence du
2°) de la proposition 8.11 et du Nullstellensatz.
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§9. LOCALISATION DES SINGULARITÉS DE z.z 2 , . . .^ .

Le théorème suivant indique que si z désigne une solution ramifiée de
l'équation (3.1) alors dans un voisinage de 0 ç C^ les singularités de
z^ z1 ̂ . . . ̂ k vivent dans 7V(T).

Théorème 9.1. On peut trouver un polydisque P ouvert de centre 0 6 C^
et un P-module holonome M. défini sur P dont la variété caractéristique est
incluse dans la réunion de N(T) et de la section nulle, de sorte que le Â:-uple
(ei, 63 5 • • • ̂ k) de fonctions holomorphes ramifiées (cf. convention 4.2) soit
solution de M sur P\T.

La démonstration va utiliser plusieurs théorèmes.

Théorème 9.2. Il existe un voisinage ouvert U de 0 6 Cket des fonctions
holomorphes sur U X C^ (y-, ̂ ) —^ Pg(î/;<t) (1 < q < N ) polynomiales en ç
et homogènes de degré -niq > 2 telles que :

n-^U) H N(T) = {Q/; 0 e T-U 1 P,0/; 0 = 0 , 1 < q^ N ]

Preuve. N(T) = NÇT^eg) est un sous-ensemble C-analytique de T*^' (voir
[12] p. 346) donc il existe un polydisque ouvert W de centre (0,0) G {(î/;0}
et des fonctions fi(y^) 1 ̂  î < ^ . M holomorphes sur W telles que

N(T) n w = { (2 /5 0 e w I Vi e { î , . . . ,M] f^ Q = o}.

Pour chaque i de { ! , . . . , M] on peut écrire /,(î/;<0 == S^û.p^(î/;ç) où
chaque dp î(î/;$) (p 6 N) est holomorphe sur TV et polynomial en ^ et ho-
mogène en $ de degré p. Comme N(T) est homogène, chaque dp^ est nul sur
N(T) D TV. Soit alors -ftT un polycylindre fermé de centre (0, 0) de rayon > 0
inclus dans W. Un théorème de Frisch ([5]) dit que l'anneau 0(K) des germes
de fonctions holomorphes sur K est noethérien, donc l'idéal de 0(K) engendré
par les dp i(î/;$) est de type fini. On obtient alors aisément le théorème 9.2.

Théorème 9.3. (Avec les notations du théorème 9.2). Il existe un polydisque
ouvert P (inclus dans U) de centre 0 € C^ tel que pour tout q de { 1 , . . . .,N] et
tout 0,^) de { 1 , . . . ,Â-}2 on peut trouver un opérateur différentiel R^ .(y^D)
à coefficients holomorphes sur P de telle sorte que :

- pour ê ̂  j -Rj (î/, D) est d'ordre ^ rriq — 1

- R^(y^D) est d'ordre rriq et admet Pq(y^) pour symbole principal.
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k

- Pour tout (ç^) de {!, . . . ,N] x {1 , . . . ,k} on a ̂  J^/î/; D)e, = 0.
j=i

Preuve (esquisse). Soit q G {1 , . . . ,N] et £ ç {! , . . . ,À;}. Comme Pç(î/;0
est un polynôme en $ homogène de degré rrïq nul sur N(T) le théorème 4.37
montre que Pq(y\D)ei est somme finie de termes du type apj(y)9^ej où
0 < p < m. — 1, 1 <: j < : k et cipjÇy) est holomorphe sur un voisinage de
l'origine. On obtient alors aisément le théorème 9.3.

Reprenons les notations du théorème 9.3 et notons V [resp. V^] le
faisceau des opérateurs différentiels holomorphes [resp. d'ordre <, p] sur le
polydisque ouvert P. Considérons alors le 'D-module M. égal au conoyau
coker (f) du morphisme suivant :

pNfc _^ pÂ.

(Q?)^ -^ ̂ (QÏR^QW^-'^QW
^^ q,(.

Notons e : P^ —> M. == coker ci) la projection canonique.

Preuve du théorème 9.1. D'après le théorème 9.3 ( c i , . . . ,ejk) définit une
solution de M sur P\T. Posons .M-i = {0} et Mp == eÇT>^ ) pour p ^ 0.
Les A<p définissent une bonne filtration de M (voir [19] p.7). Considérons
q 6 { 1 , . . . ,7V} et (J?i, . . . ,Bk) € A^lp+i (oùp ^ -1). On vérifie alors aisément

A^p-l-l-l-mgque dans —r.———A- on a :

^(y;0-(5i,...,^)=^ B,.(^,...^)=O.
f=l

A^pDonc la multiplication par Pç(î/;0 induit l'application nulle de -^LL dans

•A/fp-^l•t•mî par conséquent la variété caractéristique de M est incluse dans
A-<p+m,
NH P'^O). Le théorème 9.1 découle alors du théorème 9.2.

î=i q



§10. SUR L'ÉQUATION DE BURGER.

Le théorème suivant montre que les fonctions algébriques étudiées dans
cet article apparaissent naturellement dans certains problèmes non-linéaires.
Dans cette section nous noterons (<,î/ i) le point courant de C2.

Théorème 10.1. Il existe des fonctions a(<,2/i), gj(t,yi) (1 <: j < : k)
holomorphes sur un voisinage de (0,0) G C2 vérifiant a(0, î/i) = 0, ^-(0, î/i) =
0 pour 2 ^ j <_ A;, ^i(0, î/i) = î/i de sorte que la solution du problème de
Cauchy :

(10.1)
' 9^(^2/1 )- (u X 9y,u)(t,y^) == 0

.^(0^1)=^

soit de la forme u(t^y-^) = a(t^y^) 4- z où z désigne une solution ramifiée de
l'équation

(10.2) ^+1 - g^ t/i)^-1 ... - g^ y,)z - g,(t, y,) = 0.

Note : II s'agit d'un phénomène d'éclatement des singularités dû aux faits
que l'équation de Burger est franchement non linéaire et que la trace u(0, î/i)
est "suffisamment" singulière.

Preuve (esquisse). Nous cherchons - a priori - la solution de l'équation (10.1)
sous la forme iz(<,î / i) = a(^,î / i) -(- z où z est solution d'une équation du type
(10.2). Après avoir différentié l'équation (10.2) on vérifie aisément que

k ^-_i
9,z = ̂  Q,g, ̂  A = (k + 1)^ - (k - 1)<^-2 . . . -92 .

j=i

En utilisant l'équation (10.2) on obtient :

k

(10.3) ^=E ^-'O^-j)^,!/!).
.7=1

L'équation 9((a + 2:) == (a + 2)9yi(a -h z) s'écrit alors :

k ' k
^Oia + ̂  9tg^-1 == (a + z) A9y,a+^9y,g, ^-1

j=i j=i
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Posons go = 0 et ^+1 = 0. En utilisant (10.3) on obtient alors aisément
les formules suivantes :

k k ._

(10.4) Ac^i+E 9t9j ^~1 = (fc+l)(Ôta)^4-^ [9tg, - W+i X ^û] ̂ -1

j=i J-1

fc
(10.5) (a + z)(^9y,a + ̂  ô^^^"1) = ((fc + l)a x ̂ û + ̂ ^-) 2 +

j=i

E K^- - ̂ .4-1 x ̂ û) + ̂ ^-i + (^ + 2 - j)^9,,a] ̂ -1.
j=i

En utilisant les trois dernières formules et en identifiant les coefficients des
puissances de z on vérifie aisément que si (a(t, î/i), gi(t, î / i ) , . . . ,gk(t,Vi)) est

solution du problème suivant :

<9(fl(^î/i) = a9y,a+ •j^-[9y,gk

9t9At,y,) = j{a9y,a + 4r9yi^)^+i + a (^i^- - ̂ J+i x ̂ î

^^,-1 + (A- + 2 - j)^a,,a 1 < J ^ k

a(0,yi)=0

[ 9 i ^y i )=y i . ^(o^i)-^ 2 ^ j ^ f c

alors a{t,y,) + 2 est solution du problème (10.1). Le théorème 10.1 découle
alors du théorème de Cauchy-Kowaleska non linéaire.
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