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LE PROBLEME DE CAUCHY RAMIFIE LINEAIRE
POUR DES DONNEES A SINGULARITES ALGEBRIQUES

Eric LEICHTNAM

Résumé Nous étudions le probleme de Cauchy Ramifié d’ordre m a
caractéristiques simples lorsque les données sont algébriques et ramifiées au-
“tour d’une queue d’aronde T. Nous montrons qu’il existe m queues d’arondes
caractéristiques issues de T et que le probléme de Cauchy admet une (unique)
solution qui est somme de m fonctions chacune étant algébrique ramifiée au-
tour d’une des queues d’arondes caractéristiques.

Abstract. We study the Ramified Cauchy Problem of order m with sim-
ple characteristics when the Cauchy data arc algebraic and ramified around
a swallowtail T. We prove that there are m characteristic swallowtails con-
taining T and that the Cauchy Problem has a (unique) solution which is the
sum of m functions, each of them being algebraic ramified around one of the
characteristic swallowtails.
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0. INTRODUCTION.

Nous considérons le probléme de Cauchy :

{ a(z,D)u = v(z)

D’Du(z)ls =u,(z') 0<s<m

F4

(0.1)

ou a(z, D) désigne un opérateur différentiel linéaire d’ordre m & coefficients

fonctions holomorphes de z = (zj)o<j<n sur un voisinage ouvert de

0 € C™*!; ou l’hyperplan S d’équation = = 0 est non caractéristique pour
' . ; s

a(z,D). Posons z' = (z1,...,7n). Soit k € {1,2,...,n}, désignons par

D(zy,z3,...,2) le discriminant de I’équation polynomiale en =z :
(0.2) F(z,z) = 2F a2 2% —apz — 2 =0
Posons en outre :

(0.3) A(xg, ..., 2Tk, 2) = A =30, F(x,z).

Désignons par T 'hypersurface analytique (dite queue d’aronde) de S d'équa-
tion D(zy,zq,...,2k) = 0. Nous supposerons que chaque fonction uy(z') (0 <
s < m) est holomorphe ramifiéc autour de T et de la forme: (0 < s < m—1)

k
(0.4) ug(z') = Po(a’; D) - ("))

=0

ou r — z(z') désigne une solution holomorphe ramifiée autour de T de
Iéquation (0.2), ou (—w étant un entier naturel donné) les P, ((a'; D) sont
des opérateurs différentiels linéaires d’ordre s — w a coefficients holomorphes
sur un voisinage ouvert de 0 € {z' € C*}. Indiquons - & titre d’exciple
- qu'en différentiant ’équation (0.2) on obtient : 0, z{(z') = “;-
0 < ¢ < k. Le second membre v(z) sera précisé dans le théoreme 0.2. a
ce stade de la rédaction on peut supposer sans inconvénient - pour fixer les
idées - que v(z) = 0. En outre nous étudierons le probléme (0.1) avec les
hypothéses suivantes. Notons an,(z;€) le polynéme caractéristique homogene
en £ de Vopérateur a(z, D); nous supposerons que a(z, D) est a caractéristi-
ques simples ce qui signifie que ’équation de degré m en §; :

pour

(0.5) am(0;&0,1,0,...,0)=0

possede m racines distinctes Ay, g, ..., Ay,
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Posons m = 2p+ 6 ou 6 € {0,1}, un exemple simple de symbole a,(x;¢)
est le polynoéme suivant :

P
&llueg-¢...-¢).

J=1

L’hypotheése a caractéristiques simples est en quelque sorte l'analogue holo-
morphe de la notion (réelle, C*>) d’opérateurs strictement hyperbolique rela-
tivement a S. Nous rappelons la définition d’une queue d’aronde :

Définition 0.0. Une hypersurface analytique K de C"*! définie dans un
voisinage ouvert connexe U de 0 € C"*! est appelée queue d’aronde de som-
met 0 sl existe £ € N* et k fonctions holomorphes sur U s’annulant ¢n 0
z — g;(z) 1 < 35 < k telles que les différentielles dg;(0) (1 < j < k) sont
linéairement indépendantes et K est définie par ’équation :

D(g1(z), .-, gx(z)) = 0
ou D(gy,...,gx) désigne le discriminant de ’équation polynomiale en z :
(0.6) PR T L T L 1T

Nous définissons le conormal N(K) de K comme étant adhérence dans
T*U\O du conormal N(Req) de la partie lisse Ky de K. Nous dirons que ¥
est caractéristique pour a(z, D) si la restriction du symbole principal a,, (2, €)
a N(K) (ou N(Kieg)) est identiquement nulle.

Remarque. Soit mg € U\L. considérons un germe holomorphe au point
(g1(mo), .-, 9k(mo)) (X1,..., Xk) = 2(Xy1,..., X}) solution de I'équation :

A= X 4 X+ X,

On peut prolonger (voir thim 3.2) holomorphiquement ce germe z(X,, ..., Xy)
le long de tout chemin issu de (g1(mg),...,gx(mo)) ne rencontrant pas la
queue d’aronde D(X;,..., X;)71(0). Le germe en mg = — z(g1(x),...,g1(2))
est alors prolongeable holomorphiquement le long de tout chemin issu de mg
et tracé dans U\K.

Le théoreme suivant affirme qu’il existe (pres de 0 € C"*') m
hypersurfaces analytiques (singuliéres) K, ..., K™ de C"*1 issues de T. car-

actéristiques pour a(z, D). Les ' sont des queues d’aronde de sonunet 0 ct
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- dans un voisinage de 0 - ce sont “essentiellement” les seules hypersurfaces
analytiques vérifiant ces propriétés. Notons :

Txcn+l —_ Cn-H

(z,8) — =

la projection usuelle.

Théoréme 0.1. (Avec les notations du Probléme (0.1)). Soit A; (1 < j < m)
l’une des racines de ’équation (0.5). Alors :

1°. 1l existe une lagrangienne holomorphe lisse homogene A; définie dans un
petit voisinage conique de (0,...,0;X;,1,0,...,0) € T*C"*! et vérifiant les
quatre propriétés suivantes :

a) 7(A;) NS =T (dans un voisinage de 0)

b) (0,...,0; A;,1,0,...,0) € A;

¢) la restriction de am(z;€) & A; est identiquement nulle.

d) {(«',€")/3¢, (0,2';€0,€") € Aj} est une lagrangienne holomorphe lisse
incluse dans N(T') (voir def 0.0) et comprenant (0,...,0; 1,0,...,0).

Il existe un voisinage conique Vi de (0,...,0;4;,1,0,...,0) tel que toute
lagrangienne incluse dans V; holomorphe lisse homogeéne vérifiant ces qua-
tre propriétés coincide avec A; dans un petit voisinage conique de (0,
Aj,1,0,...,0). Par ailleurs on peut construire A; de sorte qu’il existe k fone-
tions z — gf(:r) (1 £ ¢ £ k) définies et holomorphes sur un voisinage ouvert
Q2 de 0 € C™*! telles que ¢7(0,z') = z¢ (1 < £ < k), que Phypersurface
K7 = m(A;)N$ soit une queue d’aronde caractéristique définie par I'équation
D(g?,...,g1)(z) = 0 ot D(g,...,q]) désigne le discriminant de équation
polynomiale en z :

(0.7); PLRRIE gi(.r)zk_l + .+ g%(z)z + g{(m)

et que A;j et le conormal N(K7) coincident au-dessus d’un petit voisinage ou-
vert de l'origine. En particulier (0,...,0;X;,1,0,..., 0) appartient a N(L7).

2°. Soit A une hypersurface définie dans un voisinage de 0 € C"*! par une
équation analytique f(zo,z') = 0 telle que AN S =T (pres de 0), am(z;§)
s’annule sur le conormal de la partie lisse Ay de A et que f(zq,2') induise
un germe irréductible en 0 (c’est le cas si f(0,z') = D(zy,...,2x)). Alors
35 € {1,...,m} tel que A et m(A;) = K7 coincident dans un petit voisinage
de 0.
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Remarque. 1°) Le conormal a la queue d’aronde T n’a qu’une seule direction
au-dessus de l'origine. Ce fait crucial et ’hypothese faite sur ’équation (0.5)
permettent (par la géométrie symplectique complexe) de construire
A1, . Apm et done K = n(Ay), ..., K™ = 7(An).

2°) La version initiale du 2°) du théoréme 0.1 imposait une condition un
peu plus forte sur A; je remercie J.-M. Delort de m’avoir indiqué comment
on pouvait se contenter de supposer A irréductible en 0.

L’un des résultats principaux de cet article est le théoréme suivant :

Théoréme 0.2 (Avec les notations précédentes). Soient —w un entier naturel
et U [resp. W] un voisinage ouvert de Porigine dans C"*! [resp. C"]. Alors
il existe un voisinage ouvert V (inclus dans U) de 0 € C"*! vérifiant VNS C
W et tel que pour tous opérateurs différentiels linéaires P, ((z'; D)) d’ordre
inférieur ou égal & s —w (ou 0 < s <m—1et 0 < £ < k) a cocfficients
holomorphes sur W, pour tous opérateurs différentiels linéaires @; ((z; D.)
d’ordre inféricur ou égal & —w +m -1 (oul1 < j<met0 << k)a
coefficients holomorphes sur U, pour tout point z° (0,2'%) de SN V\T
et tout germe holomorphe en z'® 7’ — z(z') solution de I’équation (0.2), le
probleme (0.1) défini avec les données de Cauchy suivantes :

A

ug(z') = zL: PS’((.’L‘,;DII)(ZZ(IE’)) 0<s<m-1
(0.8) =
v(z) =" > Qjz; D)2 (Gj(x)))
j=1 =0
ot G4(z) = (g1(2), ..., gl(z)) admet pour solution un germe en z° holomor-

phe u(z) qu’on peut prolonger holomorphiquement le long de tout chemin issu
de (0,z'°) tracé dans V'\ U7, K7 et ne rencontrant pas les queues d’arondes

caractéristiques K',..., K™. En outre le germe solution u(x) est de la forme:
m k
¢
u(@) =) ) Riele: D)= (G())
Jj=1 (=0

ol les Rj(z;D;) sont des opérateurs différentiels linéaires d’ordre —w &
coefficients holomorphes sur V/

Remarque. 0°). Pour chaque j de {1,...,m} on a Go(0,2') = (z;....,2¢).

1°). Les précisions sur les ordres des opérateurs P, ¢, Q;, ¢, Rj ¢ montrent
que le théoréme 0.2 précise la nature des singularités de la solution u(z) en
fonction des singularités et la croissance des données.
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2°). La queue d’aronde T est définie dans un systéme de coordonnées
locales zi,... . z4. Si (de maniére plus intrinseque) on considére une queue
d’aronde T' C S de sommet 0 telle que pour tout (0;¢') € N(T")\0 équation
am(0,...,0;&, €') = 0 possede m racines simples alors on obtient des résultats
analogues aux théoremes 0.1 et 0.2.

Note. En adiettant le théoréme géométrique 0.1, D’Agnolo et Schapira ([3])
ont démontré¢ indépendamment une version plus faible du théoreme 0.2.

Dans [15] et [16] nous avons étudié divers types de Problémes de Cauchy
Ramifié, a chinque fois nous appliquons le programme suivant (voir aussi [17])
composé de quatre points :

1°). Si wu(z) est holomorphe ramifiée autour d'une hypersurface analy-
tique K de C"+1 les singularités (microlocales) de u vivent dans une lagrangi-
enne complexe de T*C™*! : le conormal N(K) de K. Lorsque K est singuli¢re
il faut préciser de quel conormal il s’agit et étudier sa géométrie.

2°). Le tlot hamiltonien ® du symbole principal a,,(x;€) propage les
singularités de u(z) suivant des lagrangiennes caractéristiques (les conormaux
des hypersurfuces caractéristiques sont invariants sous 'action de ®).

3°). On considére des régions o on a une représentation de u(z) (i.c.
une expressiou explicite du revétement sur lequel u(z) devient uniforme).

4°). On wésoud 'équation a(z; D)u(z) = v(x) en utilisant les représenta-
tions du 3° par la méthode de 'optique géométrique. Le choix des opératcurs
d’intégration ¢t des normes (pour établir la convergence des séries) dépend
de manicre cruciale de la géométrie de la lagrangienne N(K) considérée au
point 1°).

Maintenant nous allons décrire la structure de cet article en indiquant
comment nous avons appliqué ce programme.

Dans la scction §9 nous montrons (z désignant une solution ramifiée de
Péquation (0.2)) que les singularités de z,22,..., 2% vivent dans le conor-
mal N(T) de T, le théoreme 9.1 fournit un énoncé précis. La section §8 cst
consacrée a l'ctude de la géométrie de N(T') et montre que N(T') ne posscde
qu’une seule codirection au-dessus de Uorigine : celle conormale a ;. Comme
le laisse prévoir les points 1° et 4° du programme, l’opérateur de primitivation
par rapport & r, jouera un role clef.

Dans la section §2 nous prouvons le théoréme 0.1. Dans le théoréme
2.2 nous construisons la lagrangienne caractéristique A; (conformément au
point 2° du programme) en propageant par le flot @ le licu caractéristique
(pour a(z; DY\ constitué de points voisins de (0,...,0;1;,1,0....0) et de la



10 E. LEICHTNAM

forme (0,z';&0,¢") ou (2';¢") € N(T). Pour démontrer Pexistence des fone-
tions g}(z) vérifiant ¢g7(0,2') = z, (ce qui est crucial pour notre objet) nous
devons reprendre en les précisant certains résultats d’Arnold (voir [1], [2]) de
la théorie des singularités. En utilisant la proposition 2.4 et la définition 2.7
nous montrons que

m(A;(20)) = {2'/(0,2") € m(A;)}

est la projection sur la base d’unc legendrienne L(zq) de {(z1,...,zn;
P2,---,Pn)} muni de la structure (complexe) de contact standard par la 1-
forme dz) —pydz; ... —padz,. Le théoréme 2.8 montre qu’on peut paramétrer
L(zo) a l'aide d’une fonction génératrice S(zo,z,z3,...,2,) dépendant du
parametre zo. Le fait que m(A;) soit une queue d’aronde repose alors sur le
théoréeme 2.9 qui affirme qu’on peut écrire S(zo,2,23,...,2,) — zZTg sous la
forme Z**! — X Z*¥1 ... — X, o0 Z [resp. X¢, 1 < £ < k] est fonction de
(70,2, 22,...,Zn) [resp. (Zo,Z2,...,2,)]. La preuve du théoréme 2.9 reprend
un argument de Martinet [18] (voir aussi [1] page 124) : nous utilisons la
versalité infinitésimale du déploiement $(0, z, z3, . . ., Tp) — a9z — 2 de FH!
et le théoréme de préparation de Weicrstrass. Les queues d’arond K/ que
nous avons construites sont définies sur de "tres petits voisinages ouverts de
0”, en utilisant les résultats de Hauscr [9] on devrait pouvoir construire des
queues d’aronde K7 définies sur deg ouverts beaucoup plus gros. Par ailleurs
nous prouvons le 2° du théoréme 0.1 (i.e. les K/ sont ”essenticllement” les
seules hypersurfaces analytiques caractéristiques issues de T') en utilisant des
résultats de géométrie analytique locale et le fait que T et le discriminant
D(zy,...,zt) induisent en l'origine des germes irréductibles (voir prop. 8.11
et thm 8.12).

Dans les sections numérotées de §3 & §9 nous travaillerons avec les vari-
k Yy . s .
ables y = (y1,...,yx) € C* et considérerons les solutions z de I’équation:

(0-9) F(y7z):Zk+1 —yk:k_l...—-yzz—yl =0

nous avons en quelque sorte remplacé (xy,...,zx) par (y1,. .., yx) dans Péqua-
tion (0.2) pour éviter ultérieurement des confusions de notations. Dans la sec-
tion §3 nous étudions les ramifications (autour de T') des fonctions algébriques
en z et dégageons (voir thm 3.11) le contenu géométrique du concept de la
somme aux k + 1 racines de I’équation (0.9). Dans le théoréme 3.6 nous con-
struisons des fonctions ep = z¢ — Ne(yz,...,yk) 1 £ € < k dont la somme anx
k + 1 racines est nulle : elles joueront un réle fondamental.

Dans la section §4 nous étudions la géométrie (qui est a la fois riche et
compliquée) de I'algebre A = Oy[z] ot z est solution de I’équation (0.9) et
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Oy désigne 'algebre des germes u(y) holomorphes en 0. Dans le cas simple
de Péquation 2? = y; les éléments de A de la forme /y7u(y;) sont singuliers
et leur somme suivant les deux racines est nulle. Cette remarque nous conduit
- dans le cas général - & introduire I’ensemble S des éléments de A dont la
somme suivant les k + 1 racines de ’équation (0.9) est nulle; e, e€z,..., €k
appartiennent a . La proposition 4.10 et le théoréme 4.11 montrent qu’on a
une décomposition A = Oy @ S sur laquelle les dérivations 9,, (1 < € < k)
opérent de maniére diagonale, de plus § est un Oy-module libre de rang k
admettant ey, ey, ..., e pour base. Le théoréme 4.12 montre que tout u de
S posséde - dans S - une unique primitive en y; notée v = D~'u. De plus si
pour p € N on pose

AP = {u € A/ Ou € A pour tout a de longueur < p}

alors le corollaire 4.16 montre que D~! induit une bijection de AP NS sur
AP N S Conformément a ce que laissent prévoir les points 1° et 4° de

notre programme, D! joue un réle crucial. Si h € N on pose ef = D~ "¢,

et e[_" = 8;’1 ee; pour étudier les primitives itérées eff des e, (h € N) il est
trés commode de travailler avec des matrices et d’introduire (voir déf. 4.25)

la matrice carrée d’ordre k& P(y) telle que :

-1

€3 €
€
= P(y)
_ei Ck

Une récurrence facile sur & € N montre que (voir théoréme 4.27) :

e'f“ ‘- e{‘
: = (id—i—h,aylP)_lP
eﬁ“ ) ez

. . . . “h+1
On peut alors facilement obtenir des majorations du type Ieﬂ < Ch! " pour

ly] < » (voir thm 4.32). Les théorémes 4.34 et 4.36 montrent qu’on peut
décomposer chaque terme du type Bjegﬂc’} suivant les ef” ounl<i<ket
0 £ ¢ £ |a|. Cette section §4 se termine par l'important théoreme 4.37 qui
affirme que si ¢(y; Dy) est un opérateur différentiel d’ordre m caractéristique
pour la queue d’aronde T alors les c(y; Dy)ej* ™" s’expriment en fonction des

€1,€2,...,¢ex (et non pas de leurs dérivées).

Dans la section §6 on se ramene a une situation ou les données de Cauchy
et le second membre v(z) du probléme (0.1) admettent des représentations
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(cf. point 3° de notre programme) du type (0 < s < m — 1) suivant :

k
Us(zl) = Z Z Ug’t(.’l,‘l) B?+m_1(1:1,...’.’l‘k)

=1 h>w-m+1-s

m k
@) =303 Y ") ed(G(a))
J=1

(=1 h>wt+l-m

ol on a posé Gj(z) = (gl(z) ..,g%(z)). Rappelons que dans le théoreme
0.2 les opérateurs différentiels P, ¢ [resp. Q;,¢] avec lesquels on définit u,(z")
[resp. v(z)] sont d’ordre < —w + s [resp. < —w + m — 1]. La section §5
définit - a I'aide de fonctions majorantes convenables les espaces de Banach
dans lesquels vivent les séries permettant de définir v(z) et les u,(z').

Dans la section §7 nous prouvons le théoreme 0.2. Nous recherchons la
solution u(z) du probléme (0.1) sous la forme :

u(l‘ _ Z Z Z (’L‘ h+m_](Gj(il‘))

Jj=1 ¢=1 h>w-m+1

3
-

Conformément au point 4° de notre programme nous construisons w(z) par la
méthode de optique géométrique. Le fait que la queue d’aronde KV soit car-
actéristique pour 'opérateur a(z; D) d’ordre m mountre qu'on peut exprimer

a(z; D) |b f(z)eh“" 1(Gj'(gv))] en fonction des e!(G;(z)) (1 <1< k).

L’hypothese ” a caractéristiques simples” faite sur ’équation (0.5) montre
que dans ’expression obtenue en développant a(z; D) [b ol )e"“L’”"l (Gj(x))

le coefficient de azob;‘,g(m) x el (G;(z)) n'est pas nul pour « = 0 (voir théorémes
7.7 et 7.10). On met alors en place un processus formel de résolution par la
méthode de 'optique géométrique ou azob;[ Joue le réle de terme pivot. Par
ailleurs on rameéne ’étude des données de Ca uchy du probléme (0.1) & l’étude
d’une formule linéaire récurrente exprimant b «0,2") (voir théoreme 7.16)
aprés avoir inversé la matrice de Vandcrmonde définie par A;,....\,; un
procédé analogue a été utilisé par Wagschal dans [23]. On montre alors que le
théoreme 0.2 est conséquence du théoréme 7.18 qui établit 1'existence - dans
un espace de séries du type Y, b] ¢ e?“‘""’_l d’une solution d'un gros systeme
d’équations. Notre démonstration est effective : elle fournit un algorithme
pour calculer de proche en proche les b;‘, ¢

Nous pensons (et espérons) que les méthodes développées dans cet
article - notamment 'étude géométrique de Oy[z] - peuvent étre utilisées
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pour construire des solutions ramifiées de certaines équations aux dérivées par-
tielles venant de la physique (Euler, par exemple). A titre de motivation nous
montrons dans la section §10 qu’il se produit pour I’équation de Burger un
phénomeéne d’éclatement des singularités (typiquement non-linéaire) faisant
apparaitre des solutions algébriques ramifiées du type précédent.

Il semble trés probable que I'on puisse étendre les théorémes 0.1 et 0.2 au
cas d’un opérateur a caractéristiques multiples de multiplicité constante (voir
§1), toutefois la solution u(z) aura une structure beaucoup plus compliquée:
elle ne sera plus (en général) a croissance lente et il faudra remplacer les
opérateurs Rj ¢(z; D,) du théoréme 0.2 par une somme ”infinie” d’opérateurs
différentiels.

Dans la théorie des singularités la queue d’aronde est appelée singularité
(stable) de type Ag (voir [1], [2]). Il serait intéressant de généraliser les
résultats de cet article aux singularités de type Dy ou Ej qui (elles aussi)
sont stables.

Nous remercions Jean-Marc Delort pour avoir bien voulu lire ce
manuscrit.

Nous terminons cette introduction par un petit historique sur le probleme
de Cauchy Ramifié :

(0.1) { a(z,D)u = v

Di u(z)|g=us(z') 0<s<m—1

ol a(x, D) est & caractéristiques multiples de multiplicité constante (voir §1)
relativement & T' définie par 7o = z; = 0 et les u,(2’) sont holomorphes
ramifiées autour de 7'. Notons s;,...,54 la liste (voir [28]) des hypersurfaces
caractéristiques issues de T",

Le cas ou le second membre v(z) est identiquement nul a été traité
par Hamada [27] (dans le cas ou les u,(z') ont des singularités polaires) et
par Hamada-Leray-Wagschal [28]. Leur méthode consiste & uniformiser le
probléme et & montrer la convergence d’une solution formelle par des estima-
tions.

Ce méme cas (v(z) = 0) est repris par :
- Kashiwara et Schapira [29] en utilisant des transformations de contact.
- D’Agnolo et Schapira [26] par les outils de la théorie microlocale des

faisceaux.

Dans [15] nous avons résolu le cas général ol le second membre v(x)
est holomorphe ramifié (quelconque) autour de la réunion des hypersurfaces
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caractéristiques s; 1 <1 < d. Nous avons montré en outre que si les données
v(z), us(z') 0 < s < m-—1sont de détermination finie alors il en est de
méme de la solution; de plus si la monodromie des données est résoluble
[resp. unipotente] alors il est est de méme de celle de la solution.



§1. NOTATIONS

Les coordonnées d’un point z de C™*! seront notées (zj)o<j<n. Si 8=
(Bo,--.,Pn) est un multi-indice & composantes entiéres, on appelle longueur
de 3 l'entier |3] = 3¢ |8i|. L’opérateur de dérivation par rapport & la variable
z; (0 < j < n) sera noté indifféremment D, , d;; ou a_i;’ Si B € Nt est un
multi-indice de dérivation, nous poserons :

D% =D% x...x Df;.

On peut écrire a(z, D) sous la forme

a(z,D) = Z a;;(.'l‘,)Dii

|81<m

les fonctions ag étant holomorphes sur un polydisque ouvert U de centre
0 € C™*!. Par définition le polyndme caractéristique de a(x, D) a pour ex-
pression:
£ — § Y
am(‘175) - (l/j(.l.){' .
|3|=m
On sait que l'anncau des polyndémes a n + 1 indéterminées a coefficients
dans ’anneau des germes de fonctions holomorphes a lorigine est factoriel;
le polynéme caractéristique am(z;é) de a(z, D) se décompose en facteurs
irréductibles :
M __ e
[T am (@) = am(a;€)
k]
lentier my, > 1 est appelé la multiplicité du facteur irréductible a,, 4(z;€);
am s(z;€) est un polynéme homogene en £ et a coefficients holomorphes au
voisinage de 'origine; sans restreindre la généralité on peut supposer ces cocf-
ficients holomorphes dans U. Dans cet article nous supposerons gque I'équation
(0.5) suivante :

am(0,...,0;&,1,0,...,0) =0

possede m racines simples deux a deux distinctes Ay, ..., A,,. Ceci entraine
que tous les entiers m, sont égaux a un.

Par convention on dit que a(z; D) est a caractéristiques multiples de
multiplicité constante (voir [8]) si les racines de I'équation suivante :

Ha'm,s(O;EO: 1107 cee 70) = 0

k]

sont toutes simples. on ne suppose pas que les m, valent 1.






§2. PREUVE DU THEOREME o0.1.

Definition 2.0. Soient P = (1‘,6) € T*C"+l ct A € C’ on pose alors /\p =
(z; A€). On dit qu’une partie A de T*C"*! est conique ou homogéne si Vp € A,
Vi eC*, upe A

Rappelons que le champ hamiltonien (complexe) H, —de a,, est défini
par :

H, (z56) =)

j=0

= I:aa'm a aam 0

Le flot (complexe) ®(¢, p) du champ hamiltonien est défini par :

G (t,p) = Ha,, (2(t,p))
®(0,p) =p peT*Crt!

Comme an,(z;¢) est homogene de degré m en € on démontre aisément la
relation suivante :
O(t, \.p) = X\B(tA™ 1 p).

Soit j € {1,2,...,m}. Comme par hypothése 'équation polynomiale (0.5)
posseéde m racines distinctes deux a deux, %’:—(0, -, 05 45,1,0,...,0) n'est
pas nul. Comme am(:c;f) est homogene en €, le théoreme des fonctions
implicites montre qu’il existe un voisinage ouvert conique Vi [resp. Vg] de
(0,...,0;1;,1,0,...,0) dans T*C"*\0 [resp. de (0,...,0;,1,0,...,0) dans
C™*1 x (€™\0)] et une fonction homogene en €' de degré 1 et holomorphe sur
Vo i (z;€') — €j(z;€') de sorte que :

(2.1) : pour tout (z;&,¢") de Vi, (z;€') € V3 et Péquation ay,,(x;&,€") =0
équivaut a & = £j(z;¢'). Naturellement £;(0,...,0;1,0....,0) = ;. Comme
%‘:(0,...,0; 2j,1,0,...,0) n'est pas nul, la différenticlle de (¢,2';5¢) —
®(¢,(0,2';€)) est inversible au point (0,0,...,0;X;,1.0...., 0). Le théoreme

d’inversion locale permet alors de prouver la proposition suivante :

Proposition 2.1. On peut trouver ¢y > 0, un voisinage ouvert (non conique)
W) [resp. V] de (0,...,0;2;,1,0,...,0) € {(z"56)} [resp. {(x;8)}] tels que,

D(0, €9) désignant le disque ouvert de C de centre 0 ct vayon €, application:
D(O,Gg) X ‘V] — V

(t,('€)) — (¢, (0,2";€))

définisse un difféomorphisme holomorphe tel que ¢ # 0 entraine ®(t, (0,2'; €))
¢ S. Nous supposerons - ce qui est loisible - que V C 17,
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Rappelons (voir théoréme 8.9) que le conormal N(T) de la queue d’aronde
T (cf. introduction) est paramétré par :

Ty = _kzk+l + (k _ 2)2k2k~1 + PN + .’E322
Ty = (k + l)zk - (k — 1)$kzk-2 ... —2z32

T3 = T3

In =2Tn
& =2 k1 =0
§2 = 2 :
El: = zk_l’\ ﬁn =0

ou (z3,...,Tn,2,A) € C""2 x C x C*.

Note : le point (0,...,0;1,0,...,0) appartient & N(T). Le théoréme suivant
fournit la construction de Aj. On note 7 : (2;€) — « la projection usuelle de
T*Cn+1 sur CnH1,

Théoréme 2.2. (Avec les notations précédentes). On peut trouver € dans
]0, %[ et un voisinage ouvert (non conique) W, de 0,...,0;1,0,...,0) €
{(2',&")} tels que :

1°)

Aj = {A&(t,(0,2';6;(0,2';€),€)) [ lt] < e1, A€ C™ ot (2';€') € N(T)NW>)

est incluse dans V;, est une sous-variété lagrangienne lisse holomorphe conique
de T*C"*!\0 contenant le point (0,...,0;A;,1,0,... .0) telle que :

am(z;€)a; =0 7(A)NS=T
AjNS = {(0,2";06;(0,2"5€), M) /A € C*, (2" &) € N(T) N W)

2°). Pour tout € €]0,¢;] et tout voisinage ouvert W, (inclus dans W) de

(0,...,0;1,0,...,0) € {z';€")} :

N = (AB(1, (0,2,6(0,2'5€),€)) / 1] < & A€ C™ et (&'3€') € N(T) N W)

est une lagrangienne lisse conique contenant (0,...,0: X;,1,0,...,0). De plus

il existe un voisinage ouvert Q de 0 € C"*! tel que :

Q)N A, = 7 (Q) N A,
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3°). Pour tout voisinage ouvert conique V{ inclus dans V; de (0,...,0;

2,1,0,...,0) il existe un voisinage ouvert  de 0 € C™*! tel que 7~1(Q) N
Aj n Vl’ = W_I(Q) n Aj.

Preuve 1°). Le principe de la démonstration est classique (voir Hérmander
[10] page 154). Rappelons que Vi, V; et £;(z;¢') ont été définis avant la pro-
priété (2.1). On vérifie aisément qu'on peut trouver 7 dans
10, 135 et €1 dans ]0, %[, qu’on peut trouver un voisinage ouvert connexe W,
de (0,...,0;1,0,...,0) dans {(z';£')}\0 et un voisinage ouvert V'(C V;) de
(0,...,0;4j,1,0,...,0) dans {(z;£)} de telle sorte que I’on ait :

(2:2) : VA € D(1,n) (le disque ouvert de C de centre 1 et rayon n), V(z';€') €
W, (0,2',€') appartient a V2\0 et (0,2'; A;(0,2';€'), A¢') appartient & W,
(voir prop. 2.1).

(2.3): Sipe C* et pe V' sont tels que p.p € V' alors p € D(1,7).

Si on rétrécit W, alors (2.2) sera encore vérifiée, par conséquent nous
supposerons qu’en outre on a :

(2.4) : Pour tout t de D(0, €1) et tout (z', ') de Wa, ®(¢;(0,2';;(0,2';€'),€")
appartient a V' C V).

D’apres le théoreme 8.9 N(T)\0 est une sous-variété lisse de T*C™\0, la
propriété (2.2) montre alors que :

I'={(0,2;¢;(0,2";¢'),&) / (z,€') e Wa N N(T)} ¢ Wy

est une sous-variété isotrope lisse de T*C™*! incluse dans W;. La proposition
2.1 et la propriété (2.4) montrent alors que : (0 < €; < 271¢)

Aj={2(tp) /ItI<e,pel}cV’

est une sous-variété holomorphe lisse de dimension n+1 incluse dans V'(C V;)
contenant le point (0,...,0;;,1,0,...,0). Comme an(z;€) est nul sur I et
est constant sur les courbes intégrales du champ H,, _, on constate que la
restriction de an, & A; est nulle. De plus pour chaque point p de I, T, A; est
engendré par H, et T,I (qui est isotrope), donc la 2-forme o = 7 dz; A d§;
s’annule sur T, A;. Comme ®*(¢,-)o = o on vérifie alors aisément que A; est
lagrangienne. Par ailleurs la proposition 2.1 et le fait que I C W, montrent
que si ®(t,p) € S avec |t| < € et p € I alors ¢ est nul. Donc 4;NS = 1.

Posons maintenant A; = C*4; = {\.®(¢;p) / |t| < e1,p € I, X € C*}.
Pour achever la preuve du 1°) du théoréme nous devons prouver que A; est
une lagrangienne lisse de dimension n + 1. Pour cela nous allons prouver que
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pour tout (¢,p) de D(0, €1) x I il existe un voisinage ouvert W de ®(t, p) dans
T*C™1\0 tel que :

WNA;=WnC'A4; = WnNA;

Raisonnons par ’absurde et supposons qu'un tel W n’existe pas. 1l existe
alors pour chaque entier naturel ¢ > 1, A\, € C*, t; € D(0,€1), py € I tels
que : ®(tg,pg) € 4;

Ag:®(tgpg) € Aj et lim Ay ®(tg,pg) = Bt p)-

Comme A; est incluse dans V' qui est ouvert et ®(t.p) appartient a V', il
existe N > 0 tel que pour tout ¢ > N : X, ®(ty, p,) (et B(ty,p,)) appartient
a V'. La propriété (2.3) appliquée avec A, a la place de jo montre alors que
pour ¢ > N, A; € D(1,7). La définition de I et la propriété (2.2) montrent
alors que Ag.p, appartient & W, pour tout ¢ > N. De plus pour tout ¢ > N
ona ftg] < e < €27™et [A\|>1—n>1- 5. Par conséquent pour tout
q>Nona:

t . R
/\;nq_l € D(0, ). Appg € W1, pg €1 C W,

t
Ag-®(tg,pq) = @ (Tf; )‘rrpq) oo 2(1P).

D’apres la proposition 2.1 @ définit un difféomorphisme de D(0, €y) x W) sur
son image, on constate alors que :

. ¢ .
lim )\mq—l =t € D(0,¢), qlfgo Agpg=pE€EL
q

g—oo

Comme par hypothese p et les p, appartiennent & I on peut écrire :
p=(0,2"¢;(0,25¢'),&". py = (0,2'%;€;(0,2'7;€'7), ")

ou (z';¢') et les (2'9;¢'7) apparticunent & Wy N N(T). On vient de voir que

lim (z'9;0,€'7) = (2';¢'). Comme W, est ouvert et N(T) est conique ceci
q‘—‘w

entraine que (z'9;X4€'%) € Wy N N (T) pour g assez grand. On vérifie alors
aisément (vu la définition de I) que pour ¢ assez grand A, $(t4, p,) appartient
a Aj, ce qui est absurde. Ceci prouve le 1°). Prouvons alors le 2°).

D’apres ce qui précede A’ est bien une lagrangienne conique lisse. Raison-
nons par l’absurde et supposons qu'il n’existe pas de voisinage ouvert Q de
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0 € C"* tel que () NA; = ==1(Q) N Aj. comme, par construction,
Aj contient A}, il existe - pour chaque entier naturel ¢ - ty € D(0,€p) et
(2'9,€'7) € W, N N(T) de sorte que :

(2.5) : ag = B(t, (0,29 €,(0,2'%;€'9),£'0)) ¢ A
I e) =
Jim, m(ag) =0
Quitte A considérer des suites extraites on peut supposer que :

qlim ty=t€D(0,61), (z'9¢"") — (2',€) € Won N(T)\O.
— 00 q—0o0

D’apres la propriété (2.2), (0,2';£;(0,2';¢"),€') appartient & W;. La proposi-
tion 2.1 montre alors que ag converge vers O(¢, (0, z'; fj(O, x'5€"),€")), comme
m(ay) tend vers 0 € S on a forcément ¢t = 0 puis 2' = 0. Par conséquent
(0;¢"). € N(T)\0, d’aprés le théorcme 8.9 il existe A € C* tel que
¢ = X(1,0,...,0). Par conséquent en reprenant la formule (2.5), on peut
écrire pour ¢ assez grand :

1 m— 1 "
T = 2077y, 0,57 1 (0,060, £) ¢ 4y

Ceci est absurde; ceci prouve le 2°). Comme le 3°) est une conséquence facile
du 2°), le théoréme 2.2 est prouvé.

Remarque 2.3. Soit A une lagrangicnne holomorphe lisse homogene in-
cluse dans V) et vérifiant les quatre propriétés a), b), c), d) du théoreme
0.1. Soit (0,z';&0,¢') € A, les propriétés c), (2.1) et d) montrent alors que
o = &(0,2';€") et (2';¢') € N(T). La propriété ¢) montre en outre que A
est invariante sous l'action du flot ®. Comme (0,...,0;1,1,0,...,0) € A, la
propriété d) et le mécanisme de la preuve du théoréme 2.2 permettent de voir
que A et Aj contiennent le méme germe cn (0,...,0;,1,0,...,0) de variété
lagrangienne holomorphe lisse homogene. Par conséquent A coincide avec A;
dans un petit voisinage conique de (0....,0;1;,1,0,...,0).

Proposition 2.4. 1l existe un voisinage ouvert conique V| (inclus dans
Vi N T*C™*1\0) de (0,...,0;4;,1,0,....0), il existe un voisinage ouvert U
de l'origine de C"* = {(zo, z, z3, . - ., 7,)}. on peut trouver des fonctions holo-
morphes sur U (a valeurs complexes) u = (2, z,23,...,2,) = hi(u) (1 <i <
2), u=(20,2,23,.--,%n) = gp(u) (3 < p < n) de sorte que 'on ait :
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1°)
h1(0,2,23,...,Tn) =—k2*t1 4 (k — 2)z4 251

+(k — 3)3:;;..12"_2 + ...+ 1522

hy(0,z,3,...,7,) =(k +1)2% — (k — 1)z, 252
—(k = 2)zg_12*¥3 ... = 2242

93(0,2,23,...,T0) = 2

9x{0,2,T3,...,Tn) =z

gk+1(072,13,~ - .,.’lfn) =

g"(oaz’z37"'azn)=0

et application : U x C* — A; NV
(U = (130,57 T3,... 71:11)7/\) - (ﬂig,hl(u),hz(u),iczg, sy Ty

Ago(u), A, Az, Aga(u), ..., Agn(u)) = (z, €)

ou on a posé go(u) = &;(zo, h1(u), ha(u), z3,...,2n;1,2,93(1), ..., ga(u)) soit
Pinverse d’une carte locale de A; (et donc un difféomorphisme) définie sur
tout A; N VY.

2°) Si (2o, hi(u), hao(u),z3,...,2,) tend vers 0 alors u = (wg,z,z3,...,7,)
tend vers 0.

Preuve. désignons par H I’hypersurface lisse de T*C™*! déquation &; = 1.
H est transverse & A; (conique) au point (0,...,0;1;,1,0,...,0) = m,. Il
existe donc un voisinage ouvert W (dans T*C"*!) de m, tel que HNW NA;
(3 o) soit une sous-variété holomorphe lisse de dimension n.

Lemme 2.5. HNW NA; est transverse - au point g - & la sous-variété
définie par les équations : 29 =0, z3=... =z, =0, {& = 0.

Preuve du lemme. Rappelons que A; est conique et que le champ hamil-
tonien H,, est tangent & Aj. Notons t — (z(t);£(t)) la courbe intégrale

de H,,, issue de 1o = (z(0);€(0)). La courbe t — I'(t) = (x(t); %—), 1,

%t—), ey i—';((-:—;-) est définie pour t dans un petit voisinage ouvert de 0 € C et
est tracée dans HN W N A;. Comme O¢,am(q) # 0 on constate que I'(0)
est transverse (en 7g) & ’hyperplan S d’équation zo = 0. Par ailleurs, la
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paramétrisation de N(T) rappelée au début de cette section et le théoreme
2.2 montrent que SN A; N HN W est transverse - au point g - & la sous-
variété définie par les équations : z3 = ... =z, = 0, £, = 0. On obtient
alors immédiatement le lemme 2.5.

Comme HNW N A; est de dimension n, le lemme 2.5 montre qu'’il existe
un voisinage ouvert U de 0 € C* = {u = (z0, z,23,...,Zn)} et des fonctions
holomorphes sur U hy(u), ha(u), go(u), gp(u) (3 < p < n) telles que :

u = (z9,2,Z3,...,Zq) — (zo, h1(u), ha(u), z3,...,Tn;

gO(u)7 1, z»§3(“)) oo ,gn(u))

soit I'inverse d’une carte locale de HNWNA au point (0,...,0;,,1,0,...,0).
Par construction A; est caractéristique et incluse dans V1, la propriété (2.1)
entraine alors que go(u) = &(zo, h1(w), ha(u),z3,...,2a;51, 2z,93(u),
..., gn(u)). Lexpression de A;N.S fournie par le théoréme 2.2 et la paramétri-
sation de N(T') rappelée au début de cette section (voir aussi théoréme 8.9)
montrent que les fonctions hy(0,-), h2(0,-), g(0,-) (3 < p < n) vérifient
nécessairement les conditions (*) de la proposition. On obtient alors aisément
le 1°). Le 2°) est une simple conséquence du 3°) du théoréme 2.2. Ceci prouve
la proposition 2.4.

Corollaire 2.6. (Avec les notations de la proposition 2.4). soient D un
disque ouvert de centre 0 € C et P un polydisque ouvert de centre 0 €
C* ! = {(z,23,...,%a)} tels que D x P C U. Alors il existe un voisinage
ouvert conique V{ de (0,...,0;1;,1,0,...,0) € T*C"*! tels que pour tout
zg € D lapplication :

(v = (2,23,...,%0),A) € P x C* — (h1(z0,u'), ha(zo,u'), 3,.. ., Tn;

A Az, Aga(zo,u'), - .., Agn(zo,u'))

définit un plongement dont 'image est une lagrangienne holomorphe lisse
conique Aj(zq) de T*C"\0, et que

AjN V] ={(z0,2;£0,¢") / 20 € D,(',¢') € Aj(20), €0 = &;(x0, 2" )}
Note. Les Aj(zo) constituent une déformation holomorphe du conormal
N(T) = Aj(0) de la queue d’aronde T (restreinte & un voisinage de l'origine).

Preuve. Considérons D et P comme dans le corollaire 2.6. Pour chaque zg
de D la proposition 2.4 montre que 'application :

(u',X) € P x C* — (hy(z0,u"), ho(zo,u'), T3, .. ., T;
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Ago(zo,u'), A, Az, Aga(zo,u'),. .., Agn(z0,u"))

définit un plongement. Comme go(zo,u') = &j(zo,h1(z0,u'), ho(zo,u'),
T3,..-,%n; 1,2, g3(z0,u'),...,9n(20,u")) avec v’ = (z,z3,...,2,) il est clair
que pour chaque zo € D lapplication du corollaire 2.6 définit un plonge-
ment. Ainsi les Aj(zq) sont des sous-variétés lisses coniques de dimension n
de T*C"\0. Comme la 1-forme &ydzg + £1dzy + . .. Epdr, s’annule sur la la-
grangienne conique A; il est clair que Vzq € D la 1-forme & dzy + ... + §nday
s’annule sur Aj(zy). Le corollaire 2.6 est alors une conséquence facile de la
proposition 2.4,

Maintenant nous munissons C2"~! = {(z1,%2,...,Zn;P2,-.-,Pn)} de la
structure de contact standard définie par la 1-forme w = dz; — pyda, ... —
Pndz, et nous introduisons les sous-variétés legendriennes suivantes :

Définition 2.7. (Avec les notations du corollaire 2.6). Pour tout zq € D
nous posons

L(zg) = {(z';p2,---,Pn) [ (&'51,—=P2, ..., —Pa) € Aj(z0)}

L(zo) définit une legendrienne holomorphe lisse de C2"~1 et est 'image du
plongement suivant :

u, = (:713," . ,xn) € P — (hl(IO,ul)7h2($07ul)11'3u- EERRCETS

—Z, —gg(.’llo, u,)) ety _g'n(m07 u,))

Notons que £(0) correspond a la queue d’aronde T et est paramétrée par :

u' = (z,z3,...,2n) = (R1(0,u'), ha(0,u"), 23, ..., Zn;
—z,,—2%,...,=2F"10,...,0)
ou
h1(0,u') = —k2*+! 4 (k - 2)9,'kzk~1 + (k- 3)xk_1zk"2 +... +x32?
ha(0,u') = (k + 1)zF — (k — D)zs2*72 — (b = 2)zp_12* 73 ... = 2252
Par conséquent, dans le systéme de coordonnées (z1,Z2,...,Zn;P2,---;Pn)s

L(0) est paramétrée par la fonction phase S(z, z3,...,2n) = 25T —zp2*=1 ...

am:{(s_z@"’s P ?.i)}

T T3, Tp — 2, ..
0z’ 9z’ ™ 8z, Oz,
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Le théoréme suivant montre que nous pouvons paramétrer les legendriennes
L(zq) par des fonctions phases S(zg, ) constituant une déformation de S.

Théoréme 2.8 (Avec les notations du corollaire 2.6). La fonction S(zy, 2, 73,
..oy Tn) = (h1 + zh2)(z0, 2, Z3,...,T,) est holomorphe sur D x P et vérifie les
relations gﬁ- =—g¢(3< €< n), %§ = h; de sorte que pour tout zo de D on
a:

L((L‘o) = {(S(""‘O’ u') - z'g_g(ZOa u,)a %g'(zoau,)1 T3y--+5Tn;

—z,—s(zo,u'),...,ﬂs—(z‘o,u'))/u' = (z,%3,...,Z,) € P}
Z3 Ty

k+1 _ zkzk"l R .r332.

en outre S(0,2z,z3,...,T,) = 2
Preuve. Soit zo € D. Comme la 1-forme dz, — E; pedzg est nulle sur L(zg),
la 1-forme d(z, — p222) — Z; pedze + T2dps est nulle sur L(zg). D’apres la
définition 2.7 L(zo) est paramétrée par :

Ty = hy(zo,u'), 2y = ho(z0,u’), p2 = =z, pr = —ge(z0,u’) (3 <L <)

ot u' = (z,z3,...,2,) décrit le polydisque P. Par conséquent, zq étant fixé,
la 1-forme suivante est identiquement nulle sur le polydisque ouvert P :

d(hy + zho) + Y gedze — hadz =0
3

La fonction S(zg,-) définie par S(zg,z,23,...,25) = (h1 + zh)(zo, 2,23,
...,Zn) est alors holomorphe sur P et vérifie :

as oS
—_— < < —_—
81‘[ ge (3 = e = Tl), 32 h2

On obtient alors z; = h; = S — 2 %%, Ty = hy = %%, L(zo) est donc

bien paramétrée comme indiqué dans le théoréme. Enfin, dans le systeme

de coordonnées (z1,2,...,Ta;P2,---,Pa), il N'existe qu’une seule fonction
phase des variables (z,z3,...,z,) paramétrant £(0) comme indiqué dans le
théoréme. Par conséquent ona: S(0,z,%3,...,Tn) = 25T —zp2*71 . —252%

Ceci prouve le théoreme 2.8.

Nous admettons provisoirement le théoréme suivant (qui sera une consé-
quence du théoréme 2.11) et montrerons comment - via le corollaire 2.10 - il
entraine le 1°) du théoréme 0.1.
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Théoréme 2.9. Posons z'' = (z25...,za). 1l existe des fonctions holo-
morphes sur un voisinage de l'origine de C x C x C*™! : (z,z,2") —
Z(zo,2,2"), (z0,2") — Xj(20,2") (1 £ j < n) telles que sur un voisinage
de l'origine on ait identiquement :

Z(0,z,2") =z

Xj(O,.’L'”) = zj, 2 S] S n

X,(0,2")=0

et
S(20,2,Z3,. .., Tn) — 222 = Z¥¥ (20, 2,2") = Xi(z0,2")Z¥ (20, z,2") . ..

—X5(z0,2")Z(20, 2,2") — X1(z0,2").

Dans le corollaire suivant nous noterons m(zi,...,Tnj P2,-..,Pn) =
(z1,...,2n) la projection usuelle.

Théoréme 2.10. (Avec les notations de la définition 2.7 et du théoréme 2.9).
Si le disque D(C C) du corollaire 2.6 est choisi suffisamment petit alors on
peut trouver un voisinage ouvert connexe V de 0 € C" = {z' = (z,,z")} de
sorte que les fonctions (zo,z') — Xj(z0,2") (1 < j < n) soient holomorphes
sur D X V et que pour tout zo de D on ait :

7T(£(IL‘0)) nv = {(1‘1,1‘”) % / D(:L‘l + Xl(IQ,I”),‘Y’Z(.TO;.’E”), ceey

Xi(z0,2")) =0} = m(Aj(z0)) N V.

ou D(X,,...,X) désigne le discriminant de 1’équation :

ZH _ X, 7% X,Z - X, =0.

Preuve du corollaire (& partir du théoréme 2.9). Pour R > 0 nous noterons
VP?(R) le polydisque ouvert de centre 0 € CP et de rayon R > 0; comme
Z(0,2,2") = z le théoréme des fonctions implicites montre qu’il existe deux
disques ouverts A, A de centre 0 € C de sorte que si R > 0 et le disque
D du corollaire 2.6 sont suffisamment petits alors Z(zg,z,z") [resp. chaque
X;(z0,2")] est holomorphe sur D x A x V*"!(R) [resp. D x V" '(R)],
8.2Z(z0,2,2") ne s’annule pas sur D x A x V*"!(R)] et :

(2.6) VZeA, Y(zo,2")e Dx V" YR),3z € A, Z(zg,2,2") = Z.
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et A x V" %(R) est inclus dans le polydisque P du corollaire 2.6. Nous fizons
ainsi A et A,

Le 2°) de la proposition 2.4 montre que - quitte & diminuer encore R > 0
et D - les z utilisés pour paramétrer L(zo) N 7#~}(V*(R)) comme indiqué
dans le théoréme 2.8 (oi zg € D) appartiennent nécessairement & A. De plus
comme les X¢(0,0) sont nuls (voir thm 2.9) nous pouvons supposer R et D

tels que pour chaque (zg,z') € D x V*(R), tous les nombres complexes Z
vérifiant les deux équations suivantes : (z' = (z1,z"))

z + Xl(l‘o,.‘l,‘”) = —~ka+1 + (IC - 2)Xk(.’l,‘o,1‘”)Zk_l + ...+ ‘Yg(l‘o,."l?”)zz
(2.7)
Xo(z0,2") = (k+1)Z2F = (k = 1) Xi(z0,2") 2572 ... — 2X;5(20,2")2

appartiennent au disque A de I’assertion (2.6). Nous fizons ainsi R > 0 et D.
Maintenant posons X = (Xi,...,X¢) et

F(X,2)= 2" - X3 2" . - X,Z - X,.

Soit zo € D. Considérons un point ' = (z,z") de V*(R) N n(L(z0)) et
montrons que z' vérifie ’équation :

D(z; + X1(zo,2"), X2(z0,2"),. .., Xi(z0,2")) = 0.
D’aprés le choix de (R, D) et le théoreme 2.8 il existe 2 € A tel que z; =
(S — 20.5) (z0,2,23,...,2%n) et T2 = 0:5(%0,2,%3,...,T,). Par ailleurs le
théoréme 2.9 montre que par définition on a :

(2.8). S(z0,2,23,--.,Tn) — 232 = F(X(z0,2"), Z(z0, z,z"))

Comme z9 = 9,5 et que 8,2(zg,2,2") # 0(0:Z ne s’annule pas sur D x A x
Vm=1(R)) on vérifie aisément que :

0z F(X(z0,2"), Z(z0,2,2")) =0
On en déduit alors que X5(zo,z") =
(k + 1)2*(z0, 2,2") — (k = 1) Xi(z0,2") 2% (20, 2,2") ...

—2X3(z0,2")2(z0,2,2").
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Rappelons que z; 4+ X;(zo,z") =
S —20.8 + X1(x,2") = F(X(z0,2"), Z(z0,2,2")) + X, (z0,z").

En remplagant X,(zg,z") par la valeur précédemment trouvée on obtient
z1 + Xi(z0,2") =

—kZ* (24, 2,2") + (k — 2) Xi(z0,2") 2% (20, 2,2") + . ..

+X3(z9,2") 2% (20, 2,2").

On peut alors affirmer que (voir Proposition 8.4) :
D(z; + X1(zo,2"), Xo(z0,2"), ..., Xk(z0,2")) = 0.

Réciproquement considérons (zg,2’) € D x V*(R) vérifiant I'équation précé-
dente. L’étude effectuée dans l’appendice §8 sur la queue d’aronde mon-
tre alors qu'il existe Z € C tel que les deux relations (2.7) soient vérifiées.
D’apres le choix de (R, D) un tel Z appartient 3 A. D’aprés assertion (2.6)
il existe alors z € A tel que Z = Z(zo, z,2"). Rappelons que d’aprés le choix
de (R,D), A x V" 2(R) est inclus dans le polydisque P du théoreme 2.8.
Comme 0 = (07 F)(X(zo,2"), Z(20,2,2")), la relation (2.8) (conséquence du
théoreme 2.9) permet de voir que =, = (8,5)(z0, 2, Z3,-..,%,). En ajoutant
a la premiére des relations (2.7) le produit de Z et de la deuxieme de ces
relations - avec Z = Z(zo, z,z") - on vérifie alors aisément que :

71 = F(X(z0,2"); Z(20,2,2")) = S(z0,2,23,...,%0) — T22

= S(z0,2,T3,...,T5) — 20 5.

Comme (2,73,...,2,) € A x V*"%(R) C P, le théoréme 2.8 montre que z’
appartient alors & 7(L£(zo))NV™(R). D’aprés la définition 2.7 on a 7(L(z0)) =
7(Aj{(zg)), on obtient alors immédiatement le corollaire 2.10 en prenant V =

Vo(R).

Preuve du 1°) du théoréme 0.1. La lagrangienne Aj a été construite
dans le théoréme 2.2, voir aussi la remarque 2.3. Fixons un disque ouvert D
de centre 0 € C et un voisinage ouvert V de 0 € C" de sorte qu’on puisse
appliquer les corollaires 2.10 et 2.6. Le corollaire 2.6 permet de voir qu’il
existe un voisinage ouvert conique V{ de (0,...,0;1y,1,0,...,0) tel que :

m(Aj N V) = {(z0,2") / 20 € D, 2" € m(Aj(z0)) NV}
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Posons g{(z) = ; + X1(z0,22,-..,2n) et gli(:c) X¢(zo,z2,...,Tn) pour
2 < £ < k. D’apres le théoreme 290nag (0 z') = z¢ pour 1 < £ < k (sur
D x V). Le corollaire 2.10 montre alors que

m(A; N V) = {(z0,2') € D x V [ D(gi(z0,2'),...,9L(z0,2")) = 0}.

D’apres le 3°) du théoreme 2.2 il existe un voisinage ouvert  inclus dans
D xV de 0 € C"*! tel que QN 7(Aj) =QNa(V/NA;j). Il est alors clair que
Kl = 7(Aj) N est une queue d’aronde de sommet 0 définie par I’équation
D(gl(l‘) ,gk(:l:)) = 0}. Montrons que K7 est caractéristique pour a(z; D).
Par construction (cf. thm 2.2) la restriction de am(z;¢) & A; est identiquement
nulle, comme la lagrangienne homogene lisse A; contient le conormal de la
partie lisse de sa projection (i.e. m(A;)) sur la base il est alors clair que K’
est caractéristique. Maintenant prouvons que N(K’) et A; coincident au-
dessus d’un petit voisinage ouvert de l'origine. Comme D(g],...,¢1)(0,2') =
D(zy,...,zk), le 2°) du théoreme 8.9 permet de voir que tout point lisse de
snan T est un point lisse de K7. Comme N(K7) et A’ coincident au-dessus
de K}, feg» On vérifie alors aisément - avec les notations du 2°) du théoreme 2.2 -
qu'il existe un voisinage ouvert W, (inclus dans W,) de (0...,0,1,0...,0) €
{(#;€)} tel que

{(0,2";¢;(0,2";¢"),€') / (2;€') € Wy N N(T)} C N(KY).

Done (0...,0;;,1,0...,0) € N(K’). Comme N(K’)\0 est une lagran-
gienne lisse homogéne caractéristique, elle est invariante sous P'action du flot
hamiltonien ® de a,(z;¢). Quitte & réduire W, le 2°) du théoréme 2.2 mon-
tre qu’il existe € €]0,¢] tel que N(K7) D A puis qu'il existe un voisinage
ouvert Uy de 0 € C™+! tel que N(K/)N=~Y(U,) D # = (U1) N A;.

Par ailleurs considérons un voisinage ouvert conique V3 de (0,...,0;A;,1,
-,0) tel que A;jNV; soit fermée dans V,. Comme K7 est une queue d’aronde
de sommet 0, elle ne possede qu’une seule codirection au-dessus de l'origine
(voir théoréme 8.9) a savoir : (0,...,0;4;,1,0...,0). Par conséquent il existe
un voisinage ouvert U, de 0 € C™** tel que 7~ 1(U;) N N(K?) C V,. Comme
Aj et N(K7) coincident au-dessus de I{,egﬂUg on voit que N(K )Nz~ (U,) C
A;N V2. On a donc prouvé que N(K7) et A; coincident au-dessus d’un petit
voisinage ouvert de 'origine. Ceci prouve le 1°) du théoréme 0.1.

Preuve du théoréme 2.9 : Nous allons reprendre en les adaptant a notre
situation les arguments utilisés dans [1] et [18] pour étudier les déploiements
V-versels. Nous devons prouver le théoréme suivant qui est un peu plus fort
que le théoréme 2.9.
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Théoréme 2.11. Posons E(zo,z,z') = S(z0,2,23,...,Tn) — 279 — z,. Alors
il existe des fonctions holomorphes sur un voisinage de 'origine de C x C x C:

(zo,2,2") — Z(20,2,2")
(z0,2") — Xp(z0,2') 1<p < n.
telles que sur un voisinage de Porigine on ait
X,(0,2')=2z,1<p <n, Z(0,z,2') =z

et .
E(zo,z,2') = Z¥ (20,2, 2') — Xi(0,2") 2%z, z, a'). ..
—Xo(z0,2") 4 (20, 2,2") — X1(z0, 2").

Note. On obtient le théoréme 2.9 en faisant z; = 0 dans I’énoncé du théoréme
précédent. La démonstration du théoreme utilise le lemme suivant :

Lemme 2.12 (Avec les notations précédentes). Il existe un germe holomorphe
en 0 € {(z0,2,2')} de champ de vecteurs v tel que :

n ) o
° N ' nY
1 ) v = dzo +};fp(x07$ )a:l,p +g(Io,Z,$ )az

2°) v.E=0.

Preuve du lemme 2.12. D’aprés le théoréme 2.8 on a S(0,z,z3,...,7,)

= 2kt g2k~ 2322 la définition de E(zo,z,2') montre alors que :

E(0,z,2') = 25! — g2kl | —zpz -2y, %EZE(O, 2,0) = (k+1)z*, gTE(O, z,z')
P

=—22"1 (1<p<k).

On vérifie alors aisément que pour tout germe holomorphe en 0
a(zg, z,z') il existe des germes holomorphes en 0, h(z), a,(wo,z,z') (0 <
p < n) et des constantes complexes {1,. .., &, telles que :

. OE , "\ OF ,
(29) a(x07za$ ) = '8_2(107271: )h(z) + Z a_T;fp + IOQ'U(’F(M;:»:U )
p=1

n
+ Z zpap(zo, 2,2').
p=1

Rappelons alors le théoréme de préparation de Weierstrass.
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Théoréme de Weierstrass. (Voir [20] pages 10 et 14). Notons O, ;
[resp. O, ,] 'anneau des germes holomorphes en 0 € C x C x C™ [resp.

C x C™]. Notons J l'idéal de Oz, engendré par zg et z1,...,z, et con-

. ’, o ’

sidérons I'nlgebre analytique F' = —=0:22_.  Supposons que des éléments
g ytiq o.“=3g Supposons q

€1,...€¢ de F engendrent le C-espace vectoriel TFF" alors ep,..., €, engen-

drent F' considéré comme O,,,z'-module :

3
F= Z O,O,,:ej.
j=1

Quand on réduit modulo Oy, ; .+ ‘Z}f Pégalité numérotée (2.9) on vérifie
aisément qu’on peut appliquer le théoreme de Weierstrass avec ¢ = n et
ep = §,p (1 £ p < n). On obtient alors l’existence de germes holomorphes en

0 fp(Z(),’L )
(1 € p<n) et g(zo,2,2') tels que E(zo,2,z")

vérifie 'équation homologique suivante :
E < OE OE
7= ;fp(xo,l")ga +9(20,2,2") 5~

Ceci prouve le lemme 2.12.

Preuve du théoréeme 2.11. Reprenons les notations du lemme 2.12. Le
flot complexe de v est défini par les équations différentielles suivantes :

]

1

(2.10) Folzo(t),2'(t)) 1<p<n

7 = 9(zo(t), 2(2), ' (1))

On observe que t — zo(t) et t — z'(t) ne dépendent pas de z(0). Notons 9(t;-)
le flot du champ v de sorte que ¥(¢;(zo,2,2')) = (zo(t), z(t),z'(t)) désigne
la solution des équations (2.10) vérifiant (z0(0),2(0),z'(0)) = (o, z,z"); on
note que xy(t) = t + xo. Il est alors clair qu'’il existe des voisinages ouverts
connezes Dy de 0 € C, U; de 0 € {(z,2')} et U; de 0 € {(z0,2,2')} tels que
Papplication induite par le flot :

'n. &Lﬂ. E.'L;.

D1 X U] —_— U2
[t; (2,2")] — ¥(;(0,2,2")) = (8, 2(2), ='(¢))
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soit un difféomorphisme holomorphe. En outre son inverse H~! est de la
forme :

H™ Y (z0,2,2") = [20;(Z(20, 2,2"), X'(0, z'))]

ot X'(zg,2") = (X1(z0,2'), ..., Xn(x0,2")), et comme 1(0,-) = identité on a
Z(0,z,z') =z et X'(0,2") =2'.

On peut évidemment supposer E(zg,2,z') holomorphe sur D; x U, et
U;. D’aprés le 2°) du lemme 2.12 on a v.E = 0, par conséquent E(zq,z,z')
est constante sur les courbes intégrales de v : zo — ¥(z0;(0,Z,X')). On peut
donc écrire, pour tout (zq, z,z') de Us : '

E(zo,2,2") = E(H 0o H (20, 2,2")) = E[t(z0; (0, Z(20, z,z"), X' (0, )N =

E0, Z(z0, 2,2"), X'(z0,2")] = Z** (20, 2,2") — Xi(20,2") 2% (20, z,2") ...
—X,(z0,2")Z(z9,2,2") — X1(z0,2")

ou la derniére égalité résulte de la définition de E et de l'identité S(0, z, z3,
oy Tp) = 25 — 2y 2% — 2422 (voir thm 2.8). Ceci prouve le théoréme
2.11.

Preuve du 2°) du théoréme 0.1.

Pour € = (o,.--,{n) € C™*1 nous poserons ||€]|> = Y7_, & et ||€' =
&1, Ea)ll? = Yoo, Eee. Considérons donc une hypersurface C-analytique
A (définie dans un voisinage de l'origine) caractéristique pour a(z; D) et telle
que ANS = T et A induise un germe irréductible en 0 € C"*1. Il existe
alors (voir [7]) un systéme fondamental F de voisinages ouverts connexes de 0
tel que VV € F, ANV est un sous-ensemble C-analytique fermé irréductible
de V, ANV NS =TNV et deplus les 7(A;) NV (1 < j < m) sont des
sous-ensembles C-analytiques fermés de V. Dans la suite de cette section §2
nous fixons un V € F de sorte que an(z;1,0,...,0) ne s’annule pas sur V.
La preuve est composée de plusieurs propositions.

Proposition 2.13 (Verdier [24]). Il existe une stratification C-analytique de
Whitney (Aa)oer de ANV telle que pour chaque a de I ou bien A, C S ou
bien A, NS = ¢ et vérifiant les propriétés suivantes :

1) ANV = léJI Ay et AgNAg = ¢ pour @ # B. Chaque A, est une

sous-variété holomorphe lisse conneze localement fermée de V, telle que Aa
et A,\Aq soient des sous-ensembles C-analytiques fermés et dimg Ao\Aqs <
—1+4dim A4,.

2) La famille (Aq) est localement finie.
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3)Si AaNAg # ¢ alors A, D Ag.
4)Si A, D Ag et a # B alors (Aq, Ap) vérifie la condition a) de Whitney

suivante : soit z un point quelconque de Ay, alors pour toute suite (zp)p de

points de A, convergeant vers z et telle que la suite des espaces tangents
(T:, Aqa)p admette une limite £, £ contient T, 4.

Note. Quitte a diminuer V, nous supposerons (ce qui est loisible d’apres

le 2)) que I est fini. Jusqu’a la fin de cette section §2 nous fixons une telle
stratification (A4 ).

Preuve. Prouvons d’abord que (ANV)\S = ANV. Soit z un point de
ANVNS C TNV, si z n’adhérait pas a (ANV)\S alors il existerait un voisinage
ouvert Z (dans C™*') de z tel que ZN ANV = ZNT ce qui contredirait
le fait que ANV est irréductible et donc de dimension pure = n (voir [25),
p. 169) y compris en z. Donc ANV)\S = ANV. Posons alors ¥; = ANVNS
et Y2 = (ANV)\S. Il est clair que les ¥; et ¥;\¥; (1 < < 2) sont des fermés
C-analytiques de X = AN V. Comme la condition w) de Verdier entraine la
condition a) (voir [24] p 299) les résultats de [24] page 300 montrent qu'il existe
une stratification (Aa)aer de ANV vérifiant toutes les assertions de la prop.
'2.13 sauf peut-étre le fait que dimc(fia\Au) < —1 + dim A,. Raisonnons
par l'absurde et considérons a € I tel que dimg Ax\Ads = d > dimg 4,.
Considérons (ce qui est loisible) une composante irréductible C de A,\ A4 de
dimension d (cf [25]). Considérons la décomposition de A, en composantes
irréductibles (fermées) : A, =,\LéJA Iy, cette réunion est localement finie et

A# N = Iy ¢ In (cf. [25]). Si, pour un A € A, Iy rencontre A, (localement
fermé) en un point  alors (dim I}); < dim A,. On vérifie alors aisément que
d = dim4, = dimC. Comme C est iréductible (C A,\Aq), C est inclus
dans P'un des Iy (irréductibles) et lui est égal pour une raison de dimension.
Par conséquent la réunion localement finie de fermés U I ne contient pas
I\ #C
C (sinon C serait I'un de ces I)). Comme 4, est inclus dans le fermé ; L;ch I
A

il est alors clair que C n’est pas inclus dans 4, ce qui est absurde. Ceci
prouve la prop. 2.13.

Définitions géométriques 2.14. Comme TNV = U s Aaq, on peut trouver
aC

parmi les A, C S une strate ¢ de dimension (complfxe) n—1 telle que 0 € 5.
Si Ay C S est une strate différente de o alors 0 N A, = ¢, en effet si 0 N A,
n’était pas vide alors les points 1) et 3) de la proposition 2.13 entraineraient

que 0 C An\Aq, or , comme dimg Aa\Ad, < -1+ dimA, < n — 2, ceci
est absurde. Comme le nombre de strates est fini, o est donc un ouvert de T'
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inclus dans Treg. Par ailleurs comme ANV est irréductible (de dimension pure
n) on peut trouver parmi les strates A, C V\S une strate ¥ de dimension
(complexe) n telle que £No # ¢ et donc o C B. 1l est clair que ¥ est un
ouvert de ANV inclus dans Areg N V. Dans la suite nous fizonsde tels o et
3.

Nous pouvons supposer que - dans la proposition 2.2 toutes les lagran-
giennes Aj(1 < j < m) sont définies & P’aide du méme voisinage W, de
(0,,...,0;1,0,...,0) et du méme réel ¢; > 0.

Proposition 2.15. Il existe une constante C' > 0 et un voisinage ouvert
(dans S) X de 0 € C" tels que X C SNV et pour tout (z';¢') du conormal
N(c) de o vérifiant z' € X et ||¢'||=1ona:

1) (5¢") € N(T)N W,

2) Pour chaque solution & € C de P’équation an,(0,z'; &y, €") = 0 il existe
Jj€{1,...,m} tel que & = £;(0,2'; ") (cf. prop. 2.2) et :

dam,
&

(0)1‘,;50151) 2 C>0.

Preuve. Rappelons que (par hypothése) les racines de ’équation (0.5)
am(0,...,0;£,1,0,...,0) = 0 sont simples, que 0 adhére & ¢ C Tieg et que
N(T) n’a qu’une seule codirection (& savoir (1,0,...,0), cf. thm 8.9). La
proposition 2.15 est alors une conséquence facile de la définition des A; (cf.
prop. 2.2) et du théoréme des fonctions implicites.

Dans la suite nous fizons de tel C et X et un point z'° € s N X. Le
principe de la preuve consiste a établir I’existence d’un voisinage Q de (0, z'®)
€ C™*! tel que pour tout (y;n) de NE vérifiant y € Q et |p|| = 1, la

bicaractéristique de a,, passant par (y;7n) rencontre (au-dessus de 5) nLIJ Aj.

m
Ceci prouvera que L N Q est inclus dans LiJ 7(A;) et on concluera par un

argument d’irréductibilité.

Proposition 2.16. Il existe une constante C' > 0 et un voisinage ouvert
U(c V) de (0,z'%) tels que SNU C X (cf. Prop. 2.15) et pour chaque (z;¢)
de N(X)\O vérifiant z € U on a:

aam . ' m-—1
6—&]‘(%6)‘ >C'llgm.
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Preuve. Raisonnons par P’absurde. Comme %"-é? est homogéne de degré
m — 1 en ¢, il existe alors une suite (z?;€P),eN de points de NT telle que
Vp € N, ||&7]| = 1, }‘igl_"l'o’;: (0,2") et pkglm gﬂn(z” €P) = 0. Quitte &

considérer une suite extraite on peut supposer que la suite (z?; £P),, converge
vers un point (0,z'°;¢). Comme A,.; est caractéristique pour an, et que &
est un ouvert de A;eg les (z?;¢P) annulent a,,. Par conséquent on a :

(2.11) an(0,2'%6) =0 et 9am (0,2"%;¢) =
/3

Posons € = (&,¢'). Comme ||£]| = 1 et que am(0,2'°;1,0,...,0) # 0
(cf. choix de V), €' est non nul. Comme (0,z';¢) est limite d’une suite de
points de NT\0 la condition a) pour (£, ¢) (cf. 4) prop. 2.13) montre alors
que (z'%;¢') € Na\0. Le 2°) de la proposition 2.15 contredit alors I’assertion
(2.11) précédente. Ceci prouve la proposition 2.16.

Proposition 2.17. On peut choisir U suffisamment petit dans la proposition
2.16 de sorte que UNJL C 0 N X (cf. prop. 2.15). Nous fixons un tel U
jusqu’a la fin de cette section §2.

Preuve. D’apres les points 1) et 3) de la proposition 2.13, 0% = T\ est une
réunion finie de strates deux & deux disjointes : £\EX = o U( LEJJ Agy) de sorte
o

que Yo € J dimg 4, < dimg(Z\Z) < n — 1. On peut supposer J non vide
sinon le résultat est trivial. Soit @ € J, si on avait A, No # ¢ alors on aurait
(d’aprés la prop. 2.13) ¢ C A \A, et dime o < dim(4,\A44) < (dim A,) —
1 € n ~ 2 ce qui est absurde. Donc ¢ ne rencontre pas les A, (a € J) et il
existe un voisinage ouvert U de (0,z'?) tel que U N JE C o N X; ceci prouve
la prop. 2.17.

Nous pouvons supposer que - dans la proposition 2.2 - toutes les lagran-
giennes A; (1 < j < m) sont définies a I'aide du méme réel €; > 0. Rappelons
que & désigne le flot hamiltonien de a,,(z;€) et que la constante C' a été
introduite dans la proposition 2.16.

Proposition 2.18. (Avec les notations précédentes). 1°) On peut trouver
un réel p €]0, 2!~ ™¢ [ et un polydisque ouvert P inclus dans U (cf. Prop.
2.17) de centre (0,2'?) de sorte que si on pose

E= {(0, 2 E)eT*P [ 0,5< €] <2, 6""’(

0,2 @)l ||51|"”}
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alors pour chaque (0,2';€) de E la courbe ¢ — ®(t, (0, z'; €)) est définie pour
t € D(0,p), est tracée dans T*U (i.e. au-dessus de U), et ne rencontre plus S
si t € D(0, p)\{0}.

2) E et p étant fixés comme dans le 1°), il existe un polydisque ouvert Q
de centre (0,z"0) tel que pour tout (y;7) de NI vérifiant Inl=1letye Qon
peut trouver ¢ € D(0, p) et (0,z';€) € E de sorte que &(¢,(0,z';€)) = (y; 7).

Preuve 1°) (Esquisse). On observe que (t,z';¢) — &(t,(0,z';¢)) définit un
germe de difféomorphisme local en chaque point de E. En raisonnant par
I'absurde et en utilisant des suites on obtient alors aisément le 1°). Prouvons
le 2°) en raisonnant par I'absurde. Il existe alors une suite (yP;nP)peN de

points de NI telle que lixf y? = (0,2'%), pour chaque p de N ||57|| =
p—+oo

et (yP;nP) ne peut pas s’écrire sous la forme ®(t,(0,z';¢)) avec |t| < p et
(0,z';€) € E . Quitte & considérer une suite extraite nous pouvons sup-
poser que (y?;nP) converge vers un point (0,2'%n) ol ||| = 1. Comme les
(y?;n?) appartiennent & N3\0 la proposition 2.16 montre que pour p assez
grand on a l%‘g(y”;n”)l > C',d'ou 59—'5-'1L(0 z'%n)| > C'. Comme (t,z';€) —
®(t,(0,2';€)) induit un germe de difféomorphisme au point (0,2%;7) et que
ln]] = 1 on vérifie aisément que pour p assez grand chaque (y?;7?) est de la
forme ®(%,(0,2';€)) avec |t| < p et (0,2';€) € E; ceci constitue une contra-
diction. La proposition 2.18 est donc prouvée.

Preuve du 2°) du théoréme 0.1.

Rappelons que (0,2°) adhére & £ de sorte que & N Q # ¢ (cf. Prop.
2.18, 2°)). Nous allons prouver que £ N Q est inclus dans U 7(A;). Comme
Y N Q est un ouvert non vide de A NV (cf. def. geometrxques 2.14) et
ANV est irréductible, ceci entrainera d’abord que ANV C U m(A;) (voir

(25] page 170) puisqu'’il existe j € {1,...,m} tel que AN V C m(Aj)NV.
D’apres le 1°) du théoréme 0.1 et la proposntlon 8.11 la queue d’aronde de
sommet 0, m(A;) induit un germe en 'origine irréductible, par conséquent A
et m(Aj) coincideront dans un petit voisinage de l'origine ce qui prouvera le
2°) du théoréme 0.1.

Considérons donc un point y de £ N {2 et un covecteur 75 tel que (y;7) €
NZ et |ln|| = 1. D’aprés le 2) de la proposition 2.18 il existe ¢ € D(0, p)
et (0,z';€) € E tels que (y;7) = ®(¢,(0,2';£)). Pour s(réel)e [0,1] posons
g(s) = ®(st,(0,z';€)) et notons :

so = inf{s; € {0,1]/Vs € [s1,1] g(s) € NT}
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Comme Ayeq est caractéristique pour a(z; D) et que I est un ouvert de Apeg,
la lagrangienne lisse NX est invariante sous l’action du flot hamiltonien @,
par conséquent les g(s) annulent a., et 7(g(sq)) € L. D’aprés le 1) de la
prop. 2.18 les m(g(s)) - et donc 7(g(so)) - appartiennent 4 U. D’apres la prop.
217onaUNJL CoNX CS. Donc 7(g(so)) € S, d’apres le 1°) de la prop.
2.18 on a nécessairement s; = 0 de sorte que g(0) = (0,z';¢) et z' € o N X.
Par ailleurs (0, z'; ) appartient & E (cf. prop. 2.18) et annule an,, d’apres le
choix de V &' = (£y,...,£n) est nécessairement non nul. De plus (0,z’;¢) est
limite d’une suite de points de NI, la condition a) pour (X, 0) (cf. 4) prop.
2.13) montre alors que (z';¢') € No. Comme z' € 0 N X la proposition 2.15
montre alors que :
!,
s ) € NI, 0. §

Comme (0,z';€) € E on a ||¢'|| < ||€]]| £ 2. D’apreés la proposition 2.18 on
a [t|2™~1 < p2™~! < €. Par conséquent, en invoquant la proposition 2.2 et
Phomogénéité de an(x;€) on peut écrire :

i =2 (0,45 1€1550) = lele (a1, 0,0 50 )

m
ou par définition le membre de droite de la derniére égalité appartient a %J Aj.

Par conséquent TLlJn m(A;) contient tout point y de TN Q. Ceci prouve le 2°)

du théoréme 0.1.






§3. POINT DE VUE TOPOLOGIQUE

Dans cette section ainsi que dans les sections §4,5,6,7 et 8 nous
travaillerons avec les variables y = (y;,...,yx) € CF et étudierons les so-
lutions z de I’équation (3.1) définies par

(3.1) F(y,z) = 2"t — g2t g 252 gz -y = 0.

Ainsi, nous remplagons dans I’équation (0.1) (z1, ..., z«) par (y1,. .., yk) pour
éviter ultérieurement des confusions de notation. Nous posons en outre :

0.F(y,2) = Ay, 2) = (k+ 1)z" — (k= Dyez* "7 = (k= 2)ye12¥7° ... = yo.

La queue d’aronde T (voir §8) est P’ensemble des y = (y1,...,yx) tels que
dz € C, A(y,2) = F(y,z) =0.

Dans cette section nous montrons que la solution z de I’équation (3.1)
définit une fonction holomorphe ramifiée autour de T (voir thm 3.2) et que
le groupe fondamental 71(P(R)\T) opére transitivement sur ’ensemble des
racines (voir thm 3.5). Dans le théoréme 3.6 nous construisons des fonctions
algébriques e, = 2¢ — Ne(9) 1 £ £ £ k dont la somme aux k + 1 racines
est nulle. Dans §4 nous utiliserons beaucoup le concept de somme aux k + 1
racines. Dans cette section nous donnons de ce concept une définition (et in-
terprétation) géométrique intrinséque (voir thm 3.11 et prop 3.12) aprés avoir
construit le revétement uniformisant z (voir def 3.9). Nous pourrons ainsi
expliquer le fait apparamment miraculeux que si la somme aux k + 1 racines
d’une fonction algébrique f est identiquement nulle alors il en est de méme
des 9y, f, 1 £ j < k. (Voir thm 3.11). Nous pensons que cette interprétation
géométrique indique la marche a suivre pour essayer de généraliser le théoréme
0.2 aux autres types D, Ex de singularités stables (voir 1], [2]).

Considérons un point go = (32, ...,3%) € C¥\T; notons z}’ (1<j<k+1)
les k + 1 racines simples de I’équation (3.1) : F(qo,2) = 0.

Definition 3.1. Pour chaque j € {1,...,k+1} nous notons z;(go, y) le germe
en o holomorphe vérifiant z;(qo, q0) = z? et F(y, z;(qo,y)) = 0. L'existence et
I'unicité de ce germe holomorphe sont assurées par le théoreme des fonctions
implicites.

Théoréme 3.2. (Avec les notations précédentes). Pour chaque j € {1,...,
k + 1} le germe holomorphe z;(go,y) est prolongeable holomorphiquement le
long de tout chemin issu de go et tracé dans C*\T.
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Preuve (esquisse). Considérons un chemin I': [0,1] — C*\T joignant ¢o =
I'(0) a T'(1). Posons alors :

B = {t € [0,1]/ on peut prolonger z;(qo,y)

holomorphiquement le long de T'|{0, ¢]}.

Il est clair que sup B > 0. Pour t € [0,sup B[ nous noterons z;(go, (%)) la
valeur en I'(t) du prolongement ramifié de z;(qgo, y) suivant I'|[0,]}.

Comme ¢ — I'(t) est bornée sur [0, 1] on vérifie aisément que les solutions
en z de l’équation F(I'(t),2) = 0 restent dans un compact de C. Il existe
donc une suite (t,) de points de [0,sup B telle que la suite (z;(g0,T(¢,)))p
converge vers un nombre complexe z;. On a alors F(I'(sup B),z;) = 0 et
0.F(T(sup B), z;) # 0 En utilisant le théoréme des fonctions implicites on
vérifie alors aisément que sup B € B puis que sup B = 1 et donc que B = [0, 1].
Ceci prouve le théoreme.

Definition 3.3. Nous notons ox+1(21(go,),- - -, 2k+1(qo,)) l'ensemble des
permutations de {(z1(4go,"),- - -, 2k+1(go, -} (voir def 3.1).

Remarque 3.4. Soit I un chemin tracé dans CF\T, d’origine et d’extrémité
qo (T est un lacet). Pour 7 € {1,...,k + 1} nous notons I'.z;(qo,y) le germe
holomorphe en go obtenu en prolongeant holomorphiquement z;(¢gq, y) le long
de I'. Comme les racines de ’équation (3.1) F(go,z) = 0 sont simples on
vérifie alors - a ’aide du théoréme des fonctions implicites - que ’application:

zj(q0,") — T'21(qo, )
définit un élément de oxy1(21(g0,°), - - -5 2k+1(g0, *))-

Théoréme 3.5 (avec les notations précédentes). Soit R > 0 et P(R) le
polydisque ouvert de centre 0 € C¥ de rayon R > 0. alors :

T (P(R\T, g0) — 0k+1(21(90,°), - - - » 2k+1(40, )

I — (2(90,) = T'zj(0,"))

définit un morphisme surjectif de groupes; 7; désignant le groupe fondamen-
tal.

Preuve. Le théoréme de monodromie montre que si I' et I’ sont deux lacets
de base go homotopes dans m;(P(R)\T alors I'z;(qo,-) = I"z;(go,-) pour j
variant de 1 & k¥ + 1. La remarque 3.4 montre alors que ’application du
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théoréme 3.5 est bien définie et est un morphisme de groupes. Prouvons qu’il
est surjectif. Posons :

k+1

E={(z1,-.-,2k41) / Zz.'=0, zi—zj # pour i # j}.

i=1

E est homogéne. E est un hyperplan de C**! privé d’un sous-ensemble
analytique fermé de codimension complexe 1 donc E est connexe par arcs.
Considérons alors une permutation o de {1,2,...,k+1}. Il existe un chemin
t — Z(t) = (z1(t), ..., zk+1(t)) tracé dans E et vérifiant, avec les notations
de la définition 3.1 :

Z(O) = (Z?, AR 22.4,;), Z(l) = (zg(l)a ] zg(k—{—l))
Vu la définition de E, on peut écrire :

k+1

H(z — zi(1)) = 25—y ()2F T = ya()z =y (2)

i=1

t — T(t) = (y1(t),...,yx(t)) est un chemin tracé dans C*\T. D’apres la
définition des z? on a A(0) = A(1) = go.

Comme E est homogéne on peut supposer - quitte a multiplier les z;(t)
par une méme fonction continue positive convenable - que le chemin T' est
tracé dans P(R)\T. Considérons j € {1,...,k+1} et notons (pour 0 < ¢ < 1)
[, - z; le germe holomorphe en I'(t) obtenu en prolongeant z;(qo, -) le long de
la restriction de I" & [0,¢]. Il est clair que t — (I'yz;)(I'(t)) définit une fonction
continue sur [0, t] prenant en t = 0 la valeur 22 = z;(0). Comme (par définition
de Z(t)) F(T(t), zj(t)) = 0, le théoréme des fonctions implicites permet de
voir pour tout ¢ de [0,t], (I'¢z;)(T'(¢)) = z;(t). Comme (par définition) z;(1) =
20 ;) onen déduit aisément que I'z;(qo,-) est égal & z,(;)(go,-). Ceci prouve
la surjectivité du morphisme du théoréme 3.5.

Le théoréme suivant donne k exemples - fondamentaux pour notre objet
- de fonctions dont la somme suivant les k + 1 racines de ’équation (3.1) est
nulle.

Théoréme 3.6. Pour chaque £ de {1,...,k} posons :

£ a
l\rl(y27'-'7yk)=—_k+1 Z Yo X ...
kas+(k—1)az+...4+20r=(
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Xyo,k(ﬂ’z+...+ak—l)!
k ag!. .. ag!

(par convention N; = 0) et

€ = e[(yg,...,yk,Z) = Zl_Nl(yZ)""yk)'

Alors pour tout (yi,...,yx) de C* la somme de e, suivant les k + 1 racines

21,...,2k41 de 'équation (3.1) est nulle zf_i_'ll ee(y2y- - Yk, 2j) =0

Exemples : e; =z, €2 = 2% — 21y, e3 = 2° — 225 iy, g = 20 —
w1 (R + 2k-2).
Preuve. Rappelons que :

k+1

H(Z - Z]) = Zk+1 - yka_l e y2Z - Y.

=1

Nous allons reprendre - en la })récisant un peu - la preuve des formules de
. i reli les X, = ‘+1 g K
Waring qui relient les X, = 5 zj (€= 1) aux y1,y2,..., ¥k Ona:

J=1
k+1 1 1
_ 75.) = gktl S L) gkl Yk Y2 _
,-I=Il(1 Zzj) =2 ]I;II(Z H)=2"" e T e T g | =
1- Z2yk cie— Zkyg - Zk+]y1.

En utilisant la formule log(1 —u) = 2:;’ E;— on obtient les égalités suivantes,
entre séries formelles en Z :

k+1 k+1 +oco 1
(32  logJ[(1-22)=3" log1—-2z)=-)" 7 Xi2'=

j=1 j=1 =1

+oo
. . 1 . : ;
log[l—(Z%yx+.. .+ 2 ya + 2"y = =S J—.(Zzyk+...+Z"yz+Z"“y1)’-
j=1

En utilisant la formule du multindme on voit que le second membre de ’égalité
précédente est égal a :

+ oo .
-1 , .
B SR SR S L e

!
J=1 ai1+..+or=j Qe
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En regroupant - pour chaque £ de N* - les termes en Z¢ et en identifiant avec
le coefficient de Z¢ dans (3.2) on obtient :

1 li Z a1, as o (01 + .+ o — 1)
ul == Yyt . yp ' ,| '
E ¢ j=1 (k+1)or+...42a,=¢ ayl.. . ay!

Si £ est inférieur ou égal & k alors a; est nul. De plus pour £ =1 X, est nul
par hypotheése. On obtient alors immédiatement le théoréme 3.6.

Maintenant nous allons construire le revétement uniformisant (voir def
3.9) la solution z de I'équation (3.1) et dégager la signification topologique
(voir thm 3.11) du concept de la somme aux k + 1 racines. Jusqu’a la fin de
cette section nous fixons un polydisque P(R) comme dans le théoréme 3.5.
La théorie des revétements nous permet d’énoncer la définition suivante :

Définition 3.7. Notons R -2 P(R)\T de revétement universel de P(R)\T.

Soit §, € R tel que p(go) = go- Chaque lacet de base gy de P(R)\T se releve
par p en un chemin de R joignant §o & un point § de p~1(go). Par ailleurs il
existe un et un seul élément du groupe G des automorphismes de p envoyant
go sur un point donné de p~*(go). G s’identifie ainsi & m;(P(R)\T,¢o). En
outre GG opére de maniére proprement discontinue et sans point fixe sur R,

I'espace des orbites R/G s’identifie & P(R)\T.

Pour chaque j € {1,...,k + 1} le germe 2;(qo,-) permet de définir une
unique fonction holomorphe (uniforme) Z; sur R telle que £;(go) = 2;(qo,90) =
z? ct que les restrictions de 3 et zj(go,-)op & un voisinage suffisamment petit
de Gy coincident. II est clair que 'ensemble {Z;,...,Zx41} ne dépend pas du
choix des points qq et go-

Pour chaque g de G, le théoréme 3.5 et la définition 3.3 montrent que
Papplication Z; — Z; o g définit un élément de 'ensemble or41{1,. ., 5r41}
des permutations de {Z1,..., Zk41}.

Le théoréeme suivant est alors une conséquence du théoreme 3.5.

Théoréme 3.8 (Avec les notations précédentes). Notons G° le groupe opposé
a G (voir def 3.7). L’application suivante :

G® — oxt1(51,- - Brg1)

gv—-»(ij—iijog)

définit un morphisme surjectif de groupes. Le noyau H est égala {g € G/%; =
Z;0gq, j variant de 1 & k + 1}, il ne dépend pas du choix des points ¢y et Go.
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La théorie des revétements permet alors de prouver ce que nous allons
écrire. Comme H est un sous-groupe distingué de G, le groupe quotient G/H
opére sur I’espace des orbites R/H de la maniére suivante : si gH € G/H et
g€R, Hq={h(q)/h € H} € R/H alors on pose :

(9H).(H.q) = H.g(q)

L’application suivante :
R/H 25 RJG ~ P(R\T

H.q— G.qg={g(q)/g € G}

définit un revétement galoisien, le groupe des automorphismes de p' s’identifie
a G/H ~ ok41(%1,...,%k41) et opére de maniére simplement transitive sur
chaque fibre de p’. Une fonction holomorphe sur R invariante sous ’action de
H induit une fonction holomorphe (uniforme) sur R/H, et réciproquement.
11 est donc naturel de donner la définition suivante :

Définition 3.9.
R/H 25 P(R\T

est appelé le revétement uniformisant de la solution z de I’équation (3.1)
F(y,z) =0, et z définit une fonction uniforme sur R/H.

Remarque 3.10. Si f(y,6) est une fonction holomorphe sur P(R) x
C\{(y,0) / 0sF(y,0) = A(y,6) = 0} alors f(y,z) définit une fonction uni-
forme R/H.

Soit j € {1,...,k+ 1}. Comme 0y, définit un opérateur différentiel sur
R invariant sous l’action de G, il définit aussi un opérateur différentiel sur
R/H invariant sous l'action de G/H ~ ox41(21,. .., Zkt1)-

Avec ces notations nous pouvons maintenant énoncer I'un des résultats
centraux de cette section :

Théoréme 3.11. Soit f une fonction holomorphe sur R/H, posons :

1
7"f=m Z fog

g€EG/H

ou g parcourt la liste des automorphismes du revétement p’ uniformisant 2

(voir def. 3.9). Alors :
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1°) 7 f définit une fonction holomorphe sur P(R)\T, moxf = . De plus f
se décompose de maniére unique en f = f; + fo ou f; définit une fonction
holomorphe sur P(R)\T et 7 f; = 0.

2°) Pour chaque j de {1,...,k+1} ona §,;7f = 0, f. De plussi 7f =0
alors 79, f = 0.

Preuve 1°) On vérifie aisément que 7 f est une fonction sur R/H invariante
sous l'action de G/H, le groupe des automorphismes du revétement galoisien
P'. Donc 7f est constant sur chaque fibre de p' et définit une fonction sur
P(R)\T. 1l est clair que 7 o 7 = 7. On obtient alors immédiatement le 1°)
en posant fi = nf et fo = f — nf. Comme §,; est invariant sous I’action de
G/H on obtient immédiatement le 2°).

La proposition suivante donne une expression concréte de « f dans un cas
particulier mais significatif.

Proposition 3.12 (Avec les notations de la remarque 3.10 et du théoréme
3.11). Soit f(y, ) une fonction holomorphe sur P(R)xC\{(y,0) / 0¢ F(y,6) =
A(y,6) = 0}. Alorson a :

k+1

1
(Wf)(y) - m !z:; f(y7 zl)
ou zy,...,zky est la liste des racines de I’équation (3.1) : F(y;z) = 0.

Preuve (esquisse). D’apres les théorémes 3.5 et 3.8 G/ H s’identifie au groupe
de permutation o41(1,. .., Zkt1). Le résultat est alors immédiat.






§4. ETUDE GEOMETRIQUE DE L’ALGEBRE Oy |[z]

Les résultats centraux de cette section sont essentiellement les suivants.
Dans le théoreme 4.12 nous montrons qu’il existe un opérateur noté D! de
primitivation par rapport a y, opérant sur 'ensemble des éléments de Oy [z]
dont la somme aux k + 1 racines est nulle. Nous posons e} = D;h (voir
def 4.24) et montrons qu'il existe une importante matrice P(y) permettant
d’exprimer le vecteur colonne (c;""l)lgsk en fonction de (6?)15£<k (cf. thm
4.27). Nous établissons (cf. thm 4.32) des inégalités du type h'le| < CH+1.
Dans le théoreme 4.36 nous effectuons le calcul de 6;'|e?+|°|. Dans le théoreme
4.37 nous montrons que si ¢(y; D,) est un opérateur différentiel d’ordre m
caractéristique pour T' alors les ¢(y; Dy)e)' ™' s’expriment en fonction des ¢;
(et non pas de leurs dérivées).

Considérons 'application H suivante :

Z —Y = {(?ll,y’z’n-,yk)}

(4.1) (P2, Pk, 2) = H(pa,...,pi,2) = (y; = 2*

1 Lk—1
+ — Pk=

—p3z® — P2z,y2 = Pa,ys = pa.....yk = Pk)

Le déterminant jacobien de H vaut A(z,pa....,pr) = (k + 1)z% — (k —
Dpez*~2 ... = 2psz — py. La queue d’aronde T est I'image par H de A71(0).
Comme H est une application finie on a le :

Théoréme 4.1. Notons Oz [resp. Oy] 'algibre des germes g(ps, ..., pr, 2)
[resp. ¢(y1,...,y&)] en Vorigine holomorphes. Alors 'application H induit
un isomorphisme naturel Oz >~ Oy[z] ot z est solution de I'équation (3.1) :
MU = g2l 4 £ yaz 4y, Nous poserons A = Oz = Oy|z], ainsi un
élément de A pourra - indifféremment - s’écrire sous la forme ¢(pa, ..., pk, 2)

k
ou sous la forme Y, _, ey, ... S Uk)-

Preuve. Notons Iy l'idéal de Oy engendré par les composantes Hy, ..., Hy
de H (on a posé H(pa,....pr,2) = (Hy,..., Hi)). llest clair que 1, 2,.. ., Py
constituent une base du C-espace vectoriel Oy /Iy. L'application H est alors
de multiplicité finie k + 1 (voir [1] page 65). Le théoréme de préparation de
Weierstrass (voir [1] page 66) atlirme alors que pour tout ¢(pa, ..., pk,2) € Oz
il existe des germes holomorphes ¢¢(y;,...,yx) (0 < £ < k) appartenant &

Oy tels que :

k

9(P2y - Prs =) =Y el(H(pa, ..., pi,y2))2"
£=0
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Ceci prouve le théoréme.

Dans cet article nous adopterons la convention suivante :

Convention 4.2. Soient V' un voisinage ouvert de 0 € C* et u(p,,...,px, 2)
une fonction holomorphe sur V\A~!(0) . Nous lui associerons une fonction
holomorphe ramifiée de la maniére suivante. Soit P(R) un polydisque ouvert
de centre 0 € C* tels que pour tout y € P(R) et tout z solution de I’équation
(3.1) F(y;2) =0 on a (y2,--.,yx,2) € V. Soit go = (3?,...,4%) € P(R)\T,
considérons (avec les notations de la définition 3.1) 2? I'une des k + 1 racines
solutions de I'équation (3.1) F(go,2) = 0. Reprenons le germe z;(go,y)
holomorphe en gy vérifiant z;(qo,q0) = z) et F(y; 2j(qo,y)) = 0. Alors
y = u(ya,- .-, Yk, 2j(qo,y)) est un germe en go holomorphiquement prolonge-
able le long de tout chemin issu de go et tracé dans P(R)\T (voir théoremes
3.2 et 3.5). Ce germe définit une fonction holomorphe ramifiée “associé” a
U(pz, <oy Pk Z)‘

Cela dit, en différentiant ’équation (3.1) : zf"'l(qu, y)—ykz]'-‘_l(qo_. Y)...—
Y22j(qo,y) — y1 = 0 on obtient les relations suivantes :

2, (g0,)
Ay, zj(90,9))

naturellement si g € T et si z) est racine simple de 'équation (3.1) : F(qo, 2)
= 0, alors z;(go,y) vérifie encore les relation (4.2).

(4.2) Byez5(90,4) = 1<0<k,

La proposition suivante explicite alors les relations existant entre les
dérivations en (ps,...,pk, z) et les dérivations en (y;....,yx).

Proposition 4.3. Soit g(p2, .. ., Pk, z) une fonction holomorphe sur un ouvert
V ne rencontrant pas A~!(0). Considérons un point noté (y3,...,y%, 2?) de
Vi A®YS,...,¥8,27) # 0. Lapplication H (notée (4.1)) induit alors un
difféomorphisme local d’un voisinage de (y3,...,y%, :2) sur un voisinage de
g =H(®d,...,y2, z?) dont linverse est noté H™'(y1.... y). On a alors :

1
(4.3) O 9o H M (w1, un)] = (Z 829) oH™!
zlf-—l
(4.4) By, [0 H  (y1,-..,yx)] = <0p,g tx 629) oH™! (2<¢<k).
Preuve. Posons H(y3,...,y}, z?) = (y3,--.,97) = qo et considérons le germe

en ¢o holomorphe z;(qo,y) tel que 2;(qo,q) = z;’ et F(y,z(q0,y)) = 0. On
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vérifie alors aisément que H ™ !(y;,... k) = (Y2, - .., Uk, z;(qo,y)). La propo-
sition 4.3 découle alors des relations (4.2).

Ceci motive la définition suivante :

Définition 4.4. Soit u(p,,...,pk, z) comme dans la proposition 4.3.
1°). On pose alors, (pour A(ps,...,pk,2) # 0) :

1

45 Oyt = ——— Bu,
( ) ylu A(pzv"'apk)z) “

zf-—l

(46) ayluzaplu-l- A(p%"'apkaz)

Ou 2< €< k.

La proposition 4.3 permet de voir que ces opérateurs J,, commutent. Si
u € Oy on retrouve bien les dérivations usuelles.

2°). Soit p € N, on note A77 le Oy-module engendré par les 9y u ot a décrit
les multi-indices de N* de longueur < p et u parcourt 4. Les élements de 4™
sont des germes en 0 définis par des fonctions de (p, ..., pk, z) holomorphes
sur le complémentaire de A~'(O) dans un petit voisinage de origine.

3°). Soit p € N, on pose A? = {u € A / 95w € A pour tout multi-indice a de
longueur < p}.”

Remarque 4.5. Reprenons la fonction holomorphe ramifiée u(ya, ..., yx,

2j(g0,v)) de la convention 4.2. Pour tout multi-indice a de N la proposition
4.3 et la définition 4.4 permettent de voir que :

6;’ [y = w(ya,-- -5 yx,2j(g0,9))] = (O;’U)(Uzw--,yk-, z;(90,9))-

Proposition 4.6. Soit pe Netue A™7

1°). Supposons que Oy, u = 0, alors u définit un germe holomorphe
u(ya, - - -, yx) en Vorigine.

2°). Soit N € N*, supposons que Bé\:u = 0, alors u définit un germe
u(y1,Y2, - - -, Yk ) holomorphe en lorigine.

Preuve. 1°). On peut trouver un polydisque ouvert P de centre 0 € c*
et une fonction u(py,...,pk,z) holomorphe sur P\A~1(0) qui induise en 0
le germe u. D’apres la définition 4.4 on a O, u(p,,...,pk,2) = 0, donc u ne
dépend pas de z. Comme pour tout (ps,...,pr,0) € P il existe z € C tel que
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(P2,...,pk,2) € P\A7(0) on obtient immédiatement le 1°). Le 2°) est une
conséquence facile du 1°).

Nous définissons maintenant pour les éléments de A = Oy|[z] opérateur
0,1 de primitivation par rapport & yi, il joue un réle crucial car le conormal
a la queue d’aronde T ne contient qu’'une seule co-direction au-dessus de
Porigine (voir thm 8.9) : celle conormale & y;.

Définition 4.7. Soit u = u(ps,...,px,2z) € Oy[z] = A [resp. A7!, cf.
def 4.4], on pose alors 8;'u = [7((k + 1)6* — (k — 1)pe6* =2 ... — 2p36 —
P2)w(p2, . - ., Pk, 0)db, c’est un élément de Oy[z]. 0y, (0, u) = u.

Note. La convention 4.2 montre que 0;1u permet de définir une fonction
uniforme sur le revétement uniformisant R/ H de la définition 3.8 associé & un
P(R)\T suffisamment petit. Par contre une fonction holomorphe quelcongue
sur R/H (i.e. ne provenant pas de 4 ou A7) ne possédera pas en général de
primitive par rapport & y; qui soit uniforme sur R/H.

Maintenant nous traduisons dans un cadre algébrique le concept (géomé-
trique) de la ”somme aux k + 1 racines” introduit dans le théoréeme 3.10.

Définition 4.8. Soit u(y,z) € Oy[z] = A [resp. AP pour p € N*], on pose :

1 k+1
(m)(v) = 157 Zl wy,zj), y¢ T
i=
Ol 21, 29,. .., zk41 est la liste des racines de I’équation (3.1) : 241 —y %=1 .

—yzz —y; = 0. Elles tendent vers 0 si y — 0. Nous verrons dans le théoréme
4.11 que wu définit un germe holomorphe en 0 et n’a pas de singularités sur
T (pour u € A7P).

Définition 4.9. Nous posons § = {u € Oy[z] / mu = 0}. Rappelons que
dans le théoréme 3.6 nous avons construit des éléments e/(ps,...,pr,2) =
2 — Ny(pa,...,px) (1 £ £ < k) qui par définition appartiennent a S. (Les
Ne(pa,...,pr) sont des polynémes).

Proposition 4.10 1°) Entre C-espaces vectoriels (et fy-modules) on a :
Oyv[z] =0y ®0yve; ®...00ver et S=0yer & ... ® Oyer. De plus 7 est
Oy -linéaire.

2°) Soit u € Oylz] alors 7u € Oy, To7u = nu et u — 7u € S. De plus,
w = wu si et seulement si u € Oy.
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Preuve. Comme zF*! = ypzF "1 4 .. 4 yoz 4+ y; et e = 2¢ — Ne(y2,- -5 Yk)
pour 1 < £ < k, il est clair que Oy [z] Oy ®0ye1 ®...3Oyer. Considérons
alors un element ude A, u = ao(y)+ai(y)es+...+ar(y)ex ot les a;(y) € Oy.
Il est clair que 7 est Oy-linéaire. Par construction des e; on me; = 0. Donc
mu = ao(y) et appartient & Oy. On obtient alors aisément la proposition 4.10.

Théoréme 4.11. Soient u € Oy[z] et @ € N¥ alors on a :
0y (mu) = m(0yu) € Oy.

De plus si u € S (voir def 4.9) alors m(O5u) = 0. Enfin soit pe N* et v € A7
(voir def 4.4) alors wv définit un element de Oy.

Preuve (esquisse). Ecrivons u = ag(y) + ai(y)e; + ... + ar(y)er on les
aj(y) € Oy comme dans la preuve de la proposition 4.10. On a mu = ag(y),
pour établir que Oy (mu) = 7(95u) il nous suffira de prouver que pour tout
multi-indice g w(@ﬂe[) = 0 pour 1 £ £ < k. Commeng ons par le cas ou

3 = gy, ot (pour fixer les idées) i € {2,...,k}. D’apres les définitions 4.4 et
4. 8 ona:

£

k41 .
m(Oy;ee)(y) = Z ([ ; + m az] 6£> (Y2, Yk, 25)-

Considérons gy = (3?,...,y) € C*¥\T et reprenons les notations de la défini-
tion 3.1 et de la convention 4.2. On a alors, pour y dans un petit voisinage
de ¢ :

k+1 4
3 1 2j(90,9) 5.
0= Ourledv) = 733 — ({8”‘+A(pz,---,pk,Zj(qO,y)) i

J

(y27 .. -’ykvzj(qm y))

Il est alors clair que m(8y;e¢)(y) est nulle dans un petit voisinage de ¢o. En
utilisant la remarque 4.5 on vérifie alors aisément par récurrence sur || que
pour tout multi-indice 8 w(aﬂeg)(y) est nul sur C¥\T. On en déduit que
Oymu = 7r(6°u) € Oy. Enﬁn si v € A™P alors la proposition 4.10 permet
de voir que v = a+ b oll a € Oy et b est somme finie de termes du type
P(y; D)w ot w € S et P(y; D) est un opérateur différentiel d’ordre < p &
coefficients dans @y. Comme les ﬂ(@ﬁ e¢) sont nuls on vérifie aisément que

n(P(y; D)w) = 0 et mv = ma = a appartient & Oy. Ceci prouve le théoréme
4.11.
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Le théoréme suivant montre qu’il existe - pour les éléments de S - une
primitive naturelle.

Théoréme 4.12. Soit u € § (voir def 4.9) alors il existe un et un seul v
dans S tel que u = ay,v On posera v = D~ !u. Pour p € N* on posera
D™ =D7'o...0 D™ (p fois) c’est un endomorphisme de .

Preuve. Considérons 'opérateur ;! introduit dans la définition 4.7. Posons
v=0."u— 70, 'u. D’apres la proposmon 410mor =7 et v € S. Comme
u € S le théoreme montre 4.11 que 8y, v = u — Oy, MO u = u — mu = w.

Prouvons la clause relative 4 Punicité. Soit v’ € S tel que Oy, v' = u alors
v—v' € Setdy (v—v') = 0. D’apres la proposition 4.6 v—v' est alors un gelme
holomorphe en 0 fonction de yz, ..., yk. Onadonc 7(v—v') = v—v', v—0' € §

donc v — v’ = (. Ceci prouve le théoréme 4.12.

Le lemme suivant montre - "en gros” - que 0, ! 7commute” avec les
9y, (1<j<h).

4.13. Soit j € {2,...,k}, pour tout u(py,...,pk,2) de A = Oy[z] on peut
écrire :

Oy; 007 u = / 67718, ulpa, . . . Pk, 0)d6 + 9, 0 Bp,u(pa, ... ,px, 2)
0

-2 __ a1 -1
Oyj oayl u=0 an,» oayl u

KAY

Preuve. Connne A=(k+ l)z (k — 1)pkzk_2 ... — po on obtient 6,,], A=
—(j — 1)27~2. Rappelons que (cf. def 4.4) :
2I-1
(4.7) Oy; = Op; + =~ 0..
On a alors :

0y [/ A(Pz‘...,Pk,G)u(Pz,...,Pk,O)dG] =/ (8 A)u + AD,,u) d6+27"1u
’ 0

= ay—‘l(a”iu) -U- 1)/(; 67 udf + 297 .

En intégrant par parties on constate que :

-(j—l)/ 672 d9+zj'lu=/ 6’710, u df.
0 0
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On obtient alors immédiatement la premiére égalité du lemme 4.13. Rap-
pelons que ay ! est également défini pour les éléments de A~!. En utilisant
Dégalité (4.7) on obtient ais¢ment que d; 0 8;;'u = 8, 0 9,;u. Ceci prouve
le lemme 4.13.

La proposition suivante nous permettra d’analyser les termes du type
0y o D™ Pey (voir thm 4.34).

Proposition 4.14. 1°). Soient (p,h) € N? et a = (al, .yax) de N¥ de
longueur p. Alors 0y 0 D™? envoie S dans S et Oy oD~P~ D" 0oy oD7P.
2°). Soient u € § et (Y25 -+« \yk) — a(ya, .- ,yk) un germe holomorphe € Oy
indépendant de y;. Alors D=!(qu) = aD™ .

Preuve 1°). Si'lal = p = 0 il n’y a rien & prouver. Supposons d’abord que

= |a| = 1, on pose alors 9y =9, ;- Considérons u € §, d’apres la proposition
4 6 on peut écrire D™ 1u = 0 Tutb(ys, .. 7yk) ou b(ya, .. ,yL) € Oy. D’apres
le lemme 4.13 9, o Byllu € 4 donc d,; o D™'u € A. D’aprés les théorémes
4.11 ¢t 4.12, on a w(9y; D~ ‘u) 0 et 7(D~'u) = 9y, 7(D"'u) = 0. Donc -
par deﬁmtlon 9y, 0D 'ugs.

Maintenant prouvons par récurrence sur h € N que 9y, o D71~ b= pDho
ayj oDl Pour h = 0 c’est vrai. Soit h € N, supposons le résultat vrai
au rang h. Soit u € §, d’apres ce qui précede 0 ;0 D7%u € §; par ailleurs
0y, © ay, oD%y = ayJ oDy € §. Le theoreme 4.12 affirme alors que
Oy; o D™%u = D 100, o D~'u. Cela dit 'hypothése de récurrence permet
alors d’écrire :

0y, o D7D ) = D™™8,, o D7?u) = D™'""(9,, o D7'u).
Ceci prouve le 1°) dans le cas p = |a| = 1 . Nous allons prouver le 1°)
par récurrence sur p. Soir p > 1, supposons l’assertion vraie au rang p.
Soit @ € N¥ un multi-indice de longueur p 4+ 1. Considérons alors un indice
j € {1,...,k} et un multi-indice B de longueur p tels que 9, o 85 = 0;.
L’hypothése de récurrence permet alors d’écrire :

(4.8) 9y oD "1 =8, 0000 )=0,0D " 0(d0oDP)

or 9y, o D7 et 35 o D7P envoient S dans S, par conséquent 95 o D771
envoie § dans §. On a vu précédemment que D~' 09y, 0o D™! = 3§,; 0 D72,
par conséquent en utilisant successivement (4.8), I'hypothése de récurrence,
le cas p = 1, Phypothése de récurrence on obtient :

(9;’0D“""1 oD™h = Oy; OD"o((?foD"’)oD_h = 0y, oD~ h! o@;foD"” =
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D~*o s o(D™? 085 oD7P)= D" 0 Oy, 035 oDP"l = p~h 06;’ oD~ P!

ceci prouve le 1°). Prouvons le 2°) Il est clair que axu € S et que d,, (aD~1u)
= au. D’apreés le théoréme 4.12 on a alors aD™'u = D™ (au).

Le théoreme suivant nous permettra de prouver (cf; thm 4.37) que si
¢(y; D) est un opérateur différentiel d’order m caractéristique pour N(T) alors
les ¢(y; D) (D~™%'e;) 1< j <k s’expriment en fonctions des ey, e, .. . ex.

Théoréme 4.15. Soient p € N et @ = (), ...,ax) € N¥ un multi-indice de
longueur p, posons b = Zf___l(j —1)aj. Alors pour tout u(ps,...,px,z) € Al
existe v € A (voir def 4.4) tel que : (p = |a])

(8y 09, Pu)(p2,- - - Pk, 2) = /0 Gbazu(pg, Pk, 0)dE + v
o - -1 a - —_ Ao —p—1
en outre, 95 0 9, Pu € A et 9,1 00y 00 Pu =0y 0 0P u.
. —1 2 5 , . s
Note : 9,,' 0 J; n’est pas défini en général.

Preuve. Nous allons prouver le théoréme en raisonnant par récurrence sur
la longueur p de a. Prouvons ’assertion dans le cas p=0. On a :

u:/ 0.u(pa, - .- ,Pk, 0)d6 + u(pa, . .. ,pk,0)
0

comme u(pa, ... ,pk,0) € A! Passertion est prouvée. Soit maintenant p € N et
supposons l'assertion prouvée au rang p. Considérons un multi-indice o € N*
de longeur p + 1, on peut supposer @ # (p + 1,0,...,0) sinon le résultat est
trivial. Il existe alors un multi-indice 5 de longueur p et j € {2,...,k} tels
que Oy = Oy; o 35. Rappelons que d’aprés le lemme 4.13 on a 9y, o 9,7 =
0,1 00y; 00, et :

(4.9) Oy; o 8y_llu = /(; 67719,u db + ay—ll(apju).

Comme 9y, o 0y_11 envoiec A dans A 'hypothése de récurrence permet alors
d’écrire :

4.10 000 Py =20, [0008 7 ] =8, 00 [8%087ul € A
y Y1 Yi y N 7] Y1 y Y1

Appliquons ’égalité (4.10) en remplagant u par By_llu, en utilisant ’hypothese
de récurrence et le lemme 4.13 on obtient :

0% 00,77 u = 9y, [05 08,7 %u] = 8y, 08, [8]) 0 0, 7u] =
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3 00y, 0 (0] 0 0;7u) = ;1 08y, 0 (88 0 ;7 u) = 35,1 0 8 0 O

En utilisant les égalités (4.10) et (4.9) on peut alors écrire :

(4.11) 0y 00,7 u = 8, 09, [08 0 B;7u] =

[ o e @ o) a0 3, (3 00570) .

0

Rappelons que d’aprés I’hypothése de récurrence on a :
z
afoay‘fu = / 6°9,u db + v
0

otveAletb=3" (j —1)8;.
Comme 0, = Ad,, (cf. def 4.4) on constate alors que :
0, [35 00, ul = 2b8,u + Ady, v
En utilisant I’égalité (4.11) on obtient alors :
—p=1, — [ gbric1 ~1p
8% 0 657 u-—/o 64+3-10,ud8 + 05 K

ot K = z3718,,v + 0, (35 ©9;?) u appartient & A. Ceci prouve le théoreme
4.15.

Corollaire 4.16 (Avec les notations de la def 4.4). Soit p € N, alors AP =
{ue A/ 3P ue A}. Deplus D7! induit une bijection de APNS sur APY1NS.

Preuve (esquisse). Soit u € A tel que 00 u € A. Comme 0}, [u— 8;:’(6{,’11‘)]
= 0 la proposition 4.6 permet d’crire :

(4.12) u = (’9‘,/_1”[6;’l ul+ H(ya,---Yk)

ot H(y1,...,yx) € Oy. Considérons un multi-indice a de N* de longueur
< p. Le théoréme 4.15 et I’égalité (4.12) montrent alors que Oyu € A. Le
théoreme 4.12 permet alors d’obtenir immédiatement le corollaire 4.16.

-~

Notation 4.17. Soit o = (ay,. .. .ag) € N on pose :

e(a) = (k+ a1 + kag + (k — Das + ... + 2a.
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Le concept de polynéme quasi-homogéne introduit ci-aprés nous aidera
a obtenir et a formuler une expression concréte des primitives itérées D~ *e,
heN, 1<£<Lk.

b

Definition 4.18. Soit p € N, on dit que Q(y,,...,yx) € Cly1,...,yx] est un
polynéme quasi-homogéne de poids p si on peut écrire :

Q(yl,"'yyk)= ZAay;h ygk
(23

ou les A, sont des constantes complexes nulles si p(a) # p (cf. not. 4.17).
Ceci équivaut a dire que VA € Con a :

QUM lyy, Mo, X 200) = APQ(ys, ... ).

Remarque 4.19. En quelque sorte z est affecté du poids 1, y; du poids k+1,
y; du poids k + 2 — j. Ceci "rend homogene™ I’équation (3.1) :

k+

A =gt g2y Y2z + Y1

On obtient aisément le lemme suivant :

Lemme 4.20. 1°). Soient j € {1,...,k} et Q un polynéme quasi-homogéne
de poids p. Alors 8,; @ est quasi-homogene de poids p— k — 2 + ;.

2°). Le produit de deux polynémes quasi-homogenes de poids p; et pa est
quasi-homogéne de poids p; + pa.

Théoréme 4.21. Soit j € {0,1,...,k}, on peut écrire : (z étant solution de
Péquation (3.1))

k
k+j ¢
ZRtitl — Z z Pj,l(yl,~ .. ’yk)
£=0
o pour chaque £ € {0,1,...,k} Pj, est un polynéme quasi-homogéne (voir

def 4.18) de poids k + j + 1 — £ & coefficients dans N. De plus P;; est de la
forme P; j(y1,---,yx) = y1+7T5(y2, - - - k) ot T est un polynéme indépendant
de y;. Enfin pour £ > j P; ¢ ne dépend pas de y;.

Preuve. Nous prouvons le théoréme par récurrence sur Jj € {0,1,...,k}.
L’équation (3.1) 2¥*! = y; + y22 + ... + yx=*~! montre que lassertion est
vérifiée pour j = 0. soit j € {0,1,...,k — 1}. supposons I’assertion prouvée
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au rang j. En utilisant I’hypothése de récurrence et I’équation (3.1) on vérifie
aisément que :

k-1
2 x Pt z 2(Pjocr + yer1 Pig) + 25 Py
=1

Posons alors :

Pjt10 =vy1Pjx
Pjt1,6 = Pje-1 + yes1Pjk 1<£<k-1

Pit1k = Pjk-1

Comme j < k — 1 P;; est, d’apres 'hypothese de récurrence, indépendant
de y;. En considérant séparément les cas j < k —1et j = k — 1 on vérifie
aisément que Pji1 j41(y1,---.¥%) = y1 + R(y2,..-,yx). Enfinsi £ > j+1 alors
£—1> j, et en utilisant I’hypothése de récurrence et les formules définissant
Pj., ¢ on vérifie aisément que Pj;; ¢ ne dépend pas de y;. Ceci prouve le
théoreme 4.21.

Remarque fondamentale 4.22. Pour chaque £ de {1,...,k} on a défini
dans le théoréme 3.6 ¢, = 2~ Ni(y2, . . . ,yk) ol Ne(y2, . . . ,yk) est un polyndme
quasi-homogéne de poids £ indépendant de y;.

Théoréme 4.23 (Avec les notations du thm 3.6). Soit j € {1,...,k}, on
peut écrire :

k
D7le; = eRjulyr,- - yx)
=1
ol pour chaque £ de {1,...,k} Rj¢ est un polynéme quasi-homogeéne de poids
k+14j— £ En outre R;; est de la forme R; ;j(y1,....yx) = —,—ﬁ% y1 +

Ti(ya2,---,yk), ot T; est un polyndéme indépendant de y;. Enfin pour £ > j
R; ¢ ne dépend pas de y;.

Preuve. Il est clair que y; = foz A(yz, . .. Yk, 0)d6. Comme e; = 2/ — N; ot
N; ne dépend pas de y; on peut alors écrire :

9;.'e; =/0 (67 = N;j) [(k +1)8* — (k — 1)y 72 ... — 4] d6

k
k1 ke ¥ _hol e

= - " yh
kti+l h=k+2—j‘7+h_1
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k+1-j
h-1 .
+h—1
- — yp2’ - N;y;.
o It h-1
J + h —1 est supérieur ou égal a k + 1 si et seulement si A > k42 — j. En
utilisant le théoréme 4.21 on vérifie alors aisément que :

k k
k+1 h-1
07 te; = 2| —— P, - —_— Piih_o_i
y1 I Z:o k+j+1 7t h=kz+2~j T+h-1 Yo Ljth—2—-k
k .
£—j
Y
=j+1
Posons alors pour 1 <2<y :
k+1 * h—-1
Rje=7—=—5Fj¢— Z T YrPjrh—2—ke.
kti+1 h=k+2—j'7+h_1
Posons également pour j +1<£<k:
k+1 k h—1 C—j
= P, —_ Pisroo g p— .
7,8 K+ +1 5, h=g;2_jj+h—1 Yo j4h—2—k, 7 Yegr1—j.

Comme les ¢, sont de la forme z¢ — N, on déduit alors aisément de ce qui
précede que :

k
(4.13) 9y e =Y Rjeee+T(ys, ... yx)

£=1

ou T est un certain polynéme en y. Appliquons I'opérateur 7 o J,, a I'égalité
(4.13) (voir théoréme 4.11). comme les me, et w0y, e, sont nuls on constate
que 70y, T = 0y, T = 0, donc T ne dépend pas de y;. La définition de D!
(voir théoreme 4.12) montre alors que :

k
-1
D7 e; = ZRj,eeg.
=1 :

D’apres le théoreme 4.21, P;; = y1 + Tj(y2,...,yx) et pour £ > j P;, ne
dépend pas de y;. Si h est compris entre k+2—j et k alors j+h—2—k < j—2.
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En utilisant la définition des Rj ¢ on vérifie alors aisément que pour £ > j R;,
ne dépend pas de y; et que :

k+1
i = k+]+1 1 +Tj(y2a'--ayk)

ou T; est un polynéme quasi-homogene de poids k + 1+ j — j.

Montrons maintenant que les R; ¢ sont quasi-homogenes de poids k+1+
J—4L Sil<{<j, cecirésulte de ce que Pjyp—o—k¢ [resp. y,] est quasi-
homogéne de poids k+1+(j + h—2—k) — £ [resp. k+2 — k] et de ce que :
k+14+(+h—2—k)—L+k+2—h)=k+1+j—2L Sij+1< €<k, cecirésulte
de ce que Yeq1—; est quasi-homogene de poids k+2—(0+1—j) = k+1+;7 L.
Ceci prouve le théoréme 4.23.

Définition 4.24. Soit £ € {1,2,...,k}, nous poserons ¢; = D7 'e;. Plus
généralement pour h € N nous poserons ef = D7 "¢, et e[h = 0;’] eg. Si
¢ € N on a alors :

h+q _ n—q_h _—qFh _ +h

e, 1 =D7Tey, e, =0f er".

Enfin si h appartient & Z nous noterons e le vecteur colonne :

€] €1
h e 0 €2
e” =1 e =e=
h
€r Ck

Définition 4.25 (Avec les notations du théoreme 4.23). Nous notons
P(y1,...,yx) la matrice carrée d’ordre k définie par P(y) = (Rj)i<j,i<k-

Le théoréme 4.23 affirme alors que Pe = ¢l.

La proposition suivante rassemble des résultats auxilliaires que nous per-
mettront de majorer les |e®|.

Proposition 4.26. Posons K(y) = (Kj(y))i<je<k = Oy P(y), c’est une
matrice carrée d’ordre k. Alors :

1°). K(y) est une matrice triangulaire inférieure : I, est nul pour £ > j et
K;; = ,‘—:_31—1 K(y) est indépendante de y; et est inversible pour tout y de
CF.

2°). Pour tout h de Z et tout y, Id +hK(y) est inversible (Id = matrice
identité).
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3°). Pour tout h de Z* notons L;(h) le coefficient d’indice (j,£¢) de
(M +K(y))_1. Si £ > jalors Lj(h) = 0. Si £ < jalors Lj(h) est un
polynéme quasi-homogéne d’ordre j — £ (cf. def 4.18) indépendant de y;;
en outre quand |h| — +o00, Lj¢(h) converge dans I'espace des polynémes de
degré < j — £ vers le coefficient d’indice (j — £) de (K (y))™*.

Preuve. Le 1°) est une conséquence immédiate du théoréme 4.23. Prouvons
le 2°). Soit h € Z, Id +hK(y) est une matrice triangulaire inférieure dont

les éléments diagonaux valent 1 + %g%}lll Comme j < k (= ordre de la ma-

trice) on constate que — (-k%ﬂ'—l) n’appartient jamais a Z, donc les éléments

diagonaux de Id +hK(y) ne s’annulent jamais. Ceci prouve le 2°). Prou-

vons le 3°). Notons Dj la matrice diagonale carrée d’ordre k dont ’élément

diagonal d’indice (j,j) vaut § + —_—I;i]%-]- (1 £j £k). Alors on peut écrire :

D! (I—; + K(y)> =Id-T(h)

ot T(h) = (Tj,e(h)) est une matrice triangulaire inférieure dont les éléments
diagonaux sont nuls et telle que pour j > £ T} ¢((h) est un polynéme quasi-
homogeéne de poids j — £ (et donc de degré < j — £) convergeant vers une
limite quand |h| = +00. On a donc :

k

(Id=T(h))™ =) T?(h).

p=0

Le coefficient d’indice (j,£) de TP*1(R) (o1 1 < p < k — 1) est donné par :

§ Ty Tiysin - Tie

11312,5057p

s’il n’est pas nul, c’est une polynéme quasi-homogene d’ordre j —£. On obtient
alors aisément le 3°).

Le théoréme suivant montre qu’il existe des relations matricielles
agréables entre les vecteurs colonnes e"*! et ek,
Théoréme 4.27. Reprenons les notations de la définition 4.25 et de la propo-
sition 4.26. Alors :
1°)VheNon a: eht! = (Id+hK)™ Peh
2°)VheNona: e ! = (Id=hK) ! Pe "
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Note. D’apres la proposition 4.26, Id +hK(y) est inversible pour tout y de
C* et h de Z. Un argument de prolongement analytique montre les identités

de 1°) [resp. 2°)] entre fonctions de (ys,...,yx,2) sont valable globalement
dans C* [resp.CF\A~1(0)).

Preuve. Prouvons le 1°) par récurrence sur h. Le théoréme 4.23 et la
définition 4.25 montrent que lc résultat est vrai pour h = 0. Soit A € N,

supposons le résultat prouvé au rang h. Comme K = 9,, P ne dépend pas de
ypona:

(414) 3y, [(1d+(h+ 1)) Peh1] = (Id+(h + 1)K) ™ (Pek + K +),

or ’hypothese de récurrence assure que Pet = (Id +hK)e? ! les deux mem-
bres de ’égalité (4.14) sont donc égaux a :

(Id +(h + 1)K) 7 (Id +hK)e T 4+ Kelt?) = M1,

Comme les composantes du vecteur colonne (Id +(h+ 1)K)~! Pe"*! apparti-
ennent a §, le théoréme 4.12 et la définition 4.24 montrent alors que :

"2 = (Id +(h + 1)K) "1 Pelt?.
Ceci prouve le 1°). Prouvons le 2°) par récurrence sur h. Le résultat est vrai

pour h = 0. Soit h € N supposons le résultat vrai au rang h. L’hypothese de
récurrence assure donc que :

e M = (Id —hK)1Pe.

En dérivant cette relation par rapport y;, on obtient :

et = (Id=hK) Y (Ke ™ + Pe™"1)

d’ot
(Id =hK)e™" = Ke " + Pe™"~!
d’ou
(Id—(h + 1)K)e™" = Pe~"~!
d’ott

eh = (Id—(h+1)K)1Pe™" 2.
Ceci prouve le 2°).

Maintenant nous allons introduire des polynémes qui nous permettront
de majorer les e;-‘ , 1 <7 <k lorsque h est grand.
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Définition 4.28. Soit p un entier € {0, 1,...,2k + 1}, Nous notons H(p)
le polynéme égal a la somme de tous les monémes y* = yP1ys? ... yp* (sans
répétition) quasi-homogenes de poids p (cf. def 4.18). Ainsi H(0) = 1. En
outre nous poserons, pour ¢ < 0, H(¢g) =0.

Définition 4.29. Considérons deux polynémes de Clyy,...,yx] 3 aay® et

Y bay® , les by étant > 0. Nous écrirons ) aay® < Y bay? si et seulement
si Va € NF |ag| < b,.

Avec les deux définitions précédentes on prouve aisément la proposition
suivante :

Proposition 4.30. Il existe une constante C; > 1 telle que pour tous j, £ €
{1,2,...,k} et tout h de Z le coefficient R; ((y) de la matrice P(y) (cf. Thm

4.23) et le coefficient Lj¢(h) de la matrice (% + K(y))*1 (cf. proposition
4.26) vérifient les inégalités suivantes :

Rie < CLH(k+14j 1)

Lio(h) < CrH(j — ) (cf. def 4.28)

On prouve aisément le lemme suivant :

Lemme 4.31. Il existe une constante C; > 1 telle que pour tout
pe{1,2,...,k+ 1} ct tout r €]0,1] on a :

sup [H(p)(y)| < Cor < Cs
ly2|<ryeslye <

On a évidemment H(0) =1 < C,.
Le théoréme suivant fournit une majoration des e;’(y).
Théoréme 4.32. Soient j € {1,...,k} et h € N*. Alors pour chaque
i € {1,...,k} il existe un polynéme a;(j,h)(y) quasi-homogene de poids
h(k+1)+j —1 tel que :
e;f =ay(j,h)er + ... + ax(F, h)ex

et vérifiant pour tout r €]0,1]

2hph .
sup lai(5, h)(y)] £ - Clzh szh L
111Ky 1< h
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Preuve. D’apres le théoréme 4.27 les deux relations suivantes - entre vecteurs
colonnes - sont vérifiées :

el = Pel, ehtl = (Id +hK)_1Peh, heN.

On vérifie alors aisément que :
Id Id Id
_ | h — r\—1 ~\—1 el \—1 0
(h=1)le (———h_1+Ix) P(———h_2+R) P...(1 + K)7'PPe".

Dans P’égalité précédente P intervient h fois. En effectuant les produits ma-
triciels et en reprenant les notations de la proposition 4.30 on obtient :

(h =1 ai(j,h) = Z Lj,lh(h - 1)th,fh-1Lt’h—1,1h-z(h -2)... Ry, 0, Re, -

Cette somme comprend au plus k2*~! termes produits. En utilisant la propo-
sition 4.30 on obtient 'inégalité suivante :

(h =1 ai(j,h) < CTF 'S HG = L)H(k+ 148, — £4y) x .

H(lhy —Lhog) X .. x Hk+ 148, —0)H(k + 1+ —1)

Cette somme comprend au plus k**~! termes produits. Considérons main-
tenant r €]0,1] et supposons que toutes les composantes de y = (y1,...,yk)
sont de module inférieur a r. Comme r < 1 le lemme 4.31 permet alors de
voir que :

(h=1)! Jas(, h)(w)| < C2A= €3 kg

En utilisant Pinégalité h < 2" et le fait que k, C;, C, sont supérieurs ou égaux
a 1 on obtient alors immédiatement le théoreme 4.32.

Le théoréme suivant (et sa démonstration) éclaire un peu les liens existant
entre la géométrie de Oy [2] et la queue d’aronde T

Théoréme 4.33 (Avec les notations du thm 4.27). Soit y° = (y},....y})
un point de C*. Alors la matrice P(y°) est inversible si et seulement si y°
n’appartient pas a la queue d’aronde T.

Note. En utilisant des résultats de Teissier [21] on pourrait décrire pour
chaque j € {0,1,...,k — 1} 'ensemble des y tels que rangP(y) = j.

Preuve. Supposons que y° ¢ T et prouvons que P(y°) est inversible. Raison-
nons par l'absurde, si P(y°) n’était pas inversible alors il existerait un vecteur
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ligne A = (A1,..., M) € C*\0 tel que A(Id =K (y°))~'P(y°) = 0. D’aprés le
2°) du théoreme 4.27 on a e = (Id —K) ™' Pe™!. Comme on a €;(ys, . . . ¥z, 2)
= zJ — Nj(ya,...,yx) pour chaque j de {1,...,k} (voir thm 3.6) on vérifie
aisément par un argument de prolongement analytique que le polyndme
P(Z) = M(Z=N1(y°))+ A2(Z% = Na(y)) +. . .+ A (Z* = Ni(y°)) est non nul
et annule les k + 1 racines (deux & deux distinctes car y° ¢ T') du polynome
2R+l 05kt — 492 — 0. Ceci est absurde car d°P(Z) < k. Donc P(y°)
est inversible. Maintenant supposons que y° € T, raisonnons par ’absurde et
supposons P(y°) inversible . Il existe alors un voisinage ouvert connexe V de

y° tel que Vy € V P(y) est inversible. Pour chaque y = (y1,...,y%) de V\T

et tout z vérifiant zF+t1 — yr2*=1 L —ypz —y; = 0, le 2°) du théoréme 4.27
permet alors d’écrire :
(415) e_l(y27 ERRRY) 3 Z) =P x (Id _I((y))e(y% s Yk, Z)'

Comme y° € T, on peut écrire :

(4.16) L0kt 0 = H(z —z3)

ol 2¥ = 2J est une racine multiple. Comme

k+1
E={(z1,...,2641) € CF*1 / Zzi =0, z; # z; pouri # j}
1 .

est une partie dense de 'hyperplan d’équation ) z; = 0 et est connexe par
arcs, on vérifie aisément qu’il existe un chemin continu ¢ € [0,1] — ¢(t) =
(z1(t),. .. ,zk+1(¢)) vérifiant les deux propriétés suivantes :

a) Vt € [0,1[ c(t) € Eet c(1) = (2},29,...,2041)-
b) Hf"’l(z —zj(t)) = 2*1 - yr()zF "t — L —ya(t)z — y(t) ou t — T(¢t) =

(y1(2), - - - ,yx(t)) est un chemin tracé dans le voisinage V de y°, Vit € [0, 1[ T'(t)
¢ T et T(1) =y°.

En choisissant la racine (simple) z = z;(0) de I’équation
2 -y (0)z57 .~ (0) =0

on définit deux germes en I'(0) de vecteurs colonnes holomorphes : e(y),
e !(y). D’apres le théoréme 3.2 on peut prolonger holomorphiquement ces
deux germes le long du chemin T privé de son extrémité I'(1) = y° et on définit
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ainsi deux fonctions : t — ¢(T'(t)) , t — e~ }(I'(¢)). Dans les expressions de
ces deux fonctions z a pour valeur z;(¢). En utilisant les relations (4.5) on
vérifie aisément que (voir def 4.4) :

S el

kzk-l

Comme 2{ = z)(1) est racine multiple de I’équation (4.16) et que I'(1) = y°,
on vérifie que A(yz(t),...,yx(t), z1(t)) tend vers 0 quand ¢ tend vers 1~. Donc
e !(T(t)) n’est pas borné quand ¢t — 17. Or la relation (4.15) et le fait que
e(T'(t)) reste borné montrent que e~!(I'(¢)) doit rester borné. C’est absurde.
Ceci prouve le théoréme 4.33.

Théoréme 4.34. Soient j et £ € {1,2,...,k}. Alors pour chaque 1 < i<k
il existe deux polyndmes quasi-homogénes indépendants de y; Vo(j,£€,1) de
poids j +£€—1—1, Vi(j,4,t) de poids j + £ —1—1—k — 1 tels que :

k k
0y D7 lee =Y Vo(j,b,i)ei+p_ Vilj.L,i)el.
1=1 =1

Par convention un polynéme quasi-homogéne de poids < 0 est nul. Si j +{—
1 < k alors 9y; D7 e, =_T_F—§i—l—ej+g_1; tous les polynémes Vj(...) sont nuls
ainsi que les V4(j,€,i) pour i # j + £ — 1.

Note. Heuristiquement D~! augmente le poids de k+1 unités, d,; le diminue
de k 4 2 — j unités, e; est de poids i, e} est de poids k+ 1+ 14, 9, D™ 'e( est

de poids j + £ — 1. La relation du théoréme 4.34 est donc homogene.

Preuve. On peut supposer j > 2 sinon le résultat est trivial. Dans un
premier temps supposons avoir prouvé que :

k k
(+) Oec= Vo, 6,0+ Vi(j, b, i)es
i=1 =1

ou les Vo(5,4,1), Vi(j,£,1) sont des polyndmes quasi-homogeénes indépendants
de y; et vérifiant toutes les assertions du théoréme 4.34. On constate alors
que 9,; D7 'eg et

k k
u= Z ‘/O(jaevi)ei + Z 1/l(Jvf?Z)er1
i=1 i=1
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ont méme dérivée par rapport & y;, d’apres la proposition 4.6 u — 0y; D™
appartient alors Oy. D’aprés le théoréme 4.11 on a 7u = m(0y, D~ 16[') = 0
Donc d’apres la proposition 4.10 on a m(u — 8, D™ es) = u — (6 D7 le)) =0
et le théoreme 4.34 est prouvé. Mamtenant nous prouvons la formule (*)
Rappelons (voir thm 3.6) que e, = 2z¢ — N¢(ya,...,yx). Donc 8.e, = £2¢71.
La relation (4.6) de la définition 4.4 montre alors que :

fziHE2

Nous distinguons alors deux cas :

Premlel cas: j+£—-2< k—1. Comme Nj;,_; ne dépend pas de y; et que
Oy, = %0, ona:
£z HE=2 J4
A - ]+€_ 1 ay1(€]+[_1).

Par conséquent (**) montre que :

Oy; €0 = _an Ne+ Oyrejre—1.

¢
Y
D’apres le théoréme 4.11, 7 annule 9y, e, et 9y ej4¢-1, la fonction holomor-
phe —a,, N¢ est donc nulle. Par conséquent 8 D“le[ et H_‘; T €j4+¢—1 ont
méme dérivée par rapport a y;, comme ils sont tous deu\c annulés par 7 les
propositions 4.6 et 4.10 montrent que d,; D™* j+£_1 Oy, €jre-1-

Deuxiéme cas: j + £~ 2 > k. On peut faire - dans (Clys, . ...yx])[z] - la
division euclidienne de £2/1¢~2 par A = (k4 1)2% — (k — D)ypz*"2 ... — yo,
comme j + £ — 2 < 2k — 1 on obtient :

k k
07T = Ay, uk, 2) (Z vl(j,e,z')z’) +3 ) olj )iz
1=0

=1

oules V1(j.¢,i), Vo(j,£,1) appartiennent a Cly,, . . .,yx] et donc ne dépendent
pas de y;. Dans cette égalité de division euclidienne remplagons = par Az et
chaque y,, par A\F+2- Py, (2 < p < k), A décrivant C*. Divisons les deux mem-
bres de ’égalité obtenue par SVE , comme A(XF272y, L AR 2Ry 0z =
AEA(ya, . . «\Yk, 2z) on obtient :

k
G 2 Ay, gk 2) S VG 4Dy, . Ny AT 02

=0
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k
+ Z VU(j» f, i)()‘ky% ce ,/\2yk))‘i—j~£+li2i—l

=0
L’unicité du dividende et du reste de la division euclidienne montre alors que
les V1(4,4,%) [resp. Vu(j,%,1)] sont quasi-homogenes (voir def 4.18) de poids
j+£€—2—1—k[resp. j+£—1i~1]. Légalité de division euclidienne et
les égalités (**), z' = e; + Ni(y2,.--,yk), Opei = ¢} = %——l (1 <i<k)
permettent alors d’écrire que :

k k
Byee =Y Vili:biiei+ Y Vo(s, &i)er " +w(yn, .. yk).

i=1 i=1

ott w(y,-..,yx) est holomorphe sur C*. Comme 7 annule 0y; 1, les e; et les
e;, (1 <14 < k) la proposition 4.10 permet de voir que 7w = w = 0. Ceci

prouve la formule (*) et le théoréme 4.34.

Corollaire 4.35. Reprenons les notations et hypotheses du théoréme 4.34.
Pour tout h de Z on a :

et = ZVo(J, Jier +ZVI(J, Ji)elt!

Preuve. Supposons d’abord h = —q avec ¢ € N*. Par définition on a
= 0§ ei, eft! = 83 e}. Comme les Vo(...) et les Vi(...) ne dépendent

pas de y; on obtient immédiatement le résultat en appliquant 07, a la re-
lation du théoréme 4.34. Supposons maintenant que h € N. D’apres le
1°) de la proposition 4.14 on a D7*§,, o D~! = d,; o D™'"* Comme
el = Dhe;, et = D"e! et que les Vg, Vi ne dépendent pas de y;, on
obtient immédiatement le corollaire 4.35 en appliquant D" & la relation du
théoréeme 4.34.

Théoréme 4.36. Soit a = (ay,...,ax) € N¥\0 un multi-indice de longueur
la| et £ € {1,...,k}. 1l existe alors des polynémes indépendants de y,

Vy(e,£,1) quasi-homogenes de poids £—q(k+1) —i+ ZLI(S —1)as, 7 variant
de 1 & k, g variant de 0 & |a|, tels que pour tout h de Z on a :

agetlol = Z Z V,(a,€,7)elt™.

g=0 i=1

Si a = (|a],0,...,0) alors Vy(a,£,£) = 1 et tous les autres V(a,(,z) sont
nuls.
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Note. ¢, est de poids £, D~1°l augmente le poids de |a|(k + 1) unités, Oy

le diminue de 3 (k 4+ 2 — j)a; unités (voir lemme 4.20). Donc oye I lest de
poids £+ |a|(k+1) =Y (k+2—j)a;. Par ailleurs €] est de poids ¢ ! + q(k +1).
On vérifie alors aisément que la relation du theoreme 4.36 est homogene.

Preuve. Nous allons prouver le théoréme en raisonnant par récurrence sur
p = lal. Sip = |a|] = 1, le résultat est une conséquence immédiate du
corollaire 4.35. Considérons maintenant p € N* et supposons le résultat
prouvé pour tous les multi-indices de longueur p. Soit @ un multi-indice de
longueur p+ 1 et £ € {1,...,k}. Soient j € {1,...,k} et un multi-indice 8
de longueur p tels que 9y = J,; o 88. nous allons dériver par rapport a y; la
relation de récurrence écrite ave h = 1 et § a la place de «, on obtient donc :

18] &
(4.17) 0,00, = 5" 50, V,(8,4,1)el ™!

¢g=0 i=1

18] &

+3°5 Vi(B,4,d)dy, €8t

g=0 d=1

Or, d’apres le corollaire 4.35 on a :

(4.18) q+1 ZV0(1>d 1) e} +ZV1(],(1 i)ed ™!

=1 i=1

Posons alors pour ¢ variant de 0 & |a| =1 + |4 :

k
Vila, €,0) = 8y, Vo (B,£,8) + Y Vaui(B,4,d)Vi(j, d,d)

d=1

k
+ > Voli, d,i)Vy(B, £, d)
i=1
ot par convention, on a posé Viq|(8,£,+) =0 et V_1(8,4,-) = 0.
En utilisant I’hypothése de récurrence et le corollaire 4.35 on constate que
V,(a,€,%) est un polynéme indépendant de y; et on vérifie immédiatement les
trois faits suivants :

a) s'il n’est pas nul, 0y, V;_1(8, ¥4, 1) est quasi-homogene de poids :

k
L—(g—1)(k+1) —z+Z(s-— —(k+2)+j=1L- q(k+1)—z+2(e—1)as

s=1 s=1
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b) s'il n’est pas nul, le produit V;—1(8,¢,d)Vi(j,d,) est quasi-homogéne de
poids :

k
E=(q=1)(k+1)—d+ > (s—1)fs+d+j—i—-1—k—1
1

k
=C—gk+1)—i+ ) (s—1)a,

c) s'il n’est pas nul, le produit Vy(j,d,1) Vy(B,4,d) est quasi-homogene de
poids :

k k
Jrd=l—itl—qk+1)—d+» (s—1)f, =L—gqlk+1)—i+» (s—1)a..
1 1

Par conséquent V,(a,€,i) est quasi-homogéne avec le poids indiqué dans
I'énoncé du théoréme 4.36. En outre si on remplace dans la formule (4.17)
9y, 4% par le second membre de I'égalité (4.18) alors on obtient :

lol &

02el! =57 % Vi(a,4,i)el.

¢=0 i=1

Rappelons que les polynémes V,(«,,i) que nous venons de construire ne
dépendent pas de y;. Si h est un entier relatif strictement négatif alors
on obtient la relation du théoréme 4.36 en appliquant 3y_1h a la relation
précédente. Si h est un entier naturel > 0 alors on obtient la relation
du théoréme 4.36 en appliquant D™* & la relation précédente, en utilisant
Iidentité D*ag D=l = gaD=*-lal (voir proposition 4.14) et les égalités
D~"e! = eI*. Ceci prouve le théoreme 4.36.

Maintenant nous devons - pour les besoins de la section §7 - rajouter

ay = (y1,...,yx) des variables yo,yk41,.-.,yn qui - "moralement” - ne
joueront aucun réle vis & vis de la queue d’aronde T. Nous notons alors
§ = (Y0,Y1s- - Yk Yk+1 - - - ,Yn ) le point courant de C**! et nous considérons:

o(§,D)= Y cal§)35

lal<m

un opérateur différentiel d’ordre m & coefficients co(j) holomorphes sur un
voisinage ouvert de 0 € C™!. Dans l'expression définissant ¢(7, D) a =
(@o,a1,. .,k Qk41,. .. .ap) est un multi-indice.
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Nous poserons T = {§ € C"*' / D(yi,...,yx) = 0} ot D(y1,...,yx)
est le discriminant de l'équation zF*! — 43251 — ypz —y; = 0. 1l est
clair que les fonctions e? définies dans la def 4.24 ne dépendent pas de
Y0,Yk+1,Yk+2,---,Yn. Par abus de notations nous noterons A = Oy[z] ot
Oy désigne lalgébre des germes holomorphes en 0 € C™*! et nous noterons
(encore) S I’ensemble des éléments de Oy[z] dont la somme aux & + 1 racines
est nulle.

En utilisant I’expression que le théoréme 4.36 fournit pour chaque

3;’6?*'"’“1 (h est donc remplacé par h + m — 1 — |a|) on obtient :
lal &
~ — ~ . h+m—1—|a
(419) @Dt = N @@ D] D Vil b,i) el rEmoTlel
laj<m g=0 =1

on peut supposer que Vo(a,4,-) =0si ag +app1+... +a, > 1.

Le théoréme suivant jouera un réle crucial dans la section §7.
Théoréme 4.37 (avec les notations précédentes). Supposons que I'opérateur
d’ordre m (3, D) soit caractéristique pour T (voir def 0.0). Alors :
1°). Pour chaque £ de {1,...,k} ¢(§, D)e;* " appartient 4 ANS.

2°). 1l existe une matrice carrée d’ordre k B(§) & coeflicients holomorphes
sur un voisinage ouvert de 0 € C™*! telle que :

S eali)Valo ) — BE(M-K@)™ P()
laj=m 1<8,i<k

les coefficients matriciels du membre de gauche sont indexés par (£,i); P(y)
et K(y) ont été définis dans la proposition 4.26.

3°). 1l existe pour chaque (£,i) de {1,...,k}? des fonctions c¢i(§), é,i(9)
holomorphes sur un voisinage ouvert de 0 € C**! de sorte qu’on ait :

o] k
e(§j, D)ettm1 = Z ca(9) Z Z Vq(a,ﬂ,i)e?+h+m_1—|ol

la]<m 92lal+1-m i=1
= 920

k
+ ) (eai@) + h Eei(i))el

i=1
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Preuve. Prouvons le 1°). Par définition, ej*”! = D~(m~Ye, D’apres la
proposition il suffit de prouver que :

D cal@)Ogep € ANS

lajl=m

Regardons €;'~! comme fonction de (y2,---,Yk, 2)- la proposition 4.6 permet

d’écrire que :
DM ey = et = 9, ey + ug(y)

ot ug(y) € Oy est un germe en 0 holomorphe. Considérons maintenant
a = (ao,...,an) un multi-indice de N®*! de longueur m figurant dans
'expression ¢(§, D), on peut supposer que ag = ak4; = ... = @, = 0 sinon
35’62”'1 est nul. Il existe alors j € {1,...,k} et un multi-indice # de longueur
m — 1 tels que 9y = 9, o 35. D’apreés le théoréme 4.15 on peut écrire :

056;’"“eg = / Gbazeldﬁ +v
0

ot v € A! (voir def 4.4) et b = 25:1(3 — 1)B,. Rappelons (voir def 4.4)

que 0y, = —3—3, et que si j > 2 alors 0y, = Jp; + ZZI 0.. En utilisant ce qui
précede on vérifie alors aisément que :

1
3562"-1 =0y; 0 856?—1 = —A—zb(")aze[ + vq

ol v, € 4 et b(a) = E:;l(i - 1a;.

11 est alors clair qu'il existe w € A tel que :

Z c"'(g)a;e?_l - _li— ( Z Co(g)zb(a)> d.e¢ +w

lal=m o +..dag=m

et dans cette égalité y; est regardée comme fonction de (ya,. .. Yk, 2) :

k+1 1

(%) Y1 =2 —yez¥ Tl =y

Rappelons que par hypothése l'opérateur d’ordre m ¢(g, D) est caractéristique
pour la queue d’aronde T. Ceci signifie que le symbole principal ¢,,(7,€) =
2 laj=m €a(¥)€* s’annule sur le conormal (voir def 0.0) de T'. Rappelons (voir
thm 8.9) que le conormal de T est paramétré par :
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Yy = —kakt1 + (k - 2)ykzk—l + ...+ y322
v2 = (k+ 1)z — (k= Dyxz*"2... = 2y;2

Yo,Y3,- - - Yk, - - - ,Yn €tant quelconques

=2
§2 =2 bo=éky1=...=& =0
€k=zk_1/\

Rappelons (voir §8) que les deux relations définissant y; et y, sont équivalentes
a la conjection des relations (*) et A = 0. Par conséquent les relations (*) et
A = ( entrainent que :

S @ =0,

aj+...far=m

Or la différentielle cn 0 de A n’est pas nulle. On vérifie alors aisément que :

1
= Z ()24 € A.

a1 +...ftag=m

En utilisant ce qui précéde on vérifie immédiatement que

S cald) Bep € A.

laf=m

En invoquant le théoréme 4.36 et le théoréme 4.11 on vérifie que cette fonction
appartient aussi & §. Ceci prouve le 1°).

Prouvons le 2°) . En examinant 'expression (4.19) de ¢(§, D)ej)' ™" écrite
(avec h = 0) juste avant 1'énoncé du théoréme 4.37 et en utilisant le 1°) du

théoreme 4.37 on vérifie immédiatement que :

up = Z cal§)Vo(a,£,i)e; " appartient & S.

laj=m

D’apres la proposition 4.10 il existe alors des fonctions by ;(§) holomorphes
sur un voisinage ouvert de l'origine (£ et i variant de 1 a k) telles que :

(4.20) ug = bea(g)er + ... + ber(F)ex.
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Notons W(§) la matrice carrée d’ordre k dont le coefficient d’indice (£, 1)
We i(§) vaut :

(4.21) Y cali)Vola,b,i) = Weu():

lel=m

Considérons la matrice B(§) = (b¢,i(§)1<e,i<k- Les relations (4.20) signifient
que W(§le ! = B(g)e. Rappelons que (voir théoréme 4.27)
e = (Id—K(y)) ' P(y)e™!. Par conséquent on a :

(4.22) W(§)e™ = B(§)(1d —K(y)) "' P(y)e .
Rappelons que le vecteur colonne ¢7! est égal a :
1
A
2z
C~1:= é
kz*-!

Si § ¢ T est suffisamment proche de 0 alors 'argument de prolongement
analytique du théoréeme 3.5 montre qu’on peut donner & z dans ’expression
de e™! figurant dans la formule (4.22) les k 4+ 1 valeurs deux & deux dis-
tinctes solutions de I’équation (3.1). On en déduit alors que les matrices W(§)
et B(Id—K)"'P(§) coincident lorsque §j appartient & un petit voisinage de
Porigine. Ceci prouve le 2°).

Prouvons le 3°). Soit A € Z. La relation établie au 2°) montre que : (W (7)
a ¢té définie par les relations (4.21))

W(§)e '™ = B(§)(Id —K) ™' (Id +(h — 1)K)(Id +(h — 1)K) ™ Pe ™1 *5,
Rappelons (voir théoréme 4.27) que :
et = (Id+(h — 1)K)™ ' Pe 1",
Par conséquent on a :
(4.23) B(Id-K)™'(Id +(h = 1)K)e? = W(§)e '+
Il est clair qu’il existe des fonctions holomorphes sur un voisinage de l'origine
ce,i(9), €¢,i(§), £ et @ variant de 1 & k telles que le coefficient d’indice (£,17) de

la matrice B(Id —K)~!(Id +(h — 1)K) soit égal a :

ce,i(§) + h Cei(§)-
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En outre Iégalité matricielle (4.23) et les relations (4.21) montrent que pour
tout £ de {1,,...,k} ona:

k

k
(ce,i(@) + hées(@)et =D > ca(d)Vo(e, b, i)el .
1 i=1 |a|=m

:’+m_l écrite juste avant ’énoncé

En reprenant I’expression (4.19) de ¢(§, D) e
du théoréme 4.37 on vérifie que :

k
o(§ D)y =" N eal@)Vola, £ i)el

i=1 |al=m

+ Y ly) D Vy(a,€,7)edthtm=1=lel

la|<m ¢2lal+1-m 4=1
- 920

en cffet, comme |a| < m Pinégalité 0 < ¢ < |a| + 1 — m équivaut & ¢ =0 et
|a| = m. On obtient alors immédiatement le théoréme 4.37.



§5. NORMES ET FONCTIONS MAJORANTES

Définition 5.1. Soient ) cnnt1 UaZ® = u(z) et 2 aeNn+1 VaT® = v(T)
deux séries formelles & coefficients complexes. Nous éerirons u(z) < v(z)
pour exprimer que Ya € N"*!) v, € Rt et |ua| < v,.

Nous allons rappeler les définitions et propriétés de fonctions majorantes
définies dans [22).

Définition 5.2. Soient R >0, p > 1et h € N. On posc

h!

R
Ph (ZZ) = z D ;
(O S

Les résultats de la proposition suivante sont essenticllement prouvés dans

[22]).
Proposition 5.3.. Avec les notations précédentes, on a :
R ) -
1°) i(z) < @ity (2), Dagoll = & @iy s Doyl = 5 9ty 1<j<n
2°) Soit z + b(z) une fonction holomorphe bornée par Af sur le polydisque

D(R) ouvert de centre 0 et de rayon R > 0. alors on a :

b(z) < M o5 ()

3°) Soient Ry > 2R et z — a(z) une fonction holomorphe bornée par M
sur le polydisque D(Rp). Considérons h € N, C' > 0 et u(z) une série
formelle. Alors on peut affirmer que :

u(z) € Colt = a(z)u(z) < 2MC ol ().

Note. Le 3°) de la proposition 5.3 nous permettra de majorer l'action des
coefficients des opérateurs par des constantes multiplicatives.

Preuve. Nous allons - en gros - reproduire une démonstration de [22]. On
obtient immédiatement le 1°). Prouvons le 2°). Les inégalités de Cauchy
montrent que :

- 1 1
b — <M < M oB(z).
(z)<1vf]1;[()(1_%)<< 1__,}?(IO+M+T“)\<MW(T)
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Ceci prouve le 2°). Prouvons le 3°). Pour alléger les notations, nous poserons
X=pro+z,+...+z,. Ona:

L R L er(z) = 1,1 x—M S0
1 *h - X h = .
1-3 1-3% -3 1-3% (Q-%»
D’ou :
1 R R
- X Ph (2) K 2} (2).
2R

Comme 2R < Ry le 2°) montre que :

M
a(z) < =,
1-3%

on obtient alors immédiatement le 3°).
On obtient immédiatement le lemme suivant :

Lemme 5.4. Soient A,,...,A,, By,...,B, des constantes réelles > 0. Si
U(z) est une série formelle vérifiant :

DIoU(z) < AlDzo Lpillix +... +APD1‘0 9‘95,,

U(0,2') < By of +...+ B, o}
alors on a :
Ux) < A oh + -+ Ap of +B1 R + ...+ B, R

Maintenant nous définissons les espaces de séries formelles qui nous permet-
tront de prouver le théoréme 0.2. Notons O, ’anneau des germes holomorphes
b(z) en lorigine.

Définition 5.5. Considérons w € Z et des réels p > 1, R €]0,1[, € > 0.
Nous notons A¥[R, p, €] le O -module des séries formelles de la forme :

k
u=u(zy) =y »,  bi(@)egt™ N (y)
=1 h>-m+w+l

ou les e?+"‘—l(y) sont regardés comme des indéterminées linéairement indé-
pendantes sur O,, ot les b#(z) sont des germes en 0 holomorphes tels que si
on désigne par C} les plus petites constantes € R* U {+o0} vérifiant :

b?(l‘) < Clb 9°E+m—w($)



PROBLEME DE CAUCHY RAMIFIE ALGEBRIQUE 77

alors la quantité suivante est finie :

k
lulo=Y" Y Chet < oo,

=1 h>-m+w+1

Note 1°) h+m —w € N et p figure dans I'expression de ¢, . _,. Pour
démontrer - dans la section §7 - le théoréme 0.2 nous choisirons les parameétres
dans lordre suivant : R < 1 puis p > % puis € € %-

2°). Nous avons désigné par les mémes notations - & savoir el *™71(y) - les
indéterminées de la définition 5.5 et les fonctions introduites dans la définition
4.24. Cet abus de notation est naturel (vu notre objet).

Théoréme 5.6 (Avec les notations précédentes). A*[R, p, €] muni de I'appli-
cation u — |lul|,, est un C-espace vectoriel normé de Banach.

Preuve (esquisse). Il est clair que u — ||ul|,, définit une norme. Nous allons
utiliser le lemme suivant dont la démonstration est immédiate.

Lemme 5.7. Soit ¢ € N. Pour chaque série formelle f(z) notons Ng(f) la
plus petite constante € R* U {+oc0} vérifiant :

f(z) < Ny(Heg (2)-

Alors 'espace E; = {f(z) \ N¢(f) < +oo} muni de la norme Ny est un
Banach.

Considérons une suite de Cauchy (u?(z;y))p>0 de Aw[Rv py€l

k
Flzy) =Y Y, b))t ().

=1 h2>2-—m+w+1

Il est clair que Vp € N on a :

k
o =" 3 Nagmow(bf(p)e"

=1 h>-m+w+l

On constate alors que pour tous h et £ la suite (b}(p)), est de Cauchy dans
'espace de Banach E 4 ,,_,, dulemme 5.7. Par conséquent elle converge dans
Ehym-w vers un élément noté (b}). On vérifie alors aisément que u(z;y) =
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Y k() e?""m_l(y) appartient 3 A*[R, p, €] et que (uP), converge vers
u. Ceci prouve le théoréeme 5.6.

Rappelons que nous avons également noté e?"“”‘l(y) les fonctions in-
troduites dans la définition 4.24 et associées & la solution z de ’équation
2kt = g2kl 4 4 y,2z + y;. Le théoréme suivant associe & chaque série
formelle appartenant a ji‘”[R, p, €] une fonction holomorphe ramifiée et un
domaine géométrique de convergence.

Théoréme 5.8 (Avec les notations du théoréme 4.32). Considérons trois réels
strictement positifs R, p(> 1), et e. Fixons alors un réel r €]0, 1] vérifiant :

R €
< < Sac2oz 2yt
r< ———Qp(n—{-l)’ r< 2(4C1C'2k )

ou les constantes Cy et C; sont introduites dans le théoréme 4.32. On note

D (r) [resp. Da(r)] le polydisque ouvert de rayon r de centre 0 € C*"+! = {z}
[resp. C*¥ = {y}]. Alors pour tout entier relatif w et tout élément :

k
h+m—
wzy)=), Y, b))
=1 h2>—m+w+l
de A“’[R, p, €] la série de fonctions multiformes :

k
(5.1) > > bp(z) gt (y)

=1 h>-m+1+max(0,w)

~

est normalement sommable sur le polydisque D;(r) x D(r) de centre 0 €
C™*t x CkF = {(z;y)} et de rayon r, et sa somme est de la forme }:Ll a¢(z;y)
ee(y) ou les fonctions a¢(z;y) sont holomorphes sur D;(r) x Dy(r) . De plus
considérons un point y° de Dy(7)\T et un germe holomorphe en y° z(y)
solution de ’équation :

k+ 1

Ky 2* T gz — vy = 0.

Notons (par abus) eg+m‘1(y) les germes holomorphes en y° définis par
ef*™=1 (voir def 4.24) et correspondant au choix de cette racine z(y). alors
pour tout z° de D;(r), u(z;y) définit un germe holomorphe (z°;y%) prolonge-
able holomorphiquement le long de tout chemin issu de (z°%;y°) et tracé dans
D, (r) X (D2(r)\T). On notera (par abus) u(z;y) la fonction holomorphe

ramifiée ainsi définie.
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Preuve. Par hypothése on a, avec les notations de la def 5.5 :

k
”““w = Z Z Cg € < +oo.

=1 h>-m+w+1

Par conséquent il existe une constante M > 0 telle que pour tout h > —m +
w+1letlde{l,... k}ona:

(5:2) Ch< Me™™,

D’apres le théoréme 4.32 on peut écrire (pour A+ m —1>0) :
e?*’"’"l =a;(,h+m—1)e; + ...+ ap(f,h+m —1)eg
ot pour tout y de Dy(r) et j de {1,...,k} ona:

h+m—

(5.3) laj(€,h +m — D(y)| < (2r Clz 02 k? )m

Considérons un entier i > —m + 1 + max(0,w) et un point ¢ de D;(r). En

utilisant la définition 5.2 et le fait que r <

= 2p(§+1) et que p > 1 on vérifie

aisément que
Ry ml@) < (o m = )l 2

Comme par hypothése on a b} < C} (,0,’5+m_w I'inégalité (5.2) montre alors
que

(5.4) [bf ()] < Me™"(h 4+ m — w)l2htm=wl

Pour tout j de {1,... k} et tout (z;y) de Dy(r) X Do(r) les inégalités (5.3)
et (5.4) montrent alors que :

laj(£,h+m —1)(y) b (z)l

6"1_12_w+21\;’[(h +m - wi)! (7‘6—14 Cl2 C-g k?)h+m—1.
(h+m—1)!

Distinguons alors deux cas suivant la valeur de w
Premier cas: w > 1. Alorson a (h+m —w) < h+m —1 pour tout h
Deuxiéme cas : w < 1. On a alors

Z (11+m w)! hHm=1 _ (1—-w)!

h>1—m (h+m_1)‘ ’ (1_ X)'Z W
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Par hypotheése on a :
1

re "4 CI C2k* < 5
Par ailleurs quand y décrit Dy(r) la solution z de I’équation (3.1) reste bornée
ainsi que les fonctions (multiformes) e, = 2¢ — N¢(y) (voir thm 3.6). On
vérifie alors aisément que la série (5.1) de fonctions multiformes est nor-
malement sommable sur D;(r) X Ds(r) et que sa somme est de la forme
Zle a¢(z;y) ee(y) ot les a¢(z;y) sont holomorphes sur Dy(r) x D,(r) . Le
théoréme 5.8 est alors une conséquence facile du théoréeme 3.2.



§6. REPRESENTATION DES DONNEES DU PROBLEME (0.1)

Dans cette section nous allons donner une représentation - en termes des
espaces A¥[R, p, €] - des données de Cauchy et du second membre du probléme

(0.1).

Reprenons les notations du théoréme 0.1. Pour chaque j de {1,2,...,m}
Papplication G; : z — § = Gj(z) définie comme suit :

= ((Bo,... "T") - (yO =Zo,h1 = g;(‘r)a Yk = gi(x)’ Yk+1 =

Tk41ly:-3Yn = :lfn)
vérifiec G;((0,z')) = (0,2'). Pour rendre homogene les notations nous
poserons:
(61) gé(l')=.7:0, gi+l(1:)=:1,'k+1’...,g7];(.”£)=1?n

de sorte que G (go, g3).

Par ailleurs le théoréme d’inversion locale montre qu’il existe deux voisi-
nages ouverts connexes U; et V; de 0 € C™*! de sorte que G induit un
difféomorphisme holomorphe de U; sur V; et (d’apres le théoreme 0.1) que
Gi(K")=T.

Reprenons les notations du théoreme 0.2. Quitte & diminuer le voisinage

U de O € C™*! on peut supposer que U C ﬂ U; de sorte que chaque Gj
J=1

soit défini sur U. Considérons comme dans le théoréme 0.2 un point z° =
(0,2'°) de (U N S)\T et un germe holomorphe en z'° z' — z(z') solution de

’équation (0.2). Posons z'0 = (29,...,2%) et y° = (29,...,2}) ; pour chaque
j de {1,...,m} on a Gj(z°) = z°. Considérons 'application F : z' = y =
F(z') = (zl, ..,Zk) et le germe holomorphe en y° z(y) solution de I’équation

2R 2kt — gz — gy =0 tel que le germe (composé ) en 2'® z(F(z"))

comcnde avec le germe z(z') précédent. Notons e?'”"—l(y) le germe en y°
défini par efT™! (voir def 4.24) et le choix de la racine z(y). Par abus
le germe en 2’0 eh ™Y (F(z')) [resp. z(F(z'))] sera noté e**™~!(z') [resp.
z(z")).

Alors pour chaque j € {1,...,m} le germe en z2° = G;(z°) z 0 Gj(z) =
z(g{(w), e ,gi(x)) vérifie I’équation :

(20G)** = gl(2)(z0Gj)* " +... + gj(2)(z 0 G;) + g} (2);

et les théorémes 3.2 et 4.32 permettent de voir que les germes en z° =
G;(z%)ep ™ (G;(z)) sont prolongeables holomorphiquement le long de tout
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chemin issu de z° et tracé dans U S\ J. Par ailleurs rappelons (voir Thm 3.6)
que pour chaque £ de {1,... k} et j de {1,...,m}ona:

ee(z') = 24(z") - Ne(za,...,zk), e¢0Gj =2 0G; = No G

Reprenons lentier naturel (—w) du théoréme 0.2. Soit s € {0,1,...,m — 1},
comme chaque P ¢(z'; D’,) est d’ordre au plus s — w le théoréme 4.36 permet
d’écrire la donnée de Cauchy wu,(z') du probleme (0.1) sous la forme :

ZPsf(T D! )e((z)-{-ZPs((I DL)Ni(z,- .. xi)+

=1

k 0
Pooei D) =50 3 il ()eb(e!) + Fu(a')

=1 h=w-s

ou les fonctions Fy(z') et @ « ((z") sont holomorphes sur le voisinage W du
théoreme 0.2. Par ailleurs comme chaque Qj¢(z; D,) est d’ordre au plus
—w 4 m ~ 1 le théoreme 4.36 permet d’écrire le second membre v(z) du
probléme (0.1) (voir (0.8)) sous la forme :

v(z) = EQJo(r D )(1>+2 Z[Q;,z(z D.)(ee 0 Gj(x))+

j=1 £=1

m k 0
Qe DIN(G(@N =3 2 Y #ha) b 0 Gylx) + w()

Jj=1 €=1 h=w-m+1

ou les fonctions w(z) et f)j-'_( sont holomorphes sur U (nous avons supposé,
quitte & diminuer U, que chaque G; est holomorphe sur U). Le théoreme
linéaire de Cauchy-Kovaleska montre alors que pour prouver le théoreme
0.2 on peut remplacer v(z) par v(z) — w(z) et chaque u,(z') par u,(z") —
Fy(z'), ce que nous ferons désormais. La proposition suivante nous permettra
d’exprimer les données du probléme (0.1) en termes des espaces Am [R, p, €]

Proposition 6.1. Avec les notations précédentes. Fixons un réel Ry > 0 tel
que le polydisque D(2Rg) ouvert de centre 0 € C™*! [resp. C"] soit inclus
dans U [resp. W]. Alors pour tout R 6]0 Ryp), pour tous réels p > 1 et e >0,
la série suivante indexée par s € {0,1,...,m — 1} :

k 0
wz) =Y Y b (el (y)

=1 h=w-s
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appartient a l’espace Avw—s (R, p, €] (voir def 5. 5) et la série suivante indexée
par j € {1,...,m}

k 0
vileiy) = . #h(2) eb(y)

=1 h=w—m+1
appartient a ’espace fi“"’"“[R P, €]

Preuve. Les fonctions Uy he(a"), o [(Z) sont toutes bornées par une méme
constante M > 0 sur D(Rg) Le 2° ) de la proposition 5.3 montre alors que
pour tout R €]0, Ry] on a :

g (a') < Mad'(2), 8] (2) < Mpf(a).
La proposition découle alors du 1°) de la propostion 5.3.

Dans la suite nous travaillerons avec des données de Cauchy et un second
membre définis - plus généralement - de la maniere suivante. Pour chaque j
de {1,...,m} nous travaillerons avec un élément v;(z;y) de A*~™+1[R, p, €]
de la forme :

k
(6.2) vj(z;y) = Z Z v.;.‘,;’""'l(a:)e?(y).
=1 h>w+l—-m
Pour chaque s de {0, .. — 1} nous travaillerons avec un élément u,(z';y)
de A¥7*[R,p,€] de la forme :

k
(6.3) us(z';y) = Z Z us (' )e;“"m Y(y)
(=1 h>2w—m+1—s

ou les uf’[(:c') ne dépendent pas de zo et ou les réels R €]0, Ry], p et € seront
précisés ultérieurement (juste apres le théoréme 7.18). Nous considérerons
alors un point z'° = (29,...,2%) suffisamument proche de 0 et tel que y°
(29,...,2%) ¢ T. Nous ChOlSerﬂS alors un germe en y° z(y) solution de
l’équatlon (3.1) et nous supposerons que chaque donnée de Cauchy u, (1 ) est
la forme u,(z';2") ot uy(z';y) désigne par abus le germe au point ( 0. y0)
défini comme indiqué dans le théoréme 5.8 par ’élément (6.3) de A¥~ g[R, P €|
et le choix du germe en y° de racine z(y). Par ailleurs nous supposerons que

le second membre v(z) du probleme (0.1) cst de la forme :

(6.4) v(e) =) vj(e: Gy())

=1

ou vj(z;y) désigne par abus le germe holomorphe en (0,2'%;y°) défini comme
indiqué dans le théoréme 5.8 par Pélément (6.2) de A»~™*1[R, p, € et le choix
de z(y).






§7. PREUVE DU THEOREME o0.2.

Compte tenu de la forme (6.3) [resp. (6.4)] des données de Cauchy [resp.
du second membre v(z)] nous chercherons - a priori - la solution du probléme
(0.1) sous la forme :

k

(7.1) w@) =33 T Ba) et G(n)
J=1

£=1 h>w-m+1

ou pour chaque j de {1,...,m}

k
SO (@) et ) € AR, p, )

(=1 h>w—-m+1
et ou les réels R, p, € seront déterminés ultérieurement.
Pour que l'on ait a(z,D)u(z) = v(z) il suffit que pour chaque j de

{1,...,m} on ait :

k

a(z, DY [ Y Y () et (Gy(a)

=1 h>w—-m+1

(7.2)
k
h—m+1 h
=D > Y"T@) €(G(a)
=1 h>w-m+1
Nous allons introduire I'opérateur c;(§; D) obtenu en conjuguant a(z, D) par

le difféomorphisme G; : ¢ — § = G(z).

Définition 7.1. Pour chaque j € {1,...,m} on note ¢;(§j; D) l'opérateur
différentiel d’ordre m défni par :

[¢;(§; D)f(§)] 0 Gj(z) = a(z, D) [f o G(x))]

On peut supposer que les coefficients de ¢;(§; D) sont définis et holomorphes
sur le voisinage ouvert V; de 0 défini au début de §G.

Le théoréme suivant rassemble quelques propriétés importantes des

opérateurs ¢;(§; D).

Théoréme 7.2. Soit j € {1,...,m}. Alors ¢j(§; D) est un opérateur diffé-
rentiel d’ordre m caractéristique pour la queue d’aronde T (i.e. son symbole
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principal ¢; m(§;7) s’annule sur I'adhérence N(T') dans T *V;\0 du conormal
a la partie lisse de T). En outre 9;,61(0,...,0) = A; (voir I'équation (0.5)),
0:,91(0) =1 et 8,,4](0) = 0 pour 7 > 2.

Preuve. Le difféomorphisme G; induit le difféomorphisme x; entre fibrés
cotangents :

T*V; — T*U;

Xj=1|_ o o .
T @ — (@7 @) GG )

Il est alors bien connu que le symbole principal de ¢;(§; D) est donné par

¢j,m(§;1) = am(x;(§;7))- Rappelons que d’apres le 1°) du théoreme 0.1 et la

définition de G, on a G;(K7) =T. 1l est alors clair que :

(7.3) N(T) = {(@n) /| xi(@n) € N(K))}

Comme K7 est (par construction) caractéristique pour a(z; D) on en déduit
que T est caractéristique pour cj(7; D).

Maintenant prouvons que A; = 8;,91(0). Rappelons - avec les notations
du théoreme 0.1 - que A; = N(K7) et (0,...,0;1;,1,0,...,0) € A;. Par
ailleurs le théoréme 8.9 montre que N(T') ne posséde qu’une seule codirection
- a savoir €(0,1,0,...,0) au-dessus de l'origine de C"*!. Comme G;(0) =0
égalité (7.3) permet alors d’affirmer que C(}},1,0,...,0) est la seule codi-
rection de N(K7) située au-dessus de D'origine et qu’il existe A € C tel que

0 A
1 1
‘G0 | 0 =\ 0
0 0

Rappelons que G,(z) = (TOag{(I):“-agi(l’)azlﬂ-lv'~~7$n) et que g;(0,2") =
z¢ pour 1 £ £ < k. Par conséquent la matrice (transposée) ‘G'(0) est donné
par :
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1 82,91(0) 0:,91(0) 0 -+ 0)
0 1 0 0
0 0
‘G(0) =
0 0 1
0
0o ... 0 1

Par conséquent on a :
02091 (0) = AXj, A =02,91(0) = 1, Bz,9{(0) = 0 pour i > 2.

Ceci prouve le théoreme 7.2.

Les trois théorémes 7.5, 7.7 et 7.10 suivants joueront un réle clef lors de
la construction de la solution du probléme (0.1) par la méthode de l'optique
géométrique. Pour énoncer ces théorémes il est commode de donner les deux
définitions suivantes :

Définition 7.3. Soit w € Z et j € {1,...,m}. On note A“’[G]—] le module,
sur 'anneau O, des germes b(z) holomorphes en lorigine, des séries formelles
du type :

) .
u(@)=y_ > bi(z) et (Gi(=))

=1 h2w—m+1

ou ei"”"”l(G i(z)) sont regardées comme les indéterminées linéairement indé-
pendantes sur O,, ou pour chaque £ de {1,...,k} et chaque h > w+ 1 —
m, b;'(:c) est un germe en 0 holomorphe. En dérivant terme en terme, en
appliquant les régles usuelles du calcul différentiel et les formules du théoréeme
4.36 qui expriment Oy e?“"—l, on fait agir de maniére naturelle les opérateurs

différentiels sur A*[G;] . Par exemple 9;; envoie Aw[Gj] dans A¥~1[G,].

Définition et convention 7.4. Pour alléger Iécriture nous désignerons dans
la suite par z — § = G(z) I'un des Gj, 1 < j < m. D’apres le théoreme 7.2
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on a donc : G(z) = (go(z),91(2),- .- gn(2)), G(0,2") = (0,2"), Bz,91(0) = X
est P'une des racines \; de I'équation (0.5), 8;,91(0) = 1,8,,4:(0) = 0 pour
t 2 2. On a vu au début de la section §6 que G induit un difféomorphisme de

U(3 0) sur G(U). Nous pouvons supposer que les coeficients de a(z; D) sont
holomorphes sur U.

Les formules de dérivation (formelle) dans les espaces A*[G] ne sont pas
évidentes (cf. thm 4.36), aussi nous aurons besoin du théoréme suivant qui
indique quand on peut associer & un élément de A*[G ;] une fonction holomor-
phe ramifiée de sorte que ces opérations de dérivations formelles coincident
avec les dérivations holomorphes usuelles.

Théoréme 7.5 (Avec les notations précédentes). Considérons w € Z et des
réels p > 1, R €]0,1], € > 0, de sorte que U contienne le polydisque ou-
vert D1(3R) de centre 0 € C™*! et de rayon 3R. Soit P(z; D) un opérateur
différentiel linéaire d’ordre p dont les coefficients sont holomorphes sur

D,(3R). Soient

k
w(zy)=Y . be) e ()

=1 h2w-m+1

un élément de A¥[R, p, ] (voir def 5.5) et

k
o)=Y > vi@) e (G(x)

i=1 hD>w-p+i1-m

un élément de A*~?[G] tels que dans A¥~P[G] on ait P(z; D) (u(z; G(z))) =
v(z) (au sens des séries formelles). Alors :

1°).

k
vzy) =Y, . viz) e (y)

i=1 h>w—-p+l1-m
appartient & A¥~P[R, p, ].

2°). Considérons un réel r vérifiant les deux inégalités du théoréme 5.8. Soit
V un voisinage ouvert connexe C Di(r) N U de 0 € C™t! tel que Vz €
V, G(z) € Dy(r). Soit (0,z") un point de (SN V)\T avec z'° = (z{,... ,z%)
et posons y° = (z9,...,z9). Choisissons un germe z(y) holomorphe en y°
solution de I’équati bus ey ™ (y) | holomorphe
quation (3.1) et notons par abus e, (y) le germe ho rp
en y° défini par ce choix de z(y). Alors les deux germes holomorphes en
(0,20) = G(0,2"), u(z; G(z)) et v(z;G(z)) (définis comme indiqué dans le
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théoréme 5.8) définissent des fonctions holomorphes ramifiées sur V\G~(T)

et on a P(z; D) (u(z; G(z))) = v(z; G(z)).

Preuve. Nous prouverons le théoréme dans le cas ou P(z; D) est d’ordre 1
et de la forme f (2)0z,- On prouvera alors facilement le cas général en raison-
nant par récurrence sur 'ordre de P(z; D). Soient donc f(z) une fonction
holomorphe sur D;(3R) et ¢ € {0, ...,n}. Rappelons que G = (gg,91,. - . ,gn)-

Lemme 7.6. On peut écrire : f(x)az, (u(z; G(x))) =

k
Z Z vl (z) ™G (2)) (au sens de A¥7[G))

=1 h>w-m

ot pour chaque (h,7) on a:

k
of(z) = f(2) |Be, b + D D 0T x Bz,95(2)

=1 j=1

k k
xVo(j. (i) o G(z) + D Y b} x 0z,9,(z) x Vi(j, £,4) 0 G(2)

=1 j=1
ot les polyndines quasi-homogenes Vy(j,4,1), Vi(j,4,1) sont introduits dans
le théoréme 4.34. On pose by~ ™ = 0.

Preuve du lemme 7.6. En utilisant 'expression que le corollaire 4.35 fournit
pour chaque Oy,» e;,’ +m=1 5n obtient que

k
(74) Ory (0 x ef*™7(G)) = (8:,07) x ¥ 7H(G) + b x ) (Dz,9,)%

j=1

k k
YoVl 40l 4 Y Vi 4 )el T (G)

1=1 i=1
On obtient alors aisément le lemme 7.6.
Comme par hypothése u(z;y) = Ef___l S s wmm bi(z) ehtm-1

appartient & {*[R, p, €] la définition 5.5 montre que :

(7.5) bi () K CF @4 m—w(2)
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k
(7.6) fullw =>" > Chet < +c0.

=1 h>w—m+1
Maintenant considérons une constante M > 0 telle que les fonctions suivantes:
f(z) x 8z,9; x Vi(4,£,1)(G(2)), f(z)

(ot1s € {0,1} et 7,4, varient de 1 & k), soient bornées par M sur le polydisque
Di(2R).

Comme p > 1 la proposition 5.3 et I'inégalité (7.5) montrent que :
f(2)0e, b < ML CF Ry i (2)

La finitude de la quantité (7.6) montre alors que :

k
(7.7) S (@) bl (y)

i=1 h>w—-m+1

appartient & A®~'[R, p, €] . Fizons provisoirement (j,£) dans {1,...,k}2. La
proposition 5.3 et I'inégalité (7.5) permettent de voir que pour chaque 7 de
{1,...,k} ona:

F(2)0ey9; X VoG, £, )(G(2))h <€ 2MCE QT i

f(x)alqgj X Vvl(],e’l)(G(I))bQ << 2]\40;’¢f+,,1_w+1(z)

La finitude de la quantité (7.6) entraine facilement la finitude des deux quan-
tités suivantes :

k

k
o> emeytte, >N e2Mcpe
i=1 h>w—-m i=1 h>w-m+1
Par conséquent, (j,£) étant fixé, les deux séries formelles suivantes :

k
(7.8) > f(2)2:,9,(2) > Vo, )G el (y)

h2w—m

(7.9) Zf(f)azqyj(z) z Vi(j, £,1)(G)blert™=1(y)

h>w—m+41
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appartiennent a fi"’—l[R, p,€]l. Posons N = 2k? + 1 et notons E I’ensemble
des N séries formelles définies par les expressions (7.7), (7.8), (7.9) j et £
variant de 1 a k. Le lemme 7.6 permet alors de voir que f(z)8;, (u(z; G(z)))
e H(z;G(z)). Comme E C A*"'[R, p, €]
on obtient immédiatement le 1°) en posant :

s’écrit sous la forme v(z) = >

o(z;y) = Y H(z;y).

HeFE

Prouvons alors 2°). Le théoréme 5.8 appliqué a u(z;y), le fait que G(V) C
Dy(r) et le théoréme de Weierstrass montrent que le germe holomorphe en

(0,2"%) = G(0,2") f(z) x Or, (u(z; G(z))) est égal & :

k

(7.10) Yoo DT f(0)8,, [Ph(z) NG (2))]

=1 h>w—m+1

cette série étant normalement sommable sur un voisinage de (0,z°). En
utilisant l'expression de 9, (b} x e?+’"_1(G)) fournie par lidentité (7.4) et
en appliquant le théoréme 5.8 aux éléments H(z;y) de E C A~ (R, p, €] on
vérifie aisément que le germe (7.10) en (0,2'0) est de la forme :

v(xr; G(x)) = Z H(z; G(z)).

HEE

Le théoreme 5.8 montre en outre que u(z; G(z)) et v(z; G(z)) définissent des
fonctions holomorphes ramifiées sur V\G~!(T). Ceci prouve le théoreme 7.5.

Théoréme 7.7. Avec les notations de la convention 7.4. Soit w € Z. On
peut trouver pour chaque d de {0,...,m — 1} et (£,p) de {1,...,k}* une
fonction = — d¢ p(z) holomorphe sur un voisinage de 0 € C™*?! et un opérateur
différentiel d’ordre < d+1. Q(d+1.{, p) dont les coeflicients sont des fonctions
de z holomorphes sur un voisinage de 0 € C**!, Q(1,£, p) ne contenant pas

Oz,. De plus il existe pour chaque multi-indice @ de N"*1 de longueur |a| =
m — 1 une fonction ta(2) holomorphe sur un voisinage de 0 € C**!, de telle
sorte que pour tout u(zr) = Zﬁ:l Y k> wemat bzl:(r) c]’}“’"‘_l(G) appartenant
4 A™[G] on peut affirmer que a(z; D)u_(z) appartient A¥~™*1[G] et est de la
forme :

a(z; D)u = Z of =™ (z) e (G)

k
(=1 h>uw—m+1
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ot pour chaque h > w—-m+1letfde{l,....,k} ona:

k

v;z—m+1(l_) Z Z Q(d+1,¢ p)bh Ly ) Zdz p(x)b (z)+

d=0 p=1 =1

S @) Valap Ol

Ial:m—l p=1

Leés Vg(e, p,£) ont été définis dans le théoreme 4.36; 9,, bk n’apparait que dans
la derniére somrnatlon En outre le coefficient - noté B¢(z) - de 9, bg dans
Pexpression de vf =™ (z) est égal &

Biz)= Y ta(z)Vo(a,£,0)[G(x)]
la|=m-1
et ne s’annule pas 4 lorigine.

Preuve. Nous aurons besoin des deux lemmes suivants :

Lemme 7.8. Posons 8% = (1,0,...,0) et o' = (0,m—1,0,...,0) de sorte que
3f° = Oy, et 331 = 0;:~!. Alors pour chaque couple (f, ) de multi-indices
de N™*+1 vérifiant |8] + |a| < m on peut trouver des fonctions © — tg ()
holomorphes sur le voisinage U de 0 de la convention 7.4 de telle sorte que

pour toute fonction w(z) [resp. f(§)] holomorphe sur un ouvert Uy [resp. V;]
inclus dans U [resp. G(U)] on peut écrire : Vz € U, N G7(V;),

a(z; D)[w(z) x f o G(z)] = w(z) a(z; D)[f o G(z)]+

ST tgalz) w(@)(85 ))(G(2));
18121
fal+]BI<m

en outre le coefficient go o1(z) de Orowdy,~ 1f ne s’annule pas en 0.

Preuve. Rappelons (voir §1) que :

a(z; D) = Z as(z)DE.

[6]gm
La formule de Leibnitz permet alors d’écrire :

a(z; D)[w(z) x f o G(z)] = w(z)a(z; D)[f o G(z)]
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+ Y aale) 3 g 0fule) x 041f 0 G(a)

[6]<m Btu=s
- 18121
Comme pour chaque g = (pg,...,1n) il existe un opérateur différentiel

P,(§; D) d’ordre |u| tel que :

9z [f o G(2)] = [Pu(@; D)fIG(=)];

on obtient aisément les fonctions holomorphes = — tg 4(z) permettant de
décomposer a(z; D)[w x f o G] comme indiqué dans I’énoncé. Calculons alors
tgo o1 (z) et montrons que cette fonction ne s’annule pas en 0. Au point
§ = G(z) le symbole principal (d’ordre |u|) de P,(§; D) est défini par :

n n i
1= (no,....m) — [[ (E Bz;gp(fv)np) -
1=0 \p=0

Dans I’énoncé du lemme 7.8 le coefficient de 9,,0;: ™" est alors égal & :

tﬂo,ul(ll') = Z (ﬂ—-‘;;’é—)—' G,H_,@o(:l:) H(az;gl(fc))‘“'

fe|=m—1
Rappelons (voir convention 7.4) que :
02,91(0) = X, 0,,91(0) =1, 8;,61(0) =0 pour ¢ > 2.
Par conséquent on a :
t5,a1(0) = >, (o + 1) a4 go(0)AH.
n=(po,m—=1-p°0,...,0)

Rappelons que - par hypothese (voir les sections §0 ou §1) - toutes les racines
de I’équation (0.5) suivante sont simples :

am(O, e 703 507 170’ e 70) = P(f(]) = 0
Il est clair alors que tgo 41 (z) = O¢,p(A) # 0. Ceci prouve le lemme 7.8.
Lemme 7.9 (Avec les notations du théoréeme 4.37). Notons c¢(j;D) =

Elélsm ca(i])Dg I'opérateur défini par a(z; D)[f o G] = [c(§; D) f)(G). alors

pour chaque (p,7) de {1,...,k}* on peut trouver des fonctions ¢, i(§), &,i(#)
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holomorphes sur un voisinage de 0 € C™*! de telle sorte que pour tout (h,d)
de Z? et tout germe holomorphe en 0 € C™*! noté bg“d(:c) on peut écrire :

a(z; D) [bh~4(z) e Y (G(z))] =T+ T + K

avec :
141
I=b7) Z es(G(e)) ) Z(V(5 p,i) x ehmdrm=1ta—{él
16]<m 9>|5l+; m i=1

(G(x) + Y_(epi + (h = d)5,0)[G] x ef'_d[G]}

=1
lo]
h—
T= Y tga(@) ol =) Y Z
18121 9=lal+]|Bl+1-m =1
lal+181<m 920

[V (a,p, 1) x eh dm=1tq-|o| ] [G(2)]

En conséquent dans ’expression de J on se limite aux entiers naturels ¢
vérifiant ¢ + m ~ 1 — |a] > |3]. Comme g est > 0, la condition ¢ + m — 1 —
la| < |B] équivaut a ¢ = 0 et |a| + |#| = m. Dans l'expression de J on a
nécessairement |a| < m — 1.

k
K= 3 tpalz) 90" Z[VO((Y poi)et el (o).

lal+lsl<m
18121

Preuve. Vu la définition de ¢(g; D) le lemme 7.8 permet d’écrire :

a(z; D) [h~4(z) &b~ (G(2))] = Uy~ (@)e(d D)(ep = HI(G)+

(7.11) ST tgalz) BB () x (85 ey TG,
18121
lal+18l<m
Rappelons que G est I'un des difféomorphismes G, donc 'opérateur ¢(§; D)
est I'un des opérateurs ¢;(%; D) introduits dans la définition 7.4. D’apres le
théoréme 7.2 ¢(; D) est caractéristique pour la queue d’aronde T. Le 3°) du
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théoreme 4.37 assure alors 'existence de fonctions ¢, i(§), &p,i(§) holomorphes
sur un voisinage de 0 € C™*! telles que :

by~ %(z) [e(d; D)(ep~** ™ )] (G(2)) = I

ol [ est défini dans le lemme 7.9. Par ailleurs le théoréme 4.36 (avec p a la
place de £ et h —d +m — 1 — |a| & la place de k) montre que :

fo]l &
(@53~ (6) = 3 3 [Vlawp,idel ™ (),

¢=0 i=1

En remplacant - dans I’égalité (7.11) - (age;—“’""‘)(c) par le membre de
droite de ’égalité précédente et en regroupant les termes dont les indices
vérifient ¢ > 0 et ¢ > |a|+ |8 +1 —m, on obtient le terme J. En regroupant
les termes dont les indices vérifient ¢ > 0 et ¢ < ||+ |8+ 1 —m (i.e. ¢ =0
et |a| + |8] = m) on obtient le terme K.

Ceci prouve le lemme 7.9.

Preuve du théoréme 7.7 a partir du lemme 7.9. Fixons deux entiers
heZet?e {1,..,k} Considérons alors deux autres entiers d € Z et
pe{l,...,k} telsque h—d > w—m+1. D’aprés le lemme 7.9 on peut écrire:

a(z; D) [b:‘_d(z) ez_d+"’-l(G(z))] =I+J+ K.

Nous allons étudier séparément les expressions de I,J, K pour déterminer
dans chacune d’elles le coefficient de chaque terme du type (972 b;}_d)e?(G).
Nous vérifierons d chaque fois que si le coefficient de (92 b;‘d)eg(G') n’est
pas identiquement nul alors on a nécessairement |3| < d+1let0<d<m—1.
De plus, comme par hypothése on a h —d > w —m + 1 ceci entrainera que
h > w — m + 1 puis que tous les termes I,J, K (et donc aussi a(z; D)u)
appartiennent a .‘iw_"""l[G]. Nous obtiendrons alors aisément l’expression
annoncée pour vp~"F1(z).

Etude de I (cf. lemme 7.9). Dans 'expression de I on a clairement 0 <
g—16|+m~—-1<m-1,doncsid¢ {0,1,...,m — 1} alors le coefficient de
e}(G) dans I est nul. Si d = 0 alors le coefficient de e (G) dans I est égal & :
(avec g = 6] +1—m)

)| D (c6 X Viglrr-m(8:2,0)(G(2)) + (cpe + (h = d)&,0)(G(=))
m—-1<|6|<m
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comme ¢ = [§|+ 1 —-mest > 0ona |6 =mou|é|=m—1. Nous poserons

dp.o(z) = &,((G()).

Sid € {1,...,m—1} alors le coefficient de e (G) dans I est égal & : (avec
g=d+ 5| +1—-m)

br () Z (es X Vagjg+1-m (8,2, £))(G(2)) | -

6]<m

Etude de J. Considérons dans ’expression de J un indice fixé A # 0. Comme
dans l’expression de J on a |a| + || + 1 — m < ¢q < |al, on peut écrire les
deux inégalités suivantes :

g+m—1~la|> (la|+ |8l +1-m)+m—1-|a| = ||

g+tm—1—|a|<|a|+(m—-1-|a|)=m—1.

Par conséquent si d n’appartient pas a [|3],m — 1] alors le coefficient de
(88 bz_d) X ef(G) dans J est nul. S # 0 étant toujours fixé, supposons
que d € [|8],m — 1] (alors d > |B| > 1), le coefficient de (87 b]';'d) e!(G) dans
J est alors égal & : (avec ¢ = la]+d+1~m)

Z tﬂ,o(z)lllal-f-d-{‘l—m(a:pae)(G(z))
lalgm—|8]|

Etude de K. Considérons l'expression de K un indice fixé 3 (]3| > 1).
Comme |a| = m— || on am—1—]a| = |3| — 1. Par conséquent si d # |f|—1
alors le coefficient de (92 b:_d) e?(G) dans K est nul. Supposons donc que
d=|fl-1¢€ {0,...,m — 1}. Le coefficient de (82 b;,'"m“) e?(G) dans
I'expression de K est alors égal a :

D taa(@)Vola,p,0)(G(2)).

laj=m—|8]|

Dans le cas ot f = g% = (1,0,...,0) on pose to(z) = tgo o(z) pour tout
multi-indice @ de longueur m — 1. Les trois études précédentes montrent
que a(z; D)u(z) appartient & A¥~™*1[G] et qu'il existe des opérateurs Q(d +

1,4,p) permettant d'exprimer vp~ ™! (z) comme indiqué dans le théoréme



PROBLEME DE CAUCHY RAMIFIE ALGEBRIQUE 97

7.7. Il est clair que dans V'expression de vf ~™*+!(z) le coefficient de Dry b est
égal a :

B(z)= Y ta(z)Vo(a,,0)(G(z))

la]l=m-1

Rappelons (voir juste avant le thm 4.37) que si ap +ags1 +...+a, > 1
alors Vo(a,£,€) =0. Sia; + ...+ ax = |a| (= m — 1) alors le théoréme 4.36
affirme que Vg(a,£,£) est un polyndme quasi-homogéne de poids Z,{;l(i -
Da;. Sia# a! =(0,m—1,0,...,0) alors ce polyndme s’annule en 0 = G(0).
Sia=a!'=(0,m-1,0,...,0) alors Vy(a,%,£) = 1 (voir Thm 4.36), de plus
le lemme 7.8 montre que tgo o1(z) égal par définition & t,1(z) ne s’annule pas
a Vorigine. Donc By(0) # 0. Ceci prouve le théoréme 7.7.

Le théoréme suivant est une conséquence facile du théoreme 7.7, il jouera
un role clef dans la construction de la solution du probléeme (0.1) par la
méthode de 'optique géométrique.

Théoréme 7.10. (Avec les notations du thm 7.7). Soit w € Z. On peut
trouver pour chaque d € {0,...,m — 1} et (£,p) de {1,...,k}? deux fonctions
Ipp(z) et fl’p(m) holomorphes sur un voisinage de 0 € C**! et un opérateur
différentiel d’ordre < d+1 P(d+1,£, p) dont les coefficients sont holomorphes
(en z) sur un voisinage de 0 € C™*!, P(1,£, p) ne contenant pas 9,,, de telle

sorte que pour tous v(z) = Zf__:l Y hSw—2m42 v (z)eh™~1(G) appartenant
a Av=mHG) et u(z) = Y, Zh);—m-{-l b (z)eht™~1(G) appartenant a
A¥[G), a(z; D)u(z) est égal & v(z) dans A®~™+1[G] si et seulement si pour
tout £ de {1,...,k} et tout h > w—m + 1 on peut écrire :

k k
eobf(z) =D Iep(z) vp ™™ () + h Y fep(a) bh(2)

p=1 p=1

k

(7.12) +mz—: > P(d+1,¢,p)br%(x)

d=0 p=1

Preuve. Reprenons les notations du théoreme 7.7 et posons :

Bey(z)= 3 ta(2)Vala,p, 0G(z)] 1S EpSE.

laj=m-1
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D’aprés le théoréme 7.7 on a a(z; D)u = v dans A¥~™+1(G] si et seulement
si pour chaque h > w—m+1let £de {1,...,k} ona:

k

k m—1
> Bip(2)0bh = o ()= D D> Q(d+1,4,p)bh
p=1

d=0 p=1

k
(¥) —h Zd’,,p(x)b;

p=1

Rappelons (voir théoréme 4.36) que pour p > £, Vy(a,p,£)(y) est un polynéme
quasi-homogene de poids > p—£ > 1 et s’annule donc en 'origine. D’aprés le
théoréme 7.7 pour chaque £ de {1,...,k}, Bge(0) est non nul, par conséquent
la matrice (Be,p(0))1<e,p<k est inversible. La matrice (Bep(z))i1<e,p<k st
encore inversible si z est dans un voisinage suffisamment petit de origine;
En appliquant (B, ,(z)) ™! aux vecteurs colonnes de C*¢ définis par les relations
(*) on obtient alors aisément le théoréme 7.10.

Maintenant notre objectif est d’expliciter en termes des algébres
/i“’[R,p, €] (voir def 5.5) les conditions de Cauchy D3 u(z)|s = us(z’) 0 <
s < m—1 du Probleme (0.1). Rappelons que les u,(z') sont définies & partir
des relations (6.3) et que nous recherchons u(z) sous la forme a priori (7.1) :

(7.13) wz) =3 5" Y bh(@) et NG ().

j=1 €=1 h>w-—-m+1

Les difféomorphismes locaux G; = (gg,g{, ...,g1) ont été définis au début de
la section §6. Le théoréme suivant constitue alors une étape importante pour
exprimer les conditions D} u(z)|s = u,(z’).

Théoréme 7.11. Considérons s € {0,...,m — 1} et j € {1,...,m}. Alors
pour chaque d de {1,...,s} et (i,£) de {1,...,k}* on peut trouver un opérateur
différentiel en z d’ordre < d, BI(d,¥,1) dont les cocfficients sont des fonctions
holomorphes de z sur un voisinage de 0 € C™**! de telle sorte que pour tout
h de Z et tout germe b;’_i(z) en 0 € C™*! holomorphe on peut écrire :

0z, [bhi(@)elt ™1 (Gj(2))] =
K] k

Yo D Bi(d 4,0 (z) x et TG () +

d=1 (=1
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D (H(azog,,)"f z)) bt (@) [Vola, i, 0)et ™1 =2)(G))

lal=s ! p=0
ol dans la derniére sommation a = (ag, @1, ...,an). Nous poserons BI(d,{,1)

=0 pour d > s.

Preuve. Nous aurons besoin du lemme auxilliaire suivant dont la démon-
stration est immédiate.

Lemme 7.12. Soit s € {1,...,m—1}. Il existe des fonctions holomorphes sur
le voisinage U de 0 de la convention 7.4 £ — L;(s, a)(z) (a décrivant les multi-
indices de N™*! de longueur < s — 1) de telle sorte que pour toute fonction
f(§) holomorphe sur un ouvert V' inclus dans G;(U) on ait : Vz € G']-_I(V')7

L UGEN) = Y (0°f)oC(w)H(3an (2))

la|=s

+ Y Li(s,a)(=)(85 ) 0 G(x)-

fal<s—1

Cela dit, en appliquant la formule de Leibnitz on obtient :
(7.14) a;, [b;-”i(i) X e?’L"'_l(Gj(:t:))] =

S |
> orbh x 83 (eftmTHG)

= s1l(s = sp)!

si s;7 > 1 le lemme 7.12 montre que :

(7.15) (el (G(=)) = Y

lal=31

(B3l TNG,)

agl...

x [[@zgd)r (@) + Y. Li(s1,e)(@)(@5el* ™ 1)(G))

p=0 laj<s1—1

Le théoreme 4.36 (ou l'on remplace h + |a| par h +m — 1 et on échange les
indices 7 et £) montre que :

lel &
(7.16) ety =5 Y Vi(a,i,0) eIl )

¢=0 (=1
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(si ao + k41 + ... + a, > 1 alors les Vy(a, i,£) sont tous nuls).

Pour terminer la preuve du théoréme 7.11 nous allons utiliser le lemme
suivant :

Lemme 7.13. (Avcc les indices s1, B, a, g des égalités (7.14), (7.15) et (7.16)).
Définissons l'entier relatif d par I'égalité g+h+m—1—|a| = h+m—1—s+d.
Alors on a s > d > |B| en outre, d est nul si et seulement si ¢ = 0 et
s=3s;=|alet|B] =0.

Preuve. Par définitiononad = g—|a|+set |a] < s;. Dotd > g4+s—s; >
s —s1. Comme || < s —s; on a bien d > |8]. En outre comme ¢ < |af
on a bien d < s. Par ailleurs si ¢ = 0 et s = s; = |a|, d est clairement nul.
Supposons maintenant que d = 0 = s — |a| + ¢. Comme ¢ et s — |a| sont > 0
ceci entraine ¢ = 0 ct s = |a| = 3.

Preuve du théordme 7.11. On remplace dans I'égalité (7.15) Bgef+"'“l(y)
par le second membre de ’égalité (7.16). On reporte I'expression ainsi trouvée
de 35;(e$‘+’"“(Gj(m))) dans le second membre de ’égalité (7.14). Pour
chaque entier relatif d et chaque £ de {1,...,k} on regroupe alors dans ’expres-
sion ainsi trouvée de B;O[b;?,,-(a:)ef"'m"l(Gj(z))] tous les termes de la forme :

(7.17) (928} (=) x ef 1 H(G ().

Si le coefficient du terme (7.17) n’est pas identiquement nul alors le lemme 7.13
montre que nécessairement d est de la forme d = ¢—|a|+s et que |f] < d < s.
En outre en utilisant le lemme 7.13 avec d = 0 et les égalités (7.14) et (7.15)
avec 8; = s on vérifie aisément que le coefficient de bf,?’i(m)) X e?+"‘_l_’(Gj(:L'))
est bien celui indiqué dans le théoréme 7.11. Enfin on obtient aisément les
opérateurs Bi(d, ¢, i) permettant d’écrire 'égalité du théoreme 7.11. Ceci
prouve le résultat.

Pour alléger I'écriture nous introduisons la notation suivante :

Notations 7.14. On note b* ;(z) le vecteur colonne de C™ de composantes
les fonctions holomorphes b;‘,-(x) ou j varie de 1 a m.

Convention. Rappelons que pour chaque 1 < j < m G;(0,2') = (0,a"). Par
conséquent quand on restreint z = (zg,z') & I’hyperplan S d’équation zo = 0
les éléments de chaque fi"’[Gj] (voir def 7.3) s’identifient de maniére naturelle
& des éléments de I'espace A¥[(z')]. Dans I’énoncé du théoréme suivant nous
ferons cette identification.
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Theoreme 7.15. (Avec les notations du théoréme 7.11). Pour chaque d
de {1,. —1} et (£,7) de {1,...,k}? notons N(d,£,i) [resp. N(£,i)] la
matrlcc carrée d’ordre m dont le coefﬁcient d’indice (s, j ) avec0<s<m-—1
et 1 < j < m est Popérateur différentiel en z d’ordre < d [resp. la fonction
holomorphe de z'] :

Bi(d, £, 1) | resp. Z Vo(a i,0) 0 G;(0,2') x [[(8z092)°*(0,2")

lol—s p=0

Alors en dérivant formellement s fois terrmes & termes (pour chaque s de
{0,...,m— 1} 19. série suivante puis en faisant zo = 0 on peut écrire 'identité
suivante, dans A¥~*[(z")] :

m k
LY T himdiem) -

=1 i=1 hDw
J 1 < Is

k
Z Z u,l (') ebtmTiToy L z)

=1 h>w—m+1

ol pour chaque £ de {1,...,k} et h > w—m+1 le vecteur colonne de C™

Ui (") = (407" (2"))ogagm—1 est égal &

m-—1 k
(118) k)= Z (N(d, €,i)6254)(0,2") + Y N(&,i)(z")bk )(0,").
d=1 i=1 i=1

En outre la matrice N(£,£)(0) coincide avec la matrice de Vandermonde dont
le coefficient d’indice (s, ;) est A{. Enfin pour 2 > £ N(£,2)(0) est nulle.

Preuve. Prouvons I’égalité matricielle (7.18) exprimant U}(z'). Pour chaque
s de {1....,m — 1} on applique le théoréme 7.11 et on somme par rapport a
Je{1,. m} Pour obtenir le coefficient - noté us 7°(z") - de elt™=1=2 o
remplam dans Pénoncé du théoréme 7.11 - h + d par h et on somme par
rapport & i € {1,...,k}. On obtient alors aisément ’égalité matricielle (7.18)
exprimant U}(z'). Par ailleurs comme G;(0) = 0 le coefficient d’indice (s, j)

de la matrice N(£,£)(0) est égal & :

(7.19) > o Vile £0(0) [[(0rag)**(0)
0:...Qn. p=0

lal=s
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D’apres le théoreme 4.36 Vy(a,£,€) (ot |a| = s) est un polyndéme quasi-
homogéne de poids Z:=l(p — 1)a, s’annulant en 0 si a = (ag,...,a,) est
différent de (0,s,0,...,0); si @ = (0,s,0,...,0) alors Vy(a,(,£) = 1. Or
d’aprés le théoréme 7.2 on a 8,,9(0) = )j, il est alors clair que le terme
(7.19) vaut A} et que N(£,£)(0) coincide avec la matrice de Vandermonde.
Enfin pour ¢ > £ le théoreme 4.36 affirme que Vy(a,i,£) est un polyndme
quasi-homogene de poids > E:=1(p —1Dap +1—£ > 0, il s"annule donc a
Porigine. On en déduit aisément que pour i > £ N(£,1)(0) est la matrice nulle.
Ceci prouve le théoréme 7.15.

On a vu a la fin de la section §6 qu’on pouvait représenter les données
de Cauchy du probléme (0.1) par: (0 < s <m—1)

k
us(z') = Z Z uf’t(z') e?+m_l($1, e TR

=1 h>w—m+1—s

Le théoreme suivant fournit un systéme d’équations qui explicite totale-
ment les conditions de Cauchy D2 u); = u,(z') du probléme (0.1).

Théoréme 7.16. On peut trouver pour chaque d de {1,...,m — 1} et (£,7)
de {1,...,k}* une matrice carrée d’ordre m M(d,£,i) [resp. Ag(z')] dont
chaque coefficient est un opérateur différentiel en z d’ordre < d [resp. une
fonction de z' holomorphe sur un voisinage de 0] dont les coefficients sont
holomorphes sur un voisinage de 0 € C**1, de telle sorte que pour chaque £
de {1,...,k} et chaque h > w —m + 1 I’égalité matricielle (7.18) du théoréme
7.15 est équivalente & la relation suivante, entre vecteurs colonnes de C™ :

k

k m-—1
(720) 50)(0,2") = D" Aes(aWi@E)+D. Y (M(d,£,i)i74)(0,2").

i=1 =1 d=1

Preuve. Pour chaque £ de {1,...,k} et h > w — m + 1 la relation (7.18) du
théoréme 7.15 est équivalente & la relation :

m-—1 k k
(e V)= 3 S (N(@,,)ph54(0,2") = 3 N(L,i)(a")bh(0,2").
d=1 i=1 i=1

Notons alors R(z') la matrice carrée d’ordre km constituée des blocs matriciels
carrés (d’ordre m) N(£,1)(z') ot £ [resp. i] € {1,...,k} est I'indice des lignes
[resp. colonnes]. D’aprés le théoréme 7.15 N(£,)(0) est nulle pour i > £ et
pour chaque £N(£,£)(0) est la matrice de Vandermonde des A}, Az,... Am.
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Par conséquent R(0) est inversible et R(z') sera encore inversible si z' est
dans un voisinage suffisamment petit de 0. En appliquant R~!(z') au vecteur
de C*™ constitué par les membres gauche des relations (*)e(1£L<k)on
obtient alors aisément le théoreme 7.16.

Notations 7.17. Soit j € {1,...,m}. On applique le théoréme 7.10 en
remplagant G par le difféomorphisme G; (cf. Convention 7.4). Le théoréme
7.10 définit alors des fonctions Igp(x), fjp(z:) et des opérateurs différentiels

PJ(d + 1,£,p) permettant d’écrire 1’égalité (7.12) du théoréme 7.10 dans le.
cas ou G = Gj.

Le théoréme suivant s’appuie sur les théorémes 7.10 et 7.16 et entrainera
facilement le théoréme 0.2.

Théoréme 7.18. Avec les notations de la définition 5.5 et du théoréme 7.16.
Soit w € Z. Alors on peut trouver des réels strictement positifs Ry, p;(> 1)

-1 2
et €; de telle sorte que pour tout R €0, Ry], p = (%) pL, €= € (ﬁR:) et

pour tous :

k
vi(zy) =) Y wh(2) ef(y) (1<j<m)

=1 h>w—-m+1

appartenant & A»~"+1 [R, p, €] et pour tous

k
W@ =Y T ) i)

=1 h>w—s+1—-m

appartenant a fiw—’[R, p,€] & variant de 0 a m — 1; il existe une et une

seule solution (“j(z3y) = 25=1 Eth—m+l b.’il,f(x) 62+m—1(y))l<j<m dans

(/i“’[R, p,€])™ du systéme d'équations suivant : pour tout h > w + 1 —m,
tout £ de {1,...,k} et tout j de {1,...,m}

k k
Baobh(2) = 3 Irp(aph-mti(2) + 8 fi ()b ()
p=1 p=1

m—-1 k
(7.21) +D0 Do PId+1,6p) B e)

d=0 p=1
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m—1

5% (0, z')—z Agi(z' )U”(z’)+z 3 (M(d,4,1)b" 590, 2")
1=1 d=1

ot Ul(z') est le vecteur colonne de C™ de composantes uf’f’(x') 0<s<
m—1.

Preuve du théoréme 0.2 a partir du théoréme 7.18. On se donne donc
—w € N, W et U comme dans I’énoncé du théoréme 0.2. On peut supposer
(voir convention 7.4) que chaque Gj est défini sur U (1 £ j < m). Con-
sidérons un réel Ry > 0 comme dans la proposition 6.1 et fizons un triplet
(R.p,€) vérifiant les assertions du théoréme 7.18 avec R < min( Ry, Ry).
L’espace A“’[R, p, €] étant ainsi donné fixons un réel r > 0 vérifiant les deux
inégalités du théoréme 5.8. Nous considérons alors un voisinage ouvert V(C
U) connexe de 0 € C"*! tel que VNS C Wet :

(7.22) z € V entraine :z € U, sup |z;| <, sup Igf( z)| <.

0<i<n <ig<m

- = 1<l<k
Soit 2% = (0,2'%) un point de (VNSN\T ot z'° = (29,...,2%) et 3° =
(2}....,2%). Nous avons vu dans la section §6 qu’on pouvait trouver pour
chaque s de {0,1,,...,m — 1} un élément

k
(7.23) ul(asy) =Y Y. ub(a) et (y)

=1 h2w—s+1—m
de A*~%[R, p, €] et pour chaque j de {1,...,m} un élément

k
24) vilzy) =Y. Y.  ul™(z) ef(y)

=1 h2w-m+1

-1

(

de A*~™+1[R, p, €], de telle sorte que si on note (encore) u,(z';y) et vj(z;y)
les permes holomorphes en (z'°,4°) et (2%, y°) définis comme expliqué dans le
th(m‘cme 5.8 par les éléments (7.23), (7.24) et le choiz d’un germe holomorphe
2(¥) en y° solution de Ry 2kl —ysz—y; = 0 alors les données de notre
probleme (0.1) sont définies par les germes u(z') = u,(z';2') (0 < s < m-1),
et v(r) = Z;n:l vj(z;Gj(z)). L’assertion (7.22) montre que v;(z;G;(x))

détinit bien un germe holomorphe en z° = Gj—l(xo) 1<j<m).

Le théoréme 7.18 fournit alors une solution (ul(z;y),...,u™(z;y)) du
systéme d’équations (7.21) associé aux données (7.23) et (7.24) et, pour chaque
Jde {1,,...,m}:

k
(7.25) Wimy)=) Y. Wda) ()

=1 h2w+1-m
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appartient & A¥[R, p, ¢]. Notons - par abus - u/(z;y) (1 < j < m) les germes
holomorphes en (z°;y°) définis comme indiqué dans le théoréme 5.8 & 'aide
des termes (7.25) et du germe de racine en y°z(y) déja choisi. L’assertion
(7.22) montre alors que pour chaque j € {1,,...,m} u/(z; G;(z)) définit bien

un germe holomorphe en z°. Rappelons qu’avec ces notations le probléme

(0.1) s’écrit :
(0.) { a(z; D) u(x) = S, v3(25G5(2) = v(a)

Dioujs = u,(z's2') =us(z') 0<s<m—1

Le théoréme 0.2 est alors une conséquence immédiate du théoréme suivant o1
V vérifie I’assertion (7.22).

Théoréme 7.19. 1°) Le germe holomorphe en (0,2) u(z) = Y7,
u/(z;G;(z)) est prolongeable holomorphiquement le long de tout chemin
issu de (0,z'%) et tracé dans V\ Uje, K’. De plus il existe des opérateurs
différentiels R; ¢(z; D) (1 < j € m,0 £ £ £ k) d’ordre —w a coefficients
holomorphes sur V de sorte que :

m k

@)=Y . Rjda; D)((G;(=))

Jj=1 £=0

2°). u(z) est solution du probleme (0.1).

Preuve. 1°). Le théoréme 5.8 affirme que pour chaque j le germe holomorphe
en (z%y°) w/(z;y) (défini par (7.25) et le choix du germe en y°z(y)) est
prolongeable holomorphiquement le long de tout chemin issu de (z%;3°) et
tracé dans Dy (r)x(Dy(r)\T). Comme G,-(I\’j) = T pour chaque j la propriété
de prolongement analytique du germe u(z) découle alors de ’assertion (7.22).
De plus le théoréme 5.8 permet d’écrire pour chaque j de {1,...,m} :

k

Z 37 b ()bt NG () = Y a5.e(a; Gi(2))ed Gj(=)

(=1 h>1-m =1

ot les fonctions a; ¢(z; y) sont holomorphes sur Dy(7) x Dy(r). Rappelons que
(voir thm 3.6) e; = 2¢ — Ny(ya,...,yx) pour 1 < £ < k. On introduit alors les
opérateurs différentiels en z suivants :

k

Rjo(z;D) ==Y a;(z;G;(z))Ne(Gj(z))

(=1
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Rj(z; D) = aje(z; Gj(e)) + Ebl‘m—p(z) G;(93,)
p-—
ou G;(0%) désigne le transmué de 0F, par le difféomorphisme G;. Comme
Oh et =¢€,7 (1 < €< k) on vérifie alors aisément que les R; ¢(z; D) permet-
tent d’exprimer le germe u(z) comme indiqué dans le 1°). Prouvons main-

tenant le 2°). Soit j € {1,...,m}. Le théoréme 7.10, les notations 7.17 et le
théoreme 7.18 montrent que 1’égalité suivante : (1 < j < m)

a(z; D)(w(z; G})) = v/ (z; G;)

a lieu au sens des séries formelles de fi“’"m“[Gj] (voir def 7.3) et donc de
A¥=™[G ;]. Le théoréme 7.5 montre alors que les deux germes holomorphes en
(0,2") a(z; D)(u!(z; G;)) et v/(z;G;) sont égaux. Par conséquent les deux
germes holomorphes en (0,z'°) a(z; D)u(z) et v(z) sont égaux.

Soit maintenant s € {0,...,m — 1}, les théorémes 7.18, 7.16 et 7.15
montrent que ’égalité suivante :

m
D3, Zztj(x; G;) = u,(z';z")
J=1 |$
a lieu au sens des séries formelles de A“’_’[(x )]. Les théorémes 7 et 7.15
montrent alors que les deux germes holomorphes en z'° D?, (E'" w! (z;G;))|s
et u,(z'; z') sont égaux. par conséquent le germe u(z) est solutnon du probleme

(0.1).

Le théoréme 7.18 sera une conséquence facile des théorémes 7.22 et 7.26.
Avant de les énoncer nous devons préciser quelques notations et constantes
géométriques.

Définition 7.20. Reprenons les notations du théoréme 7.18. Nous
fixons — w € N et deux constantes > 0 Ry et C telles que toutes les fonc-
tions suivantes sont holomorphes et bornées par C sur le polydisque D(0, Rz)
de centre l'origine : Ir (z), f} (@), les coefficients des opérateurs différentiels
PJ(d +1,£,p), les coefficients des matrices Ag;(z'), les fonctions coefficients
des opérateurs qui sont coeflicients des matrices AM(d, ¢, 7).

Définition 7.21. Soit U(zyy) = (Xr, Do h>w—mt1 b;’[()

ehtm= '(y))1<j<m un m-uple de séries formelles, les b", étant tous des germes
en 0 holomorphes. Reprenons les notations du theoreme 7.18 et pour chaque
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h>w-—m+ 1, j de {1,...,m}, € de {1,...,k} considérons le germe en 0
holomorphe b ', défini par les deux égalités sulvantes

k

k
Ozoblfty =0 > fl (x)bh (2) + Z D Pi(d+1,4,p) bi%(x)
p=1

d=0 p=1

m—1

(b (Oz)—z Z (M(d, £,i)b74)(0,2")

ou b'.}fe désigne le vecteur colonne de composantes b’jh[ 1 <j <m. On pose
Y

alors RU(39) = (Lies Thzemas Wielz) ™))

1<j<m’

Théoréme 7.22. Munissons (A*[R, p, €)™ - ot 0 < R < min(1, %Z) -dela
norme suivante :

(! (z59), .- u™ (25 9)]lw = Z I/ (z,9)||lw (voir def 5.5)
i=1

Alors R définit un endomorphisme de (A*[R, p,€])™ et on peut trouver des
réels strictement positifs R, (< min(1, %1)), p1(> 1) et € tels que si pour R
quelconque dans ]0, R;] on pose p = (Rﬁl-)_‘pl, €= (Rﬂl)zel alors R est de
norme < 1 VU € (A*[R, p,e])™, | RU || < U |-

Preuve. Considérons pour chaque j de {1,...,m}, uw/(z;y) = ZL,
thw_mH Jz(ac)ef'"1 '(y) un élément de A“’[R,p, €] et considérons les
plus petites constantes > 0 CM telles que

(7.26) 7, b (e) < C z 9°h+m w(T)-
Nous aurons alors besoin des deux lemmes suivants :

Lemme 7.23. Notons N le nombre de monémes 92 vérifiant |3| < m.
Reprenons les notations des définitions 7.20 et 7.21. Alors pour tout h >
w-—m+1let(j,£)de{l,...,m}x{1,... k}ona:

1°) 8z, blf, <20(Dzo¢h+m w)[p“(N+R(1+|w m—1])) )
+N z d=1 Zp:l('}%)d Cf,pd

2°) b(0,2") € 200R, [N DS () S0, Th, O],
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Preuve du lemme 7.23. 1°) Comme on suppose 0 < R < %1, les fonctions
f1 ,(z) sont bornées par C sur D(0,2R). La proposition 5.3 et I'inégalité
(7.26) permettent d’écrire les deux inégalités suivantes :

(h+m+1—-w)f~ip <<20(h+m+l—w) pﬂoh+m w K
R
(7.27) 2C Ch @R s1ow =2C Ch ~ D= Phtm—w

z5 R
(7.28) (w=-m-1)f7 b;‘m < 2Clhw —m — 1|Cj”’p > D,y o

L'opérateur différentiel d’ordre < 1 P’(1,£, p) comprend au plus N termes du
type a(z)d8 ou |B] < 1, 88 # 9., et a(z) est borné par C sur D(0,2R). En
utilisant la proposition 5.3 on vérifie aisément que (0 < R < 1) :

z )P

(729) a(z)aﬁbh <20 Ch ; 10 (pf-{-m-w‘

Soit d € {1,...,m — 1}, P/(d + 1,£,p) comprend au plus N termes du type
a(z)88 ot |B| < d+1 et a(z) est borné par C sur D(0,2R). Comme R < 1 < p,
la proposition 5.3 et 'inégalité (7.26) permettent alors d’écrire :

(7.30) a(z)d? b4 (z) < 2C C1 4 DBIGR 41
—d, P —
< 2C C;!,p d(_)lﬂl IDIO (rol}z{—d+m—w+|,[3|—l

<« 2C Ch d( )tho 50+m w*

La définition de Bzob' (voir def 7.21) et la conjonction des quatre inégalités
(7.27),...,(7.30) permettent alors d’obtenir immédiatement le 1°) du lemme
7.23. Maintenant prouvons le 2°). Soit d € {1,...,m — 1} chaque coefficient
de la matrice carrée d’ordre m M(d,£,1) est somme d’au plus N termes de
la forme a(z)d2 ol |B] < d et a(z) est borné par C sur D(0,2R). Comme
p > 1> R la proposition 5.3 et l'inégalité (7.26) permettent d’écrire :

R
85 Ph—dt+m—w < le ‘Ph d+m-—-w

(7.31)

a(2)0% Vi (z) < 2C ChIDIR 4y < 20 CLHEYSR,
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La définition de b'.’:e(O, z') et inégalité (7.31) permettent alors d’obtenir
immédiatement le 2°) du lemme 7.23.

Lemme 7.24. Avec les notations précédentes. Pour chaque j de {1,...,m}

k
uizy) =Y D bl(z) et ()

=1 h>w-m+1
appartient a A‘”[R, p,€] et :

. m-1 d
u|, <4C |p" (N + RA+|w —m —1])) + N £
lu"/ll < 4C | )™ (N + R(L+ Jw —m — 1)) + ;(R)

X

> 1w (25 9) |-

n=1

Preuve du lemme 7.24. Soient j € {1,...,m}, £ € {1,....,k} et b >
w — m + 1; notons C}fll la plus petite constante € RT U {400} telle que :
bljhe(:l,‘) < C;{‘i R w(). Les lemmes 5.4 et 7.23 permettent alors d’écrire :

m k
Clly < 4C |p (N + R+ o —m—1])) S 3 Ch .+

n=1 p=1

m—1 m k
(7.32) N Z(%)d S S okl
d=1 ji=1 p=1

ot les C]'»’1 p sont définis par les inégalités (7:2.6) et on pose C';'ljpd = 0 pour
h—d<w—m+ 1. Rappelons que par définition on a :

k

iz yllw=>_ Y. Cet.

=1 h>w-—m+1

Le lemme 7.24 est alors une conséquence facile des inégalités (7.32).

Fin de la preuve du théoréme 7.22. D’apres le lemme 7.24 il est clair
que R envoie (A*[R, p, €])™ dans lui-méme et que la norme de R est majorée
par :

(7.33). 4mC [p" (N + RA+|lw—-m—1]))+ N "‘Z‘ (2)'1]
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Il est clair qu’on peut trouver R, €]0, min(l 22 puisp; > lpuis0 < ¢ K 1

de telle sorte que le nombre (7.33) associé a (Rl,pl,el) soit inférieur & 3.

Maintenant considérons R €]0, R,] et posons p = R Hp1, €= (R )261 Comime
p = p1et F = G il est clair que le nombre (7.33) associé a (R, p,€) est
inférieur a 5. Ceci prouve le théoréme 7.22.

Convention 7.25. Reprenons les notations du théoréme 7.22. Jusqu’a la
fin de cette section nous fixons R dans )0, R] et posons p = (%)_lplv €=

(R1 Ve

Considérons - comme dans P’énoncé du théoréme 7.18 - des éléments
vi(z;y) (1 £ j < m) de A"+ R, p, €] et des éléments u,(z';y) (0 < s <
m —1) de A**[R, p,€].

Théoréme 7.26. Avec les notations du théoreme 7.18. Considérons pour
chaque b > w+1-m, £de {1,... k}, jde {1,...,m} le germe en 0 holomorphe
b;”[(x) défini par :

(7.34) Bzoby () = Zre,,m v, " (@)

p=1

k
bf’[(o, :r') = Z Ag’,-(x')Ul.h(:L")
=1

ot b% ,(0,z") [resp. Ul(z')] désigne le vecteur colonne de C™ de composantes
b;.‘,l(O’, z'), 1 < j < m [resp. u "_S(T') 0 < s < m—1]. Alors pour chaque
j de {1,...,m}, w(z;y) = Zc_ 2h>w 1 bJ (z) eh""’"—l(y) appartient

4 A*[R,p,e] . Dans la suite on posera Ug(z;y) = (u!(z;y), ... u™(z;y)),
Uo(z y) appartient 3 A*[R, p, €m .

Preuve. Comme vj(z;y) € A=+ [R p ] et (h—m+1)+m—(w—m+1) =
h + m — w la définition 5.5 permet d’écrire :

(7.35). ol " (@) < DI TYVOR, L, Z > Dt < 400
£=1 h>w—m+1

Comme u,(z';y) € /i“’_’[R,p‘ et (h—s)+m—(w—s)=h+m-wla
définition 5.5 permet d’écrire : (h > w —m +1)

k
(736) wi'@) <O SR Y, >, ChTEt < oo,

=1 h2w-m+1
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Rappelons que (voir def 7.20) les Iy »(z) et les coefficients des matrices A ;(z')
sont holomorphes et bornés par C sur D(0,2R) (ot R < 1 R;). De plus d’aprés
la proposition 5.3 on a gof+m_w < D,o(,a,ﬁ_m_w. Par conséquent, les égalités
(7.34), les inégalités (7.35) et (7.36), et la proposition 5.3 entrainent que :

k
azob_lj:l < 2C ( D;l’;m*-l) DIo(P;lt+m-—w
1

p=

k. m-—1
02 <20 (32 52k ol

i=1 9=

Le lemme 5.4 entraine alors que

k k. m-—1
o <a0 (054 3 3 e et

p=1 i=1 s=0

Les inégalités (7.35) et (7.36) permettent alors d’obtenir immédiatement le
théoréme 7.26.

Preuve du théoréme 7.18. Reprenons I'élément Uy(z;y) de (A¥[R, p, €)™
défini dans le théoréme 7.26. La définition 7.21 de l'opérateur R montre qu'un
élément U(z;y) = (u'(z;y),...,u™(z;y)) de (A™[R, p,€))™ vérifie le systeme
d’équations du théoréme 7.18 si et seulement si on a : U — Uy = RU. D’apres
la convention 7.25, les théorémes 7.22 et 5.6, R définit un endomorphisme
de l'espace de Banach (A”[R, p,e])™ et |R| < 3. Par conséquent I'équation
U = Uy + RU possede une et une seule solution dans (A™[R, p,€])™, & savoir:
U = 3,50 R%Wq. Ceci prouve le théoréme 7.18.






§8. ETUDE GEOMETRIQUE DE LA QUEUE D’ARONDE T
ET DE SON CONORMAL

Pour alléger ’écriture nous poserons - dans cette section - y = (y1,. . . ,yx)
€ Cxety = (ys... Jk). Notons zj,...,2k4; les racines complexes du
polynéme en z : 2K+ — 4, %=1 45—y, Les relations entre coefficients
et racines permettent alors d’écrire que :

k+1
(8.1) KAy g — vy = H(z—zj)
i=1

21+ ...+ 2k41 =0, et pour £ variant de 0 a k — 1:

(8‘2) Yey1 = _(_l)k_H—e Z Zj1 e Zgkgaes

1< <j2< < Jrp1-¢ <k+1

En écrivant que I'équation (8.1) posséde une racine multiple nous obtiendrons
(voir prop 8.4) une paramétrisation - notée ® - de T. L’usage de ® nous
permettra (voir thm 8.9) d’obtenir une paramétrisation agréable de NV (T,eq) =
N(T) et de montrer que la partie lisse T,ez est I'ensemble des y tels que
’équation (8.1) associée posséde une racine double et k — 1 racines simples.
Enfin nous montrons (voir thm 8.12) que le discriminant D [resp. T] induit
en l'origine un germe de fonction holomorphe [resp. d’ensemble C-analytique]
irréductible. Certains résultats de cette section sont probablement connus des
géometres mais n’étaient pas (semble-t-il) énoncés sous une forme adaptée a
nos besoins spécifiques.

Définition 8.1. Le polyndéme H#j(z,- — zj) est symétrique en les variables
Z1,...,2Zk+1. Sa restriction a ’hyperplan d’équation : 2; + ...+ z44; = O est
un polynéme D(y,,...,yx) en les variables y;,...,yr définies par les relations
(8.2). Ce polynéme est appelé discriminant de ’équation (8.1).

Définition 8.2. On appelle queue d’aronde l'ensemble T des points y =
(Y1, - - - »yx) de C* tels que Péquation (8.1) posséde au moins une racine double.
T est un sous-ensemble C-analytique défini par I’équation D(y;,....yx) =0

Proposition 8.3. Notons £ I’ensemble des points (yi, . . .,yx) tels que 'équa-
tion associée (8.1) posséde une racine double et k — 1 racines simples. Alors
L est une partie ouverte dense de T'.

Preuve. Prouvons que £ est dense dans T. Considérons un point (39, ..,y7)
de T et notons 2J,... ,ZR41 les racines de I’équation (8.1) associée, on peut
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supposer z{ = z3. On construit alors aisément une suite (=7, ... 2R 41 )peN.
de C*¥*! convergeant vers (z{,...,20, ) et telle que ¥p € N* on ait :

(P4 42 =027 =28, 2P =2F pour i#j, iet j>2
Pour chaque p de N* considérons le point (yf,...,y}) défini par :

k+1

k1 P k=1 P —

ot — Pz ...—yzz—yf—H(z—z;’).
j=1

Les relations (8.2) permettent alors de voir que (y7,... .y}) est une suite de
points de £ convergeant vers (y{,...,y%) € T. Prouvons que £ est ouverte
dans T. Soit (y9,...,y2) un point de £, notons (29,...,20,,) les racines de
Péquation (8.1)- associée, on peut supposer z{ = zJ. Posons F(y;z) = z%+! —
yrzF~1. .. —y,z —y,. En appliquant le théoréme des résidus & z — a‘FF;yz’;)
et en utilisant des lacets entourant respectivement ¥ = :g,zg,...,zg+]70n
prouve facilement que si (yi,...,y%) € T est suffisamment proche de
(3?,...,yY) alors I'équation (8.1) associée posseéde une racine double et k — 1
racines simples. Ceci prouve la proposition 8.3.

La proposition suivante fournit une paramétrisation de 7.

Proposition 8.4. La queue d’aronde T est exactement l'image de C¥~2 x C
par Papplication ® : (ys3,... ¥k, 2) — ®(ys,. .. .Yk, 2) = (®y,...,P;) ot

By (ys,. .. yk,z) = —kz* TV 4 (k= a2 . 2,23 y3zi (=)
®a(ys, -k, 2) = (b +1)2F = (k= Dyaz* "2 = 232 = gy
B(ys, ... yk,2) =ye pour L€ {3,...,k}.

Nous poserons y' = (ys, ... ,yk)-

Preuve. Un point y = (y1,...,yx) de C¥ appartient & T si et seulement
si ’équation (8.1) posséde au moins une racine double z, ce qui équivaut a
Pexistence d’un z € C tel que :

(8.3) F(y,z) = 2T —ypzF1 L — gz —yy = 0.

82F=(k+1)zk—(k—l)ykzk_z...—2y3z——yg =0

En reportant dans I’équation F' = 0 la valeur de y, fournic par I’équation
9. F = 0 on obtient immédiatement la proposition 8.4.
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La matrice de la différentielle de ® a k — 1 colonnes et est donnée par :

[ 22 223 ... (k — 2)2"_l 0,9, i
-2z -3z ... —(k-1)z*? 3,9,
1 0 0 0
(84) 0 1 : :

o
o
—
o

Théoréme 8.5. 1°) On a: 0.9,(y,z) = —28,92(y', z). De plus 9,P,(y’, 2)
est non nul si et seulement si z est racine d’ordre exactement deux de I'équa-
tion en z; : 281 — @y (y, 2)zF L~ Dy(y',2)z1 — D1(y',2) = 0.

2°). Soit (y?,...,y) un point de T tel que équation (8.1) associée posséde
une racine triple et k — 2 racines simples. Alors (y?,...,4%) n’appartient pas
a la partie lisse T;og de T

3°). Notons £ l'ensemble des points de T tels que 1’équation (8.1) possede
une racine double et k — 1 racines simples . Alors ®~!(£) est ouvert dans
C*~2 x C, la différentielle de @ est injective en tout point de ®~1(L), £ est
inclus dans la partie lisse Treg de T et ® induit un homéomorphisme (et méme
un difféomorphisme holomorphe) de ®~*(£) sur L.

Note. Nous verrons plus loin que £ = Trg.

Preuve. 1°). L’égalité 0,®, = —20,®, résulte d’un calcul immédiat. Posons
F(z) = 287 — Bi(y',2)zF . = Do(y', 2)z1 — ®1(y',2). Vu la définition
des ®, on a clairement az!F(zl) = 0,®,(z1). Par construction z est une
racine multiple de ’équation F(z;) = 0. On obtient alors immédiatement
le 1°). Prouvons le 2°). Considérons (y?,...,4%) € T tel que ’équation
(8.1) associée posséde une racine triple z) = 23 = 2J et k — 2 racines sim-
ples 2J,...,20,;. En utilisant le théoréme des résidus on vérifie aisément
qu'il existe un polydisque ouvert P de centre (y?,...,y?) et des disques ou-
verts de C deux a deux disjoints Dy, Dy,...,Diy, respectivement de centre
z9,29,...,20,, tels que : si y € PN T alors I’équation (8.1) asociée possede
trois racines (dont une au moins double) dans D; et une racine simple dans
chaque Dy,...,Dx41. Comme ®(y3,... .y, 20) est égal a (y?,...,y}) il existe
un voisinage ouvert V de (y3,...,y7,2?) tel que (ys,...,yx,2) € V entraine
z € Dy et ®(ys,...,yk,2) € P. Considérons un tel V :
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On vérifie alors aisément que la restriction de ® & V est injective. Comme
z{ est racine triplele 1°) montre que 8,8, (39, .. . ,y%, 20) et 8, ®2(y2, ... 2, 2%)
sont nuls. Par conséquent d®(y3,...,y,2?) est au plus de rang k — 2. Si
(¥2,---,9%) était un point lisse de T alors T serait dans un voisinage de
(7,---,yx) une hypersurface lisse de dimension k — 1 =dim V. Comme la
restriction de @ a V est injective, d® devrait étre de rang k — 1 (voir Griffiths-
Harris [6] page 19) ce qui est absurde. Ceci prouve le 2°). Maintenant prou-
vons le 3°). D’aprés la proposition 8.3 £ est ouvert dans T' = image de &, donc
®~1(L) est ouvert. Si ®(ys,... Wk>2) = (Y1,...,yk) appartient a L alors z est
Punique racine multiple de 1’équation (8.1) associé a (y1,...,yx). On vérifie
alors aisément que ®($~1(L)) = L, que la restriction de ® & ®~(L) est in-
jective. Le 1°) du théoréme 8.5 montre qu’en chaque point de ®1(£) 9,®,
n’est pas nul et d® est injective. Prouvons que @ induit un homéomorphisme
de ®71(L) sur £. Considérons mo = (y',z) un point de ®~1(L) et U un
voisinage ouvert de m. Raisonnons par I’absurde et supposons que ®(U) ne
soit pas un voisinage de ®(mg) dans T. Il existe alors une suite (y'?, z?) de
points de C¥=2 x C telle que Vp € N &(y'?, z?) ¢ ®(U) et la suite B(y'?, z?)
converge vers ®(myg). Il est clair (vu la définition de ®) que plin;o y'? =y

Comme ®(y'?, z?) est une suite bornée de T les racines des équations associées
(8.1) restent dans un compact de C. Quitte & prendre une suite extraite nous
pouvons supposer que P — 7 € C. On a donc ®(y',2) = ®(my) et Z est une
racine double de ’équation associée ®(my). On a donc forcément z = 3 donc
(y'?, 2P) appartient & U pour p assez grand. Ceci est absurde. Donc @ induit
un homéomorphisme de ®~1(£) sur £. Vu linjectivité de d® il est alors clair
que Treq contient £ et on obtient immédiatement le 3°). Le résultat suivant
est probablement connu des géomeétres analytiques.

Proposition 8.6. La différentielle du discriminant D(yi,....yx) ne s’annule
pas sur L.

. . . ~ 0
Preuve (esquisse). Soit m® = (y?,...,y2) un point de £, notons z{, 23, 2§,

..., 294, les racines de Péquation (8.1) associée. On peut supposer 2 = zJ
et que les autres racines sont simples. D’aprés le 3°) du théoreme 8.5 m°
est un point lisse de T donc il existe une fonction f(y) holomorphe sur un
voisinage ouvert V de n® telle que df(m®) # 0 et VNT = f7'(0). Notons
H Thyperplan de C*t! d’équation : z; + 23 + ... + 241 = 0. Notons A
Papplication qui & (zy....,2k41) € H associe A(z1,...,2k+1) = (Y1, .- ¥k)
défini par :

k+1

H(: —z) =2 _yF T gz

1=1
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En procédant comme dans la preuve du théoreme 8.5 on vérifie aisément qu’il
existe dans H un voisinage ouvert P de (27,...,20,,) € H tel que A(P) C
V, A(P) est un voisinage de m®, les fonctions z; —z; et z;—z; ne s’annulent pas
sur P pour j > 3, P est stable par la symétrie qui échange z; et z;. Comme
fest nulle sur VNT, foA(z,zs,...,2k+1) est nulle sur PN {z; — 2z, = 0}.
Il existe alors une fonction g(z1,,...,zk+1) holomorphe sur P telle que :

fOA(Zl,Zz,...,Zk.(.]) = (31 - 22) 9(217227‘?33 R 7zk)

f o A(Z], 22y ,Zk+1) = (32 - 21) 9(227 21523, .- >2k)'
Les deux égalités précédentes contraignent g a s’annuler aux points de P de la
forme (21, 21, 23, . .. ,2k). Donc g est divisible par 25 — z; et fo A est divisible
par (z; — 22)2. Rappelons (voir def 8.2) que le discriminant est donné par :

[1Gi = 2) = D, .. we)

i#]
comme les fonctions z; — 2z et z3 — z; ne s’annulent pas sur P pour j > 3
on vérifie alors aisément qu'il existe un germe en m° holomorphe u(y) tel
que f(y) = u(y)D(y). Comme df(m®) # 0 et D(m®) = 0 on a forcément
dD(m?®) # 0. Ceci prouve la proposition 8.6.

Proposition 8.7. 1°) Soit (ys, ...,y z) € ®71(£) alors Im d®(ys, . . . ,y, 2)
est le noyau de la forme linéaire € Tg(y,’z)Ck définie - dans les coordonnées
duales - par (1,z,22,...,2F7%).

2°) {(y1,y-- - ¥k; Ay 2A, .. ,2F7I0) [ (y1y- -+ 5yk) € £, z est Vunique racine mul-
tiple de 1’équation (8.1) associée, A € C} C T*CF est exactement le conormal

N(L) de £(C Tueg).

Preuve. 1°). La définition de £ (cf. Prop. 8.3) et le 1°) du théoreme 8.5
montrent que 8,®,(y',z) # 0 de sorte que la différentielle d®(y’, z) donnée
par expression (8.4) est de rang (maximum) k — 1. Nous allons prouver que
le déterminant suivant d’ordre k :

[ 22 2:3 .. (k=2)2F"1 0,8, u;]
-2z -3z ... —(k=1)2k"2 0,0y wu,
1 0 0 0 Us
(8.5) 0 1 0 0 0
: 0 :
: 0 0
| 0 0 0 1 0 up |
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est égal a :
—0;®2(uy + zug + ... + zk—luk)

ceci prouvera le 1°). Développons le déterminant (8.5) par rapport a la
derniére colonne et calculons le coefficient de chaque u;. Comme 9,%; =
—20,®; (voir Thm 8.5, 1°)) on vérifie aisément que le coefficient de u; [resp.
ug] est égal & —0,®, [resp. —z0,®,;). Considérons maintenant j € {3,...,k},
le coefficient de u; est égal au déterminant :

rz2 ... (j-—2).z"f1 0,P 7
-2z ... —(j-1)z7? 0,®,

1 0
0 1 : ]
(-1)*+7 | Th—j
termes

0 0 1 0 :

0 0 1 0

1 0
L 0 .. 1 0

En développant ce déterminant suivant la derniére ligne et en raisonnant par
récurrence on constate qu’il est égal au déterminant suivant :

22 (G—2)z"1 8,8,
-2z ... -(j =122 09,9,
1 0 - 0
(_1)k+j+k-—j 0 1
0
Lo . 0 1 0 0 |
Comme 8,8, = —z8,®, (voir Thm 3.5) il est clair que ce déterminant est

égal :

(G =277 0.8y _ e  _ = -l

—(] _ l)zj_z 6z¢2 =2z ((] 2)28:@2 + (] 1)0z¢1) = -z 3:‘132.
Ceci prouve le 1°). Le 2°) est alors une simple conséquence du 3°) du théoréeme
8.5.
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Définition 8.8. On appelle conormal de T adhérence N(T) du conormal
N(Tieg) de la partie lisse Tiey de T.

Théoréme 8.9. 1°) N(T) est 'ensemble des points (y;€) de T*C* de la
forme :

yr = —k2* b (k= uazb T 4 4 y22 f1= A

vr = (k+1)zF — (k= 1)ypzF=2 .. = 2,2 §2 =z
(8.6) Yz = Y3

Uk = Yk G =217

ott (ys,....yk, . A) parcourt C¥~2 x € x C. Hors de la section nulle ¢’est une
lagrangienne holomorphe homogene lisse difféoinorphe & C¥~2 x C x C*.

2°). £ = Treg. Treg = {y € C* / D(y) =0 et dD(y) # 0}.

Corollaire 8.10. Pour tout voisinage conique V de (0,...,0;1,0,...,0) il
existe un voisinage ouvert U de 0 € C* tel quc w‘l(U) N N(T)H\O est inclus
dans V.

Preuve. Il est clair que Ve > 0 il existe un polydisque ouvert P de centre
0 € CF tel que Y(ys,--- Yk, 2) € Ck-? x C, P(ys,...,yx,z) € P entraine
|z| < €. On obtient alors immédiatement le corollaire 8.10.

Preuve du théoréme 8.9. 1°) Rappelons que d’apres le 3°) du théoreme
8.5 L C Tieg- Dans un premier temps nous allons montrer que N(£) coincide
avec le sous-ensemble de T*CF défini par la paramétrisation (8.6) du 1°).
Considérons un point de T*CF paramétré par (8.6) et donc de la forme
(®(y',2): A\, Az, ...,Az¥"1). En reprenant la preuve de la proposition 8.3 on
construit aisément une suite (y'?, z,) convergeant vers (y',z) telle que Vp €
N &(y?.z,) € L. Dlapres le 2°) de la proposition 8.7 (P(y'?, 2p);
)\,)\zp,.u,lzif'l) est une suite de points de N(L) convergeant vers
((y', 2); A, ... A2k, Réciproquement  considérons une  suite
(®(y'?, 2p); Ap. Ap2p, - - ,/\pz;‘;“l) de points de N (L) convergeant vers (y;€) €
T*Ck*+1. Alors (y'P) converge vers y' (ot y = (y1,y2,9")), (Ap) converge
vers £ ct (z,) est une suite bornée. Quitte A prendre une suite extraite
on peut supposer que z, converge vers un z € C. On constate alors que
(y;6) = (®(y'52); 61,61, 2, - - £12F71). Par conséquent N(L) coincide avec
I'ensemble paramétré par (8.6). Maintenant prouvons £ = T,e. Considérons
Y € Treg, dans un voisinage de y T est définic par une équation f = 0 ol
df(y) # 0. Comme L C T, C £ on vérifie aisément que :

N(LY N7 ({y}) = {(y; Mdf (1)) /) € C).
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Si z est une racine multiple de ’équation (8.1) associée a y alors y = ®(y'; z) et
- Qaprés ce qui précede - (y;1,2,...,2571) € N(L). Par conséquent ’équation
(8.1) associée a y ne posséde qu'une seule racine multiple z. Comme y € Toq
le 2°) du théoréme 3.5 montre que z n’est pas racine d’ordre 3. Si z était
racine d’ordre > 4 alors on vérifierait facilement que y serait limite d'une
suite (y?) de T telle que pour chaque p I’équation (8.1) associée a y? possede
au moins deux racines multiples distinctes, y € Tieg serait donc limite d'une
suite de points non lisses de T, c’est absurde. Par conséquent £ = T,o4
et N(T) coincide avec '’ensemble paramétré par (8.6). Enfin il est clair que
N(T)\O = N(Teg)\0 est un licu homogene lisse difféomorphe & Cck-?xCxC*
et que la 1-forme Ef €;dyj est nulle sur N(Tieg) et N(T). Ceci prouve le 1°).
Comme on a vu que £ = Ty, le 2°) découle de la proposition 8.6.

Maintenant nous allons examiner les propriétés d’irréductibilité vérifides
par la queue d’Aronde T'.
Proposition 8.11. 1°). Pour tout polydisque P ouvert de centre 0 € C*, Pn
Treg €st connexe.
2°). T est un sous-ensemble analytique irréductible de C* et induit un germe

en lorigine d’ensemble analytique irréductible.

Preuve. 1°). Considérons P(R) le polydisque ouvert de rayon R > 0 de
centre 0 € C* et y° = (v9,....92), yv' = (¥i,...,y}) deux points de P(R) N
Treg- Notons alors z{ = 23,2§,...,20,, [resp. z{ = z3,25,...,2;,,] les k 4+ 1

racines de 1’équation (8.1) associées & y° [resp. y']. Comme L = Ty les

20 — z? [resp. z} — z;] ne sont pas nuls pour 2 <t < 7 < k+ 1. Cela dit on

vérifie que I’ensemble suivant :
H = {(;:27 . 7zk_‘_]) € Ck /222+2:;+24+. o2 = 0, zi—2zj # 0 pour 1 % 7}
est connexe par arcs. Par conséquent il existe une application continue Z :
[0,1] — €+
t— Z(t) = (Zl(f), zg(t), PN ,Zk.{_)(f))
telle que :
Vi € [0, ].]7 Zl(t) = 22(1) et (Zg(lf)7 PP ,Zk+1(t)) eH

2(0) = (2, 200), Z(D) = (21, 2he)

Considérons 'application ¢t — y(t) = (y1(t),....yx(¢)) définie par :
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k+1

[Tz - z() = =5 — ()" = (B2 = i ().

=1

Par définition de Z(t), t — y(t) définit un chemin continu tracé dans £ = Tjeq
joignant y® & y!. Les relations (8.2) entre coefficients et racines permettent
de voir qu'il existe une application continue t — ¢(t) € RT* vérifiant ¢(0) =
c(1) = 1 et telle que si on remplace Z(t) par c¢(t)Z(¢) alors le chemin ¢ — y(t)
associé a c(t)Z(t) est tracé dans P(R) N Teg. Ceci prouve le 1°). Prou-
vons le 2°). Comme T}, est connexe T est irréductible (voir [13] page 194).
Raisonnons par I’absurde et supposons que T induise en lorigine un germe Ty
d’ensemble analytique non irréductible. Considérons alors la décomposition
de Ty en germes irréductibles en 0 Iy,..., I, (¢ > 2) : Ty = U{J;. 1l existe
un voisinage ouvert V de 0 et des sous-ensembles C-analytiqus de V notés
par abus [y,...,I; induisant respectivement en 0 les germes I,,... . [;. Par
définition il existe alors un polydisque ouvert de centre 0 P inclus dans V
tel que PN Iy et PN (I U...U 1) soient strictement inclus dans PN T et
PN(LU...ul;) = PNT. Or d’apres le 1°) PN Ty est connexe donec T'N P
est irréductible dans P et on aboutit & une contradiction. Ceci prouve le 2°).

Théoreme 8.12. 1°). En chaque point de T le discriminant D =
D(yy,...,yx) définit un germe réduit.

2°). En Dorigine D définit un germe irréductible.

Preuve. 1°). Soit y° € T. Raisonnons par l’absurde et supposons que D
induise un germe Dy en y° non réductible. Considérons la décomposition en
facteurs irréductibles Dy = f™ X...X fq * ot pour fixer les idées m; > 2. On
peut supposer que f1,." ., f; définissent des fonctions holomorphes sur un petit
voisinage ouvert V de y° de sorte que sur V on ait D(y) = (f** x...x fq *)(y).
D’aprés le Nullstellensatz de Hilbert-Riickert f;10) ¢ f;'(0)U... U f72(0),
doncil existe y° € V tel que fi(y°) = Oet (f2x...X f3)(y°) # 0. Il existe alors
un petit voisinage ouvert W de y° tel que WNT = WND~1(0) = Wn f'(0).
Comme m; > 2, dD s’annule en chaque point de W N f;1(0), ceci contredit
le fait que Treg est dense dans W N f71(0) et que dD ne s’annule pas sur Treg
(voir thm 8.9. 2°). Ceci prouve le 1°). Le 2°) est alors une conséquence du
2°) de la proposition 8.11 et du Nullstellensatz.






§9. LOCALISATION DES SINGULARITES DE z,22,... z*.

Le théoréme suivant indique que si z désigne une solution ramifiée de
I’équation (3.1) alors dans un voisinage de 0 € CF* les singularités de
z,2%,...,2% vivent dans N(T).

Théoréme 9.1. On peut trouver un polydisque P ouvert de centre 0 € c*
et un D-module holonome M défini sur P dont la variété caractéristique est
incluse dans la réunion de N(T') et de la section nulle, de sorte que le k-uple

(e1,€2,...,ex) de fonctions holomorphes ramifiées (cf. convention 4.2) soit
solution de M sur P\T.

La démonstration va utiliser plusieurs théorémes.

Théoréme 9.2. Il existe un voisinage ouvert U de 0 € CFet des fonctions
holomorphes sur U x C* (y;€) — P,(y;€) (1 < ¢ < N) polynomiales en ¢
et homogenes de degré m, > 2 telles que :

7 U)NN(T) = {(y;6) € T*U [ Py(y;6) =0, 1< ¢ < N}

Preuve. N(T) = N(Tieg) est un sous-ensemble C-analytique de T*C* (voir
[12] p. 346) donc il existe un polydisque ouvert W de centre (0,0) € {(y; &)}
et des fonctions fi(y;€) 1 < i< M holomorphes sur W telles que

N(TD)NW ={(y;6) €W / Vi€ {1,...,M} fi(y;€) =0}.

Pour chaque i de {1,...,M} on peut écrire fi(y;€) = Z::S ap i(y; &) ol
chaque a,i(y;€) (p € N) est holomorphe sur W et polynomial en £ et ho-
mogene en ¢ de degré p. Comme N(T') est homogéne, chaque a,, ; est nul sur
N(T)NW. Soit alors K un polycylindre fermé de centre (0,0) de rayon > 0
inclus dans W. Un théoréme de Frisch ([5]) dit que ’anneau O(R) des germes
de fonctions holomorphes sur K est noethérien, donc I'idéal de O(K) engendré

par les ap i(y; €) est de type fini. On obtient alors aisément le théoreme 9.2.

Théoréme 9.3. (Avec les notations du théoréme 9.2). Il existe un polydisque
ouvert P (inclus dans U) de centre 0 € C* tel que pour tout ¢ de {1,... ,N}et
tout (j,£) de {1,...,k}? on peut trouver un opérateur différentiel ngj(y;D)
a coefficients holomorphes sur P de telle sorte que :

- pour £# j R{.(y,D) est dordre <my —1

- th)[(y,D) est d’ordre my et admet P(y;¢) pour symbole principal.
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k
- Pour tout (g,£) de {1,...,N} x {1,...,k}on a ZRZ’j(y;D)ej =0.

j=1

Preuve (esquisse). Soit ¢ € {1,...,N} et £ € {1,...,k}. Comme P,(y;¢)
est un polynéme en { homogene de degré my nul sur N(T') le théoréme 4.37
montre que Py(y; D)ee est somme finie de termes du type a, ;(y)dP e; ot
0<p<my—1,1<j < ket ay;j(y) est holomorphe sur un voisinage de
lorigine. On obtient alors aisément le théoréme 9.3.

Reprenons les notations du théoréme 9.3 et notons D [resp. D] le
faisceau des opérateurs différentiels holomorphes [resp. d’ordre < p] sur le
polydisque ouvert P. Considérons alors le D-module M égal au conoyau
coker ¢ du morphisme suivant :

DNE %, i

¢
(@D rgssy — D _(QIRL,, QIRL,,. . QIRE)

9,¢

Notons € : D¥ — M = coker ¢ la projection canonique.

Preuve du théoréme 9.1. D’apres le théoréme 9.3 (ey,...,ex) définit une
solution de M sur P\T. Posons M_; = {0} et M, = e(’D(P)k) pour p > 0.
Les M, définissent une bonne filtration de M (voir [19] p.7). Considérons
ge{l,...,N}et(B,...,Bx) € Mpyq (ot p > —1). On vérifie alors aisément

Mptitm
ue dans 2% on a :
q My tmg

k
Py(y;€)-(By,...,Bx) =Y _ B¢ (Ri,,....R},)=0.
=1

Donc la multiplication par Py(y;¢) induit Papplication nulle de MAﬁ—:—‘- dans
M

—'&t—‘i—'ﬂ-. Par conséquent la variété caractéristique de M est incluse dans
pt+mgq

N
N Pq_l(O). Le théoreme 9.1 découle alors du théoréme 9.2.
g=1



§10. SUR L’EQUATION DE BURGER.

Le théoreme suivant montre que les fonctions algébriques étudiées dans
cet article apparaissent naturellement dans certains problémes non-linéaires.
Dans cette section nous noterons (¢,y;) le point courant de C2.

Théoréme 10.1. Il existe des fonctions a(t,y1), g;(t,y1) (1 < j < k)
holomorphes sur un voisinage de (0,0) € C? vérifiant a(0,y,) =0, ¢;(0,y1) =
0 pour'2 < j < k, ¢1(0,y1) = y; de sorte que la solution du probleme de
Cauchy :

{ atu(t7 yl) - (u X aylu)(t) yl) =0
(10.1)

1
u(0,1) = yf ¥

soit de la forme u(t,y;) = a(t,y1) + z ot z désigne une solution ramifiée de
I’équation

(10.2) gt y) T = ga(tyn)z — it y) = 0.

Note : Il s’agit d’'un phénomeéne d’éclatement des singularités di aux faits
que ’équation de Burger est franchement non linéaire et que la trace u(0,y;)
est “suffisamment” singuliére.

Preuve (esquisse). Nous cherchons - a priori - la solution de I’équation (10.1)
sous la forme u(t,y;) = a(t,y1) + z ol z est solution d’une équation du type
(10.2). Apres avoir différentié 1’équation (10.2) on vérifie aisément que

k .
2471
Bz =) Oig; A =(k+ D2k — (k= Dgrz*"2... — g
j=1

En utilisant 1’équation (10.2) on obtient :

k
(10.3) 2A = TNk +2 - 5)git, )

j=1

L’équation 8(a + z) = (a + 2)0y, (a + z) s’écrit alors :

s

k k
A6¢a+z Ogjz’ ' =(a+2) A6y1a+26ylgj 271
i=1 i=1
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Posons go = 0 et gr+1 = 0. En utilisant (10.3) on obtient alors aisément
les formules suivantes :

k E
(10.4) Aata+z 819; 271 = (k+1)(6¢a)zk+z [8eg; — Jgj+ X Elta]zj-l

i=1 i=1

k
(10.5)  (a+2)(Adpa+ . dyg;= ") = ((k+1)a x 8y,a+0y,00) ="+
=1

k
Z (a(0y, 95 — 79j+1 % 0yla) + 0y, 9j-1 + (k+2 _j)gjayla‘] 7

j=1
En utilisant les trois derniéres formules et en identifiant les coefficients des
puissances de z on vérifie aisément que si (a(t,y1), g1 (t, 91); - - gk(t,y1)) est
solution du probléme suivant :
a‘a(t7 ?,/1) = aayla + Iflﬁ_aylgk
819,(t, 1) = j(ady,a + o0y gk )g5+1 + a(By, 95 — 19541 X 0y, a) +
ayxgj—1+(k+2—j)gjay1a 1<j<k
G(O, yl) =0
a1(0,y1) =1, 9;(0,;) =0 2<j<k

alors a(t,y,) + z est solution du probleme (10.1). Le théoreme 10.1 découle
alors du théoreme de Cauchy-Kowaleska non linéaire.
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